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1. Sean M, N dos variedades diferenciales compactas conexas y orientadas de la misma
dimensién n y f : M — N una funcién suave. Demuestra que las siguientes definiciones
del grado ( “degree”) de f son equivalentes:

a) Sea w € Q"(N) un generador de Hp55(N) (ie. [y
Jur ().

b) Sean ¢y, cy generadores orientados de H, (M), H,(N) (resp.). Entonces f.lcy] =
grado(f)[cn.]

Nota: H,, aqui denota tu homologia favorita; por ejemplo, la de cadenas cubicas
singulares (médulo degeneradas). Un generador orientado es una n-cadena cerrada
c tal que fcw =1, donde w es una n-forma generadora de Hpp.

w = 1). Entonces grado(f) =

c) Para cada x € M tal que df(z) es invertible se define o(z) € {£1} segun si df(x)
preserva o invierte la orientacién. Luego para un valor regular y € N (df(z) es
invertible para todo = € f~'(y)) se define grado(f) = 3_,c ;-1 o(2). (En particular,
el grado no depende del valor regular escogido y es entero).

2. Calcula los grados de las siguientes funciones (la orientacién en cada caso es la “obvia”):

a) f: CP! — CP! dada, en coordenada inhomogenea z € C, por (i) 2", n € Z (ii)
Z" (iii) ‘gjis, ad — bc # 0 (iv) una funcién racional (cociente de dos polinomios
p(z)/q(2)).

b) La composicién S? — S® — S? donde i : S* — 5% es la inclusién (z,y,2) —
(1,9,2,0), y m : S — S? es la fibracién de Hopf se piensa en S® como la esfera
unitaria en C? y S? como CP! (el espacio de las lineas complejas en C? que pasan
por el origen); luego 7 asocia con un punto en S* la linea compleja que genera.

¢) El mapeo de Gauss G : M — S? donde M C R3? es una superficie compacta conexa
co-orientada y G(z) es el vector unitario en x perpendicular a la superficie y en la
direccién positiva.

(Respuesta: x/2, donde x = 2 — 2¢ es la caracteristica de Euler. Esto es esenciale-
mente el Teorema de Gauss Bonnet).

d) o : St x S' — 5% dado por o(xy,22) = f(x1) — g(x)/||f(z1) — g(z2)|| donde
f,g : S* — R? es un enlace, i.e. dos funciones suaves tal que f(z1) # g(z2) para
todo z1, x5 € S

(Respuesta: el linking number de f,g.)

e) M={(x:y:2) € CPly*’2 =x(2*—2*)} yp: M — CP! dada por (z:y: 2) —
(z:y).

(Nota: en coordenadas inghomogeneas X = z/2,Y = y/z, p es la proyeccién al eje
de X de la curva en el plano dada por Y? = X (X? —1).)
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3. Demuestra que el Linking number L( f1, f2) (ver inciso (d) del problema anterior) se puede
calcular de la siguente manera: se deforma las curvas fi, fo tal que las intersecciones de
sus proyecciones al plano z,y son transversales, asi que hay un ntmero finito de ellas.
Luego L(fi, fo) = ny —n_, donde ny,n_ son los numeros de intersecciones potivas y
negativas segun el siguiente diagrama

A + .1

—_— | — | —

4. Sea S3 C C? la esfera unitaria y p, ¢ € S® dos puntos en fibras distintas de la fibracién de
Hopf (7(p) # 7(q)). Sean f,g : ST — S3 dados por f(6) = e¥p, g(f) = e?q. Calcula el
linking number de f, g. (Nota: el linking number en S? se define mediante una proyeccion
stereografica a R? por un punto que no est en la unién de las imagenes de f, g.)

5. (El invariante de Hopf). Para cada funcién suave f : S® — S? se define el niimero H(f)
de la manera siguiente. Sea w una 2-forma en S* tal que [y, w = 1. Entonces se define

H(f) = ffw A a,
S3

donde a € Q(S?) satisface f*w = da.
a) H(f) esta bien definida, i.e. tal o existe y la definicién no depende de la eleccién de
Wy o.
b) H(f) €
c¢) Calcula a H( ) para la fibracién de Hopf 7 : S* — S? del problema 2b.
d)
)

e) (reto) H(f) define un isomorfismo 73(5?) — Z.

H(f) es invariante bajo homotopia.



