Calculo ITI, DEMAT-CIMAT, aug-dic 2011.

Examen parcial 2 - solucion de problema 2
8 nov 2011

Problema 2. Consideramos la funcién f : R? — R dada por

f(a:,y):x2+y2+xy+x+y.

Sea Py = (2,3). Encuentra los siguientes:

a)

La derivada de f en F,.

> df (Po) = fo(Po)dx + fy(Fo)dy = 22+ y + 1)dx + (x + 2y + 1)dy|s) =
8dzx + 9dy. O

El desarrollo de Taylor de orden n de f alrededor de Py, n =0,1,2,....

> Sea v = (h, k), entonces el desarrolo de Taylor de orden n de f en Py es de
la forma f(Py+v) =T,(v)+ R,(v), donde T, es un polinomio de grado <n
y B (v) = o([[v][").

Ahora f(Py+v) = f(2+h,3+k)=(2+h)?2+B+k)>*+2+h)B+k)+(2+
h)+ (3+k) =24+ 8h+ 9k + h? + k* + hk, asi que Ty = 24, Ty = 24+ 8h + 9k
v T, = 24 +8h + 9k + h? + k? + hk paran = 2,3,.. .. 0

Una ecuacién de la forma ax + by + ¢ = 0 para la recta tangente a la curva de
nivel de f que pasa por F,.

>Si P = (z,y) estd sobra la recta tangente en Py entonces 0 = df (Py)(P—Py) =
(8dx + 9dy)(x — 2,y — 3) = 8(x — 2) + 9(y — 3) = 8z + 9y — 43. O

Un dibujo de la curva de nivel del inciso anterior.

> La ecuacién de la curva es 22 + y? + oy + o + y = 24. El cambio de variable
= (y1—21)/vV2,y = (y1 +21)/V2 (el factor de v/2 se introduce para que sea
una rotacion), transforma la ecuacion a z? + 3y? + 2v/2y; = 48. Completando
cuadrddos, esto es xf—i—3(y1+§)2 = 146/3. Cambiando a x3 = x1, Yo = yl—l—\/?i,

obtenemos (x9/A)? + (y2/B)> =1, con A = /146/3 ~ 7, B = \/146/9 ~ 4.

Esta es una elipse con centro en xo = yo = 0 = = = y = —1/3, con semi-eje
mayor A a lo largo del eje de x5 y semi-eje menor B a lo largo del eje de
y2. El eje de xo (el eje mayor de la elipse) estd dado por yo = 0 = y; =
—V2/3 =y =—2—2/3,y el eje de y5 (el eje menor de la elipse) estd dado
por 5 = 0 = y = z. (Con esta informacién es facil hacer el dibujo). 0
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e)

Una ecuacién de la forma ax 4 by + cz + d = 0 para el plano tangente a la
grafica de f en (2,3,24).

> La gréfica estd dada por la ecuacion F(x,y,z) = )

la tangente en (2,3,4) estd dada por 0 = dF'(2,3,24)(z — 2,y — 3,z — 24) =
(df(2,3)—dz)(x—2,y—3,z—24):8(56—2)—1—9( 3) — (2—24):83:'—|—
9y — z —19. 0

Los puntos criticos de f, el hessiano de f en estos puntos, su tipo (positi-
vo/negativo definido etc.) y decide cudl es el tipo del punto critico (mini-
mo/méximo, local/global etc).

> Los puntos criticos P estan dados por df = 0= f, = f, = 0= 2z +y+1 =
20 +2r+1=0= 2 =y = —1/3. Luego, fix = fyy = 2, foy = 1, por
2 1
1 2
ya que det H = 3 > 0 y los elementos en el diagonal son positivos. Asi que
(—1/3,—1/3) es un minimo local (por lo menos). De hecho, es un minimo
global, ya que f(z,y) = (2/A)*+(y2/B)*+c, para algun ¢ € R (ver la solucién
del inciso 4), lo cual tiene minimo en 9 =y = 0=z =y = —1/3. O

flz,y) — 2z = O, asi que

lo que el hessiano es H = . Esta es una matriz positiva definida,

El minimo y méximo de f restringida al conjunto {(z,y)|z* + y* = 1}.

> Usando el método de multiplicadores Lagrange, en dichos puntos df =
M(z? + y?), para algun A € R = 2z +y + 1,2y + = + 1) = \(27,2y) =
2r+y+l)y=QRQu+z+lz=y’+y=a’+z=> (y+1/2)0* = (z+1/2)* =
y+1/2 =+(x+1/2) = y =z, y = —x — 1. Intersectando estas dos rec-
tas con 22 + 42 = 1, obetenemos 4 candidatos: +(1,1)/v/2, (—1,0), (0, —1).
Evaluando f en estos 4 puntos concluyimos: maximo en (1, 1)/v/2, minimo en
(—1,0), (0, —1). O



