Algebra Lineal 2, FAMAT-UG, aug-dic, 2009

Examen parcial 1 — soluciones
(17 oct, 2009)

Todos los espacios vectoriales son de dimension finita.

1. Sea {vy,..., v} un conjunto ortonormal en un espacio euclideano V' (no necesariamente
k . .
una base). Demuestra que para todo v € V, >0 |(v,v;)|* < ||v||?, con igualdad ssi v
pertenece al subespacio generado por {vy,..., v}

> Veremos dos demostraciones. La primera usa el proceso de Gram-Schmidt para comple-
tar el conjunto ortonormal a una base ortonormal {vy, ..., vk, ..., v} . Siv =", ¢

entonces (v,v;) = > o (v, v5) = > €0 = ¢;, por lo que v = Y " (v,v)v; ¥
o2 = >0 (v, 0:)? > Zf:1<v,vi>2. Tenemos igualdad en la tltima desigualdad ssi
> (v, 1) =0, 0 sea v = Zfd(v, v;)v; asi que v pertenece al subespacio generado
por los {vy,..., v}

La segunda demostracién es mdas elemental (e ingeniosa). Considramos el vector v =
v = 3y (v, vivi. Entonces 0 < [[V/|12 = [[o]|? = 2(v, 30, (v, wivs) + | 5y (v, vi)vi | =
loll> = 2355 (v, 0)? + 305 v, v)? = [Jol|? = 30, (v, 03)2, st que [[u]]? > 300, (v, v)*.
Si tenemos igualdad entonces v/ = 0, 0 sea v = Zf:1<v, v;)v;, lo cual estd en el espacio
generado por los vy, ...,v,. Si v estd en el espacio generado por los v, ..., v, entonces
v = Zle c;v;, para algunos escalares cq,...,c,. Tomando el producto interior de la
dltima ecuacién con v; se obtiene ¢; = (v,v;), por lo que v = 32 (v, v;)v;. Tomando
norma de ambos lados, se obtiene 3% (v, v;)]2 = ||v]|>. O

2. Sean A1, ..., A\ valores propios distintos de un operador lineal T" en un espacio vectorial
V', con vectores propios asociados vy, ...,v (es decir, los v; son vectores no nulos y
Tv; = \v;, i = 1,..., k). Demuestra que vy, ..., vy son linealmente independientes.

> Por induccién sobre k. Para k = 1, {v1} es linealmente indepndiente ya que v; #
0. Suponemos ahora que {vi,...,vx_1} es linealmente independiente. Si > ., c;v; =
0 para algunos escalares cy,...,ck, entonces aplicando T a esta ecuacién obtenemos

Zle ciAv; = 0. Asi que 0 = [Zle ci)\ivi] — M [Zle civi] = Zle ci(Ni — Ay =
Zi:ll ¢i(Ai — Ag)v;. Por induccién, ¢;(A; — A\g) = 0,9 =1,...,k — 1, por lo que ¢; = 0,

i=1,...,k— 1. Concluimos entonces que cyvx = 0, por lo que ¢, = 0 tambien (ya que

Vk 7&0) ]

3. Sea T una transformacion lineal entre espacios euclideanos (o hermitianos). Demuestra
que la imagen de T es el complemento ortogonal del kernel de la adjunta de 7T'.

> Sea Tv € Im(T). Siv' € Ker(T*) entonces (Tv,v") = (v, T*v") = (v,0) = 0. Asi que
Ker(T*) C Im(T)*.
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Para demostrar que Im(T)* C Ker(T*), seav’ € Im(T)*. Entonces para todov € V,
0 = (V,Tv) = (T*V',v). Esto implica que T*v" = 0 (se puede tomar por ejemplo
v="T*"). Asi que v' € KerT*.

4. Sea L el espacio de las matrices 3 x 3 con entradas reales y V' C L el conjunto de las
matrices antisimétricas.

a)

Demuestra que V' es un subespacio vectorial de L de dimensién 3.

> Sea F;; € L la matriz cuya entrada ¢j es 1 y el resto 0. Toda matriz A € L es una
combinacién lineal dnica A = ), i a;jEi;, por lo que los E;; forman una base de L.
Una matriz A es antisimétrica ssi a;; = —a;;, por lo que las tres matrices E;; — Ej;,
1 <i < j <3, forman una base de V. Asi que dimV = 3. O

Para dos elementos A, B € L se define (A, B) = tr(AB?"). Demuestra que (-,-) es un
producto escalar en L.

>Si A= Zij az»jEij, B = Zij bijEiju entonces tI‘(ABt) = Zij aijbij7 por lo que <', >
es el producto escalar “estandar” con respecto a la base de los £j;. ]

Nota: en los siguientes 3 incisos se usa este producto escalar.
Encuentra una base ortonormal para V' y completala a una base ortonormal de L.

> Como los E;; forman una base ortonormal de L, los 3 vectores E;; — Ej;, 1 <1 <
j < 3, forman una base ortogonal de V', cuyos elementos tienen norma /2. Asi que
(B — Eji)/\/ﬁ, 1 <i < j <3, forman una base ortonormal de V. Los 6 vectores
(Eij + E;:)/vV2,1<i<j<3, Ey 1<i<3, locompletan a una base ortonormal
de L.

Nota: los 6 vectores que agregamos es una base ortonornmal de las matrices simétri-
cas, lo caul es el complemento ortogonal del subespacio de matrices antisimétricas
(ver problema 7f de la guia de estudio de este examen).

O
Para cada A € V se define el operador lineal Ty : V' — V por T4(B) = AB — BA.
Demuestra que T4 es antisimétrico.
> (Ta(B),C) = —tr[(AB — BA)C| = —tr(ABC) + tr(BAC) = —tr(BCA) +
tr(BAC) = —tr[B(CA — AC)] = —(B,Ta(C)). O
Sean a,b,c e Ry
0O a D
A= —a 0 c
—b —c 0

Encuentra los valores y vectores propios de la complexificacién de T4 en términos
de a,b,c.

> Definimos [A, B] = AB— BA. Seav = (a,b,c) y v; = v/||v]]. Sea v, € R3 un vector
unitario ortogonal a v;. (Por ejemplo, vo = (b, —a,0)/va? 4+ 0%, 0 v = (1,0,0) en
caso que a = b = 0). Sea v3 = vy X v9. Entonces vy = vy X v3, V3 = v3 X V1.
Luego, si Aj, As, A3 € V son los operadores asociados, tenemos que [A1, Ay] = —As,
[Ay, Al = — Ay, [A3, Ay] = —A.
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(Comparar con problema 13e de la guia de estudios para el examen. El cambio de sig-
no es porque la manera de parametrizar el A con a, b, ¢ en este problema es diferente
un poco de la manera que se hace en problema 13c de la guia, desafortunadamente).

En consecuancia, T4(As +iA43) = [|v]|[A1, A2 + iA3] = ||v]|(—As +iA4s) = i||v||(Az +
iAs), asi que Ay + iA3 € V¢ es un vector propio de (T'4)c con valor propio iv||.
De manera similar, Ay — 7A3 es un vector propio asociado al valor propio —i||v||. Es

claro que T4 (A) = [A, A] = 0, asi que A es un vector propio asociado al valor propio
0.

En Resumen, tenemos que los valores propios de la complexificacion de T4 son
0, +iva? + b?> + 2, y los vectores propios asociados son los multiplos (por escalar
complejo) de A, Ay +iAs3.

Ahora claculamos: si tomamos
vy = (b, —a,0)/vVa® + b2
(en el caso de a # 0 o b # 0) tenemos
(a,b,c) x (b, —a,0)
V(a2 + b2+ 2)(a® + b?)
(ac, be, —a® — b?)

V@t P+ &)@ 1)

V3 = V1 XUy =

asi que
0 o B
Ag + ZAg = — 0 Y N
-5 = 0
con
b , ac
a= +4 ,
Va2 + 02 /(a2 + b2+ ) (a? + b?)
—a , be

B

= +1 ,
Va2 +02 /(a2 + 0%+ 2)(a® + 1?)

- a? 4+ b2
7= V a2 + b2 + 2’



