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Tarea n�um. 13
(Para el viernes 14 nov 2008)

Definiciones

Un n�umero complejo es una expresi�on de la forma z = a+ ib, donde a; b 2 R. El conjunto de n�umeros
complejos se denota opor C.

La parte real de z = a + ib es a = Re(z), la parte imaginaria es Im(z) = b, el valor absoluto es

jzj = p
a2 + b2 y el conjugado es �z = a� ib:

A cada n�umero complejo z = a+ ib se le asocia el vector (a; b) 2 R2. La suma de n�umeros complejos
corresponde a la suma de vectores en R2. El producto de n�umeros complejos se de�ne por la regla
i2 = �1. La forma polar de un n�umero complejo z = a+ ib 6= 0 es z = rei� = r cos � + ir sen �, donde
r > 0.

Sea A (por "anillo") uno de los conjuntos Q;R;Zn;C. Sea n un entero no negativo. Un polinomio de
grado n con coe�cientes en A y variable z es una expresi�on de la forma p(z) = anz

n + � � �+ a1z + a0,
donde a0; : : : ; an 2 A y an 6= 0. (Al polinimio 0 se le asigna el grado �1). Al conjunto de todos los
polinomios con coe�cientes en A se denota por A[z].

Si p(z) 2 A[z], a 2 A, se de�ne p(a) 2 A como el resultado de sustituir a en lugar de la letra z
en p(z) y evaluar la expresi�on que resulta. Una ra��z de un p(z) 2 A[z] es un elemento a 2 A tal que
p(a) = 0:

La suma y producto de polinomios se de�ne de la manera obvia. Dados dos polinomios p(z); q(z) 2
A[z] con q(z) 6= 0, se dice que q(z) divide a p(z) si existe un m(z) 2 A[z] tal que p(z) = q(z)m(z).

Algunas proposiciones vistas en clase

ei(�1+�2) = ei�1ei�2 .

z1 + z2 = �z1 + �z2, z1z2 = �z1�z2, z�z = jzj2; jz1z2j = jz1jjz2j, Re(z) = (z + �z)=2; Im(z) = (z � �z)=2i:

Si p(z); q(z) 2 A[z] son polinomios no nulos, entonces grado(p(z)q(z)) = grado(p(z)) + grado(q(z)).

Si p(z); q(z) 2 A[z] con q(z) 6= 0, entonces existen dos polinomios �unicos m(z); r(z) 2 A[z], con
grado(r(z)) < grado(q(z)); tal que p(z) = m(z)q(z) + r(z):

a 2 A es una ra��z de un p(z) 2 A[z] ssi z � a divide a p(z).

Todo polinomio en C[z] tiene una ra��z compleja (el \Teorema fundamental del �algebra").

Corolario: todo polinomio en C[z] de grado n es un producto de n factores lineales, �unicos salvo
m�ultiplicaci�on por escalar.
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Problemas

1. Expresar los siguientes n�umeros complejos en la forma a+ ib:

(a) (1 + 2i)3; (b) 5
�3+4i ; (c)

�
2+i

3�2i

�2
; (d) (1 + i)n + (1� i)n; (e)

�
�1�i

p
3

2

�6
:

(En la �ultima f�ormula hay que considerar todas las combinaciones de signos).

2. Sea z = x+iy 2 C. Expresar la parte real e imaginaria de los siguientes n�umeros complejos en t�erminos
de x y y:

(a) z4; (b) 1
z
; (c) z�1

z+1 ; (d) 1
z2
:

3. Expresar las siguientes ra��ces cuadradas en la forma a+ ib:

(a)
p
i; (b)

p�i; (c)
p
1 + i; (d)

q
1�i

p
3

2 :

4. Encontrar las ra��ces de los siguientes polinomios en la forma a+ ib:

(a) z4 � i; (b) z3 + 2i; (c)* z5 � 1.

5. Calcular el valor absoluto de los siguientes n�umeros complejos:

(a)
�
1+i

1�i

�17
; (b) �2i(3 + i)(2 + 4i)(1 + i); (c) (3+4i)(�1+2i)

(�1�i)(3�i) :

6. Expresar en t�erminos de cos �; sen �:

(a) cos 3� , (b) sen 5� , (c) sen 7�.

7. Sea z = cos(�=50) + i sen(�=50):
a) Demuestra que 1 + zk + z2k + � � �+ z99k = 0 si k no es un m�ultiplo de 100.

b) Encuentra el valor de 1� zk + z2k + � � � � z99k:

8. * Demuestra: z1; z2; z3 2 C son los v�ertices de un tri�angulo equil�atero ssi z21+z22+z23 = z1z2+z2z3+z3z1:


