
Matem�aticas elementales y elementos de geometr��a, FAMAT, agto-dic, 2008

Ex�amen �nal { soluciones

1. Sean a; n 2 Z, donde n > 1.
a) (1 pt) De�ne: a y n son primos relativos.

. Dos enteros son primos relativos si su m�aximo com�un divisor es 1. (Un divisor de un n�umero
entero n es un n�umero entero d 6= 0 tal que n = dm para algun enterom.) Notaci�on: (a; n) = 1. �

b) (1 pt) De�ne: b 2 Z es un rec��proco de a mod n.

. b es un rec��proco de a mod n si ab � 1 mod n (n divide a ab� 1). �

c) (10 pts) Demuestra: a tiene un rec��proco mod n ssi a y n son primos relativos.

. Suponemos que (a; n) = 1 y demostramos que a tiene un rec��proco mod n. a 6= 0 ya que
(0; n) = n. Primero tratamos el caso de a > 0 por inducci�on sobre a. Si a = 1 podemos tomar
b = 1. Si a > 1 dividimos a n entre a con res��duo r, i.e. n = am + r para algun entero m y
0 � r < a. Si r = 0 =) ajn =) (a; n) = a > 1, as�� que r > 0. Luego, todo divisor de a; n
es tambien divisor de r = n�ma as�� que (a; n) = (a; r) = 1 y podemos aplicar la hip�otesis de la
inducci�on para concluir que r tiene un rec��proco mod a, o sea un b1 y m1 tal que rb1 = 1 +m1a.
Multiplicando la ecuaci�on n = am + r por b1 se obtiene nb1 = amb1 + rb1 = amb1 + 1 +m1a =
a(mb1 +m1) + 1 =) b := �(mb1 +m1) es un rec��proco de a mod n.

Para a < 0, sea b1 un rec��proco de �a mod n, entonces b = �b1 es un rec��proco de a.

Suponemos ahora que a tiene un rec��proco mod n y demostramos que (a; n) = 1. Si b es un tal
rec��proco entonces ab = 1+mn para algun m. Si d es un divisor com�un de a; n entonces es divisor
de ab�mn = 1 as�� que d � 1, por lo que (a; n) = 1. �

d) (4 pts) Encuentra un rec��proco de 7 mod 2008.

. Dividimos a 2008 entre 7 y obtenemos 2008 = 7 � 286+6; luego 2008 = 7 � 287� 1 =) 7 � 287 =
1 + 2008 =) 287 es un rec��proco de 7 mod 2008. �

e) (4 pts) Encuentra el n�umero de enteros a en el rango 0 � a < 2008 que son primos relativos a
2008.

. Esto es �(2008) (� es la funci�on de Euler). Luego 2008 = 23 � 251 (factorizaci�on en primos), por
lo que �(2008) = �(23)�(251) = 4 � 250 = 1000: �

2. a) (1 pt) De�ne: el producto escalar de dos vectores en R2.

. Si vi = (xi; yi) 2 R2; i = 1; 2; hv1;v2i = x1x2 + y1y2. .

b) (1 pt) De�ne: la norma de un vector en R2.

. Si v = (x; y) 2 R2; kvk =phv;vi =px2 + y2: �

c) (18 pts) Demuestra: para todo v1;v2 2 R2, kv1 + v2k � kv1k+ kv2k.
. Ambos lados de la desigualdad son no-negativos as�� que basta demostrar la desigualdad de sus
cuadrados. La diferencia de los cuadrados de ambos lados es (kv1k2 + kv2k)2 � (kv1 + v2k)2 =
2(kv1kv2k�hv1;v2i), as�� que basta demostrar que kv1kkv2k�hv1;v2i � 0: Para esto, de�nimos a
p(t) = kv1+tv2k2: Entonces p(t) � 0 para todo t 2 R, y p(t) = t2kv2k2+2hv1;v2it+kv1k2; as�� que
es un polinomio cuadr�atico en t con descriminante � � 0. Ahora � = 4hv1;v2i2�4kv1k2kv2k2 �
0 =) jhv1;v2ij � kv1kkv2k =) hv1;v2i � kv1kkv2k =) kv1kv2k � hv1;v2i � 0: �
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3. a) (10 pts) Encuentra una transformaci�on lineal L : R2 ! R2 que manda la elipse x2 + 2y2 = 3 a un
c��rculo.

. Si L(x; y) = (x; y
p
2) = (x0; y0) entonces x = x0; y = y0=

p
2 as�� que L manda la elipse a la curva

con ecuaci�on x02 + y02 = 3, lo cual es un c��rculo. �

b) (10 pts) Encuentra una rotaci�on � : R2 ! R2 que manda la elipse x2+2xy+3y2 = 4 a una elipse
que tiene su eje mayor a lo largo del eje de x.

. La ecuaci�on caracter��stica es (1� �)(3� �)� 1 = 0 =) � = 2�p2. El eje mayor corresponde

al valor propio menor, � = 2�p2: Los vectores propios asociados son las soluciones de la ecuacion
(
p
2� 1)x+ y = 0: Ahora si �(x; y) = (ax+ by;�bx+ ay) = (x0; y0), con a2 + b2 = 1, tenemos que

(x; y) = ��1(x0; y0) = (ax0 � by0; bx0 + ay0). La imagen bajo � del eje mayor de la elipse est�a dado

entonces por (
p
2� 1)(ax0 � by0) + (bx0 + ay0) = 0 =) [(

p
2� 1)a+ b]x0 + [a� (

p
2� 1)b]y0 = 0.

Esto es el eje de x ssi (
p
2 � 1)a + b = 0, o sea b = (1 � p

2)a: Substituyimos en a2 + b2 = 1 y

obtenemos [(1 � p
2)2 + 1]a2 = 1 =) a = 1=

q
(1�p

2)2 + 1 =
�p

2 +
p
2
�
=2; b =

p
1� a2 =�p

2�p
2
�
=2: �

4. (20 pts) Factoriza el polinomio x+ x2 + x3 + x4 + x5 + x6 en factores irreducibles en R[x]. (Es decir,
expresalo como producto de polinomios con coe�cientes reales de grado m�as bajo posible).

. x+ x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = xq(x), con q(x) = 1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5 = (x6 � 1)=(x� 1): Para
factorizar q(x) factorizamos a z6� 1 en C[z]. Los factores son z� zi con zi las 6 sextas raices de 1. Son

�1 y (�1� i
p
3)=2: Los productos de pares de factores que corresponden a raices conjugadas dan los

factores cuadr�aticos reales irreducibles: (z� zi)(z� �zi) = z2� 2Re(zi)z+ jzij2: Para zi = (�1+p3i)=2
obtenemos los factores z2 � z + 1.

As�� que: x+ x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = x(x+1)(x2 + x+1)(x2 � x+1) es la factorizaci�on buscada. �

5. (20 pts) Encuentra una transformaci�on de M�obius que manda la recta y = 1 al c��rculo x2 + y2 = 1.

. La transformaci�on z 7! 1=z manda la recta y = 1 al c��rculo con centro en �i=2 y radio 1=2. Luego
la traslaci�on z 7! z + i=2 manda este c��rculo al c��rculo con centro en el origen y el mismo radio.
Luego la dilataci�on z 7! 2z manda este c��rculo al c��rculo x2 + y2 = 1. As�� que la transformaci�on
f(z) = 2((1=z) + i=2) = (iz + 2)=z manda la recta y = 1 al c��rculo x2 + y2 = 1. �


