Matematicas elementales y elementos de geometria, FAMAT, agto-dic, 2008

Examen final — soluciones

1. Sean a,n € Z, donde n > 1.

a)

(1 pt) Define: a y n son primos relativos.

> Dos enteros son primos relativos si su maximo comin divisor es 1. (Un divisor de un ndmero
entero n es un nimero entero d # 0 tal que n = dm para algun entero m.) Notacién: (a,n) =1. O
(1 pt) Define: b € Z es un reciproco de a mod n.

> b es un reciproco de a mod n si ab = 1 mod n (n divide a ab — 1). O

(10 pts) Demuestra: a tiene un reciproco mod n ssi a y n son primos relativos.

> Suponemos que (a,n) = 1 y demostramos que a tiene un reciproco mod n. a # 0 ya que
(0,m) = n. Primero tratamos el caso de a > 0 por induccién sobre a. Si a = 1 podemos tomar
b= 1.8 a > 1 dividimos a n entre a con residuo r, i.e. n = am + r para algun entero m y
0<r<aSir=0 = aln = (a,n) =a > 1, asi que r > 0. Luego, todo divisor de a,n
es tambien divisor de r = n — ma asi que (a,n) = (a,r) = 1 y podemos aplicar la hipétesis de la
induccién para concluir que r tiene un reciproco mod a, o sea un b; y m, tal que rby = 1 + ma.
Multiplicando la ecuacién n = am + r por b; se obtiene nb; = amb; + rby = amb; + 1 + mia =
a(mby +mq1)+1 = b:= —(mby +mq) es un reciproco de a mod n.

Para a < 0, sea b; un reciproco de —a mod n, entonces b = —b; es un reciproco de a.
Suponemos ahora que a tiene un reciproco mod n y demostramos que (a,n) = 1. Si b es un tal
reciproco entonces ab = 1+ mn para algun m. Si d es un divisor comun de a,n entonces es divisor
de ab — mn =1 asf que d < 1, por lo que (a,n) = 1. O
(4 pts) Encuentra un reciproco de 7 mod 2008.

> Dividimos a 2008 entre 7 y obtenemos 2008 = 7-286 + 6, luego 2008 =7-287—-1 —> 7-287 =
1+ 2008 — 287 es un reciproco de 7 mod 2008. |
(4 pts) Encuentra el nimero de enteros a en el rango 0 < a < 2008 que son primos relativos a
2008.

> Esto es ¢(2008) (¢ es la funcién de Euler). Luego 2008 = 23 - 251 (factorizacién en primos), por
lo que ¢(2008) = ¢(23)¢(251) = 4 - 250 = 1000. O

(1 pt) Define: el producto escalar de dos vectores en R2.

> Siv; = (2,y) €ER? i =1,2, (vi,V2) = 2122 + Y192. B

(1 pt) Define: la norma de un vector en R2.

> Siv=(z,y) € R ||v|| = /(v,v) = /22 + ¢2. O

(18 pts) Demuestra: para todo vy, ve € R2, ||vy + va|| < [|vi|| + |[va]l-

> Ambos lados de la desigualdad son no-negativos asi que basta demostrar la desigualdad de sus
cuadrados. La diferencia de los cuadrados de ambos lados es (||vi||* + [[v2|))? = (||[vi + v2||)? =
2(||vi|va]| = {v1, v2)), asi que basta demostrar que ||v1]|||vz|| — (v1,V2) > 0. Para esto, definimos a
p(t) = ||vi+tva|]>. Entonces p(t) > 0 paratodo t € R,y p(t) = t?||vz2|]>+2(v1, va)t+]||v1||?, as{ que
es un polinomio cuadréatico en ¢ con descriminante A < 0. Ahora A = 4({vy,vs)? —4||v|]?||v2]|* <
0 = |(vi,va)l < IMilllvall = (vi,va) < [alllvall = [villvall = (i, va) > 0. 0



3.

4.

a) (10 pts) Encuentra una transformacién lineal L : R? — R? que manda la elipse 22 + 2y? = 3 a un
circulo.

> Si L(z,y) = (z,yv2) = (2',y') entonces z = ', y = y'/v/2 asi que L manda la elipse a la curva
con ecuacién z'2 + y'? = 3, lo cual es un circulo. O

b) (10 pts) Encuentra una rotacién p : R? — R? que manda la elipse 22 + 2zy + 3y = 4 a una elipse
que tiene su eje mayor a lo largo del eje de =z.

> La ecuacién caracterfstica es (1 —A)(3—X) —1 =0 = X = 2+ 1/2. El eje mayor corresponde
al valor propio menor, A = 2—+/2. Los vectores propios asociados son las soluciones de la ecuacion
(vV2—=1)x +y = 0. Ahora si p(z,y) = (azx + by, —bx +ay) = (z',y'), con a® + b* = 1, tenemos que
(x,9) = p~1(z',y") = (az’ — by', bz’ + ay'). La imagen bajo p del eje mayor de la elipse estd dado
entonces por (V2 — 1)(az’ —by') + (bz' +ay’) =0 = [(V2—1)a+ bz’ +[a— (V2 - 1)b]y’ = 0.
Esto es el eje de z ssi (V2 —1)a+b =0, o sea b = (1 — v/2)a. Substituyimos en a®> + > =1y

obtenemos [(1 —v2)2+1]a2 =1 = a=1/4/(1-V2)2+1 = <\/2+\/§> /2, b=+1—-a? =
(\/2—\@) /2. O

(20 pts) Factoriza el polinomio z + #? + z® + z* + z° + 2% en factores irreducibles en R[z]. (Es decir,
expresalo como producto de polinomios con coeficientes reales de grado mas bajo posible).
pr+a+ad+at+2° +2% =2q(z), conglz) =1+z+2>+2°+2* +2° = (25—~ 1)/(x — 1). Para
factorizar q(x) factorizamos a 2% — 1 en C[z]. Los factores son z — z; con z; las 6 sextas raices de 1. Son
+1y (+1+iv/3)/2. Los productos de pares de factores que corresponden a raices conjugadas dan los
factores cuadréticos reales irreducibles: (z — 2;)(z — 2;) = 22 — 2Re(z;)z + |z;|%. Para z; = (£1+/3i)/2
obtenemos los factores z2 + z + 1.

Astque: v+ 2% + 23 + 2t +2° + 2% = 2(x + 1)(2% + 2 + 1)(2® — 2 + 1) es la factorizacién buscada. O

(20 pts) Encuentra una transformacién de Mébius que manda la recta y = 1 al circulo 22 + 3% = 1.

> La transformacién z — 1/z manda la recta y = 1 al circulo con centro en —i/2 y radio 1/2. Luego
la traslacién z — z 4 i/2 manda este circulo al circulo con centro en el origen y el mismo radio.
Luego la dilatacién z — 2z manda este circulo al circulo z? + 2 = 1. Asi que la transformacién
f(z) =2((1/2) +i/2) = (iz + 2)/z manda la recta y = 1 al circulo 2% + y2 = 1. O



