Algebra Lineal 2, Facultad de Matematicas de la UG, ene. — jun. 2004.

Tarea num. 4 — soluciones

Nota: en esta tarea usamos la siguiente caracterizacién de la funcién determinante: si D : Mat,xn(F) — F es una
funcion que asigna a cada matriz A un nimero D(A) € F, tal que (1) D es lineal en cada columna de A, (2) D es
alternada en las columnas de A (i.e. D(A) =0 si A tiene dos columnas que coinciden) y (3) D(I) =1, donde I es la
matriz indetidad, entonces D = det.

Este resultado es una consequencia de nuestro “teorema fundamental de la funcién determinante”: Para un espacio

vectorial de dimension n, dimA™(V*) = 1. Explicitamente, si fijamos una base ey, ..., e,, entonces cada funcion n-
lineal alternada en V es de la forma f(v1,...,v,) = det(A)f(e1,...,en), donde la matriz A = (a;;) estd dada por
vV = Z?:l Aij€4, j = 1, ey N

Demostracién: Sea V := F™,y f: V"™ — F dado por f(v1,...,v,) = D(A), donde A es la matriz cuyas columnas

son v1,...,v,. Entonces (1) D lineal en cada columna de A = f es multilineal, (2) D alternada en columnas = f
es alyternada y (3) D(I) = 1 = f(e1,...,e,) = 1 donde eq,...,e, es la base canénica de F". Nuestro “teorema
fundamental” implica ahora que D(A) = f(v1,...,v,) = det(A).

1. (a) Sea A = (a;;) una matriz n X n con entradas en un campo F' y o € S,,. Demuestra que

A5(1)105(2)2 " " Ag(n)n = G1o-1(1)A26-1(2) """ Cno—1(n)-

Demostracion: si z1,z2,...,2, € F, @ € S;, = T1Z2° Ty = To(1)Ta(2) " Ta(n), Y2 que el producto de
ntimeros no depende de su orden. Tomando x; := ay(;);, @ := o~ 1, obtenemos el resultado requerido.

(b) Usando el inciso anterior, demuestra que det(A") = det(A).

Demostracion:
det(A) = > cs, 819n0(0) Ag(1)100(2)2 U(n)n por definicién
= D ses, Signo(o) alafl(l)a%fl@) am,fl(n) por el inciso anterior
= D ses, Signo(o~ Ya,- 1(1)a20 1(2) " Gno—1(n) ya que signo(o~1) = signo(o)
= Yacs, Signo(a) a1a(1)@2a(2) " Ana(n) substituyendo o := o~ !
= det(A%) por definicién

(c) Demuestra, directamente de la férmula que define a det(A) , que det(A) es multilineal y alternada en las filas
de A.

Demostracién: la expresién para det(A) es multilineal en filas ya que cada uno de sus n! términos es
multilineal en filas: en cada ay(1)104(2)2 * * * Ao (n)n aParece solamente una entrada de cada fila (o es inyectiva).
Para demostrar que la expresion es alternada en filas, tenemos que demostrar que det(A) = 0 cuando coinciden
dos de las filas de A, digamos las filas k y [; o sea, ax; = a5, j = 1,...,n. Sea 7 € S, la transposicién que
intercambia k con I. Entonces a;; = a,(;);, para todo 7,5 en {1,...,n}. Asi que

Ao (1)105(2)2 """ Ao(n)n = Qro(1)1070(2)2 " " Cro(n)n,

para todo o € S,,. Ahora consideramos en la suma que define a det(A) un par de términos que coresponden a
las permutaciones {0, 7o }. Por lo anterior, y por lo que signo(rc) = signo(t)signo(c) = —signo(o), tenemos
que la suma de estos dos términos se anula,

SZg?’LO(O’) U5(1)105(2)2 " " Ao (n)n + Sig?’LO(TO') Uro(1)10r0(2)2 " " Aro(n)n = 0.

Si agrupamos todos los n! términos en la férmula que define a det(A) en tales parejes y sumamos obtenemos
de esta manera que la suma se anula.



(d)

Usando el inciso anterior, demuestra que det(A?) = det(A).

Demostracién: El inciso anterior demuestra que det(A!) es una funcién multilineal y alternada en las
filas de A, o sea en las columnas de A, como la es det(A). Ademas, para A = I (la matriz identidad)
det(I*) = det(I). Por el teorema de unicidad de la funcién determinante concluyimos que det(A*) = det(A)
para toda matriz A.

2. Sea A = (a;;) una matriz n X n con coeficientes en un campo F. Denota por D;;(A) la determinante de la matriz
que se obtiene de A al eliminar en ella la fila ¢ y la columna j.

(a)

Demuestra que para todo i = 1,...,n, det(4) = Z?zl(fl)”jaijDij (A) (“el desarrollo de det(A) segin la

fila i”), y que para todo j =1,...,n, det(4) = 31" (=1)"a;;D;; (“el desarrollo segtin la columna ;7).

(2

Demostracion: Primero estudiamos el desarrollo en filas: demostramos que el desarrolo en cada fila 7 es
(1) multilineal en las columnas de A, (2) alternada en las columnas de A y (3) da el valor 1 para A =1 (la
matriz identidad).

Denotamos por A;; la matriz (n — 1) x (n — 1) que se obtiene de A al eliminar en ella la fila ¢ y la columna
7, asi que D;j(A) = det(A;;). Ademds, denotamos por vg = (a1, .., ank)" la k-esima columna de A.

(1) multilineal: demostramos que cada término a,jdet(A;;) es lineal en cada vi. Si k = j, a;; es una de las
coordenadas de vy, asi que es lineal en vy, y A;; no depende de vy, asi que det(A;;) es constante. Si k # j,
a;; no depende de vy, asi que es una constante, y det(A;;) es lineal en vy, ya que det(A;;) es lineal en las
columnas de A;; y vy (menos la coordenada a;;) aparece como una de las columnas de A;;.

(2) alternada: suponemos que las columnas k y | de A coinciden, k < [, i.e. vy = v;. Para j distinto de
ky l, en A;; hay dos columnas iguales, por lo que det(A;;) = 0. Ahora, como vx = v;, A;; se obtiene de
A;; al mandar la k-sima columna de A;; a la columna [ y mandar las columnas k + 1,...,[ a las columnas
k,...,l —1 (resp.). Este cambio se puede realizar mediante k — [ — 1 transposiciones de columnas, as{ que
det(Ay) = (=1)k~1=1det(A;;,). Ademss, v, = v; implica que a;, = a;. Asi que la expresién se reduce a

Z(—l)”jaij det(A”) = (—1)i+kaikdet(Aik) =+ (—1)i+laildet(Ail) =
= a det(Aik)[(—l)i+k + (_1)i+l(_1)k—l—1] —0.

(3) Para A = I, aij = det(Aij) = 6ij> asi que Z?Zl(—l)”jaij det(Aij) = Zﬁzl(—l)i+j(5¢j§ij =1.

K2

Esto concluye la demostraciéon para el desarrollo en filas. Para el desarrolo en columnas, notamos que el
desarrollo en una columna de A conicide con el desarrollo en una fila de A*: Y7  (—1)"a;; det(4;;) =

S (=) ay;det([A]Y) = Yo (—1)"a;; det([AY];;), v el dltimo es el desarrollo de det(A?) segun la fila

7, asf que da det(A?). Ahora aplicamos det(A!) = det(A).
Define la matriz adjunta de A por adj(A);j := (—1)"D;;(A) (la transpuesta de la matriz de cofactores de
A). Demuestra que A adj(A) = det(A)1.

Demostracién: La entrada ij de A adj(A) es Y, a;(—1)77*Dj,(A). Sii # j esto es el desarrollo a lo largo
de la fila j de la determinante de la matriz que se obtiene de A al substituir su fila j por su fila i. Esta es
una matriz con dos filas repetidas asi que su determinante se anula. Para i = j es el desarrollo a lo largo de
la fila ¢ de la determinante de A.

3. Sea T : V — V una transformacién lineal en un espacio vectorial de dimensién n sobre un campo F. En este
ejercisio vemos como definir la detrminante de T'.

(a)

Demuestra que existe una unica constante ¢ € F' tal que para toda funcién f € A™(V*),

f(Tvy, ..., Tv,) =cf(v1,...,0,),
para todo vy,...,v, € V.

Demostracién: La funcién T* f definida por T* f (v, ...,v) := f(Tv1,...,Tv,) es multilineal y alternada
(ver tarea 3), osea T* f € A™(V*). Es facil verificar que T* : A™(V*) — A™(V*) es lineal. Como dimA™(V*) =
1, T* es una multiplicacién por un escalar ¢ € F', o sea T* f = cf, para todo f € A™(V*).



(b)

Demuestra que la constante ¢ del inciso anterior satisface ¢ = det(A), donde A es la matriz de T con respecto
a una base de V.

Demostracién: Sea f € A™(V*). La funcién T*f € A™(V*) (usando la notacién de la demostracién del
inciso anterior) estd determinada por su valor en una base {e1,...,e,} de V. Sea A = (a;;) la matriz de T
con respecto a esta base = Te; = ). a;;e; = T*f(e1,...,en) = f(Te1,...,Te,) = det(A)f(e1,...,en),
asi que T*f = det(A) f.

Concluye del inciso anterior que la determinante de la matriz de una transformacién lineal en un espacio
vectorial no depende de la base del espacio vectorial usada para encontrar la matriz (aunque la matriz misma
tipicamente si depende de la base.)

Demostracién: La definicién de A (la matriz de T') depende de la eleccién de una base en V', asi que det(A)
tambien depende de tal base (potencialmente). Pero luego resulta que det(A) = ¢, donde ¢ es una constante
cuya definicién no ultiliza la eleccién de una base. Asi que det(A) no depende de la base elejida para calcular
A.

Demuestra el inciso anterior usando la férmula para cambio de matriz, A — FAF~! donde F es la matriz
de cambio de base.

Demostracién: Si cambiamos de base, la matriz de T cambia a la matriz A’ = FAF~! donde F es
la matriz de cambio de base. Luego tenemos que det(A4’) = det(FAF~!) = det(F)det(A)det(F~!) =
det(F)det(F~1)det(A) = det(FF~1) det(A) = det(I) det(A) = det(A), ya que det(I) = 1.

Definicién: det(T) := det(A), donde A es la matriz de T con respecto a una base de V' (cualquera).

4. (Opcional) Para cada permutacién o € S,, definimos T, : F* — F™ por

(a)

Ta(xla cee 7xn) = (1’0(1), To(2)s-+ - xo(n))'
Demuestra que T, es una transformacién lineal y encuentra su matriz con respecto a la base candnica.

Demostracién: (1) Sean v = (x1,...,%n), w = (Y1,---,Yn), ¢ € F, as{ que v + w = (z1,...,2,), don-
de z; = x; +y;. Entonces T,(v + w) = To(21,-..,20) = (20(1)s-++120n)) = (To@) T Yo1)s -+ Tom) +
ya(l)) = (xa(l)v s 7xa(n)) + (ya(l)a s 7yo(n)) = To(v) + Tcr(w)' Luego , TO.(CU) = Ta(cxla ) an) =
(CTo(1)s -+ CTo(n)) = Ty (v). Asi que T, es lineal.

(2) Sea ey, ..., e, la base candnica. Segun la definicién de Ty, la coordenada i de T,v es la coordenada o(7)
de v. Para v = ¢;, obtenemos que la coordenada i de T,e; es la coordenada o (i) de e;, 0 sea d,(;);. Tenemos
entonces que la matriz de T, es una matriz que tiene en su columna j el ntimero 1 en el lugar i = 0=1(j), el
resto zeros.

Encuentra una relacién entre Ty, , 1o, ¥ 150, -

Respuesta: Sea v = (z1,...,%,), w = To, (v) = (Y1,...,¥n); 05€a, Y = Ty, (5), 1 = 1,...,n. Parai= o2(j),
tenemos Yoa(5) = Toyoa(4)s ji=1...,n= Talo'zv = (5601@(1)7 cee 7xa102(n)) = (y(m(l)» .- -ayag(n)) = Tozw =
Ty, T, 0, = Ty, 0y = Tiry Ty,

Encuentra det(7,).

Respuesta: Para una transposiciéon 7, la matriz de T, con respecto a la base candnica, se obtiene de
la matriz identidad por un intercambio de dos columnas, asi que det(7,) = —1. Para una permutacién
general o, la escribimos como un producto de transposiciones, 0 = 7172 - * - T, y aplicamos el inciso anterior:
T, =T, T, - Tr = det(T,) = det(Ty, )det(Ty, _,)---det(Ty) = (=1)™ = signo(o).
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