Algebra Lineal 1, Fac. de Mat. de la UG, agsto-dic 2003.

Tarea num. 3

(Para el 29 agosto, 2003)

Definiciones:

e El producto cartesiano de dos conjuntos A y B se define como el conjunto A x B de
todos los pares ordenados (a,b), donde a € A, b € B. Un par ordenado se puede definir
formalmente como una funcién f: {1,2} — AU B, donde f(1) € A, f(2) € B.

e El producto cartesiano de una familia de conjuntos {A;}ier (I es un conjunto de indices),
es el conjunto x;erA; de todas las funciones f : I — J,.; Ai, tal que f(i) € A;, para todo
i € I. (Nota: la definicién de A x B corresponde al caso de [ = {1,2}.)

e Una relaciéon en un conjunto A es un subconjuno R C A x A.

Problemas
1. Sean A y B dos conjuntos finitos, #A = n, #B = m. Demuestra que #(A x B) = mn.

(Nota: a veces se usa la notacién |A| en lugar de #A. En esta notacion el resultado tiene

la agradable forma |A x B| = |A| - |B|.)

2. Dados dos conjuntos A, B, se define B4 := {f | f : A — B} (el conjunto de todas las
funciones entre A y B).

(a) Dado un conjunto A, encuentra una biyeccién entre {0,1}* y P(A) (el conjunto
potencia de A).

Sugerencia: para cada subconjunto B C A, define Ig : A — {0,1} por Ip(z) =1
siz € Bylg(x) =0six e A\ B (la funcion indicatriz de B). Luego define
F: P(A) — {0,1}* por F(B) =1p.

(b) Si Ay B son conjuntos finitos, #A = n, #B = m, demuestra que #B4 = m™.

(Nota: en otras palabras, |B4| = | B[4l o cual explica la rara notaciéon B4.)
(¢) Concluye de los dos incisos anteriores que si #A = n entonces #P(A) = 2".
(d) (Opcional) Encuntra una inyeccién entre B4y P(A x B).

Sugerencia: para cada funcion f : A — B define su “grafica” como el conjunto

G(f) :=A{(a,b) e AxB|b= f(a)}.



2 3. (Opcional) Sea A un conjunto finito con n elementos y k € N, 0 < k < n. Demuestra que

#P,(A) = (Z)

(Pi(A) es el conjunto de todos los subconjuntos de A con k elementos; ver el problema 3
de la tarea 1).

Sugerencia: se pueda usar la propiedad (conocida) de los coeficientes binomiales: (Z) =
(";1) + (Zj) (para 0 < k < n). Demuestra por induccién sobre n que #P;(A) = (";1) +

(Z’j) Para esto, escoge un elemento a € A y define A’ = A\ {a}, asi que #A' =n — 1.
Ahora parte el conjunto P;(A) en dos subconjuntos disjuntos: {B C A | #B = k,a ¢ B}
y{B C A|#B = k,a € B}. Luego, demuestra que el primero es P,(A") y el segundo es

equivalente a P;_1(A’).

4. Problemas 4 y 5 de la tarea 2.



