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CIMAT, 21 marzo, 1999

El teorema de Stokes y sus aplicaciones en
analisis complejo.

Sea U C R™ un abierto. Vamos a definir dos tipos de objetos:

Cy(U) = las k—cadenas en U.

QF(U) = las k—formas (diferenciales) en U.

Comentario. Vamos a definir estos objetos aqui solamente para k = 0,1, 2. La
extensién para k > 2 es relativamente facil y no presenta ideas esencialmente
nuevas. También se puede generalizar facilmente las construcciones para espacios
mas generales que abiertos en R”, i.e. para variedades diferenciales.

1. Definicion de k—cadenas

Sea I* = {(t1,...,tx) €ER¥ | 0<t; <1,i=1,...,k} (el cubo unitario en
R*). Ademss, definimos I° = {0} (un solo punto.) Una k—cadena es una suma
formal (finita) ¢ = ), m;o;, donde m; € Z, y 0; : I* — U es una aplicacién lisa
(C? es suficiente para todo lo que hacemos aqui.)

Recordamos que una aplicacién lisa I¥ — U es una aplicacién (una funcion)
que es la restriccién a I¥ de una aplicacién lisa definida en un abierto que
contiene a I*.

Importante: Para k > 0 identificamos (i.e. usamos la relacién de equivalencia
generada por) —1 -0 ~ —o, donde —o estd definido por:
k=1:—0(t):=0(1—-1).

k=2: —O'(tl,tg) = O'(tg,tl).

Dicho de otra manera, més formal, nuestro espacio de cadenas Cj(U) es el
grupo abeliano cociente del grupo de las sumas formales ), m;0; modulo el
subgrupo generado por los elementos de la forma o + (—o).

Ejercicio 1 Demostrar que segin esta definicién una aplicacidn constante o : I* —
U, k =1,2, se identifica con 0. (Sug.: —o ~ 0.)



2. Definicion de k—formas

k =0 : funciones (lisas) f : U — C.

k =1 : fijamos coordenadas (e.g. cartesianas) z1,...,z, en U. Una 1-forma es
una suma formal de la forma .

Z fldxla

i=1

donde f; : U — C son funciones lisas.

k = 2 : una expresion de la forma

Z fij dwidxj,

i#]
donde f;; : U — C son funciones lisas e identificamos dx;dx; = —dx;dz;, por lo
que la suma puede ser digamos sobre i < j. Para enfatizar el caracter exdtico
(anti-conmutativo) de este producto de 1-formas lo denotamos por dz; A dz;.

Por ejemplo, una 2-forma en un abierto U C R? es de la forma fdz; A dxs,
donde f: U — C es lisa.

3. Definicién de los operadores d y 0

0 : Cy = Ci—1, k > 1, se define por 9 (3, m;o;) = > m;(do;), y donde
para una aplicacién o : I¥ — U se define do de la manera siguiente:

k=1:00=o0(1)—0(0).
k=2:00= Zlecrom, donde

771(0 = (t,O), 772(t) = (Lt)v 773(t) = (1 —t, 1)v 774(t> = (0’ 1- t)’ te [071]'

Ejercicio 2 Demostrar que O(—oc) = —(90), asi que 9 estd bien definido como una
operacion entre cadenas.

d:QF — QFL k>0, se define de la manera siguiente:
k=0:df =>,(0f/0x;)dx;

Ejercicio 3 Calcular da para una 1-forma o = fidx1 + fadza en R2.

Ejercicio 4 Sea o = fdz una I-forma en un abierto U C R* = C, donde dz =
dz1 +idze y f : U — C es diferenciable. Demuestra que da = 0 ssi f es analitica (o
holomorfa) en U. Tal 1-forma se llama holomorfa.

Ejercicio 5 Demuestra que o9 =0y dod=0.



4. Definicién de “pull-back” y “push-forward”

Sean U C R" y V C R™ dos abiertos y ® : V— U una aplicacién lisa.

El “push-forward” de cadenas por ® es la aplicacién @, : Ci (V) — Cr(U)
dada por @.(> m;o;) = > m(P® o gy).

Ejercicio 6 Demostrar que ®.(—0c) = —®.0, por lo que @, estd bien definida.

El “pull-back” de formas por ® es la aplicacién ®* : QF(U) — QF(V) dada
por

k=0:®*f=fod.

k=1:0*(> fidx;) = > (f; 0o ®)d(w; o D).
Por ejemplo, siy: I = U, v = (y1,...,7n), entonces

V(3 i) = 3 (o) = 3 0 (S Y.

k=2: CI)*(Z fijdl‘i A\ dx]) = Z(f” o CI))d(JJz o (I)) A\ d(l‘7 o) (I))

Ejercicio 7 Demuestra que ®*(dz; Adz;) = —®*(dz; Adzxj), por lo que ®* estd bien
definida.

Ejercicio 8 Sea ® una aplicacidn entre dos abiertos en R?, con coordenadas (y1,yz)
en el dominio de ® y (x1,22) en el codominio. Demuestra que

&*(dz1 A dz2) = Jadyr A dys,

donde
0P, 02 _ 0P, 0o

= 8y1 8y2 8@/2 8y1
es el Jacobiano de @ (el determinante de su matriz Jacobiana.) y ®; = x; o D.

Ja

Ejercicio 9 Demostrar que

(a) (PoV), =P, 0V,, (a%) (PoW)" =" o0 U*
(b) ®.0 = 09., (b*) ®*d = do*
() (idv)s = idc, (c") (idv)™ = idgk,
(d*) (w1 Aw2) = (P wi) A (P w2)

(El inciso (d*) es para cualesquiera dos formas w1 € QF(U), we € QN(U), tales que
kE+1<2)

Comentario. Existe también una versién sin estrella del inciso (d*), pero su
formulacién y demostracion es mas sutil y no lo vamos a ver en estas notas.



5. Tres resultados del calculo integral elemental

En el calculo integral elemental se define la integral (de Riemann) f; f(t)dt €
R de una funcién continua f : [a,b] — R como el limite de las sumas de Riemann
> f(ti)|At;|. Se demuestra lo siguiente:

Teorema I (el “Teorema Fundamental del Célculo”):

b
[ rwd=10)- 1.
para toda funcién lisa f : [a,b] — R.

Luego, la integral de una funcién continua de mas de una variable, digamos
fR f(t1,t2)dt dts, donde R = [ay,b1] X [az, ba] C R?, se define de manera similar,
como limite de sumas de Riemann ), f(z;)|AR;|, asociados con particiones de
R en rectangulos AR;, y se demuestra lo siguiente:

Teorema II (el “Teorema de Fubini”):

b1 b2 b2 bl
/ f(tl,tg)dtldtg = / < f(l'l,dfg)dll?2> dIl = / ( f(Il,SCQ)dIl) dl’g,
R ai as az ay

para toda funcién lisa f : R — R en el rectangulo R = [a1,b;1] X [az, by] C R2.
(“La integral no depende del orden en que hacemos la integracién”.)

Luego, se define la integral sobre conjuntos mas complicados que rectdngulos
por un proceso de aproximacién por rectangulos. Por ejemplo, esto funciona
para cualquier abierto U contenido en un compacto contenido en el dominio de
la definicion de una funcion lisa. Esta tltima condicién es para asegurar que las
aproximaciones converjan y que la integral sea finita. En este caso decimos que
la funcioén es integrable en U.

Teorema III (cambio de variables en la integral):

Sean U,V C R* dos abiertos y ® : V — U un “cambio de variable”, i.e. un
difeomorfismo (una aplicacién lisa invertible cuya inversa también es lisa.) Sea
f : U — R una funcién lisa e integrable en U. Sean (z1,...,zk) vy (Y1,---,Yk)
coordenadas (digamos cartesianas) en U y V (resp.). Entonces

/f(xl,...@k)dml...dmk:/f(q)(yl,...,yk))|Jq>(y1,...,yk)|dy1...dyk,
U 1%

donde Jg = det(0P;/0y;) es el Jacobiano de ® y &, = z; o .



Ejercicio 10 Demuestra la siguiente reformulacion del Teorema III (para k =1,2):

L(U) “ /U (®°w) signo(Ja),

para toda w € QF(U), donde signo(Jo) = Jo/|Js| : U — {1,—1} es el signo del
Jacobiano de ®.

Ejercicio 11 Demuestra que los tres teoremas de esta seccion siguen siendo ciertos
para funciones f con valores complejos, escribiendo f = u + v y definiendo [ f =

fu—i—ifv.

6. Definicién de la integral de formas sobre ca-
denas

Sea ¢ =Y m;o; € Cx(U) y w € QF(U). Definimos

(&)

donde la integral f]k o;w es la integral “vieja” de una k—forma en I*; es decir,
el pull-back de w por una aplicacién o : I* — U es una k—forma en I*, asique
es de la forma o*w = fdx, A ... A dxj, para una funcién lisa f : I*F — C, y

definimos
/w::/ ocfw = flxy .. xp)dey ... dag.
o Ik Ik

Para k = 0, definimos [ f = f(c(0)).

Ejercicio 12 Demostrar que fiaw = — fa w, asique integracion sobre cadenas estd
bien definida.

Ejercicio 13 Demostrar que la integral sobre cadenas define una aplicacion
/ L Cu(U) x Q5 (U) — C
que es bilineal en sus dos argumentos (formas y cadenas).

Ejercicio 14 Demostrar que para cualquiera aplicacion lisa ® : U — V' (no necesa-
riamente un difeomorfismo),
/ w= / O w.
P,c c

Ejercicio 15 Sea o : I* = U yw € QF(U). Sea & una “reparametrizacién” de o, i.e.
&=00®, donde ®: I* — I* es un difeomorfismo con Jacobiano positivo. Demeustra

que
Jo=]e
o G



7. La formula de Stokes

/w:/dw,
dc c

para toda w € Q¥(U) y ¢ € Cr1(U), k =0, 1.

Esta es

Demostracién: Es suficiente demostrarlo para ¢ = ¢ : I**! — U, usando la
linearidad de la integral en C}.

k = 0 : Es una reformulacion del Teorema Fundamental del Céalculo:

Jar= [ = [ a0 - o0 = [

9y

k=1:Seao:1? - Uy aecQYU). Entonces

/ a:
do

Ahora escribimos & := o*a = fidry + fadzs (recordamos que segin nuestra
convencién o estd definida de hecho en un abierto en R? que contiene a I2,
digamos V, asique o*a € QY(V) y n; : I — V), y calculamos:

4

Z/Uomazi/j(aoni)*azi/lnf(o*a):...

i=1

m (@) = (from)dt, n3(a) = (f2ome)dt, n3(a) = —(froms)dt, ni(a) = —(faona)dt.

Ahora podemos continuar:
= /fl(t,O)dtJr/fg(l,t)dt—/f1(1 —t,l)dt—/fg((),l —t)dt =
I I I I
1

- ALML@—h&hWM—ALM%D—ﬁmﬂWM=

LTt of YTt of
- G2 4y ty)dty | dts — I (4 o)ty | dty =
/0 [0 81&1(1 2) 1} ? /0 {0 Oﬁ't2(1 2) 2} '
_ f2  Ofi _
- /[2 <8t1 8t2> dhdtz =

~ [ atwa- [ wio = [

Ejercicio 16 Encuentra para cada una de las igualdades en la ultima demostracion
cual fue la definicidn, resultado de ejercicio anterior o uno de los tres teoremas del
cdlculo elemental que fueron usados para justificarla.



Ejercicio 17 (reto) Demostrar el teorema de Stokes para k = 2. (Esto incluye por su
puesto extender las definicidnes de cadenas y formas a k = 3.)

Corolario: Si « es una 1-forma cerrada, i.e. daw = 0 (por ejemplo o = f dz una
1—forma holomorfa en un U C C), entonces

/ a=0,
dc

para toda ¢ € Q%(U).

Ejercicio 18 Demuestra que fa a = 0 para toda forma cerrada o y 1-cadena cerrada
a en un disco abierto en C.



