Topologia: nudos y enredos

Taller de ciencia para Jovenes 2024
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; Qué son los nudos?
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¢ Qué son los nudos en matematicas?

Son curvas cerradas simples en el
espacio 3-dimensional.
@ @ Circunferencia — I.Espacp
] b Tridimensional



Parte 1.
Historia de los nudos



Primera aparicion en las Matematicas
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Vortex atom theory

William Thomson Peter Guthrie Tait James Clerk Maxwell
(1860) Los atomos
son remolinos de
éter que forman
nudos

Aka. Lord Kelvin



Las tablas de Tait
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Adios fisica, hola matematicas

Los matematicos siguen
intrigados por los nudos
1900 - present

e Tait
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Después de 100 anos ... en los 80s

¢Qué nudos aparecen?
Biologia del ADN

;Como desanudarlos?

;Coémo reconocer si
esta anudado?




Un nudo no trivial no tan trivial

Es dificil reconocer si un nudo esta anudado.



http://www.youtube.com/watch?v=k9ub2mNyd9M

Hasta ahora

Las técnicas de teoria de nudos se han aplicado en

Dinamica de fluidos
Fisica solar
DNA

Quimica



Parte 2
La teoria de los nudos



Diagramas de nudos



Numero de Cruces

Definicion: EI numero de cruces de un nudo es el numero de mas pequeno de
cruces que puede tener un diagrama del nudo.

¢.Cual es el numero de cruce de los siguientes nudos?
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Ejercicios
¢, Por qué no hay nudos de dos cruces?

¢ Cuantos nudos de dos 3, 4 y 5 cruces hay?

¢, Coémo crees que hizo Tait para encontrar todos los nudos hasta 9 cruces? Son 84 nudos

No mucho después Tait calculé tambien los de 10 cruces. Otros 165 nudos



. Como Tait logro hacer sus tablas?

Diagramas por numero de cruces
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K, + K>

K\ #K>

La suma de nudos o
suma conexa

Definicién
Un nudo es primo si no se puede
descomponer en dos sumandos.

Observacion:
Las tablas de nudos sélo contienen nudos
primos



escomposicion unica en nudos primos

R



Quiralidad



Quiralidad



Tabla de Tait - Son sélo primos

- Se marca Quiralidad

Trans. Roy SOCEdin’.’ THE FIRST SEVEN ORDERS OF KNOTTINESS. Vol XXX PLXLIV
Amphich! Amphich! ¢ 1 Two forms IT Two forms
ix
( g )3 |
\k " @ @ @ i‘ % @ @
|
5C 11, 7C v, I,
11 Two ferms ‘Jmnu VUmau. VI Umgque VII Lmql.e IUn Ampnr‘ll II Three forms I Two fo*ms v Un que
[
.' ! |
I !I
\ \ ‘ l
7L VI, 2P X, XI, 7V . 8 F 8 Q 8T
V ’I'hree forms, the 232 &34 Amphich? VI Two forms VII Un. Amyph Two "oms IX bmuue X Two forms XI Twa forms

@%@&@@@@%@@3

8 B§




Las conjeturas de Tait

Conjetura 1. Cualquier diagrama reducido Morwen Fhistlefhvgite, Lpuis
de un nudo alternante tiene el minimo Kauffmarl and K. Myrasugdi (1987)
numero de cruces.

Conjetura 2. Dado dos diagramas \
alternantes reducidos D1 and D2 de nudo Morﬁw ThistlAtHewaite—mTd
primo, D1 se puede transformar a D2 por William Menasco-¢f 1991

una secuencias de movidas llamadas
flypes. (




¢ Error en la tabla de Tait?




Los Invariantes de nudos

;. Como asegurar de que dos nudos son distintos?



¢ Como saber si no estamos repitiendo nudos?

Para eso usamos invariantes... es decir, que no cambian aunque cambiemos la
proyeccion

¢ Pero como podemos asegurar que algo no va cambiar aunque
cambiamos la proyeccion?



Movidas de Reidemeister

Teorema (1927). Dos diagramas D y D' representan el mismo nudo si y sélo si
existe una sucesion finitas de movidas locales RO, R1, R2 o R3 que mandan D
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¢ Cuantas movidas de Reidemeister se necesitan?



Las movidas de Reideimeister nos dejan ver como cambian
los diagramas de nudos : paso a paso...

., Pero como usamos esto para construir invariantes?



3-coloreabilidad

Un diagrama es 3-coloreable si se pueden pintar sus arcos con 3-colores de tal
manera que:

1. En cada cruce aparezca so6lo uno o los tres colores.
2. Se use mas de un color.

Teorema: La propiedad de 3-coloreabilidad es un invariante del nudo

Observacion: Este teorema demuestra que el trébol es distinto del nudo 8 y el
nudo trivial.






. Cuales de los siguientes nudos son 3-coloreables?
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Numero de 3-coloraciones

Definiciédn. El numero de 3-coloraciones de un diagrama D es el numero de
formas diferentes con las que se puede 3-colorear el diagrama; contando también
como 3-coloraciones las de un sélo color. Denotamos como z(D)

Teorema. Dos diagrama D y D’ del mismo nudo, entonces (D) = z(D’)



Encuentra t(D)



Sesion 3: Continuamos Coloracion



3-coloraciones y sumas

r(K, #K,) = (K, )r(K,)/3



Encuentra t(K) para el nudo 6.1



Conversacion:

;. Como podemos definir n-coloracion para que sea
invariante de nudos?



N-coloraciones

Este concepto se puede generalizar usando numeros de # 'y en cada cruce los
numeros de abajo suman los dos de arriba.

2a= b+c




Ejemplo, el nudo figura 8

Encontremos para qué valor es coloreable el nudo figura 8-
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Nudos y sus determinantes (coloraciones):

— ™M —MLUONMNO «—
OOUOMNMNOO T~ T NMNT™ T v v (9

T T S T O T N I e o
N T OOOMMMMMNMDM



Nuevo Invariante

El Polinomio de Johns



Historia

1928 J. Alexander es el primer polinomio invariante
encontrado para nudos.

Y su invariante fue de los mas usados por casi 60 afnos.




Historia del Polinomio de Jones

Fue descubierto por el Matematico de Neozelandés Vaughan Jones en 1984.

Algebra de Operadores

Gano medalla Fields en 1990

A pesar de su importancia, era un invariante que no
se entendia bien, topolégicamente hablando.




Historia del Polinomio de Jones

Edward Witten en 1989 construyd una explicacion de la
naturaleza del polinomio de Jones usando la “Informal”
Integral de Feynman. Que esta relacionado con Fisica




Historia del Polinomio de Jones

En 1984 Lou Kauffman dio una forma sencilla de calcularlo,




The Kauffman bracket



Definimos el Writhe (EI retorcimiento)

Definicién. El writhe de un diagrama orientado D es la suma de los signos en
todos los cruces. Se denot con w(D).



Por fin, un invariante

Teorema. La siguiente funcién es invariante para todo diagrama D de un enlace o
nudo orientado L.

fp(A4) = (-=4%)~PX(D)



.Y el polinomio de Jones?

Definicion. El polinomio de Jones de un enlace orientado L es el resultado de
sustituir A por t/4.

V(1)



Ejercicio: Calcular el polinomio del nudo trébol izquierdo

SO D

Derecho izquierdo



Los polinomios

t+ tA3-tM4

tA-2)-tM(-1)+ 1-t+ 142

thA2+ tA4-tA5+ t16-tNT7

t-tA2+ 2*tA3-tM+ tA5-t76

tA(-2)-tA(-1)+ 2-2%t+ tA2-t"3+ th4

tA(-1)-1+ 2*t-2*tA2+ 2*tA3-2*tM+ th5
-tA(-3)+ 2%t (-2)-2*tM(-1)+ 3-2*t+ 2*th2-173
tA3+ tAS-tA6+ tA7-tA8+ thO-tMM0

t-tA2+ 2*tA3-2* M+ 2*tA\5-t"6+ tA7-t"8
thA2-tA3+ 2*tA4-2*tA5+ 3*th6-2*tN 7+ t"8-t"9
t-2*tA2+ 3*tA3-2* 1M+ 3*tA5-2*t"6+ thT7-t"8
th2-tA3+ 3* 1M 4-3*tA5+ 3*tN6-3*tN 7+ 2*tA8-119
tA(-1)-2+ 3*t-3*t"2+ 4*t"3-3* "4+ 2*tA5-116
tA(-4)-2*tN(-3)+ 3" (-2)-4*tA(-1)+ 4-3*t+ 3*tA2-t"3
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.Y la prueba de que es invariante?



Invariancia del Bracket de Kauffman

Teorema. El Bracket de Kauffman es invariante bajo las Movidas de
Reidemeister.




La primera movida

<O>=A<E>+A <Y >
= A(—A-A)<~> + AT I<——>
= —Ad<—u>

<TO >EA<TY > +ATI<KTY >

= A<—> + A" (-A2-A")<—>
= —-AE— >



Corrigiendo con al polinomio Bracket

Definicion. El writhe de un diagrama orientado D es la suma de los signos en
todos los cruces. Se denot con w(D).

Teorema. El writhe es invariante bajo las movidas de Reidemeister..




GGracias

Manana profundizaremos en las matematicas



