SOBRE LAS FUNCIONES ARMONICAS ACOTADAS EN 72

ALEJANDRO KOCSARD

Problema: Diremos que una funcién f : Z? — R es armdnica si para todos
n,m € 7 se verifica:

f(m,n) =
(1. n) .
Probar que toda funcién armoénica acotada es necesariamente constante.

Solucion: Sea la funcién ¢ : Z2 — R definida por
g(m,n) = f(m+1,n), Vm,n€eZ.
g es claramente arménica. Por otra parte, cualquier combinacion lineal de fun-
ciones armoénicas es armonica. Luego, la funcién h := f — g es también armonica.

Del hecho de que f es acotada, y por ende g también, se sigue que

S:= sup |h(m,n)| < oco.
m,n€”Z

Si S =0y f no es constante, entonces existird r # 0 tal que:

f(im,n) = £(0,0) + nr, m,n € Z.
Y de esta manera, f no es acotada, lo cual contradice la hipdtesis del problema.

Entonces sea S > 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
S = sup h(m,n),
m,n€”Z
ya que si lo anterior no fuese cierto, entoces tendriamos
S = sup —h(m,n),

m,nE”
y en ese caso trabajariamos con —h (que también es una funcién armdénica) en lugar

de h.
Sea k un ntimero natural arbitrario, y sea (a,b) € Z2 tal que

S/2
h(a,b) >S*4Lk.

Dado que h es armoénica, tenemos

S/2

4k

(h(a+1,b) + h(a,b+ 1)+ h(a —1,b) + h(a,b — 1)) = h(a,b) > S —

4
Considerando que h < S, conluimos, de la tultima desigualdad, que
1 S/2

y de ahi sigue que

S/2 S/2
h(a+1,b)>5—44ik:s—4k{1.
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En forma general, repitiendo el razonamiento anterior, se concluye que:

h(a+1i,b) > S — jc/i > 27 parai=0,1,...,k — 1.
De esto tltimo surge:
k—1 . 3
fla+Fkb) — fla,b) = ;h(aﬂ.,b) > kg,

lo cual, dada la arbitrariedad de k, contradice la acotacién de f.
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