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Prologo

El propésito fundamental de este libro es servir de ayuda a los que se inician en el estu-
dio de la trigonometria y para ello les presenta una coleccién de preblemas representativos,
completamente resueltos. Al mismo tiempo, el arreglo del material que contiene es tal que
servird como un manual prictico para quienes deseen repasar los principios fundamentales y
sus aplicaciones,

El libro, aunque completo, no se ha escrito en el estilo formal de los libros de texto.
Cada capitulo contiene un compendio de las definiciones y teoremas necesarios, seguido de un
conjunto de ejercicios cuya dificultad se ha graduado debidamente. Las demostraciones de los
teoremas y las deducciones de las férmulas se incluven entre los problemas resueltos. Estos,
a su vez, van seguidos por un conjunto de problemas propuestos con sus respuestas.

Los aspectos numéricos de la trigonometria plana se han tratado ampliamente. Igual
atencién se ha prestado a las soluciones logaritmicas y no-logaritmicas de los trifingulos rec-
téngulos y oblicudngulos. Las aplicaciones son muchas y diversas, Las figuras se han trazado
y rotulado cuidadesamente para mayor utilidad; las respuestas se han redondeado de acuerdo
con los datos,

Las méds sencillas identidades y ecuaciones requieren un conocimiento de dlgebra ele-
mental. Los problemas se han seleccionado cuidadosamente, se han explicado con todo detalle
las soluciones, y todo el material se ha dispuesto de modo que ilustre claramente tanto los
procesos algebraicos como el uso de las relaciones trigonométricas bdsicas.

Los capitulos dedicados a la trigonometria esférica estin precedidos de un capfitulo
~sobre geometria del espacio. La teorfa y las férmulas necesarias para resolver triingulos esfé-
ricos rectingulos y oblicudingulos se han explanado suficientemente e incluyen el uso del
‘semisenoverso y de los métodos del tridngulo rectdngulo para resolver tridngulos oblicusingu-
los. Las aplicaciones consisten en problemas relacionados ¢on rumbe y distancia sobre la
g,:-mﬁciadﬂln'ﬁorm v en algunos problemas relativos a la esfera celeste.
l
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CAPITULO 1

Angulos y longitudes de arco

LA TRIGONOMETRIA, como lo sugiere la misma palabra, trata de las mediciones de las
partes o elementos de un tridngulo. La trigonometria plana, que se estudiard en varios
de los capitulos siguientes, se limita a los tridingulos contenidos en los plancs. La tri-
gonometria esférica estudia ciertos dngulos trazados sobre esferas.

La trigonometria se basa en algunas relaciones, llamadas funciones trigonométri-
cas, que se definirdn en el capitulo siguiente, Las primeras aplicaciones de la trigono-
metria se hicieron en la agrimensura, la navegacién y la ingenierfa. Estas funciones
también desempefian un papel importante en toda clase de fendmencs vibratorios
(sonido, luz, electricidad, etc.). En consecuencia, una gran parte de esta materia se
dedica al estudio de las propiedades de las funciones trigonométricas v de las relaciones
entre ellas, -

EL ANGULO PLANO XOP esté formado por las dos semi-
rectas secantes OX v OP. El punto () es el vértice del P
angulo, y las semi-rectas son log lados del dngulo.

Méis atin, se puede suponer que un #ngulo plano
se genera mediante un giro (en un plano) de una semi-
recta desde una posicién inicial OX hasta una posi-
¢ién terminal OP, Asi, el punte O sigue siendo el véy-
tice, OX es el lado inicial y OP el lado ferminal.

lado inicial

lndo inicial X 0 X

lado inicinl

{a) ) P e}
&)

Un dngulo asf generado es positive i el sentide del gire (indicado por una flecha
curvilinea) es contrario al de las agujas de un reloj, ¥ negativo si el sentido del giro
es el mismo de las agujas de un reloj. Los dngulos de las figuras (o) v (¢) son positivos;
el de la figura (b) es negativo.

MEDIDAS DE ANGULOS

A, Se define un grado (°) como la medida del dngulo central subtendido por un arco
igual a 1/360 de la circunferencia.

Un minuto (*) es 1/60 de un grado; un segundo (') es 1/60 de un minuto.

EJEMPLO 1. o} }(36°24) = 9%’ 3 Hizrezen = 42684 = 63°42
¢} HB1°157 = HBO°TSY = 40°375' o 40787307
d) H74°20020") = §i72°149'20%) = }(72°148'80") = 18°37/20"

1



2 ANGULOS ¥ LONGITUDES DE ARCO

B. Se define un radidn (rad) como la medida del 4n-
gulo central subtendido por un arco cuya longitud
es igual a la del radio de la circunferencia.

La longitud de la circunferencia = 2=z (ra-
dios) v subtiende un dngulo de 360°. Entonces, 2z
radianes = 360° de donde,

1807

1 radidn = = 57998° = 57°17'45" ¥y

1 grado = IBU radidgn = 0,017453 rad, aprox.,

donde = = 3,14159.

al -;,;:md .-3!._.__1“' 105° by BO® = 30+ 'H“d"""“‘d

12
(Véanse los problemas 1-3.)

C. Se define un mil, unidad utilizada en los estudios militares, como la medida del
dngulo central subtendido por un arco igual.a 1 /6400 de la circunferencia. El nom-
bre de esta unidad proviene de que, _;prnnmadnmlenl.e,

a2 L :
1 mil -r-—-*m radidn.

EIEMPLO Z.

- 380% 9% ., 160 -
Como 6400 miles = 3607, lmﬂ-m = 160 Y 1° = =5 miles.
| (Véanse los problemas 14-16.)
LONGITUD DE ARCO
A. En una circunferencia de radio r, un dngulo central de 6
radianes determina un arco de longitud
& =prl,
es decir,
longitud de arco = radio X éngu]n central en radianes.

(Nota. s v r pueden medirse en cualquier unidad conve-
niente, pero deben expresarse en la misma unidad.)

EJEMPLO 3. a) La longitud del arco determinado por un dngula mm.uld- 11’3 radianes
on una circunferencia de 30 pulgadas de radio es

g = rl = 30 IE}I- 10 pulgndns.

5 En ln mismn circunferencia un dngule central de 50° d’llhtﬂlinlun arco
cuya lomgitud es

a-rn-ﬂu{s'}- = pulgndas.

¢) En la misma r.'ircunfcremin un areo cuya longitud es de lipqu subtiends
un dngulo central.

ﬂn:-.:__ -;_gi-gmd.-mlnliﬂl!'f"mﬂpﬂﬂm'
i are 3
@ u:-; -aﬁ_ﬁ_sud.cunndn'?r“wﬂnﬂe“

(Véanse los problemas 4-13.)
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B. Si el dngulo central es relativamente pequefio, se puede tomar la longitud del arco

como un valor aproximado de la longitud de la cuerda correspondiente.
MLIIL

—— 11 $:

longitud de la cuerda = i‘ﬁl';n"n (dngulo central en miles), aproximadamente.

En los estudios militares, la igualdad anterior se express mediante la férmula
W = Rm, donde m es el dngulo central expresado en miles, R es ol radio {alcance)
expresado en miles de yardas, v W es la cuerda (abertura) expresada en yardas.

{(Véanze los problemas 17-19.)

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Expresar en radianes cads uno de los dngulos siguientes:
a) 0%, b) 186% c) 25°30¢, d) 4252436,

Come  1* = ﬁﬁ-ndhﬁ: = 0,017453 rad,

a) 80 = 30 X g5 rad = Zrad 60,6236 rad,
b) 135 = 136 X % vad = Zrad o 2,3562 rad,

el 25°30' = 26,5° = 256 ¥ i';'ﬁ rad = 04451 rad, 4

d) 4272435

.y 24 X 60 4 35, < * e
487+ (g = 42417 = 4241 X %5 rad = 0,7402 rad,

2. Exprosar on grados, minutos y segundos cnda uno de ll:"i" dngulos wiguientes:]
a) %/8 vad, b) 5%/9 red, ) 2/ rad, o) 4/ mad. _]“
Puesto gue 1 rad = .1_'9‘?_“ = BITUT4EY, ; -
= x ., 180° | |, ;
U 30T T s N P SRR = 0
2 R s T e e aSker et W
0 gl = §Xore =i ol UL ST
| Sl S e
0 Grea e §x = BE o f riven = ez
. Una rueds gira n razén e 48 rpm wuﬁmlﬁ‘n ey fmin), Exprésnresta velocidad anguinr

Sl

en o) rov /seg, b) rad /rmin, ) rad s
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ANGULOS ¥ LONGITUDES DE ARCO

al 48 rev/min = Eg-!'ﬂ‘l'.l‘ﬂ! = %nszq:

b Comolrev = Z=rad, 48 rev /min = 48(2=) rad /min = 301,65 rad /min

c) 48 rev/min = E rev seg = g (27) rad /eeg = 5,03 rnd seg
96=

o 48 rev/min = 98z rad/min = 0

rad /feeg = 5,03 rad /seg.

El minutero de un reloj mide 12 em. ;Qué distancia recorre la punta del minutero durante 20 minutos?

En 20 minutos Ia aguja describe un dngulo de § = 120° = 2x/3 rad ¥ |la punta de la aguja recorre
una distancia de s = ri = 12(2%/3) = Bx cm = 25,1 om.

Un dngulo central determing un arco de 6 em en una circunferencia de 30 cm de radio. Expresar el dngulo
central § en radianes ¥ en grados.

TS &
0= %= g5 =g rad = 11°2783

Una vin férrea ha de deseribir un arco de circunferencin. ;Gué radio hay gue utilizar si la vis tiene que
cambiar =u direccién en 25% en un recorrido de 120 m?

Se pide encontrar el radio dé una elrcunferencia tal que un dngulo central § = 25° = 5=/36 rad
determine un ares de 120 m. Entonces

8 120 864
r-i-'-iw_fﬁ-Tm-zﬂm'

Un tren se mueve o razdn de 8 millas por hora (mi /br) sobre una vin circular euyo radio mide 2500 pies.
Qué dngulo describe en un minuto? (1 milla = 5260 pies).

Puesto que 8 mi/hr = Brﬁfﬂ] pies /min = 704 pies /min, recorre un arco de longitud & = 704 pies

en un minuto, Entonces § = -: - gﬁ%‘ﬁ = (L2816 rad o 16°8".

. Bupdngase que la Tierra es una esfera de 3960 millas de radio. Encontrar la distancia que hay desde el

ecuador hasta un punto situndo a 36°N de latitud.
Puesto que 367 = E radidn, 8§ = r} = M{E} = 2488 millas.

. La distancia entre dos ciudades situadns en un mismo meridiano esde 270 kildmetros. Encontrar su

diferencin de Iatitud.

s 27 _ 3 b
ﬁﬂ;-m “ﬂdﬂﬂ“ﬁd.l.

Una ruedn de 4 pies de didmetro gira a mzén de 80 rpm. Encontrar (en pies) la distancia que recorre
en un segundo un punto de borde de ln rueda; esto es, In velocidad lineal del punto (en pies /seg).

B0 rpm = Bﬂ{%l rad /seg = ﬁgﬂdﬂu-

Entonces, en un segundo la rueda deseribe un dngulo 6 = 8=/3 rad y un punto del borde recorre
una distancin 8 = r = 2(8%/3) pies = 16,8 pies. La velocidad lineal es de 16,8 piea /seg.
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11. Encontrar el didmetro de una polea que gira a razdn de 360 rpm movida por una corren de 40 pies /seg.
360 rev /min = Eﬂﬂ{%-f] rad fseg = 12z rad /seq.

Entonces, én un segundo la polea describe un dngulo 8 = 12x rad v un punto del borde recorre una
distancia & = 40 pics. g :

: 0. . 20 .
d'-zr-Z{EJ = 2({g) pies = 5= pies = 212 pies.

12. Un punto del borde de una rueda hidrdulica de 10 pies de didmetro se mueve con una velocidad lineal
de 45 pies/seg. Encontrar la velocidad angular de la rueda en rad /seg ¥ en rev /seg.

En un segundo un punto del borde recorre unn distancia 8 = 45 pies. Entonces, en un segundo In
ruedn describe un dngulo 8 = s/r = 45/6 = 9 radianes, y su velocidad angular es 9 rad /seg.

Puesto que 1 rev = Z=rad o 1 rad = -ﬁl;uv, 9 rad /seg -ﬂ{;u;} rev /reg = 1,43 rev /seg.

13. Determinar Ia velocidad de la Tierra (en mi/seg) en su recorrido alrededor del Sol. Supéngase que la
drbita terrestre es una circunferencin de 83.000.000 millas de radio, ¥ que un afic = 965 diss.

En 365 dias la Tierra recorre una distancin de 2=r = 2{3,14) (95.000.000) millss.

En un segundo recorrerd una distancin des = it S3.000000) o 1o 5 millas. Su velocidad
65(24) (60) (60)
es de 18,6 mi fseg.

14. Expresar eada uno de Ios siguientes dngulos en miles: a) 18°, &) 16°20', ¢) 0,22 rad, d) 1,6 rad.
Pussto qus 1° = ‘T:Emuuy 1 tad = 1000 miles,

49 160

a) 18° = 18(:2") miles = 820 miles, 5 16°20" = 42 (120) miles = 290 miles

€) 0,22 rad = 0,22(1000) miles = 220 miles d) 1.6 rad = 1.6(1000) miles = 1600 miles.

15. Expresar en grados y radianes cada uno de los dngulos siguientes: a) 40 miles, &) 100 miles.

ae
Puesto que 1 mil = igg = %001 rad,

o) 40 miles = mf%m = 2°16" y 40 miles = 40(0,001) rsd = 0,04 rad,

b) 100 miles = 100 (=) = 5°37,5’ y 100 miles = 100(0,001) rad = 0,1 rad.

16. Demoatrar gque un mil = 0,001 radidn, aproximadamente.
2x 3,14159 < T i
1 mil = 5400 rad = 5550 rad 0,00098175 rad o, WEnh, 0,001 rad.

17. A una distancia de 5000 yardas una bateria cubre un éngulo de 15 miles. Encontrar el campo de abertura
de la baterin. I it

S000 .
R-ﬁ-ﬁ. m =156, vy W = Rm = 5(15) = 75 yardas.
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18. Desde un punte de chasrvacién en In costa, un barco de 360 pieade longitud subtiende un dngulo de 40
|1| miles. Encontrar la distancin entre la costa y el barco.

-
W = 360 pies = 120 yoardas, m = 40, vy R = W/im = 12040 = 3.
La distancia buscadn es de 3000 yardas. :

19. Se observa que una granada explota a 200 yardas a la fzquierda del hlance. (Qué correccidn angulnr
debe hacerse ai el blanco se encuentra a una distancia de a) 5000 yardas v b1 7500 yardas?

a) La correccidn e m = W /R = 200/6 = 40 miles,-a la derechs.
# La correceién ea m = W /R = 200/7,6 =27 miles, a la derecha.

' PROBLEMAS PROPUESTOS

3 20, Expresar en radinnes eadn uno de los dngulos siguientes:
a) 25° ) 1607, ) 75°907, d) 1127404, &) 12912207,
Resp. a) 5=/36 rad o 0,4363 rad el lﬁmmm: o 1,3177 rad ¢ 0,2130 rad

b) 8=/8 rad o 2,7925 rad dl lﬁifﬂﬁ rad o 1,9664 rad

21. Expressr en grados cada uno de los dngulos siguientes:
i @) ®/4 rad, B) 7%/10 rad, ¢ 5=/6rad,  d} 1/4 nd, e T/5 rmd.

Resp. a) 45°, b 1262, c) 160°, ) 14*19'26", e BO*12'61"

L RS

Eﬂ-. JH. Mh eireunferencin de 24 pulgadas de radio encontrar la longitud del arco sublendido por un dn-
' ;ﬁlumtml a) de 2/8 rad, B de 3=/6 rad ) de 75", d) de 130% "

Resp. o) 16 pul, by 14,4% 6 452 pul, ¢ 10% & 91,4 pul, o) mm;'m pul

| ey =

=1

23, Una circunferencin tiene un radio de 30 pulgadas, ;Cudntos radianes mide un in;uln ﬁﬁﬁhﬂnhhndldn

-

26. El extremo de un péndula de 40 cm de longitud deseribe un arco de 5 em. ;Cudl es ol dagulo de cscila-
cion del péndula? Resp. 1/8 rad 6 799°43" .

¥ por un arco o) de 30 pul, &) de 20 pul, <) de 50 pul?
v Resp. o) 1 rad, 5)'2/3 rad, ) 5/3cad T |
==
g 24. Encontrar ¢l radio de una ciceunferencia tal que un areo de 15 cm de longitud subtiende un dngulo centrul
a)delrnd, &) de2/drad, ¢ ded rmd; d)de20% e deb0® S T
, Resp. a) 15 em, B 226 em, ¢) 6 em, d) 43,0 em, e) 17,2 em o A
|

mo T,

26. Un tren se mueve a razén de 12 mi 'hr por una vin curvilinea de 3000 pies de radie. §
e¢n un minuto? Resp. 0,352 rad & 20%10/ '

%7, Un tramo de unn via férrea curvillngs estd formado por dos arcos sucesives, El primies arco corresponde
a un gngulo contral de 20° eon un radio de 2500 pies, ¥ el segundo corresponde a un dngulo central de 26°
con un radio de 3000 pies. Encontrar la longitud total de los dos arcos. e

Resp. B250=/9 pigs 6 2182 ples U b i S

Jgs==Try
e
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28. Unvnhm-udimpuigadudar:diﬂgﬁtimtﬁmhmm%quﬁwIMME &n pied feg, fe mueve un
punto del barde del yolante? Resp. 78,5 pleajueg: 1 i

28. La rueda de un automévil tiens 30 pul de didmetro. ;Con qué rupidez (rpm) gira s rueda alrededor
de su eje cuandn el automdvil mantiens una velosidad du JIE u'ij’hr"’ Rﬂp HiM rpm

Tﬁ- .| by o T
30- Al amolar ciertas herramientas, la velocidad lineal de 1a muela III}' der de 8000 piwjm Encon-
trar el midximo nimero de revaluciones por sagundo @) de wna ﬁ_pﬂpﬂu de difmatro, b) de

_’—\._.\

una musls de 8 pulgndas de didmetro.

Resp. o) 6000 /= rev /segt 0 1910 rev /seg, b) 2865 revieeg .

7. T TRV
ilV=trgir

31. Si In rueda de un automévil, de 32 pulgadas de didmetro, gira llrl:td'n H!Hﬂ!pm.. joudl eg, en mij/hr,
In velocidad del automévil? Resp. 78,2 mph

e

32, Expresar on miles cadn uné de los dngulos siguientes: a) 45°,  8) 10°16°, ) 04 rad, o) 0,06 rad.
Resp! a) 800 milea, 8} lﬂﬂmﬂm e} 400 nﬂlu. di 60 miles

43, Expresar en gradns y en radianes cadi uno :Itlmiu,;ulm siguisntes: g) !Emilm, b Hﬂwﬂlup. r:’_l 210 riles.
Resp. a) 1o24¢ y 0,025 rad, ﬂ”*a!aryu,nu rad, ¢} 6°117 ¥ 0,11 vad

4. La pared lateral deun hn.n,gu lI'h.mdn ll?ﬁﬂ rﬂdﬂﬂhﬂludlun ﬁmuin.de 40 miles. ;Cwil es 1o lon-
gitud de ln pared? .H;:ap 70 yardny.

46, Un globo aerostdticn de 120 pies de largo estd suspendido. dmﬂmnm lubn un- mntu de observacidn.
Bi el dngulo subtendido por el globo es de 50 miles, za qué altura se encuenten?  Resp. 800 yardas

36. Desde un bote (ue g8 encoentrs en el mrmnlmruqmdiu:du dulnm:iﬁn de un rises os de 12 miles.
Si se sabe que ln alturn del risco es de 80 pies, ;a qué distancin del riseo estd situndo el bote?
Resp. 2500 yardas L
' L (L
87, Una Eﬂ]lﬂ; cuya altura ¢s de 180 pies, subtiende un dngulo de- 3} e _-'j:_ir w &-du:m punto
situsdo en el terrenc llana. Dende ol mismo punts de observacién, ge diviss, en la falds de lacolina, una
trinchera de artilleria con un dngulo de elevacién de 12 miles. 4A qué ulturs, sobreln base dela colina,
se encuentra la trinchern?  Resp, 72 pies




CAPITULO 2

Funciones trigonométricas de un angulo cualquiera

ESCALA NUMERICA. Una recta dirigida es una recta en la que se han sefialado dos senti-
dos: uno positive y otro negativo. El sentido positivo se indica con una flecha.

Se determina una escala numérica cuando se escogen un punto O (véase la Fig.
2-A), llamado origen, y una unidad de medida OA = 1, en una recta dirigida. En esta
escala, B estd situado a 4 unidades a la derecha de O (esto es, en el sentido positivo
a partir de 0) v C estd a dos unidades & la izquierda de O (esto es, en el sentido ne-

gativo a partir de O),
C . 0 AR el s |
-2 0 g vy 5 Xy 4 3

Flg. 2-A

La distancia dirigida OB = +4 y la distancia dirigida OC = -2, Es importante ob-
servar que, puesto que la recta estd dirigida, OB = BO y OC = €0. La distancia diri-
gida BO = -4, porque se mide en sentido contrario al que se ha tomado como
positivo, y la distancia dirigida CO = +2. Entonces CB = CO + OB =2 +4=6
y BC=BO + 0OC = 4 + (-2) =-6.

UN SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES en un plano consiste en dos
escalas numéricas (llamadas ejes), una horizontal v otra vertical, cuyo punto de in-
terseccién (origen) es el origen de cada escala, Es costumbre escoger el sentido positivo
de cada eje tal como se indica en la figura, esto es, positivo hacia la derecha en el eje
horizontal o eje de las x, ¥ positivo hacia arriba en el eje vertical o eje de las y. Por
conveniencia se toma la misma unidad de medida en ambos ejes.

En un sistema de esta clase, la posicién de un punto cualquiera P en el plano
queda determinado por sus distancias dirigidas, llamadas coordenadas, a los ejes. La
coordenada x o abscisa de un punto P (véase la Fig. 2-B) es la distancia dirigida
BP = OA y la coordenada y u ordenada es la distancia dirigida AP = OB. Un punto
P, de abscisa x y ordenada y, se denota Plx, y).

Fl'l’.]".'l.
o ; I I
(x,
4 .4 | (o0
A ¥
+ - X * X
A V]
II1 v
-
I- ."j {+ I'_]
Pix.¥)
Fig. 2-B Fig. 2-C
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Los ejes dividen el plano en cuatro partes, llamadas cuadrantes, que se numeran
I, 11, 111, IV, En la Fig. 2-C se muestran los cuadrantes numerados v los signos co-
rrespondientes a las coordenadas de un punto en cada uno de los cuadirantes,

La distancin no dirigida r de un punto Plx, y) al origen, llamada distancia de P
o radio vector de P, estd dada por

r= VEEA
Asi, a cada punto del plano estdn asociados tres nimeros: x, R
{Véanse los problemas 1-3.)

ANGULOS EN POSICION NORMAL. Un éngulo estd en posicién normal, réspecto a un
sistema de coordenadas rectangulares, cuando su vértice coincide con el arigen y su
lado inicial con el semi-eje positivo de las x.

Un édngulo pertenece al primer cuadrante o es un dngulo del primer cuadrante cuan-
do, ecolocado en posicidn normal, su lado terminal cae en dicho euadrante. Definiciones
semejantes se aplican a los otros cuadrantes. Por ejemplo, los dngulos 30°, 59°, v -330°
son dngulos del primer cuadrante; 119° es un dngulo del segundo cuadrante: -119°
es un dngulo del tercer cuadrante; -10° y 710° son éngulos del cuarto cuadrante,

Son dngulos coterminales los que, colocados en pogicidn normal, tienen lados ter-
minales coincidentes. Por ejemplo, 30° vy -330°, -10° y 710° son pares de dngulos
coterminales. Dado un dngulo cualquiera, existe un conjunto infinito de dngulos co-
terminales con él. (Véase el problema 4.)

Los dngulos 0°, 90°, 180°, 270°, y todos sus dngulos coterminales reciben el nombre
de dngulos cuadrangulares.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULD CUALQUIERA. Sea fi un dngulo,
(no cuadrangular) colocado en posicién normal, v sen Pz, ¥) un punto cualquiera,

distinto del origen, perteneciente al lado terminal del &ngulo. Las seis funciones tri-
gonométricas de f se definen, en términos de la abscisa, la ordenada y la distancia
de P como sigue: e e by

ordenada v abscisa _ x

seno B =aenﬂ=-~—~——-]..=; mmngmt-aﬂ-mtﬂ-memdﬁ—y
] abucisp - distancia _ r

coseno f =m$-!”. *r-.'gﬁ‘;-ﬁ_.l:lt__lﬂ -sef_:ﬂ-—]ﬂ—. s
.

¥

abscisa ordenada

s m
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| Como consecuencia inmediata de estas definiciones se obtienen las llamadas rela-

gen 6 = 1/cac 8 un!-i,r'mtﬂ sec B = 1/cos B
cos 0 = 1/sec b cot § = 1/tan & cs¢ 8 = 1/sen 6
L Y Pix.¥)
Piz.¥)
¥
- ¥
8 = ..
0 x = -3
LY LAY

2\e 2
5/
\u{-
L

v

y r & y

Piz.¥}

Pix. ¥}

Al observar las figuras se hace evidente que los valores de las funciones trigono-
métricas de 0 varian cuando § varia. En el problema 5 se demuestra que los valores
de las funciones de un dngulo dade § son independientes del punto P que se escoja
en el lado terminal.

SIGNOS ALGEBRAICOS DE LAS FUNCIONES. Co-
mo r es siempre positiva, los signos de las funciones ¥
en los distintos cuadrantes dependen de los signos 4
de x v de y. Para determinar estos signos se puede 1 1
colocar (mentalmente) el dngulo en posicidn nor-
mal, o se puede utilizar algin olro recusso, como el e i

-

que aparece en la figura adjunta donde dnicamente R
se han registrado las funciones cuyo signo es positi- — X
vo, (Véase el problema 6.) 0

III v

tan 0 = + cos b = +
eot 8 = 4 gee § =

Las funciones de un dngulo dado estin defini-
das univocamente. Sin embargo, cuando se conoce
el valor de la funcién de un éngulo, el éngulo no
queda definido univocamente, Por ejemplo, si se-
no § = + entonces 6 = 30°, 150%, 390°, 510°. ..
En general existen dos posiciones posibles del lado
terminal; por ejemplo, los lados terminales de 30° y 150° del sjemplo anterior. Las
excepciones a esta regla ocurren cuando el dngulo es cuadrangular, (Véanse los pro-
blemas 7-15.)

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS CUADRANGULARES. El
lado terminal de un éngulo cuadrangular coincide con uno de los ejes. Un punto P
(distinto del origen) del lado terminal tiene por coordenadas x = 0, ¥ # 0 6 x#0,
y = 0. En ambos casos sucede que dos de las seis funciones no estén definidas. Por
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ejemplo, el lado terminal del dngulo 0° coincide con el semi-gje positivo de las x, y Ia
ordenada de P es 0, Como el denominador de las relaciones que definen la cotan-
gente y la cosecante es la ordenada, estas funciones no estén definidas. Para indicar
esias mncluﬂinm algunos autores utilizan la notacidn cot 0° = = y otros utilizan
cot 0° = + =, En el problema 16 se obtienen los siguientes resultados:

dngulo § | sen § cos i | tan @ | cot 8 | sec i | esc®
0s 0 1 0 i 1 + =
90° 1 0 + 0 +® 1
180° 0 -1 0 + @ -1 + @
270° -1 0 + 0 4 -1

PROBLEMAS RESUELTOS

L. Localizar los signientes punios en un sistema de Y
coordenadnes rectnngulares ¥ encontrur-el valor de r B(—3, 4)
correspondiente a cada uno de ellos: :

AlL,2), B(-3,4), C(-3, -33), D@, -6).
Para A r = o F3F = JTE4 = F
Pera B: 7 = VIF18 =6
Parn C: r = OFET = 6
Para D: r = vIE+256 = A1

+ X

@Eﬂ eada uno de los siguientes puntos P encontrar
ln eoordénnda que falta:

D4, -5}

ol x =2 r=3, P en ¢l primer cundrante
b} x = —3, r = 5, P enelsegundo cuadrante C(~3, -3V

el ¥y = =1, r =3, P en ol tercer cundrante

dh = = & r = 5 P en el cusrto cuadrante

. B O WO BT

fl ¥y==2r=32; g) x=0,r =2, v positiva; h) ¥ =0, r = 1, x negativa.

a) De la relacidn 2@ + 3 = =, se obtiene 4 + ¥ -E.mtanmﬁfnﬂy:.r = + /5. Puesto que P estd
en @l primer cuadrante, la coordenada que falin es ¥ = /5,

b) Aqui 9 + 32 =25 y* =16, vy ¥y = + 4. r _
Puesto que P estd en el pegundo cundrante, ln coardennds que falta es y = 4.

¢) Be tiens que 2* +1 =9, ¥ =B, y & = + 27 =
Como P estd en el tercer cundrante, ln coordennda que falta es x = =27,
gl 3 =35 =4 yy = &1, Poesto que P estdi en /¢! cusrto cusdrante, [n eoordenada que falta esy = —1,
e) Aqui, * = —x* « 9 -0 =0y la coordenada que falta s y = 0.
fi a8 =m t—PB =0yx=0 #l ¥ = =2 =4 yy =2 es la coordenndn que faltn.
h) 3 mpd =38 =1 yx=—1 ex In goordennda que falta.

4. (En qué cuadrante se puede localizar i’i:;.ﬂ-.ﬂ

o} x e positiva ¥ ¥ = 07 e ¥/r es pogitive? @ »/x es positiva?
b % ez negativa v x w02 d} r/x es nagativa?
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a) En ol primer cundrante cuando y es positiva: vy en el cuarto cusdrante cuando ¥ es negativa.

b) En el cunrto cusdrante cuando x es positiva ¥ en el tercer cundrante euando * o8 negative.

¢} En los cundrantes primero ¥ segundo, o) Enlul Mﬂntﬂl ng'l_._lndn y tercero.

¢} En el primer cundrante cuando tanto * como ¥ son pqﬁl'.ivu, w en el tercer cundrante guando tanto
I como ¥ son negativas,

4. a} Construir los siguientes dngulos en posicién normal v determinar cudles son coterminnles:
126°, 210°, —150° 8855 880°, =370°, -955°, —B70°

b} Encontrar otros cinco dngulos coterminales con 125°.

Vj’\ ‘r [r
125° 2107
— I = OF 2 =X

Y Ay ¥ ¥
ga0° . E ;“W ' -955° -g70°
X [l (s} ¥ X X

a) Los dngulos 125° y —9556% = 125° — 3-360” son coterminnles. Los dngulos 210%, —150° = 210°—
3607, 830" = 210° <4 ﬁ-ﬂﬂ]‘.{; —870° = 210° = §-360° son coterminales.

5) 485° = 125° 4 360°,  1205° = 125° + 8:360°, 1925° = 125° + 5-360°,  —235° = 125° — 360°,
—13156° = 125° — 4:380° son coterminales con 125°

. Demostrar que las funciones tri;'nnﬁhiﬁﬁ_ﬂ_'i de un dngulo § no dependen del punto P que se escojaen
el lado terminal del dngulo.

F, -

LY Plta’, b P'(-a’, b')
P{ﬂib"
8
0 A A =

Pla.=b)
P'ra’, =b"y
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Supéngase que los puntos Py P’ de los lados terminales de eada uno de los fingulos de lns figuras
anteriores tienen Ins coordenndne que se les han sefialado. Dendtense lus distancias OP y OF ' porr y r’
respectivamente. Tricense lns perpendiculares AP v AP ul sje de las x. En cada figura, el tridngulo
OAP y OA'P’, cuyos lados o, b, r v 4, b/, r" respectivamente son similares; ast,

1 b/r=0"4r", afr= a'/r', bla=0b'fa'. afb=a'fb, ra=r'ja’ rib =t N,

Puesto que las razones obtenidas corresponden alas fimeiones trigonométricas de un dngulodel primer
cusdrante, los valores de las funciones de un dngulo cuslquiern del primer cundrante son independientes
del punto P eacogido. '

1 ﬁi'lj se II;II.II'-QI.IB

bir = li’,.l’r’, =g fr=agffe!, bj—a =b"f—a', =afb= —h’_,.i':b',_ rf—g =r"/—a' rfb=7r"/b?

- Como éstas son las relaclones correspondientss alas funciones d& un dngulo del segundo cuadrante, los
¥alores de las funciones de un dngulo eualquiera del segundo cundrante son independientes del punto P
encogido. '

Se deja al lector In considerucidn de los casos
=b/r = —b'fr', —air=—a'/r ete, y —bjr=—b'irly ajr=a'lr’ stc.

6. Determinar los signos de las funciones senn, ensene ¥ tangente én cada uno de los cundrantes.

sen 0 = 3 /r. Puesto que y es positiva en loe cundrantes I.H ¥ negativa en los cuadrantes 111, IV,
mientras que r s siempre positive, sen 0 es positiva en los cusdrdntes I, I1 y negative en los cuadrantes
ILY BV '

cos = x/r. Puesto que x es positiva en los cundrantes I, IV y negativa en los euadrantes 11, III,
cos B es pokitive en los cundrantes 1, IV y negative en los cundrantes 11, ITL.

tan | = y/x. Puesto gue :: ¥ ¥ tienen el mismo iix.n-n on los cundrantes I, 111, tan 6 es positiva en
los cusdrantes I, 111 ¥ negativa en los cundrantes 1T, IV,

\ ﬁ Determinar los valores de |as funciones trigonométrices deldngulo 0 {e! menor de los dngulos positivos
& posicidn normal} & P es un punto del lada tarmim.l de § ¥ lns coordenadas de P san:

a) P(8, 4), &) P(-3, 4), %) P(-1,-3).

a)
a) r= VFFFE =5 b r=I-IFFI =5 ) r= JT=IFF (-8 = V10
pend = y/r = 4/5 sen = &4/5 wen = =3/4/T0 = —34/10,/10
cos b =x/r = 3/5 cos 0 = —3/5 i ‘i""""':@l.‘- =1 /40 = — /10,10
tan8 = y/x = 4/3 tan® =4/-8 = —~4/3 tanp = -3/-1-3
cob 0 = x/y = 3/4 ot = —874 cot'd = —1/=3 = 1/3
sec Il = r/x = 5/3 sec 0 = 5/—3=—5/8 gec 8 = T0/ -1 = — 10
ese 0 =r/y = 5/4 esc 0 = 5/4 } c5c ) = 10/ =3 = —+/A0/3

Obsérvonse las relacionss inversas. Por ejemplo, én b) sen § = 1/csc = 4/5, cosf = 1/eecd = ~3/5,
tan § = 1/cot b = —4/3, ete. : ' :
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8. ;En qué cuadrante cae el lado terminal de 0, &
a) sen ¥ cos § son ambos negativos? ¢} sen 0 es positivo v secante § es negativa?
#) sen 0y tan A son ambos poaitivos? d) sec § es negativa v tan 0 es negativa?

a) Puesto que sen® = 3 /r ¥ cosd = x/r, ambos, ¥ ¥ ¥ son negativas. (Recuérdese que r es siempre
r positiva.) Asf, 0 es un dngulo del tercer cuadrante.

b) Puesto que sen U es positivo, ¥ es positiva. Como tan8 = ¥ /x es positiva, x es también positiva. Asi,
i ea un dngulo del primer cuadrante.

¢) Como sen ) es positivo, ¥ es positiva; como sec § es negativa, x es negativa. Asi, 8 es un dngulo del
segundo cundrante.

d) Como sec § ¢s negativa, ¥ es negativa; como tan i nu"q_nﬁn,y es positiva, Asi, 9 es un dngulo del
segundo cuadrante. !

9. (En qué cundrante puede terminar 0, si
a) sen O es positivo?  b) cos 0 es negativo? ) tan 8 es negativa? o) sec U es positiva?

a) Puesto gque sen 0 es positivo, ¥ es positiva.
Entonces, & puede ser positiva o negativa, con lo que 6§ es un dngulo del primer cusdrante o del segundo.

b) Puesto que cos 0 es negative, x es negativa.
Entonces, ¥ puede ser positiva o negativa, con lo que § es un dngulo del segundo cuadrante o del
tercero.

¢) Puesto que tan b es negativa, puede m_i&ur que ¥ sea positiva vy x negative, o que ¥ sea negativa y
* positiva. Asf, § puede ser un dngulo del segundo cundrante o del cuarto.

d) Puesto que sec § es positiva, x es i;mnit{vu.. Asi 0 puede ser un dngulo del primer cuadrante o del cuarto,

/10) Encontrar los valores de cos 0y tan 6, si sen & = 8/17 y 0 per- LY
: tenece al cuadrante L.

Sea P un punto del lado terminal de 8. Puestoque P
sen & =y /r = 8/17, setomay = 8 y r = 17. Puesto que 0 (15,8)
pertenece al cundrante 1, x es positiva; entonces,

17
x = VF T3 = VAT = @F = 16. g
Parn trazar ls figura, localicese &l punto P(15, 8), dinnse 8 > X
- con el origen ¥ sefidlese el dngulo 0. Entonces 0 15

cosB,= x/r=15/17 y tan® = ¥/x = 8/15.

El escoger ¥ = 8, r = 17 es convencional. 'DHWHH que
8 /17 = 16/34, lo que nos permitirin tomar ¥ = 16, r = 34. Entonces, x = 30, cosf = a0 /34 = 16/17
y tand = 16/30 = 8/15.  (Véasa el problema 5.)

11. Encontrar los valores de sen 0 y tan O, dado cosf = 5 /6.
Como cos § es positive, § pertenece a8l primer cuadrante o al cuarto.
Puesto que cos = x/r = 5/6, se toma = =5, r = 8; ¥y = £ /(B — (BF = £ +/1L

i () by
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a) i 0 estd en el cuadrante 1 (figura o), se tiene © = 6, ¥ = /T1, r = fi; antonces
sen'd = y/r = VIT/8 y tanb e y/c = YI1/5
&) 810 estd en o] cundrante IV | ﬁpmb}.anmﬁuxnﬁm--ﬁi, r = 6 entonces
send =y/r=—I1/6 y tan® =yix=— TI/5.
; Emuntr-r lvs valores de sen 0 y tos 0, dads tan't = —é'f-l-f“' Tee:=

Fuesto que tan ¥ = y/r es negativa, & estd en ol cundrante Hﬁ:_‘_ —d, ¥ = 3] oen el cusdrante
IV (8 x =4,y = ~3). En ambos casos, r = 16 +0 =85 .

P-4, 1) LY

& e

la) _ i

a) Si 0 estd on el cuadrante IT (figura a), send = y/r = 3/5 y cond = x/r = —4/5.
b) 8i 6 estd en ol cundrante IV (figura b), sen s =y/r= ~8/6 y cos 0 =x/r= 4./8.

; 13, Encontror sen 9, i cos = —4/5 ¥ tan b o5 -positiva.

Puesto que cos i = x /r o8 'negalivo, * es negativa. Como tant = ¥/zes positiva, ¥ tiene que ser
negotivae. Entonces 0 estd en of cundrante II1. (Viénse lu figura o)

Tdmase x = —4, r'=5; entonces ¥ = —/FF — (—4F = -3, Asl, ‘sen b = ¥/r = —3/5.

(-4.,=3)

Fig. (¢} Prob, 13

Encontrar los valores de las otras funsiones. hl., dos sen b =
Como sen § = y /r es positivo, v es positiva. Dado que cos§ =,
6 pertenece al cundrente IT.  (Véase la figura d)
(Tominds * = -1 % = T = '{,_m' {-".

tan ) =3 /x = v‘ﬁf—lr-v’r .ﬁi.ﬁlﬂ-.—-l}unau —1/3v3 = =33
pec 0 = 1/cosl = —3 L oac B = 1 /sen B = 2/ T = 2T 0.
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15. Determinar los valores de cos § y tan 8 si sen 0 = m/n, ¢s una fraccién negativa.
Puesto que sen § es negativo, § estd en el cundrante II1 o en el cuadrante IV.
a) En un cuadranie 111; Tdémese y = m, r = n, £ = — /B — m¥; entonces
conl =x/r = —y/nt —mEn. y tand=3/x = —m/ /AT —m".
b) En el cundrante IV: Témese y = m, r = n, T = ++/A% — m%; entonces
cosll = x/r = /A2 —mi/n ¥ tanl =y/x =m/vnE = m.

'/9 Determinar los valores de las funciones trigonométricas de a) 0%, &) 90°, ¢) 180%, d) 270",

Sea P un punto cualquisra (diferente de 0) del lado terminal de §. Cuando | = 0, x=ry=0
cusndo § = 90° ¥ =0, y =r; cunndo § = 180% = = —r ¥ = 0; cunndo B = 270°, » =0,y = =P

¥
YT Pmar‘r
r  Pir.0) - ire
0 2 of Ee
{a) (.3}
Yoo -
- 1E0 0 =X
- ;x
Pr—r'u} Ia F{ul'r}
(el (e}
gl =0 x=r, v=0 B9 =80 x=0 y=r
en 0% =¥ /r =0fr =0 penMW° =yir=rfr =1
cog®* =x/Fr =v/r =1 cos 907 = x/r =0/r =10
tan 0° = y/z = 0/r =0 tan 8 =y /z = + =
eot 07 = /vy = £+ = cot H0° =z/y =0/r =0
sec 0° =rjx =r/r =1 e N =rfx =4 =
csc P =rfy =+ = csc B0° =rfy = rfr =1
e} 0 =180%.x = —r, ¥ =0 d) §=270% x =0,y =—r
gen 180° = y,/r = 0/r =0 #en 2707 = yfr'= —rfr= —1
cos 180° = x/r = —r/r= —1 . cos 270° = x/r = 0/r =0
tan180° =y /r = O/ —r =1 tan 270° =y /x = + =
cot 1B0° =x/y = + = cot 270° =z fy =0/-—r=0
geC 180° = pjx =pj—r = =1 gar 270° m p/x = + =
e 180% =rjy = £ coc 270 = rfy mrf—r = =1

Se habrd observado que cot 0° ¥ csc 0% no estén definidas porque la divisién por cero no estd permi-
tida. En la figura (¢), s ha tomado 0 como un fingulomuy pequedio en posicién normal y se ha sefialado
en su lado terminnl un punto Pix,y) a unn distancia r del origen. En estas eondiciones, ¥ es pocn mMenocr
que r y, ademis, ¥ es muy pequefia y positiva. Entonces, cot § = x/y y esed = r/y son positivas ¥ muy
grandes. Si ahora 8§ decrece hacia 07 (es decir, OF se acerca a 0X) y P permanece a una distancia r del
origen, se ohserva que x crece pero se mantiene siempre menor que r, mientras que ¥ deerece pero se man-
tiene mayar que 0. Asi, cot § y csc § crecen eada vez mis. (Para una comprobacién, témese r = 1 ¥ caloi-

¥

2]
v
-
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lese esc b eunnda ¥ =01, 0,00, 0,001, ...) Pars indicar sstas conclusiones s& susle escribir ot 0° = + =
¥eou 0" = + =, Nétese que, aunque se utiliza el Signo =, nose quiere significar que “cot 07 sen igual &'
sino que, cuando un dnguls positive pequeiio sehace eada vez menor,la cotangents del dngulo toma
valores positivos cada ver mayores. b il

Supéngase ahora que, como aparecs en la figura (f), que 0 s un dngulo pequefic y negativo, y sefii-
lese en su lado terminal un punto Pix,¥) » una distancia r del origen. En estas condiciones, x es positiva
¥ poco menor que r, mientras que ¥ es negativa y num#éricaments pequefin. Entonces cot § v cse § gan
negativas y numéricamente grandes. Cuando § crece hacia 0% cot 6 y esc § permanecen negativas y son,

- numéricaments, cada vez mayores. Para indicar estas conclusiones, se indica eot 0° = — & yesel® = —m,

1‘? Evaluar: a) sen 0° 4 2 c0s 0° + 3 sen 90° + 4 cos 90° + 5 sse 0° 4 6 esc 90°
&) 800 180% + 2 cos 1B0° 4 8 sen 2709 + 4 cps 2T0° — b sec 1B0® — & cue 270°

a) 0 + 2(1) 4+ 3(1) + 4(0) + 5(1) + 6(1) =16
8) 0 + 2(—1) + 3{—1) 4 4(0) — 5(—1) —6B(—1) = 6

18. Constniyase, mediante un transportador, un dngulo de WY’
- 207 en posicién normal. Deseribase, con centro en O, un g
arco de 10 unidades de radio que corte el lade terminal en
P. Desde P trdcese una perpendicular al eje de las . Sea
A el pie de In perpendicular trazada. Al efectunr los me-
diciones convenientes se obtiens que OA = 9.4 ¥AP=134
de modo que las coordenndas de P san (9.4, 3.4). En-
tonces,

8en 20° = 34710 = 0,34, cot 20° = 8.4 /3,4 = 2.8,
cos 207 =9.4/10 = 0,94, e 20® = 1094 = 1.1, Al
tan 207 = 3,4 /9,4 = 0,36, cac 207 = 10/3,4 =29, (= we

19. Obtener las funciones trigonométricas de 50°, como en el @«
- problema 18, Considérese la figurn (g).

Al efectuar las mediciones convenientes, se obtione
que las coordenadas de P, situado a 10 unidades del origen, son (6,4, 7.7). Entonces,

sen 50° = 7,7/10 = 0,77, cot 50° = 6,4 /7,7 = 0,83,
cos 50° = 6,4 /10 = 0,64, sec 50° = 10/64 = 1.5,
tan 50° = 7,7/6,4 = 1,2, cac 50° = 10/7,7 = 1,3.
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PROBLEMAS PROPUESTOS
a0, Establecer ol cundrante en que termina cada dngulo ¥ llﬂgnﬁ del seno, coseno y tangente.
o) 125°. B) 75°, ) 320°, ) 212°, ) 460°% f) 7SO%, @) —%50%, R —1000%
Resp. a) ; +.=— B I 4,k 0) IV =i leIL =k o) I AL g 11 A1

21. ;En qué cuadrante termina § sl

al sen 0y cos 0 son positives? @) tan § es positiva ¥ sec 8 28 negativa?
5) cos Oy tan 0 son positivos? f) tan 8 es negativa ¥ goc 0 es positiva?
¢) sen 0y sec i son negativos? &) sen 0 es positivo y cos § es negativo?
d) cos 6 y cot 8 son negativos? k) sec 6 es positiva y cec b es negativa?

Resp. ) 1, 8 1, o IOT, ) 11, ¢ L1, H N, oI, &IV

22, Designar por 0 ol menor dngulo positive cuyo lado terminal pasa por ¢l punto dado y encontrar las fun-
; clones trigonamétricas de 8 - @) P{—5, 12} M) P(T, =24), &) P(3, 3), P(=3, —5).
®  Rew. o) 12/18, —5/13, ~12/5, —5/13, =18/5, 13/12
B) —a4 /35, 7/25, —24/7, —7/24, 25/7, —25/4
¢ 3/T3 213, 8/2, 2/3, vI3/2, V1373
&) —5/vH, —3//34, 5/3, /5, a3, —vHE b

93, Enconirar los valores de 1as funciones trigonométricas de 0, dados:

@) sen ® = T /25 d) cot b = 24/7 g) tan 0 = 3/5 J) esch = —2/WE
b cus = —4/5 e senld = —2/3 (h) cot b = +B/2
¢) tanb = —5/12 f) cosd =5/6 iTsect = =6

Resp. o) I: 7/25, 24 /25, 7/24, 24/7, 25 /24, 2677
IL: 7/25, —24/25, —7/24, —24/7, —25/24, 25/7

By II: 375, —415, —B/hs —4/8 —B/4,8/8; TIL: ~3/5, —4/5, 3/ 4/3, =874, ~5/3

¢) II: 5/13, —12/18,) =56/12, —12/5, —13/12, 13/5
IV: —b5/18, 12/18, —5/12, —12/5, 1312, —-13/b

) 1: 7725, 24 /25, 7/24, 2417, o5 /24, 25/7
I1l: —17/25, —24 /25, 7/24, 2477, —25/24, —25/7

& [l =273, —/5/8, 2/v5, JB/2, —3fE —3/2
IV: —2/3, /5/8, —2/vE —vB/2, 3/vE, —3/2

f) I: J/T1/8, 678, ~T1/5, 6/ /T, 65, 6/+/T1
IV —+/AL/6. /6, —11/5, —5/AT, 675, L8 /TT

g I: 3/3%, 5/v/34, 3/5, 8/3, VIS, /3
\ [1: —3/vH, —5/+/84,3/5, 5/3, — /5 /5, —/34/8
=l
| ML 2/i0, VI/ V5, 2/VE, VB2, ¥B/N3, VI0/2
I 205310, — A AR 2/ B2 — BN - 102

|:MEJ_-']I: 2.-"1..,'.‘"5'. =1 /475, =2, -Ir,m., — &5, _ﬁ;j; 11l _._ﬂ-l.l“,fﬁ. —17/8. 2, 1/2, — 5, —E2

A

j)y M —4/3/2, -1/2, V3, w-.}ﬁ‘, —a 9.3 IV: — /B /9,.1/2, —/B =1/+/3,2, —2/+/3

24. Caleular cada una de las siguientes exprosiones

a) tan 1680° — 2 cos 180° 48 eae 2707 + sen 807 = (.
iy sen 0F + 3 cot 80° + & sec 180° — 4 cos 270° = —5.




CAPITULO 3

Funciones trigonométricas de un :ihg‘ulu agudo

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO. Al trabajar con un
trifngulo rectdngulo cualquiera, es conveniente (véase Fig. 3-A) designar los vértices
de los dngulos como A, B, C, los dngulos de Iusmﬁngd;lumo A B, C'=90° v los
lados opuestos a los dngulos; a, b, ¢, respectivamente. Con relacién al dngulo A, el
lado a recibe el nombre de cateto opuesto v b el de catefo adyacente; con relacién al dngulo
B, el cateto adyacente es a, y el cateto opuesto es b. Al lado ¢ se llama siempre hipotenusa.

Si ahora se coloca el tridngulo en un sistema de coordenadas (véase la Fig. 3-B)
de tal manera que el ngulo A quede en posicién normal, las coordenadas del punto B,
en el lado terminal del éngulo A, son (b, a) ¥ su distancis es ¢ = ‘fﬁr:l-_F En estas
condiciones, las funciones trigonométricas del dngulo A, puﬂdén definirse en términos
de los lados del tridngulo rectdngulo, como sigue:

Y

B 'Bib,a) -
';‘ :
c a o ]
A B C 7] T T =Y
Fig. 3°A Fig. 3B

_ a _ cateto opuesto . catetoadyacente

S ¢ hipotenusa i i a  cateto opuesto
b _ cateto adyacente e hipotenusa

s = hipotenusa oG B = cateto adyacente

_a _catelo opuesto I_ﬂ g _ _ hipotenusa
HRA = = Giets advacents CRAS 5= Catato ophesto

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS commmmmas Los dn-
gulos agudos A y B del tridngulo rectdngulo ABC son complementarios, es decir,
A + B = 90°. En la Tig. 3-A se tiene que -

gsen B = b/c = cos A ﬂﬂ-n:fﬁ E—

cos B = g/c =senA sec B =c/a=csc A
tanB = b/a = cot A e B =cb =sec A

Estas relaciones asocian hﬂftﬂ:ﬁm en pares-seno v coseno, tangente y cotan-
gente, secante y cosecante, de modo que cada una de las funciones de un par es la
cofuncidn de la otra. Asf, cualquier Wd&m angulo agudo es igual ala corres-
pondiente eofuncién de un ﬁagulmmplanmhna

19
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE 30° 45° y 60°. En los problemas 8-9 se obtienen
los resultados siguientes:

Angulo 6 | sen 0 cos tan 4 cot § gec f cac B
= a0f : 2 W3 WE | E | R 2
T 450 | 4B | 4vE | 1 LalavE | vE
< 60 | 43 | 4 v | HE | 2 | B3

EN LOS PROBLEMAS 10-16 se presentan algunas aplicaciones sencillas de las funciones
trigonométricas; en ellas se utilizard la siguiente tabla:

Angulo 6 | sen 6 cos 0 tan 6§ | cot b sec csc @
15° 02 | 097 | 027 | 37 1,0 3,9
20° 034 | 094 088 " |' 27 1,1 29
30° 050 | 0,87 0,58 1,7 1.2 2.0
40° 064 | 077 084 | 1,2 1,3 1,6
45° 071 | 071 1,0 1,0 1,4 ‘L4
50° 0,77 | 064 1,2 0,84 1,6 2 |
60° 0,87 | 0,50 1,7 0,58 2,0 1,2
70° 0,94 | 0,34 2,7 0,36 2,9 1,1
75° 097 | 026 3,7 0,27 3,9 1,0

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de los dngulos agudos del tridngule recténgulo
ABC, dados b = 24 v ¢ = 25,

Puesto que at = & — b = (258 — (24)f = 49, & = 7. Entonces

=l cateto opuesto 7 ot hs cateto adyacente .
hipotenusa 25 cateto opuesto o B
md_mtu‘bn adyacente _ 24 T hipotenusa o 25 I"ﬂ a=17
hipotenusa 25 cateto adyacente 24 4 c
PrE ecateto opuesto _“_T_ oy hipotenusn - E L.;¥f
2 cateto adyncente 24 eateto opuesto T
sen B = 24/26 cot B = 7/24
coa B = 7/26 sec B = 25/7

tan B = 24 /7 cec B = 25/24
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2. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de los dngulos

agudos del triingulo rectdngulo ABC, dados a = 2, ¢ = 25 B
Puesto que b* = & —a® = (24/8)t — (2)* = 20 — 4 = 16, o8

b = 4. Entonces 67 a=3

senA =2/25 = /5/5 =cosB cotA =4/2 =2 =tanB A — c

cos A = 4/2F = 24/5/5 =senB  secA = 2/5/4 = E/2 =cac B

tanA = 2/4 = 1/2 = cat B cac A = 2.,/5/2 = /§ = sec B

3. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas del dngu-

lo ngudo A, dado sen A —:E,ﬁ. B
Constriiyase un triingulo rectdngulo ABC, tal que a = 3, 1
c= Tyb =T -5 = 2,/10. Entonces e a=3
A =37 cot A = 2.,10/3
o v 4 Veivim.
cos A = 20,7 sec A = T/2T0 = 7+/10,/20

tanA = 3/210 = 3/10/20 cac A =7/3

4. Encontrar los valores de las funciones ﬁ-'i;umu:ltrhn del fngulo aguds B, dada tan B = 1,5,

Constriyase un tridngulo rectdngule ABC (véase Ia Fig. (a)) tal que & = 15 y @ = 10 unidades.
(Obsérvese que 1,5 = 3 /2 con lo que podrinmos utilizar un tridngulo donde b = 8, a = 2).

Entonces ¢ = 4/0f F B = /IF F 162 = 5,/T3 v

sen B = 16/6/13 = 3/T3/13 colB = 2/3
con B = 107517 = 2vT3 13 soc B = 5+/TH/10 = /T3/2
tan B = 15/10 = §/2 csc B = 6/T3/16 = /T3/8.
B
ﬁgtﬁ t‘a ge=x
A b=15 3 bavh_gxt C 4 =g
Fig.(a) Prob. 4 Fig.(b) Prob. 5 Fig.(c) Prob. 8

5. Si A es ngudo y sen A = 2x/3, determinense log valores de las otras funciones.

Constriiyase un trifngulo rectdngulo ABC tal que @ =2 <3 yc =3, como en Ia Fig. (B).

Entonces b = /& —gf = /0 —47 y
2x B — a4 2x o v AN

BED A = =i cof A w S, tan A = + oot A e A = ¥

3 ] % a v —ox VO — i=

. 3 SRy e

cac A =g

B. SiA esagudo ytan A = ¥ = x/1, dmﬂmh;"
Constriysse un trﬁqﬂumﬂqﬂuﬂ@.ﬂw; -x?i = 1 eomo en la Fig. (e).
Entonces, ¢ = /= +1 ¥ il ey

b A = iy e A = by WA = ek A = b A < VT e -

LR D

x
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7. Bi A es un dngulo aguda:  a) jPor qué sen A <17 d} gjPor quésend < tan A?
b)) jCudndosen A = con AT #) jCwindo sen A < cos AT
¢} (Parquésend < csc AT f1 {Cudindo tan A > 17

En todo tridngulo rectdogulo ABC:

a) El lade a < ol lado e; por tanto, sen A = ajc < 1. -

b) Sen A = cos A cuando g/c = b/c; entonces a = b, A = By A = 45°

e) Sen A < 1 (segin o) yeoso A = 1/een A > 1.

d) Sen A = gfe, tan A = a/d, v b < ¢ por tanto afe <a/b o sen A < tan A.
#) Sen A < cos A cuando o < b; entances A < B o A <90° — A, ¥ A < 45%
fi Tan A = a/b > 1 cuando a > b; entonces, A. > B y A > 455

8. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de 45%

En todo tridngulo recténgulo isdsceles ARC, A = B = 46 ya =&,
Bena = b =1; entonces ¢ = +vI +1 = vZ ¥

pen 45° = 1 /42 = 4T cot 45° = 1
cos 45° = 1/4F =4T sec 45° = T
tan45° = 1/1 =1 cse 45° = /T

9. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de 30° y 60°.

En tode trifngulo equiliters ABD, cada dngulo mide 80°. La hisee-
triz de un dngulo eunlquiern, (por ejemplo, de B) es la mediatriz del lado
opuesto. Supdngase que la longitud de los lados del tridngulo equildters
i3 de dog unidades. Entonces én ¢l triingule rectdngulo ABC, AR =%,
AC =1,y BC = E — 1* = /4

szn 30% = 1 /2 = cos B07 eat 30% = T = tan 602
cos 30° = T/2 = sen 60° sec 30° = 2/F =24/3/3 =cac60® A
tan 309 = 1/ /T ="/F /3 = cot 60° cac 30° = 2 = gec B0°.

10. jCudl es Inlongitud de la sambra proyectada por un edificio de 150 m de altura cuando el Sol se ha eleva-
do 20° snbre el horizonte?

Enla Fig. (d), A = 20°y CB = 150. Entonces cot A = AC/CBy AC = CB 8
cot A = 150 cot 20" = 150(2,7) = 405 m.
B
150
20° J . ™ 1
A G A 150" C = : ﬂ
Fig.(d) Prob. 10 Fig.(e) Prob. 11 Fig.(f) Prob. 12

11. Un edificio de 100 m de altura proyecta uns sombra de 120 m de longitud. Encontrar el dngulo de ele-
vaciin del Scl,

En In Fig. (e), CB = 100 y AC = 120. Entonces tan A = CB/AC = 100/120 = 0,83 y A = 40°,

12. Una escalera de mano estd apoyvada eontra la pared de un edificio, de mode que del pie de la escalera
al edificio hay doce unidades. JA qué altura del suelo se encuentra el extremn superior de s escalern, ¥
cuiil es la longitud de la misma, si forma un dngulo de 70* con &l suela?

Segin la Fig. (), tan A = CB/AC; entonces CB = AC tan A = 12 tan 70° = 12(27) = 32.4.
El extremno superior de ln escalera eatd a 32 unidndes del suela.

Bec A = AB/AC: entonces AB = ACsec A = 12 sec 70" = 12(2.9) = 34.8.
La longitud de la escalera es de 36 unidades,
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' 18. Desde lo alto de un faro, cuya altura sobre el nivel del mar esde 120 pies, el dngulo de depresién de
una embarcacién es de 15° jA qué distancia del faro st la embarcacién?

L E 4 T T =
- Enel trifogulo ABC de ln Fig. (g), A = 16%'y CH = 120; entonces eot A = AC/CB 'y AC = CB
ot A= 120 cot 15% = 120(3,7) = 444 pies.’ \ R 3

5
Nguls gy dﬂﬂl'enidn
= Isq

Fig.(g) Prob. 13 Fig.(h) Prob. 14

« Bocontrar In longitud de la cuerds subtendida por un dngulo central de 150° en uns eircunferencis de
- 20 em de radio. :

En In Fig. (A), OC es bisectriz del ZAOB. Entonces BC = AC v OAC és un trifngulo rectingulo,
En ADAC, sen ZLCOA =« AC/OA y AC = OA sen ZC0A =20 son T6° = 200(0,97) = 19.4.

Por tanto BA = 38,8 ¥ Inlui:_gj:mt de 12 cuerda oz de 39 em.

!EII.lE. Encontrar la alturn de un drbol & el dngulo de elevacidn de su extremo superior crece desde 20° hasta
- 40° eunndo un observador avanza 75 m hacia ol pie del drbol. Véase la Fig. (i),

14 En el tridngulo rectdngulo ABC, cot A = AGIIC.H; entonces AC = CB e¢ot A o DC + 75 = CB
Cgot 207,

En el tridngulo rectdngulo DBC, cot D = DC /OB entonces DC = mh‘.ﬂi_ 4 =iy 2y
‘s & . L 1
Por consiguiente: DC = CH eot 20° — 756 = CB cot 40°, CBicot 20° — cot 40°) = 75,

CB2,7 — 12 =75, v CH =75/1,6 =50 m.

t";"! " [-f':“ vt = i B b LS

B
- "fl- - =i .-‘I |.-1|'
o " c e i SREHICE = ot LU
e .
e P Fig.(i) Prob. 15 TEATC S gt R Bl o Pl fa”
,-‘:.ﬁf& ig-(i) Prob, 1 ; oo () P

16. Una torre estd situsda en un terreno llano directamente al norte del punto A y al ceste de un punto H.
La distancia entre los puntos A y B es de ¢ metros. 8i los dngulos de elevacién del extremo superior
deela torre medidos desde A ¥ B, son = y 2 respectivaments, encontrar Ia altura A de In torre.

En ol trifingulo rectngulo ACD de la Fig- () cot = = AC/A: ¥ en el tridngalo recténgule BCD,
cot § = BC/h. Entonces, AC =hcotay BC=heotg. 0+ =

Comu ABC es un trifngulo rectdngulo, (40" <+ (BO)E -dl'ﬂ’mal + htfeat g0y
c

ey A T

17. SBobre una circunferencia se abren m}mmﬁuﬁﬁ: #f por arcos iguales. Demostrar que la dis-
tancia d, entre los contros de dos sgujeros sucesivos, viene dada por d = 2r sen 180° /n, donde r = radio
de la circunferencia y n = niimero de agujeros. Encontear d cuando r = 20 em y n = 4.



18.

19.

21.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO

Sean A v B los centros de dos agujeros consecutivos en una A
gircunferencia de radio r y centro 0. Tricese la bisectriz del dngulo
0 del tridngulo AOR, y sea C ol punto de interseccitn de In bisec-
triz con la cuerda AB. En el tridngulo rectingulo AOC,

sen ZAOC = AC/r =4d/r = dj2r. A
Entoncesd = 2¢ sen ZAOC = 2r sen+/AOB i
= 2r um-}{ﬂﬁﬂ",.fn} = E‘ﬂn?_r

Cuandar = 20y n = 4, d = 2:20 sen 45* = E-N%-!_‘.-iﬂ-ﬁm

PROBLEMAS PROPUESTOS

Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de los dngulos agudos del tridngulo rectdingulo
ABC, dados o) 6 =3, b =1: Bla=2¢c =5 ¢l b=oT c=4

Resp. a) A: 3//10, 1//I0, 8, 1/8, A0, 0/3; B: 1/yT0, 3/v/10, 1/3, 3, 10/3, VIO
B) A: 2/5, /U1 /6, 2//30, VI1/2, 5/, 5/2; B: Z1/b, 2/6, ~21/2, 9 /T, 672, 5/ +21
o) A: 374, T/, 3/, T/0, 41T 4/8; B: +T/4, 3/4, V/7/8, 3//7T, 4/3, 4/v7T

Cusil os el mayor y por qué: @) zsen 55° o cos 55°7 ¢) itan 15° o cot 16°7
§) isen 40° o cos 40°7 o) [sec 55° o csc 5577

Sugerencin: Considérese un {ridngulo rectdngulo tal que uno de sus dngulos agudos sea igual al dogulo
dado. Resp. a) sen 55% b) cos 40°% ¢) cot 159, d) sec 55°

Eneontear el valor de cadn una de las siguientes expresiones:

a) sen 30° 4 tan 45° o tan 60° — tan 30°
&) cot 45° + cos B0 1 4+ tan 60® tan 30°
e) sen 30° cos 60° 4 coa 307 sen BO® csc 80° 4 csc 607 + cae 90°
d) coa 30° cos BO® — sen 30° sen B0® f ser 0° 4 mac 307 4 sec 607

Resp. o) 3/2. ) 3/2, ¢} 1, )0, & 1/v5, N 1

Un hombre recorre 500 m a lo largo de un camino que tiene una inclinacién de 20® respecto a la hori-
zontal. jQué altura alcanza respecto al punto de partida?  Resp. 170 m

. Un drbol quebrado por el viento, forma un trifngulo rectdngulo eon elsuslo. jCudl era Ia altura del drbol,

si la parte que ha caide hacia el suelo forma con éste un dngulo de 507, ¥ &l la parte del tronco que ha
guedado en pie tiene una alturn de 20 m?  Resp. 56 m

. Dos caminos rectos que se cortan, forman un dngulo de 76° En uno de los caminos y & 1000 m del cru-

ce, hay una estacién de gasolina. Encontrar In menor distancia desde la estacidn hasta el otro camino.
Resp. 870 m

| La distancis entre 2 sdificios de tejado plano es de 80 m. Desde I azotea del menor de loa edificios, cuyn

altura es de 40 m se observa la azotea del otro con un dngulo de elevacién de 40°, . ;Cudl ea ln altura
del edificio mis alto? Resp. 80 m

. Una escalera de mano, cuyo pie estd en la calle, forma un dngulo de 30° con el suelo cunndo su extremo

superior se apoya en un adificio situado en uno de les lndos de la calle, y forma un dngulo de 40® cuando
se apoya en un edificic situado en el otro lado de lacalle. Si lalongitud de la escalera es de 50 m, Zoudl
ea el ancho de Ia ecalle? Resp. 82 m

. Encontrar el perimetrode un trigngulo isésceles cuya base mide 40 cm si los dngulos de In base miden T0™

Resp. 156 cm




CAPITULO 4

Tablas de funciones trigonométricas
RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

- LOS VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES de los dngulos agudos se en-
cuentran en las tablas de las funciones trigonométricas naturales. Estas tablas, tal
como aparecen en los distintos textos, se diferencian en varios aspectos, Unas ofrecen
los valores de las seis funciones, otras se limitan a las funciones seno, coseno, tangente
¥ cotangente; en algunas aparecen los valores con s6lo cuatro cifras, mientras que en
otras los valores se extienden hasta la cuarta cifra decimal, En este libro se utilizara
este dltimo tipo de tablas. (Cuando las tablas no incluyen los valores de la secante
¥ de la cosecante, debe evitarse toda referencia a estas funciones,)

TABLA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS CON CUATRO
CIFRAS DECIMALES :

CUANDO EL ANGULO ES MENOR DE 45°, se busca el dngulo en la columna izquierda
y de la tabla, y la funcién en el primer renglén superior de la pdgina. Cuando el dngulo
es mayor de 45°, se busca el d4ngulo en la columna derecha de la tabla, y la funcién en el
dltimo renglén inferior de la pédgina.

ENCONTRAR EL VALOR DE UNA FUNCION TRIGONOMETHICA de un Angulo
I agudo dado. Si el dngulo contiene dnicamente un nimero exacto de grados, o si contie-
ne, ademds, un nimero de minutos miiltiplo de 10°, el valor de la funcidn se lee directa-
mente en la tabla,

EJEMPLO 1. Encontrar sen 24°40".

Enfrente de 24°40’ (<45%), que aparece en la columna izquierda,
se lee 0,4173 en la columna encabezada por seno en la parte su-
perior de la pdgina.
EJEMPLO 2. Encontrar cos 72°
Enfrente de 72° (>45°), qué aparece en la columna derecha, se
lee 0,3090 en la columna sefialada por coseno al pie de la pdgina.
EJEMPLO 3. a) tan55°20" = 1,4460. Busquese hacia arriba porque 55°20° >45°.
b) cot 41°50° = 1,1171. Busquese hacia abajo porque 41°50° <45°,
Si el mimero de minutos del dngulo dado no es muiiltiplo de 10, como sucede en
24°43", se hace necesaria una interpolacién entre los valores de las funciones de los
dos dngulos préximos al dngulo dado (24°40° ¥ 24°50") mediante el método de partes
proporcionales,
EJEMPLO 4. Encontrar sen 24°43°.
Se obtiene sen 24°40" = 0,4173
sen 24°650" = 0,4200
Diferencia en 10° = 0,0027 = diferencia tabular
Correccién = diferencia de 3° = 0,3(0,0027) = 0,00081 o 0,0008
cuando se redondea en la cusrta cifra decimal.

Como el dngulo -crece, nlm ﬂalinaulo crece; asf,
24°43' = 04173 + 0,0008 = 0,4181.

25
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Si se dispone de una tabla con cinco cifras decimales, se puede leer
directamente en ella el valor 0,41813 v redondearlo en 0,4181.

EJEMPLO 5. Encontrar cos 64°26'. .
Se obtiene cos 64°20° = 0,4331
cos 64°30' = 0,430
Diferencia tabular = 0,0026
Correccién = G.E{D,Wﬁj = D,Mlﬁﬁ o 0,0016 con cuatro cifras
decimales. '
Como el dngulo crece, dm decrece. Por tanto,
cos 64726' = 0,4331 — 0,0016 = 0,4315.

Para ahorrar tiempo, en el ajg_mg}p_i_ e prgeeﬂa'ﬁ de la siguiente manera:
a) Localicese sen 24°40' = 0,4173. Por ahora, omitase la coma decimal y considérese
tinicamente el mimero 4173,
) Bisquese (mentalmente) la df[!rmch ‘tabular 27, es decir, la diferencia entre el
nimero 4173, correspondiente a 24°40° ¥ el nimero 4200 correspondiente a 24°50°.
¢) Caledlese 0,3(27) = 8,1 y redondéese en el entero ms préximo. Esta esla correccidn.
d) Afiddase (puesto que se trata de un seno) la correccidn a 4173. Asise obtiene el
ndmero 4181, Entonces, sen 24°43" = 0,4181.

Cuando, como ocurre en el ejemplo anterior, la interpolacién se efectia del dngulo
menor hacia el mayor : 1) Se afiade la correccién para encontrar el seno, la tangente
vy la secante. 2) Se resta la correccidn para encontrar el coseno, la cotangente v la co-
secante.

(Véase también el problema 1.}

ENCONTRAR EL ANGULO CUANDO SE CONOCE UNA DE SUS FUNCIONES. El
proceso es el inverso del que se expuso anteriormente.

EJEMPLO 6. De la lectura directamente de la tabla se obtiene 0,2924 = sen 17°,
92,7725 = tan 70°10’.

EJEMPLO 7. Encontrar A, dado sen A = 0,4234.
El valor dado no aparece en la tabla. Sin embargo se tiene que

0,4226 = sen 25° 0’  0,4226 = sen 25°0°
0,4253 = sen 25°10’ 0,4234 = sen A

Diferencia tabular = 0,0027 0,0008 = diferencia parcial

. n'rm ’ E'_ N nr x 1 £
Correccién = 0.0027 (107) = 27 (107) 3_,&prnnmndaalmmutnmﬁ3uer
cano.

Cuando se suma la correccién (ya que es un seno), se obtiene
25°0' 4 3" = 26"3' = A.

EJEMPLO 8. Encontrar A, dada cot A = 0,6345.

Se encuentra 0,6330 = cot 57°40" 0,6330 = cot 57°40"
0,6371 = cot 57°30" 06345 = cot A

Diferencia tabular = 0,0041 0,0015 = diferencia parcial
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Correccién = %tgi—? (107} = %’i (10") = 4’ aproximada al minuto més cercano.

Cusando se sustrae la correccidn (va que es una colangente), se obtiene
57°40" — 4° = 57°38' = A.
Para ahorrar tiempo, en el ejemplo 7 se puede proceder de la siguiente manera:

a) Localicese el valor mds cercano, 0,4226 = sen 25°0’. Omitase la coma decimal y
considérese dnicamente el nimero 4298,

-b) Busquese la diferencia tabular, 27.

‘) Bisquese la diferencia parcial, 8, entre 4226 v el ntimero 4234 correspondiente al
valor dado.

) Calolese % (10°) = 87 y afimese & 25°0".

(Véase el problema 3.)

LOS ERRORES EN LOS RESULTADOS CALCULADOS provienen de:

@) Errores en los datos. Estos errores estdn siempre presentes en los datos que pro-
vienen de mediciones,

b) El uso de las tablas de las funeiones trigonométricas naturales. Los valores que
aparecen en las tablas son generalmente aproximaciones de expresiones decimales
infinitas. ' -

Cuando en la medicidn se registran 85 m, se estd indicando que el resuliado es
correcto en lo que se refiere al melro més cercano, es decir, que la verdadera longitud
estd comprendida entre 34,5 v 85,6 metros, Del mismo modo, al registrarse una longi-
tud de 35,0 metros, se indica que la verdadera longitud estd comprendida entre 34,95
¥ 35,05 metros; una anotacién correspondiente a 35,8 metros significa que la verdadera
longitud esta entre 35,75 y 35,85 metros; una anotacién de 35,80 metros significa que
la verdadera longitud estd entre 35,795 y 35,805 metros, v asi sucesivamente.

AS BIGNIFICATIVAS. En el nimero 35 hay dos cifras significativas, 3 v 5. También
hay dog cifras significativas en 3,5, 0,35, 0,035, 0,0035 pero no en 35,0, 4,50, 0,350,
0,0350. En los mimeros 35,0, 3,560, 0,350, 0,0350 hay tres cifras significativas, 3, 5 v 0.
Este es otro modo de decir que 35 v 35,0 no expresan la misma medicidn.

Es imposible determinar las cifras significativas en mediciones registradas como
3560, 3500, 35000, ... Por ejemplo, 360 puede significar que el verdadero resultado
estd entre 345 v 355, o entre 349.5 v 350.5. '

ACTITUD EN LOS RESULTADOS CALCULADOS. Un reésultado no debe tener més
cifras decimales que las que tiene el menos exacto de los datos obtenidos en una me-
dicidn. Es importante tener en cuenta aqui las siguientes relaciones entre el grado de

-exactitud de las longitudes vy los dngulos:
macidn al grade mds cercano. 5 '_ '

b) Distancias expresadas con 3 cifras significativas y. &muha expresados con aproxi-
macidn al mdltiplo més cercano de 10’. : = '

¢) Distancias expresadas con 4 cifras significativas y dngulos expresados con aproxi-
macién de 1°.

d) Distancias expresadas con 5 cifras significativas y dngulos expresados con aproxi-
macién de 0,17,
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. a) sen 56°34" = 0,8345; B339 + 0.4(16) = 8338 + 6
b) cos 19°45° = 0,0412; 9417 — 0,5(10) = 9417 — 5
¢) tan77°12" = 4,4016; 43887 + 0,2(597) = 43897 + 119
d) cot 40°36° = 1,1667; 11708 — 0,6(68) = 11708 —41
&) sec 239477 = 1;0028: 10918 4 0,7(14) = 10818 +10
f) cse 60°4' = 1,1639; 11547 — 0,4(19) = 11547 -8

2. 8ilu correccitn es 6,5, 13,5, 10,5, ete., s& dabe mdundmﬂ_ﬂlﬂﬁ ﬁtﬁ.mndo que termine en cifrs par.
a) sen 28°37° = 0,4780; 4772 + 0,7(25) = ATIZ $ T8 S

b) cot B5°53" = 0,4476; 4487 — 0,3(35) = 4487 — 106
o) eos A5°25" « 08160; B158 — 0,6(17) = 8168 — 66
d) sec 39°36° = 1,2976; 12960 4 0,5(31) = m-t:tﬁ,ﬁ a

9. a) sen A = 0,6826, A = 43°3’ ; 43°07 4 ;—1 (107) = 43°0° + 3
Ty
21

b} cos A = 0,5957, A = 53°267; 53°30'— — (107 = 53°80' — 4 et

) tan A = 0,9470, A = 43°26"; 43°20°+ E (10%) = 43°20° + 6° =
d) cot A = 17580, A = 20°88/3 28%40— = (107) = 2940 ~ 2 it
¢) sec A = 2,3198, A = 64°287; 649207 4 %ﬁhu*i = B4°20° + 8" '
[ ese A = 1,665, A = 39°43'; 39750 - E%cm'} = §0°60" =T =1

4. Resolver ¢l trifingulo rectingulio en el cual 4 = 36%10" y ¢ = 72,5, .
Solugidn B =90 - 35°10" = 547601, :
afe =send, @ =r¢csendA = T25(0,5700) = 41,8
bje =comnd, b =ceosd =72508175) = 583
Comprobacidn: a/b = tan A, & =b tan A = 59,3(0,7T048) = 41,8

6. Resolver el triingulo rectdngulo en el cunl ¢ = 24,36, A = B8°53"
Solucidn B = 0" —6BG3" = 31°T"
b/a = cat A, b =g cot A = 24,98(0,6036) = 14,70,
cfa = cac A, ¢ =g cac A = 24,86(1,1681) = 28,45, o
oie = gan A, ¢ = o /den A = 24,36 /0,8562 = 28,45b.

Comprobacién: b/c = coa A, b =p¢ cosd = 28,45(0,6168) = 14,70.

6. Resalver el tridngulo rectdngulo ABC, donde o = 42,8, b o= 24.3.

Salikndn: A ;if-*—g ~ 1.8066: A =61°2', B =00° — A = 28%8",

e/a = asc A, ¢ =aecag A = 43.0(1,1430) = 50,2, 0
a/ec = sen A, ¢ = a/sen A = 43,9 /0,8749 =50.2.

Comprobacién: ¢ /b = sec A, ¢ = b/sec A = 24,3(2,06849) =502, &

b/c wcos A ¢ =bjcond = 24,3/0,4843 =802 ¥
7. Resolver el trifngulo rectingulo ABC, donde b = 15,25, ¢ = ﬂ'ﬂ& :
o 1525 ; E P 5 e ’ L7
Solucidn: pen B = 5568 = D4666; B = 27°48', A =90" - B = 62°11%. &

a/b =cot B, @ =b cot B = 15,26(1,8953) = 28,90
Comprobacidn: afc = cos B, a = ¢ coa B = 32,66800,8844) = Z8.890. 15,25
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|
8. L base de un tridngulo isdacelew mide 20,4, y los Eagalos de 1a base B
‘miden 48°40°. Encontrar los lados iguales y 1a sltura del trifngulo,

En ln figurn, BI) es perpendicular a ln base AC y la hﬁmi

En el trifngulo rectingulo ABD,

AB/AD = sec A, AR = 10,2(3.5141) = 16,4, W 48740 :
ADJAH = cos A, AB = 10,2/08604 = 154, U [ S T X
DE/AD = tan A, DB = 10,2(1,1369) = _LI,E,

9. Considérese 1a Tierra como una esfera de 3960 millas de radis. Encantrar ¢l radio r correspondiente
al paraleln cuya latitud es de 40°. Véase ln Fig. (a).

En el triingulo rectingulo OCB, Z0BC = 40"y OB = m
Entonces cos £OBC = CB/OB y r = CB = 3060 cos 40° = 3960(0,7660) = 3050 millas.

B
48°20)
[ ang’ A
Fig:(a) Prob. 8 Fig.(&) Prob. 100 PFig.(e) Prob, 11

. Encontrar el perfmetro de un octdgono regular inscrito en una eirounferencia dé 150 cin de radio.

~_Enla figura (8), se han unido con el vértice O de la circunferencia dos vértices consecutivos, A v B,
Cdel amﬁ#nnu._ El trdnguilo OAB es indsceles. Los Indog igunles miden 150 y ZAOR = 360°/8 = 45°,

Como en el problema 8, se biseca £ADB para formar el trldngul mndugu.tn MOB.

Entonces MB = OB sen ZMOB = 150 sen 22930 = 150(0,3827) = 57,4, y el perimetro del voté-
gono 16 MB = 161674) = 918 em.

- Al calealur el ancho de un rio, wn topdgrafo eoloca su trinsito en un punte C de una de lus orillas y
loealiza un punto B en la orilla opuesta. Después, gira un dngulo de 80° y determins una distancin
€A = 225 m. Por dltimo, sitda el trénsitc sn A ¥ compruebs que ZCAB mide 48°20°. Encontrar
#l ancho del o,

Véase 1a Fig.ie). En el tridngulo recténgulo ACH,
CB = AC tan ZCAB = 225 tan 48°20° = 225(1,1237) = 253 m.

La recta AD de In figura adjunta
atraviesa un pantano. Pore localizar
un punto de esta recta, al otro lado
del pantano, un topégrafo se smitda
an el punto A, gira on dngulo de
61°16' y determina una distancia de
1585 m hasta un punto €. Por diti-
mo, eorel trinsito en C, gira undn-
gulo de 90° para detorminar In recta
CB. 8i el punto B estd situndo en Ia
rectn AD, jqud distanciz ha de reco:
rrer @l topdgrafo pars ir desde €
hostn B?

CB = ACtan51%16" X
= 1585(1,2467) = 1876 m. AL
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13. En la eima de uns coling hay un asta de bandern. Desde un punto A, en el terreno llano, los dngulos
de elevacién del extremo D y del pie B del nsta miden, nespectivamente, 47°54' y 39°45°. Encontrar
la altura de la colina &i el asta mide 11556 dm. \F‘ﬂl la Fig. (d).

Sea C el punto donde la recta horizontal que pasa pnrA goria o la rectn vertical que atraviesa
el nstn.

En el trifngulo rectdngulo ACD, AC = DC ot 47°54" = (16,6 -+ BC) (0,0038).
En el trifingulo rectdnguio ACH, AC = Bﬂﬁtwﬂ' = BC(1,2024).
Entonces (115,5 + BC)(0,9038) = Mﬂ,ﬂﬁ" =t :

y BC =

- 2 R 'ﬁ:i...b- SRS & Fayb

';-4r__.—l.f--.-'“"-\.- %
115,56
l .._.'f"-'-?:"\-...
J.;Jl.;ﬂ:f- B
C c

Fig.{d) Prob, 13 Fig.(e) Prob. 14

14. Desde lo alto de un faro, a 175 pies sobre el nivel del mar, el dngulo de depresidn de un barco situado
directamente al sur, es 18750, Dos minutos mds tarde el dngulo de depresién es 14720, Calcular la
velocidad del barco si se observa que navega directuments hacia el osste.

En la Fig. (¢), AD es el faro, £ es el punto situndo directamente al sur del faro donde se encontra-
ba el bareo cuando fue obgervade la primern vez, vy B es In posicidn del bareo dos minutos mda tarde.

En el tridngulo rectdngulo CAD, AC = AD cot ZACD = 176 cot lm' - 175{2,93?.9} = Hl3.
En el tridngulo rectdngulo BAD, AB = AD cot ZABD = 175 cot Ii'ﬂ' = 175{3,‘5135] G486,
En el trifngulo ABC, BC = /TABRP — (ACP = 4/ [BBG) — [518)F = 454,

El barco recorre 454 pies en 2 minutes; su velocidad es 227 ples 'min.

PROBLEMAS PROPUESTOS

15. Encontrar las funciones trigonomitricas de eada uno de los dngulos siguientes:
a) 18°47’, &) 32°13', c)-BB°24’, o) TEO4H".

Resp. BEAN eosenn  tAngenie  cotangents secante cosscante
a) 18%477 03220 0,9468  0,3401 2,0403  1,0583  3,1057
by 32°13* 0,6331  0,8460  0,6301 1,6869  1,1820 18757
£) 58°24¢ 08517  0,6240  1,6255 0,6152  1,9084  1,1T41

d) 79°45° 09840  0,1780 55304 0,1808 56201  1,0162
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8. Encontrar el dingulo (agudo) A, dado:
| @) sen A = 05741 Resp. A = 85° 2/ €) cos A =D9382 Resp. A = 20°15

&) sen A = 0,9468 A = 71°13* f) cos A = 0,6200 A =51°41"*
(€] sen A = 0,3510 A =20°3" g) cosd = 0,7120 A = 44°36'
d) sen A = 0,8900 A = 62°52° h) cos A = 0,4651 A - 62°17'
) tan A = 0,2725 A = 15°15° m) cot A = 0,2816 A = 76°58"
J) tan A = 1,1652 A = 48227 n) eot A = 29715 A = 18°36"
& tan A = 0,6200 A =i27°28' o} eot A = 0,7148 A= Biveyt
£) tan A = 2,7775 A = 7012’ Pl cot A =1,7040 A = 30°24°
g) sec A = 1,1161 A = 26722’ u) ese A = 35,6882 A = 15%,"
r}osec A = 1,4382 A = 46°57" v) csc A = 1,0647 A = 71°28"
%) sec A = 1,2618 A = 37935’ w) cse A = 1,7631 A = 733"
£} sec A = 2,1584 A = 82924 x) cac A = 1,3438 A= {8° 6"

é_ﬂmlvtr cada uno de los trifngulos ABC, dados:

g) A = 36°20°, ¢ = 112 Resp. B = 54%40', a = B4.8, b = 01,4
| b) B = 48%0', ¢ = 295 A = 41°20°, a = 149, b = 169
£} A = 23%8’ ¢ = 3464 B = 66'42', a = 1370, & = 3181
d) B =B4%12', c = 182,56 A = 35°%8', a =108,7, b = 1480
£) A =22°10', a =T654 B =67°50%, b =120, ¢ = 142
f) A =58°0", b =386 B =31°20', a =634, ¢ =742
") B =49"14", b = 2222 A - 40°68’, o - 1916, c = 2034
h) A = B6°%6’, a = 1126 B = 23°24', b = 48,73, ¢ = 19227
| E) A - 207487, b = 458,2 B = 60°12/, a = 2824, c = 528,0
J) a =254, b=23832 A = 33°37', B = 56°23', ¢ = 459
k) a =458, b =848 A =28°16', B =61%4", ¢ = 96,3
I) a -3368, b =4874 A = 38°24', B = 51°36/, ¢ = 62,21
m) a = 506,2, ¢ = 9848 A = 30°868°, B =58°4’, b = 8447
n) b =6729, ¢ =B888,1 A = 40°44°, B = 49°16', a = 6794

Encontrar 1a base y Ia altura de un tridngulo isdsceles cuye dngulo del vértice mide 65° ¥ cuyos lados
 iguales miden 415 em. Resp. Base = 446 cm, altura 360 cm

8. Un trifngulo isdsceles tione una base de 16,90 cm, y los dngulos de su bass miden 54°28°. Encontrar
- loa lados iguales ¥ la altura.  Resp. Lado = 13,68 cm, altura = 11,13 cm

2. El radic de una circunferencia mide 21,4 m. Encontrar a) la longitud de la cuerds subtendida por
~ un sdngulo central de 1107407 v &) la distancia entre dos cusrdas paralelas, situadas a un mismo lado
 del centro, si estdn subtendidas por fingulos centrales de 11840 y 52°20",

Resp. o) 352 m, b) 8,29m

Demostrar que si, en un tridngulo isdacéles, b és la base del tridngulo, & es la medida de los lndos iguales
¥ 0 es el dngulo del vértice, entonces b = Za send. it Aeredl

g KR
4. Demostrar que el perimetro P de un poligono regular de n lados inscritos en una circunferencia de
radio r viens dade por P = 2nr sen (180°/n). :

adi Dt

. 1 g = G
#. Una rueda de 5 dm de didmetro, asciende por un plmmnhﬂ]inhﬂn respecto a la horizontal, es
- de 18°20". ;A qué altura, respecto a la base del plano inclin e encuentrs el centro de la rueda cuando

~ &sta ha recorrido 5 dm a lo largo del phnnf% 95

. La distancia entre una pared de 15 pies de alturs ¥ una casa es de 10 pies. ;Cudl ha de ser la menor lon-
gitud de una escalers de mano que permita legaral extremo superior de la pared y » una ventana de
Ia casa situade a 20,5 pies de altura?  Resp. 42,5 pies
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LA ORIENTACION DE UN PUNTO B R
mﬂfﬂ]-, B dﬂﬁnﬂp gmmlmtﬁ, I-l'||.'- il -
norte-sur que pasa por A y la semi-recta &
tacién se lee, entonces, desde las semi-res

N
B

Orientacién; 35° 145° :
tig BB

VECTORES. Toda cantidad fisica, como la fuerza o la
que posee magnitud, direccién y sentido, recibe e
de cantidad vectorial. Una cantidad vectorial
presentar mediante un segmento de recta dm;i‘.h
Hmﬂnwud;m:ﬁnymndndﬂw
cantidad dada, y la longitud del vector es pro
hmagnimddulamtidad.

EJEMPLO 1. La velocidad de un aeroplan
millas/hora N 40° E, Su velocidad aparece
por el vector AB de la Fig. 5-C.

32
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EJEMPLO 2. Un bote de motor que en aguas tranquilas navega a razén de 12
kildmetros ‘hora, se dirige directamente a través de un rio de una orilla a otra. La
velocidad de las aguas del rio es de 4 kilémetros ‘hora. En la Fig. 5-D, el vector CD
representa la velocidad del rio v el vector AB representa, en la misma escala, la ve-
locidad del bote en aguas tranquilas. Asi, la longitud del vector AB es tres veces la del

vector CD, 77
fhln',r' .
" S0 y fu "
a= ii )
1 < 7 L .*14 B
Al d2dm/be o |< - %
(o} 35
%-& 1 = A B
Akm (hr 50 .
D c X
Fig. 5-D Fs,g 5-E

EJEMPLO 3. En la Fig. 5-E, el vector AB representa una fuerza de 20 kg que
forma un dngulo de 35° con el sentido positivo del eje de las X, v el vector CD repre-
senta una fuerza de 30 kg que forma un dngulo de 150° con el sentido positivo del
eje de las X, Se ha utilizado la misma escala para ambos vectores.

Dos vectores son iguales si tienen la misma magnitud, la misma direccidn y el
mismo.sentido. Un vector no tiene una posicidn fija en un plano; puede moverse en
él, siempre que conserve su magnitud, direccitn v sentido,

ADICION DE VECTORES. La resultante o vector suma de varios vectores, situados todos
en un mismo plano, es el vector del plano que produce el mismo efecto que el produ-
cido por todos los vectores originales cuando actian conjunitamente.

Si dos vectores 2 y § son paralelos v del mismo sentido, su resultante es un vector &
cuya magnitud es igual a Ia suma de las magnitudes de los dos vectores v cuyo sentido
es el de los vectores dados, Véase la Fig, 5-F (q).

Si dos vectores paralelos tienen sentidos opuestos;, su resultante es un vector R
cuya magnitud es la diferencia (magnitud del mayor — magnitud del menor) de las
magnitudes de los dos vectores y cuyo sentido es el del vector deé mayar magnitud.
Véase la Fig. 5-F ().

T8, : S
p 125 ; i “125 "
R = p oo i Bl g
i) T R s ‘I

En todos los otros casos, la magnitud, hmnydmﬂdn de la resultante
se obtienen mediante cualquiera de los dmﬂb&m%fﬁ.

1) METODO DEL PARALELOGRAMO, Goldquense los origenes de ambos vec

tores en un punto cualquiera O de s plano y complétese el paralelogramo que tiene

a estos vectores por lados adyacentes. La diagonal dirigida cuyo origen es O esla

resultante o vector suma de los vectores dados. Asi, en la Fig. 5-G (b), el vector R
~es la resultante de los vectores a ¥ & de la Fig. 5-G (a).
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2) METODO DEL TRIANGULO. Mjﬂ!ﬂ“ﬂi ‘de los vectores ¥ ¢ -
origen por 0. Coléquese el otro vector en el extremo del pri -
entonces, aluagmanto de recta d’iﬂgﬂ'.‘ rido que ‘:'mhta". " : :._ﬂ'i i
es 0. Asi, en 1a Fig. 5-G (¢) y Fig. 5-G (d), Res la resultante

1 1T Bl

() ik}
Método del paralelogmmo

EJEMPLO 4. La resultante R d
rapide i i
método del paralelogramo; la

e vin = . R ol
iy 3 s oo Figh BHE ) Lo e

Tr=|n
plr !1l1=_|.

90° — § = 71°30' con la orilla del rio. "
Segiin las Fig. 5-H (a) o 5-H (&), tan 0 = 4/12 =
LA COMPONENTE DE UN VECTOR « sobre una recta L
del vector z sobre L. Con frecuencia es \itil la descom-
posicién de un vector en dos componentes a lo largo
de un par de rectas perpendiculares. =

EJEMPLO 5. En cada una de las Fig. 5-H (@),
(b) v (c) las componentes de R son 1) 4 kilometros e
en el sentido de la corriente y 2) 12 kilémetros/hors e
un sentido perpendicular a la corriente. '

EJEMPLO 6. En la Fig. 5.1, la fuerza F tie
componente horizontal F, = Fcos 30° y por co
nente vertical F, = F sen 30°. Obsérvese que F es el
vector suma o resultante de Fyy F, .

NAVEGACION AEREA. La orientacién de un seroplano es la rrainads
unnlaetuiiduhbrﬁiuln}mlaquﬂ'mtﬁanﬁhdu-al se mide,
a partir del norte, en el mismo sentido que el del mov I’
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La rapidez respecto al aire (determinada por una lectura del indicador de velo-
cidad en el aire) e la magnitud de la velocidad del aeroplanc en aire tranquilo.

La derrota (o Hllilbﬂ} e un aeroplano es la direccién y sentido en que se mueve
respecto a Ja Tierra, El rumbo se mide, a partir del norte, en el mismo sentido que el
del movimiento de las agujas de un reloj.

La rapidez m a la Tierraes la magnitud de la velocidad del aeroplano con
relacién a la Tierra.

La deriva (o ﬁn;nlu de desviacidn) es la diferencia (positiva) entre la orientacidn
v el rumbao. Wl

e

En la Fig. 5:d: ON &8 la recta que pasa por 0 y que sefala el norte verdadero,
£ NOA es la orientacidn,
;M. = Ia rapidez respecto al aire,
“es la recta que pasa por A y que sefala el norte verdadero,
ANAQ & la direccién del viento, medida a partir de la recta
qni ‘senala el norte,
AB = hm del viento,
ZNE'B es el rumbo,
OB = ln rapidez respecto a la Tierra,
£ AOB es ¢l fingulo de desviacidn.

Fig. 5

Obsérvese que hay tres vectores relacionados entre si: OA que represenia la rapidez
mpactnalmrey la orientacidn, AB quamprmtlhtgemﬁn el mbﬂugl;mmdm
del viento v OB que representa la rapidez re  ierra y el rumbo, El vector
cuya magnitud es la rapidez respecto a la Tierra lﬂﬂ ﬁaﬂ:mta del vector correspon-
diente a la rapidez respecto al aire y el yvectar cor ‘s la rapidez del viento.

EJEMPLO 7. La Fig, 5K mmmﬂmu-ﬁgm - aeroplano vuela a 240 mi-
llag/hora con una orientacién de 60° mmnl:lu el W ‘desde 330° a 80 millas/hora.

el vector correspondiente a la rapidez
ense los sentidos de las {lechas) el vector

ﬁﬂthno ciérrese el triingulo, Obsérvese,
ez respecto a la Tierrano se ha trazado

a la rapidez del viento.

Para construir la figura, ﬁlﬁqﬂlﬂ en’
respecto al aire; tricese a conlinuacién (o
correspondiente a Ia rﬂpi-tiaz ﬂﬂl
ademds, que el vector correspon
a partir del vector e
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En el tridngulo resultante: |
1La rapidez respecto a la Tierra = /(240)" + (30" = 242 mph.
Tan 6 = 80/240 =0,1250 y 6 =7

."
~ 60" i o Sl
e = e ey

PROBLEMAS RESUEL

-
i

1. Un bote de motor navega durante 3 horas a razén de 20 millas, hora
en direccién N 40° E. (Qué distancin hacin el norte y qué distan-
cia haeia el este hn recorride? ——
Supdngase que el botesale de A; tricense I recta norte-sur que
pasa por A y In semi-recta AD de modo que la orientncién de D res-
pecto al punto A sea N 40° E. Localicese sobre AD un punto B tal
que AB = 3(20) = 60 millas. Desde B tricese la perpendicularala
rectn NAS; sea C el pie de Is perpendicular, En el tridngulo rec-
/AC = AB cos A = 60 cos 40° = 60(0,7660) = 45,96 = ‘
= : LA
CB = AB sen A = 60 sen 40° = 60(0,6428) = 38,57. 3
El bote ha recorrido 46 millas hacia el norte y 38 millas hacin ol este. . A . N
2 'M'Hmmihdtwduduulmqmj 86 ENCUen- ol -
trn a 225 millas directamente ol norte de C, y B a 375
millas dircctamente al este de €. jCudl es la orientacidn
n}ﬂlﬂmp-cln to de A2 b}ﬂedrﬂpﬁ_lﬁdam ]
En el tridngulo rectdngulo ABC,
tan £CAR = 375/225 = 1,6667 v ZOAB = 580 7%, ”
&) La orientacidn de B respecto de A (dngulo SAB) es =
S50°0'E. - i
) La orientacién de A respecto de B (dngulo N'BA} es

¥

N 58°%' O,
| =

L .

[ =T

e
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8. Tres barces estdnsitundos de tsl maners que A se encuentra 8 225 millas
al oeate de C, mientcan que lnorientacidn de B (situado directamente
al sur de €} respecto de A es S 25°10 E. o) ;Ousl s la distancia entre
By AT b jCudl es ildnt:mh entre By C7 ¢) pCwil g8 ln orientneidn

de A respecto de BY Y

Segin In figura, ZSAR = 25"1“' v £LBAC = 84°607. Entonces
AB = AC sec ZHAC = 1‘!5 libl.' M”’ED" = 225(2, 3515! = 5281 o
AR = AC fcos £Eﬁﬂ' mm H“‘Eﬂ' = i?-ﬁ.-"ﬂd.!ﬁa - 529,0 ¥
CHB = AC tan ZBAC = 235 tan 647507 = J25(2 1253) = 478.9.
al B ssencuentra o ﬁﬂﬂlmillm lh.ql. .!l] i e encuentra s 478 m:]ln.l de C.
¢l Como LCBA = 2&‘1'.1' ll nrrmtnm-dn de A respectode B ea N 26°10° O, i

4. Desde un barca que mvulg.lﬂti mﬂhl,fhnm hacia el N
norte, 88 observian directimente hacin o] este lod restos
de un naufragio K v una torre de ohservacién T. Una
hora mds tarde, ls orientacidn del bares respecto a los A
restos del naufragio es 8 34°%40° E ¥ respecto 4 1a torre

es S65°10 E. Encontrar la distancia entre los restos del 24540
paufragio ¥ li torre, ;

Enln figura, ¢, Ky T repressntan, rospectivamen- 65119
te, el Barcn, los restos dol naulragin ¥ In torme cuando es- 16,5
taban alineados. Una horn mas tarde, ol barco se en-
cuentra en el punto A, 16,5 millas al norte de €. En ¢l
tridngulo rectingulo ACK, ¢ K T

CK = 18,6 tan 34740 = 16,5(0,6018).
En el tridngulo rectingulo ACT, 1
CT = 16,5 tan 65°10* = 16,5(2,1609). 3
Entonces KT = €T — CK = 18,5(21608) — 0,6016} = 24,2 millas.

5. Desde un baroo que navega directamente hacia ol este se obsarva una luzcuya crientacidn es N 82°10° E.
Cuando el barco ha recorrido 2260 m, la orisntacidn es M 48°25 7 F. 81 ¢l baréo mantiene ¢} mismo derro-
toro, jeudl serd In menor distoncin o qué =8 encontraed In lus?

En la Fig. (a), L &5 In pogicién de 1a luz, A esla priméra posicidn del baren, B es la segunda po-
wieidn del baret v € s la posicidn mis proximas n L.

En el tridngulo rectdngulo ACL, AC = CL cot ZCAL = CL cot 27°50" = 1,8040 CL.
En ¢l tridngulo rectdngulo BCL, BC = CL cot 2CBL = CL cot 41585’ = 1,1270 CL.

Coma AC = BC + 2280, 18840 CL = 1,1270 CL + 2280, ¥ CL = fggra=mm = 2034 m,

Fig:(a) Prob. &
6. En el punto O de la Fig. {6}. esld um.ldntm .

e _tuﬁ;;sﬁmfuﬂm una de 1560 kg haoin
el norte y otra de 200 kg hacis el este, Bncontrar In magnitud, la direceidn y el sentido de I resultante.
[En el tridngulo recténgulo OBC,  0€ = /10 BT = +/(200)° & (150 = 250 kg

- tan ZBC jfm"fm = 07500 y ZBOC = 38°50".

La magnitud de In fuersa resultante es 23 ju;ummmu es N 53°10° E.
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inicial de 2760 pisk ‘seg v de tal manera que su
del movimiento del aeroplano. Encontrar la _

B o —— - —

352

A

La rapides del aeroplanc es 240 mi/hr
En la figura, el vector AB representa la
locidad inicial de la bala v el vector AD repre
En el tridngulo rectdngulo ACD, AD = /(@
tan ZCAD

Entonces, In bala recorre 2770 pies [seg a lo la
eon la direccién del movimiento del aeroplano.

8. Las aguas de-un rio corren lu:i-.: ol surs 125 mi m&. . em :

475 m /min, enfila directamente hacia el este park atravesar el rio, saptrar la rapi a direccidr
en que se mueve el hote. b) ;Cusdl debe ser la orientacifn inicial de : atn : io dire
mente hacin el este y cudl es la rapidez resultante en este caso? e

a) En el tridngulo rectdngulo OAB dela Fig: (a) OB = 475 + 1
v tan§ = 125/476 = 0,26
Entonces, el bote recorre 491 m /min en direccién 5 75%20° E.

b) En el tridngulo OAB de la Fig. (b), sen® = 125/475 = 0,2682 y 0 = 15°
Entonces, |a orientacidén inicial del bote ha de ser N 74°40"E y su rapit
0B = /T&T6) = (1207 = 456 m/min.
9. Un poste de telégrafos se mantiene en posicidn vertical
mediante un alambre tenso que formn un dngulo de 25°
con el poste y que ejerce una traceién de F = 300 kg sobre
el extremo superior del misma. Encontrar las componentes
horizontal y vertical Fy, y F, de In traccidn F.
F, = 300 sen 25° = 30000,4226) = 127 kg
F, = 300 cos 25° = 300(0,9063) = 272 kg

10. Un hombre tira de una cuerda que estd atada a un trineo con una g kg. L da f
un dngulo de 277 con el sualo. a) Encontrar | traceidn efectiva ques iz -alolargo

dﬂmlqyl;m.ghﬂnqyﬁmduthvmgrw:ﬁ;M'_ .  Encontrar la fuerza
que el hombre debe ejercer para que la traceién efectiva que abliga al tr d o
sod de 100 kg. R * i

=) :; .
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i i
A0 o ,
270 4L o
Fﬁ FL. = ‘.I.W k‘
(ed (&)

a} En lns Fig. (o) ¥ (d); I.ll':_t.r._lﬂ'ﬁll.-ﬂ! 100 kg efércida a lo Infgo de ln cuerda, se ha descompuesto en
sus componentes horizantal v vertical, Fy y F, respectivamente. Entonces, Fy es la fuerza que mueve
el trineo a lo largo del suelo y F, #s.In fuersn que Liende a levantarlo perpendicularmente.

Fy = 100 cou: 27" = 100(0.8910) = 89°kyg, F, = 100 sen 27° = 100(0,4540) = 45 kg.
8} En la Fig.(e}), F} =100 kg es la componente horizantal de la fuerza buseads . Entonces
F o= 100 fcos 27 = 100/0,8010 = 112 kg.
11. Un bloque, cuyo peso es W = 500 kg, dessanan sobre uns rampa qué forma un dnguln de 28% con In hori-
znntal. o) Encontrar la fuerza que thnde a desliznr el blogue a lolargo de la ramps, v Is fueras que

el bloque ejerce contra la rampa. 8} (Cudl es In menor fuerza que debe aplicarse parn impedic que ol

bleque se deslice a lo lnrgo dela rampa? Despréciess la friceién,

a) Cansidéress o Fig. (). Descompdngnse el pesa W del bloque en dos componentes F, v Fi, que
soan, respectivaments, paralela '!'ﬁ'q‘j’:cﬁﬂimlur A la rampa. Fy ad ln fuerza que tiende a dealizar el
blogue a ln largo de la rampa v Fs 88 ln foorza que el bloque ejerce contra la rampa.

Fi = W sen 29° = 50D(0,4848) = 242 kg, F, = W cos 29° = 500(0,8746) - 437 kg.

4) 242 kg n-lo largo de ln ramps pero hacin arriba.

0
Fig.(f) Prob, 11 Fig.lgy Prob, 12

1% La dérientacidn de un asroplans 85 76° y au rapldez respects al ‘wire es de- 200 millas hors.  Encontrar
la rapidez respecto n laTierry el rumba g1 sopla un viento de40 millus fhara desde 165°%, Véase la Fig. (g).

Qonstruceidn. Tricese, u partir de 0, ol vector correspondiente u la rapidez respecto al aire y, a
continuncidn, tricese el vector correspondiente ul viento. Cifrrese 2l tridnguls.
Sclucitn. Rapidez respecto a In Tierra= /(200 + (40)F = 204 mph,
tan 6 = 407200 = 02000 v 0 = 11720/, ¥ rumbn = 75§5% — §' = 63510 ",

(18, La rapidez respecto al aire de un aeraplano es de 200 millas por horm. Sopls un viento de 30 millas/hora
- desde 270°% Encontrar la orientacién del seroplane y In rapidez resproto # In Tierra para que el rumbo
sen 0% Véase la Fig. (h). -

Construceién.  El vecior eorrespondiente o ln rapides resp. 0 56 encue: _
Trcase a partir de O, ol vector correapondients al viento ¥, & continn n, &l vector correspondiente
u ln rapidez respecto al aire {200 unidades, desde el extremo del vectar del viento hasta un punto de ONJ;
minmdtﬂl[nmﬂu
Solucién. Rapides respecto » In Tierra = /(200)* — oo
sen § = §0/200 = 0,1500 y § = B%0', y orienticién = 360° — ¢ = 351°20",
14. Desde 3207 sopla un viento de 35 millas/hors. Encontrar la mapider respecto al aire y la orientacidn
para que la rapidez respecto o InTierra y el rumbo sean, respectivamente, 250 millas por hors ¥ 50%
Véuse ln Fig. (i).

Construccidn. Tricense, con sus nﬁmm&;ham correspondientes n In velocidad respecto
a la Tierra y el viento. Cidrrese ol tridnguls,

* = 198 mph,
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15. Unumphnnwnhmﬁmﬂ!umlimﬂn A
el este ha recorrido?  Resp, 78,6 millas ha __g;
16. Un neroplano se orienta hacia el este con una n :
norte sopla un viento de 40 millas/hora, encontrar la ra
Resp. Rapidez respecto & InTierea, 243 mﬂln‘llwﬁ; i

17. Sobre un cuerpn actian una fuerza de 75 kg b
contrar ls magnitud, la r!mdﬁn ¥ ol sentide

18. Encontrar lay mmpnnm‘tumuwlhruﬁ
la horizontal,  Resp. -Lurﬂ Xy aﬁ.i._li

18, Un avindor orientn su ae
@l sur, el rumbo forma un i
las /hom, jewidl es su rapider respec I
ﬂﬁ;ﬂ- Rapidez respecto a h‘ﬂm.m.

: rapidez respecto al aire que se mnmhl.m
alnTierra? Resp. Rapidez respecto al air

21, He remolea un lanchién, hacia ¢1 norte, n 18 m ' -":- i ! . de 2l ceste
hacin ¢l este n razdn de 6 m fseg, E‘mcmtrlrllmlm i
Resp. 27 m /seg, N 12°60° E

22, Un barco ha de navegar desde un punto A hasta un punto
al este de A. Despufs de recorrer 120 millas en
orienta hacin C. Encontrar la distancin enire P y O, ¥ el
Resp. 214 millas, 5 76°40" E =

23. Un alambre tenso de 78 dn de largo se extiende desde el exirem te de 66 dm de
altura hesta el suelo, ¥ :jmsuhtrulpultuu:mh-mdﬁnﬂtm :C i
el extremo superior dml poste?  Resp. 202 kg

24, Un peso de 200 kg esti colocado en un plano gue carece de fr : e gp.ﬁﬂ" ean
Iz horizontal. Una cuerds, paralela a la superficie y mguudi or ur peso @n su
gitin. Emntm In traceion eéjercida sobre In cuerda. -

i, K

95. Un hombre desea subir un peso de 300 libras hests lo alto de una
quiere empujar el peso a lo large de un planc inclinado. ;Cudl
que puede utilizar «f su fuerdn de empuje es de 140 libras?

26, Por una pista, inelinadn 40° respecto a'la horizontal, se m'ﬂhlllﬁ.
eontrar @) ln fuerza que la bomba ejerce contra la pista ¥ 4) la fue
Resp. a) 115 kg, b) 96 kg



CAPITULO 6

Logaritmos

EL LOGARITMO COMUN O VULGAR de un mimero dado N (se expresa, log N), es el
- exponente correspondiente a la potencia de 10 que equivale al ndmero dado, Por

ejemplo,. _
log 1 = 0 puesto gue 10° = 1, log 100 = 2 puesto que 10* = 100,
log 10 = 1 puesto que 100 = 10, log 0,001 = —3 puesto que 10-* = (0,001
mientras que o log P = p si 100 = P,

- LEYES FUNDAMENTALES DE LOS LOGARITMOS
I. El logaritmo del produeto de dos o mds nimeros posilivos es igual a la suma de
los logaritmos de cada uno de dichos mimeros. Asf,
log P+ = log P+ log @,
log P-@-R = log P + log @ + logR, ete.
IL. El logaritmo del cociente de dos niimeros positivos es igual al logaritmo del divi-
dendo menos el logaritmo del divisor. Asi,
log ga log P — log Q.
111, El logaritmo de una potencia de un mimern positivo es igual al logaritmo del
nimero multiplicado por el exponente de la potencia. Asi,
log (P} = n log P.
IV. El logaritmo de una raiz de un nimero positivo es igual al logaritmo del nidmero
dividido por el indice de la raiz, Asi, '
log ¥P = %: log P.

Las demostraciones de estas leyes aparecen en el problema 1.

El logaritmo de una expresidn que contiene dos o m#e operaciones de las relacio-
nadas en las leyes 1-IV se obtiene combinando los resultados de las distintas leyes. Asi,

log T4 = log (PQ) - log B = log P+ log @ — log R.
Otros ejemplos se encuentran en los problemas 2-4.

EL LOGARITMO COMUN deun nimero positivo (por ¢
9,30103 — 10) consta de dos partes: una parte
parte decimal lamada mantisa. o B pitan

En los problemas 3 v 4 se verd que la _‘ ..,.1,1, r depende dnicamente de la
posicién que ocupa la coma decimal en el mimero, Por ejemplo,

=1 -
log 2 =0,30103 ¥  log 200 = 2,30108,
log 25 = 1,39784 ¥ log 2,6 = 0,39794.

mplo, log 300 = 247712 y log 0,2 =
S Mmoo, com

sl |8
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La caracteristica del logaritmo comtin de un nimero cualquiera mayor que 1 es
una unidad menor que el mimero de cifras que aparecen a la izquierda de la coma
decimal del nimero dado.

La caracteristica del logaritmo comiin de un ntimero positivo cualquiera menor
que 1 se obtiene sustrayendo de 9 el mimero de ceros que aparecen inmediatamente
a la derecha de la coma decimal del mimero dado v escribiendo a continuacién — 10.
Asi, 1a caracteristica del logaritmo comtin de 0,2 & 8 —10, de 0,04 es 8 — 10, de 0,0005
es 6 —10. (Véase, ademds, el problema &) ~

La mantisa del logaritmo comin de un nimero positivo es generalmente un deci-
mal no periédico. En este libro nos referiremos & tablas de logaritmos donde aparezcan
cinco cifras decimales para las mantisss. =

ENCONTRAR EL LOGARITMO DE UN NUMERO POSITIVO DADO:
a) Escribase la mantisa de acuerdo a l,ﬁf?‘ dadas anteriormente.
b,) Cuando el mimero dado consta Euqthucfﬁu nigrﬁﬂmtim,o de menos, léase
directamente la mantisa en la tabla.
EJEMPLO 1. Encontrar log 32,86,

La carncteristica es 1. Pam encontrar la mantiss localicese el nimero 51667 en ln film
correspondiente ul nﬂm@ﬂ#}uhwﬁuﬂuumm-h por 6. Entonces log 32,86 = 1,61667.
EJEMPLO 2. Encontear log 5,25.

La carscteristica es 0. Como 525 = 5,250, localizamos la mantisa, 72018, en la fila
correspondiente al odmero 525 y en la columna encabezada por 0. Entonces log 5,25 = 0,72016.

b,) Cuando el mimero consta de cinco cifras, se efectda una interpolacidn mediante
una proporcionalidad.
EJEMPLO 3. Encontrar log 654,82
La carncteristiea es 2. Para encontrar ln mantisa, computamos:

mantisa log 65480 = 0,81611
mantisa log 65490 = 0,81617

diferencia tabular = 0,00006

0,2 % diferencia tabular = 0,000012 6 0,00001 hasts la quinta cifra decimal
mantisa log 65482 = 0,81611 + 0,00001 = 0,81612.

Entonces log 654,82 = 281612,
Ohsérvesa gue aquf sl cdmputo eaenciol es 81611 + 0,2 X 6 = B81612,2 u 81612,

{Véanse ademds los problemas 6-7.)

ENCONTRAR EL NUMERO CORRESPONDIENTE A UN LOGARITMO COMUN
DADO:

a) Cuando la mantisa aparece en la tabla, escribase el niimero que encabeza la fila,
seguido del nimero que encabeza la columna. Después, eoldquese la coma decimal
de acuerdo a las reglas dadas para la caracteristica. El nimero encontrado recibe
el nombre de antilogaritmo (antilog) del logaritmo dade.

EJEMPLO 4. Antilog 1,88053 = 76,95.

La mantisa 0,88053 se encuentra en ln fila encabezada por 758 ¥ en la columna encabe-
zada por 5. Como la caracteristica es 1, hay dos cifras & la fzquierda de la coma decimal.

5) Cuando la mantisa dada no aparece en la tabla, se mquﬁmunn interpolacidn.
EJEMPLO 5. Antilog 8,66577 — 10 = 0,36793.

_Mantisa de log 36780 = 0,66573 Mantiza dada = 0,665TT
Mantica de log 36800 = 0,56685 Mantiss menor hallada = 0,56573

Diferencia tabular = 0,00012 Diferencia = ), 00004
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Cikricoldn = :m (0,00010) = 0,000083 & 0,00008 hasta Ia quinta cifra decimal.

Entonces antilog 9,56577 — 10 = 0,36790 + 0,00003 = 0.36793.

4 x 10
12

Ohbsérvese que aqui el cdmputo esencial es =38 & 3.

(Véase ademds, el problema 8.)

EL COLOGARITMO de un mimero pnﬂitivnﬂ (se expresa colog N) es el logaritmo de su
inverso — M cologN-Iug nlngl—logN-—logN

EJEMPLO 6. Colog 38,386 = B, 41583 — 10.

colog 38,386 = log ﬁsﬁ-ﬁ = log 1 — log 38,386
logl = 10,00000 — 10

(~)log 38,386 = 1,58417

8,41583 — 10

Ohsérvese que colog N puede obtenorse sise resta de 9 cadacifra de log NV (comenzando por
la izquierda), excepto la dltima que se reata de 10. Si N es mayor que uno, se escribe a con-
tinuacidn — 10. Por ajemplo;

a) log 3163 = 3,50010; colog 31683 = 6,49990 — 10,
8) log 0,0399 = B.6008T7 — 10; colog 0,0399 = 1,39803.

(Véanse ademéas los problemas 12-13.)

LOGARITMOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. Nos referimos a una tabla
de cinco cifras decimales de logaritmos de las funciones trigonométricas seno, coseno,
tangente y cotangente, para dngulos desde 0° hasta 90° con intervalos de un minuto.

El procedimiento para la utilizacién de esta tabla es bisicamente el mismo que
se utiliza en la tabla de las funciones trigonométricas naturales,

EJEMPLO 7.
a) log sen 22°34' = §,58408 — 10
b log tan T2°18° = 0,49602
c) log sen 22°34,8" = 9,66430 — 10

log sen 22934 ' = 9,58408 — 10

log sen 22°35 " = 9,68436 — 10
Diferencia tabular = 0,00030
Carreccidn = 0,8 » diferencia tabular = 0,00024.

Se afiade la diferencia puesto que se trata de un seno,
log sen 22°34,8° = 9,58406 — 10 + 0,00024 = 9,58430 — 10.
Aqui el cémputo esencial es 58406 + 0,8(30) = 58406 + 24 = 58430.

d) log cos 66°42,4" = 8,650708 — 10
log cos 66°42° = 9,58720 — 10
Diferencia tabular = 30
Correccién = 0,4 X diferencia tabular = 0,4(30) = 12.
Se resta la correcoidn, puesto que se trata de un coseno,
log con 88°424" = 959708 — 10.
(Véase ademés el problema 14.)



EJEMPLO 8.
a) Silogsen A = 9,686157 — 10,
b) Silogeot A = 0,15262, entonces 4
¢) Silogsen A = 9,85472 — 10, ent

0,00002
0,00006

Se nfinde ls correceidn ppt= ?

d) Silog cos A = 9,97888 —
ing jpoa i

Correceién =

o

1. Demostrar lan I.B}'H de los lnﬂnmﬂ;

Limitada In demostracién a mw:&mwfmm*ﬁ%
log P =pylogQ =q. e~y yOREE

5

l =t

(ﬁlm B4°17" = 9,85470 — 10
I A

_ - 9,95472 — 10
neia = 0,00002

.'|1: ¥

- #.

L. Puesto gue P-Q = 107107 = 107", ento
IL. Pussto que P/@ = 10°/107 = 10°-4, mmg;
L Puesto que P* = (107" = 10", :
IV. Puesto que vP = (101} = 100
2, E:mxh itmos de lns uprnlunudndn en

u.parmqﬁ'
-—-1

n:lﬂ:ﬁ%'lﬂtﬂ"m log (-$) = (log P -+ log @) — (I
STV, = by £ = log P +log @ — log.

P | | [ e —— e

[P P T P U W PA TR T e p ol W



LOGARITMOS

B logVr = log VP ~log @ = 3 log P — 41og @

<) lﬂs% = log 84 + 2log 104 — 3 log 49

(34,2)= Y106 4
)l = 0.8 VI -2hg$1,2+ log 1,06 — Ehlﬂ.ﬂ—réiugz:ﬂ

3. Dados log 2 = 0,30103 y log 8 = 047712, encontrar el logaritmo de:
a) 80, b) 200, ¢ 25, d) 120, € 25 f) VB g V.
a) 30 = 3 %X 10; log 30 = log 3 + log 10 = 047712 + 1,00000 = 147712
B) 200 = 2 % 10°5; log 200 = log 2 + 2 log 10 = 0,30103 + Z,00000 = 2,30103
¢) 25 = 10",/2"; log 25 = 2 log 10 — 2 log'2 = 2,00000 — 0,.80206 = 1,89794
d) 120 = 2%.3.10; log 120 = 21log 2 + log 3 + log 10 = 0,60206 + 047712 + 1,00000 = 2,07918
e) 2,6 = 10/2%; log 2,6 = log 10 — 2 log 2 = 1,00000 — 0,60206 = 0,39794

£ B = (2% 3%: ln;-q'ﬂ'.-.i;ﬂﬁ_ii-}lu‘a] -';-W.WEIEJ = 0,33008
) VI = JEXT =208  log VI = log2 + zlog 3 = 0,30108 + - (0,47712) = 0,46007

4. Dados log 2 = 0,30103 v log 3 = 047712, encontrar el logaritmo de:
a) 0,2, &) 0,003, ¢) 0,5, d) (0,02, e /0,008
a) 0,2 =2/10; log 0,2 = log 2 — log 10 = 0,30103 — 1,00000 = —1 -+ 0,80103,
Esta idltima expresién se escribe 9,30103 — 10.

b) 0,003 =3/10" log 0,003 =log 8 — 3 log 10 = —3 4+ 0,47712 = 747712 — 10

¢) 0,5 = 1/2;  log05 =logl —log2 = 0,00000 —0,30103
= (10,00000 — 10) — 0,50103 = nmn'r 10

d) (0,02 = (2/108); log (0,02)* = 3 log 2 — 6 log 10

- 0,90309 — 6,00000

= (ln.ﬂﬂm — 10) — 6,00000 = 4.90208 — 10
e) VB006 = VEXBII0% log /0,008 =  (log 2 + log 3 — 3 log 10)

= % (0,80103 + 0,47712 — 8,00000)

=1 (177815 — 10) = § (87,7815 — 40) = 944454 — 10
5. Determinar lncaracteristica del logaritmo comidn de cada uno de los nidmeros siguientes:

a) 3864 ) 8,746 ¢) 0,3874  g) 0,07206 i) 2,9567 k) 0,44636
b) 286 d) 982600 [) 0,00826 A) 0,000023 ;) B8,725 I 0,00072358.

Las enracteristicas son: Ty
a) 3 € 0 £8 =10 A8 =15 Q)0 N9 -10

B) 2 d 5 AY =10 ns -i-I_lE'" iy e —10:

a) log 38,64 = 168704 &) lqwr- 0,37231 (37218 4 1Z,8)
b) log 286 = 2,45647 1) log & 194804 (84802 + 2,5)
¢) log 0,3874 = 9,38816 — 10 #) log 0,44638 -s.lim — 10 (84963 + 5,4)
d) log 0,00826 = 7,91698 — 10 k) log 0,00072358 — 6,85949 — (85944 + 4.8)
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7. Verificar cada uno de los logaritmos siguientes:

a) log (0,07324 % 0,0006235) = log 0,07324 + log 0,00062356 .
= 8,86475 — 10 + 6,79484 — 10 - 15,65050 — 20 ~ 5,65059 — 10

b) log (8,7633 % 0,0074288) = log B, 7633 - log 00074288
= (,894266 + 7,87092 — 10 = B,81368 — 10

e) log 84,72 /5,384 = log 34,72 —log 5,384

= 1,540568 — 0,73111 = 0,80847
d) log 7T218/0,0235 = log 7218 — log 0,0235

= 385842 — B,37107 — 10 = 13,85842 — 10 — 8,3T107 — 10 = 548736
e) log (24,56)* = 3 log 24,66 = 3(1,39023) = 4,17069
I log (04803 = 4 log 0,4893 = 4(D,8B958 — 10) = 88,75832 — 40 = 8, 76832 — 10

g log /BTG4 = i

log 8764 = 3

(2,94270) = 1,47135

B) log VBETE = & log66,75 = 3 (1,82445) = 0,60815

Bape BaI R

i) log T.548d = log 0,9484 = % (8,97745 — 10) = ; {(19,97745 — 20) = 9,98872 — 10
8. Verificar cada una de las siguientes igunidades:

a) Antilog 2,56158 = 364,40

b1 Antilog 569002 = 48D800

¢) Antilog 8,81358 — 10 = 0,06510, Del problema Th}, 8,7631 % 0,0074288 = 0,08510.

d) Antilog 1,436564 = 27,324 (8 % 10/16 = 4) '

) Antilog 8,69157 — 10 = 0,049166 (5 x 10/8 = 6)

£) Antilog 4,17060 = 14814 (13 X 10,29 = 4). Del problema 7e), (24,56 = 14814.

£) Antilog 1,47135 = 29,604 (6 X 10/16 = 4). Del problema 7¢), VET6.4 = 29,604,

Evaluar medinnte logaritmos, cada una de las expresiones siguientes:

9. N = 36,234 X 2,6748 x 0,0071756
log 36,234 = 1,65012
(+) log 2,6748 = 042729
{4 log 0,0071766 = T 85586 — 10
log N = 9,84297 — 10
N = 0,89548
47,76 % 8,643

log 47,76 = 1.67897 y
(+) log8643 = 093686

12,61563 = 10 (261563 = 12,61563 — 10)
(—) log6467 = 381070

log N = 880493 — 10
N = 0,063816

11. N = 08576, log N = 3 log 0.48478

log 0,48476 = 9,68552 — 10
= 20 68552 — 30
log N = 989517 —10

N = 0,78554




¢) logsen A = 9,80172 — 10,
f) logeos A = 9,656215 — 10,
&) log tan A = 0,44372,

k) log cot A = 8,31142 — 10,

LOGARITMOS

12. Resolver el problema 10 mediante el uso de cologaritmos, N = 47,75 X 8,643 X —--

6467
log 47,76 = 1,67897
(+) log 8,643 = 0,93666
[+ colog G487 = 6,18930 — 10 (log 6487 = 3,81070)
log N = 8,80483 — 10
N = 0,063816
13. 14,7 =N logN=log7472 + 1 colog8,394 + 1 colog 0,002877
" VE381 \/0,002877 - b RESE T
log 74,72 = 187344 log 8,394 = 0,92397
(+) % colog 8,394 = 9,53802 — 10 colog 8,394 = 9,07603 — 10
(+) 7: colog 0,002877 = 0,84702 log 0,002877 = 7,45804 — 10
o colog 0,002877 = 2,54106
log N = 12,26848 — 10 & :
= 225848
N = 18133

‘14. Verificsr cada uno de los logaritmos sigaientes:

a) log sen 14°28,3" = 9,39777 — 10 (39762 + 0,3 x 39)
b) log cos 66°44,8' = 9,59638 — 10 (59661 — 0,8 X 28)
¢) log tan31°26,4¢ = 9,78630 — 10 (78618 + 0,4 % 29)
d) log cot 45°54,6' = 9,98620 — 10 (08635 — 0,6 X 25)
¢) log sen 62°29,1" = 9,94787 = 10 (B4786 4 0,1 X T)
f) log cus 23733,7" = 9,96220 — 10 (96223 — 0,7 X 5)
£ log tan T0720,6° = 044708 (44685 == 0,6 » 40)
h) log cot 11°17,3" = 0,89982 (70002 — 0,3 X 66)
15. Verificar cada uno de los logaritmos siguientes:
6
a) log sen A = 9,90020 — 10, entonces A = 52°37.6° Eﬁ ®X1'=06")
b) logcos A = 9,93602 — 10, entonces A = 80°20,6° {% ¥1’ =04")
¢} log tan A = 9,87160 — 10, entonces A = 36°38,7' (33 X1/ = 0,7)
d) logcot A = 0,01245, entonces A = 44°10,7" (% X 1! =03%

entonces A = 39°184° (o= X1 =04")
antonces A = 69°6,6" f%xr =047
entonces A = 70°12,1° N .I%xl' =[,17)

entonces A = 78°25,4" .{g-le'nnﬁﬂ

47
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PROBLEMAS PROPUESTOS

16. Encontrar;

a) log 211 = 2,32428

b) log 9,17 = 0,96237

o} log 0,00466 = 7,66839 — 10
d) log 0,6764 = 982956 — 10
¢] log 32,86 = 1,6166T

f) log 264,76 = 2,42285

& log 71776 = 085597

k) log 096634 = 998513 — 10

17. Encontrar:

a) antilog 1,98646 = 86,930
b antilog 0,76005 = 56240
¢) antilog 862088 — 10 = 0,041770
) antilag 1,09706 = 12,004
¢} antilog 266612 = 453,02
fi antilog 0,91821 = B,2834
) antilog B,11848 — 10 = 0,013136
h) antilog 3,66626 = 4637,2

18. Evaluar:

B19(T48)
4870

(227,31% /007764
®) (86,357 /03818

827.6
&38| 518,38

= 0,02862,

19. Encontrar:

a) log sen 53718" = B,90405 — 10
&) log cos 18%17" = 9,97760 — 10
g) log tan 42°47" = 098636 — 10
d) log cot BA"I4" = 980130 — 10
) log sen T1%0.6° = 9,97608 — 10
) log cos 56%4.4° = 9,73013 — 10
g log tan 67°0,3’ = 0,37226

k) log cot T6°9.3" = 8,39174 — 10

20, Encontrar el dngolo agudo A, dado:

= 166,9, b —== = 1,697,

a) logsen A = 9287056 — 10, A = 11°10,0'

b) log cos A = 848881 — 10,
¢) log tan A = 982335 — 10,
d) log cot A = 991766 — 10,

-

f) log cos A = 9,89900 — 10,
E) log tan A = 9,53042 — 10,
k) log cot A = 0,18960,

72° 3,0°
33°39,0°

A

A

A = 50°24.0"
£) logsen A = 953928 — 10, A =20°152"

A

A

A

37°34,8°
18°44,1°
32°682,4 '

[ e

S o) log tan11%18,67 =

i

i) log 42876 = 0.63221
i) Jog = 7,74474 — 10
k) log 0,007147 = B,08743 — 10
1) Jog 21222 = u.an:m'
) ﬁl'%'- s‘mas
#) log 0,091233 = 8,96016 — 10

L

i) antilog 1,12078 =

j) antilog 2,62821 = ﬁ!‘ ¥

k) antilog 0,95846 = 9,0878

1) antilog 9,61289 — 10 = 0,41019
m) antilog 2,23958 = 173,61

n) antilog 1;22251 = 16,682

o) nntilog 4,84033 = BH236

p) antilog 2,67183 = 480,71

o

= 0,6261, d) mmm 2,6190

i iﬁlﬂ!m

-

'|I\

"l

|}Inuun'fi"lﬁ.4' - 897684 — 10
i) Iugcmm‘ﬂi'-ﬂm—lﬂ
k) log tan 84%47,1° = 1,0806%
1) log cot T4° 42" = m_—lﬂ
m) log sen 22°15,8° = 8,57848 — 10
n) log cos 66717,4" = 9,60434 — 10
= 9,30182 — 10

P log cot 25%10,6" = 0,32784

i) logsen A = 9,86000 — .iﬂ. E-W.H’
j) logcos A = 9,76528 —10, A = 55°18,2°
k) log tan A = 9,80858 — m,. A =81°10,4"

1) log cot A = 9,67240 — 0, A =64°8,7"
m) log een A = 9,80513 — E. A = 30°406"
n) log cos A = 9,86892 — A = 425188’
o) log thn A" = 0,06610, A =49°16,7’
p) log r.nul.A !.‘lﬂ'llﬂ-':l.ﬂ A = B2°28,3"



CAPITULO 7

Resolucion logaritmica de tridngulos rectangulos

CUALQUIER TRIANGULO RECTANGULO puede resolverse, y la solucidn puede com-
probarse: parcialmente, mediante Ia relacién angular 4 + B = 90° v las funciones tri-
gonométricas seno, coseno v tangente o cotangente dé uno de los dngulos agudos,
En general, la relacién ¢ = @* + & ofrece una mejor comprobacién de la solucidn,

EJEMPLO. Supéngase que se conocen los lados a -4
y b del tridngulo rectdngulo ABC.

1) Para encontrar el dngulo A, apliquese tan 4 = a/b; e &
entonces, B = 90° — A, y

2) Para encontrar ¢l lado ¢, apliquese ¢ = a ‘sen A,
3) Para la comprobacién, apliquese

A c
; b

@ = ¢ — b= c—Ble + b
6 0t =rc—a =(c~ac+a)

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Resolver y comprobar el trigngule rectdngule ABC, dados 0 = 48,620 v b = 27,640, Véase ln Fig. (al.

tanA =g/b & = & fgan A Comprobacin: d* = (e — BY{c + &)

log e = 1,68681 leg a = 168881 g = G1,487 logic —b) = 1,37744
{—)log b = 1,57565 { =llogsan A = 89,88808 —10 b = 87840 (+)loglc+b) = 1,09620
log tan 4 = 0,11116 loge = 1,78878 e—b = 23,847 2 loga = 3,37364

] A = B2%15.2" e = 61,487 c4& = 99,127 log a = 168682
B = 374,47
B

o/ &,
Z

e

A
Fig.(a) Prob, 1

HT.:-III' u A

i 'E.

Fig.(b} Prob. 2

2. Redolver el trifingulo rectdngulo ABC, dadow a = 568,84 v A = 64°23.6”. Véase In Fig. ().

B =00 —A =25°364"
b =aften A

e '—fg.‘m#:

@t = (e — b)lc 4 b)
logie —b) = 254048

dog-a = 2,76038

Cc= 64,

log & = 2,75635

{+)logle+4) = 2,85128
2 loga = 5,50076
log o = 2,75038

(~Mlog tan 4 = 031943 (-jlogsend = BIBBU—10' = 280,74
log b = 2.43005 loge = 279527  e—b = 354,39
b = 260,74 £ = 624,18 c4b = 893,87

o -wﬁ =
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3. Resolver y comprobar el tridngule recténgulo ABC, dados b = 583,62 ¥ ¢ = 794,86. Véase la Fig. (cl.

coa A = b/ a = ¢ send Comprobacidn: #* = (c —a)ic + a)
log & = 276613 log ¢ = 290029 c = 794,86 logle —a) = 240895
{—)log ¢ = 280029 (+)log sen A - 9,83180-10 o= 538,62 (= loglc+a) = 3,12532
logeos A = 9,86584—10 loga = 2,73209 €—a = 255,24 2log b = 5,53227
A = 42°454" a =53962 c+a=133448 log b = 2,76614
B = 47°14,6 - 13345

(o
o

El #
7 583,62 . At 41,8 c
b [+ 3
Fig.(c) Prob. 3 Fig.id) Prob. 4

4. Resolver y comprobar el tridngulo rectdngulo ABC, dados ¢ = 84,725 y B = 41°41,3°, Véase In Fig. (d).
A =980°— B = 48°18,7".

b = ceen B g =ccoa B Comprobacisn: 6 = (e = alle + a)
log ¢ = 1,92802 log ¢ = 1,92802 e = B4,725 logie—a) =1,30151
{+)log een B = 9822687 ~10 (<+)logcos B = 9,87318 10 a = 63,271 {+I‘.Ir_a_._'l_lc+a_:} = 217026
log & = 1,75089 log a = 1,80121 c—a = 21454 2 log b = 3.60177
b = 55,350 a = 63,271 c+a = 147,996 log b = 1,73088
= 148,00

Obsérvese que ésta es una comprobacién de log & ¥ no de b.

5 Desde una altura de 23,245 pies el piloto de un neroplanc observa la luz de un seropuerto bajoun dngulo
de depresifn de 28°45,2". ;Qué distancia hay entre el asroplano ¥ In Juz? :

En la figurs ‘adjunta, A es la posicidn de la
luz, B es la posicidn del piloto, y ¢ = AB es ln B
distancin buscada. Entonces,

¢ = a/sen A

log o = 4,36633

{—)logsen A = 968218 —10 a
log ¢ = 4,88415
¢ = 48,922
— |-
Ln distancia buscada es de 48,322 pies. c A

8. Selanta una granada con una veloeidad inicial de 3046,8 m /seg, y con un dngulo de elevacién de 32°14.4".
Encontrar Ias velocidades inicinles vertical y horizontal.
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De acuerdo a la fgors, v = 30468, a = 3214 4" ¥
v, = o b, = usen 2
log ¢ = 3,48384 log v = §,48084
[4-log con-a = 9,83728 10 {4 log sen a = 9.72T1L 10
log o, = 3,41112 logu, = ,21085
tr, = 26771 m jeeg My = 1625,4 m /seg

! "?- Sobre un punto A estdn aplicadss, en dogulo recto, dos fuerzas de 161,75 kg, ¥ 225,80 kg. Encontrar
" Ia mngnitud de la resultants y el dngulo que forma con la mayor de hnfun!m

En el tridngulo rectingulo ABC de ln figura adjunta, : B
tan A = CB/AC AB = CB/senA

=] =)

log CB = 2,18113 log CB = 2,18113 = £

{=llog AC = 2,35372 { ~}ogsen A = 9,74648 10 =S 5

log tan A = 9,82741 -10 log AB = 243485 :
A = 33°54,2" AB = 272,06 A 22080 a

4 L magnitud de la foeren resultante &5 de 27206 kg, v el dngialo que: farms eon las fueren mayor

mide 33%64,2°.

- 8. Un barco navega 55,375 millas con direccidn N 28°14,6" E y despuds navega 94 625 millas con direceidn
N 617454700 (A qué distanein se enouentra del punto de partida; ¥ cudl &2 sy orientacidn respectoa
dicho punta?

Epln figura, el bareo navega desde A hasta ©, v, despuds, desde

C hasta B. En el tridngulo rectdngulo ABC,
tan 20AB = BC/AC AR = BC/sen ZCAB
log BC = 1,97600 log BC = 1,97800
(=)log AC = 174331 {=\logsen <CAR = 9.93605 —10
log tan ZCAB = 0,23269 log AB = 2,03995
LCAR = HB°38.8" AR = 109,64

El bareo se halla entonges a 108,64 millas del punto de partidn.
Comn ZNAB = ACAR — ZCAN = 597388 — 28°14,6" = 31725,2",
In orientacién buscada es N 31°25.2° 0.

8. Para calcular la-altura de un riseo inaceeathle CB, ze
determinan dos puntos A y D, en un terreno lano, di-
rectamente al veste del risco. La distancin entre A y D
oa de 152,75 m. El dingulo de-elevacidn del extremo su-
perior del risco, medido desde I}, es de 44°32,4 " y medi-
do desde A es de 29°15,8", ;A qué altura sobre el llano
s8 ancuentra el extromo superior del risco?

Piira resolver un problemn semojante a dste {m'
blema 15; eapitulo ) se utilizd la relncién
AD

cot ZBAC —cot LBDC

Abora, sin embargo, se dobe busear un mwm
mids ndaptable a los edlculos con ]upntmq. d

En In figura, Dﬂ'ﬂp:rnendru]nadﬂ Hnlm,
£DBE = ZCBA — £CBD = (90° — cm (80° — £BDC) = £BDC — ZBAC = 15°16,6",

CH =




52 RESOLUCION LOGARITMICA DE TRIANGULOS RECTANGULOS

En ol trifngulo rectdngulo AED, DE = AD sen £ZBAC,

En el tridngulo rectdngulo BCD, CB = BD sen ZBDC.

En el trigngulo rectdngulo BED, BD = DEjsen ZDHE.

DEsen £BDC - AD sen £BAC «sen £BDC
san ZDBE sen £DEBE

Entonces CB = BD sen £BDC =

152,76 sen 20°15,8° - sen 447324
sen 15716,67

log 152,75 = 2,18388
(+) log sen 29°15,8" = 9,68815 —10
(+) logsen 44°32,4' = 9,84597—10
{+) ecolog sen 15°16,6° = 0,57925 {logsen 15°16,6" = 9,42075 — 10)
log CB = 2,28836
CB =188,7Tm

10. Sobre una eolina se eleva nunn torre AH. En un terreno llano gue se extiende al pie de ln colinn se sitdan
dos puntos, C y D, en un mismo plano vertical con AB. Ladistancia entre € y D es de 200,00 m.
Los dngulos de elevacién del pie y del extrems superior de AB, medidos desde C son, respectivaments,
25°10,2° v 31%4,8", mientras que medidos desde [ son 12°657,6° v 17732,3", Encontrar In altura de
la torre.

o 12°57,6° 200,00 C 25°10,2" R

Desde C tricesa CF perpendicular & BD v desde B tricess la perpendicular BE a la prolongacidn
de CA. Prolénguese AB husta encontrar la prolongacién de DC en O.

En el tridngulo rectdngulo AEB,
En el triingulo rectangulo CEB,
En ol tridngulo rectingulo CFB,
En el tridngulo rectdngulo CDF,

o Ap o EB__ CBuen ZEGB| CF sen 2ECB  CDsenZODF+ sen <ECH
sen LEAB sen FEAB  sen ZEAB - sen ZCBF sen £EAB + sen £CBF

Ahora bien ; =
ZCDF = 17°32,3', ZECR = £0CH — ZO0CA = 554,87, ZEAR = ZOAD = 90% — Z0CA = 84°48,8",
y ZCBF = £0OBD — ZOBC = (30° — £0DB) — (90° — £0CBE).= £OCB - £0DB = 13°32,5"

log 200,00 = 2.30103
i+ logsen 17°32,4' = §,47006 —10
{+) logsen 5°654,6" = 9,01266—10

(+) colog sen 64°49,8' = 0,04333 flog sen 64%49,8' = 9,95667 — 10)
{+) cologsen 13°32,6" = 0,63050 {log sen 13°32.,5° = 9,38980 — 10)
log AB = 1,46661

AB = 2,288 m



il.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Resolver v comprobar cada uno de los siguientes tridngulos rectdngulos, dndos:

o = 2572, A = 33%20" Resp. B = 53740", b ='3497. ¢ = 4541
a = 32,86, A = 5573287 Resp. B = 34%07.2%, & =246493, o = 415,81
a = 574,168, H = HE20,8' Resp. A = 33°394°, & = 862,32, ¢ = 10360
€ = 44,98, A = 5HE%14" Resp. B = 33%6°, a =36,79, & = 24,60
¢ = 28768, A =38%02" Resp. B = 51°49.8", o = 177,78, b = 226,17
¢ =6T7.548, B = 47°256" Resp. A = 42934,4', o = 45697, b = 49,741
o = 42,490, b = 58480 Resp. A = 35%T4', B = 54%28', ¢ = 79943
a = 384,66, b = 254,88 Resp. A = 56°28.5", B = 33°31,7', ¢ = 461.44

Be va u construir unn carretera recta para unir las civdades A y B. 8i B estd situada a 133,756 km
al este v 256,78 km al norte de A, encontrar la longitud de la carretera ¥ su crientacidn con respeeto
a la ciudad A.  Resp. 289,53 km, N 27°30,8' E

. Be ejercen, en dngulo recto, dos fuerzas de 281,66 kg v 323,54 kg. Encontrar la magnitud de la fuerea

resultante vy el dngulo que ésta forma con la fuerza MAYOT. Resp. 428,97 kg, 41°2,5°

Calcular la longitud de la base de un trifingulo isdecelos & el dngule del vértice mide 48°274 1 vlom lados
iguales miden 168.14. Resp. 188,00

Dada una circunferencia de 417,12 cm da radio, caleular &l lado v el drea
a) del decdgona regular inscrito, Resp, 257,80 em, 511,340 cm*
b} del decdgonn regular eircunserito. Resp. 271,06 cm, 586,320 cm?

Dada una cireunferencia de 336,48 cm de radio, calcular ol lada ¥ el drea
a) del ootégono regular inserito. Resp. 257,52 em, 320,240 cmt
b} del octdgono regular circunserito, Resp. 278,74 em, 375,170 em2

Dos puntos, A v D, estdn situndos en uns rects horizantal que pasa por el pie de una torre CR, de
tal manern que A se encuentri hacis un lnade de la torre, ¥y B hacin el lado opuesto. La distancia entre
Ay D es de 5354 m, v ol dngulo de elevacién del extrema superior B, medido desde A, ea 12°46° ¥
medido desde D, es 18°88'. Considéress I perpendicular trazada desde D a la recta que paza por A
¥ B. Sea E el pie de dicha perpendicular. Demuditress qui

DE gan £BDC  ADsen 2BAC sen ZBDC
CB = BD ZBDC = = = T2,66 m.
i sen 2DBE sen ZDBE =

1 I e 5T

ST S Zawit e
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Reducciones a funciones de ar

ANGULOS COFINALES. Sea 6 un dngulo e

sen(8 + n 360°) = sen 6
coa(fl + n360%) = cos b
tan(@ - n360°) = tanf |

donde n es cualquier mimn' antero
Ejemplos. sen 400° =

FUNCIONES DE UN ANGULO M Sea 0 un &ngulo @
sen(—0) = —sen 0 cot(—6) = —cot 8

s

cos{—0) = cosl sec(—0) = seCs
tan(—6) = —tan8  csc(—0) = —cac#

E}Emplﬂs. sen(—50%) = —sen 50°, cos(—30%) =
Las demostraciones de estas relaciones se encuentran s ';'.-..-

' FORMULA DE REDUCCIONES. Sea  un dngulo cualquiera; entons

sen (90" — 6) = cos 6 sen(90° +0) = cos
. it cos (90° — ) = sen 6 cos (90° + 0) = =
- SL tan(90® — 8) = cos 6 tan(90° + ) = —oof
cot (90° — ) = tan mt{ﬂﬂ"" ;
: sec(90° — ) = csc B sec(90° +
csc (90° — 6) = sec O cac (907 -
sen(180° — 6) = senf sen(180% &
cos(180° — 6) = —cos 0 -
tan(180° — 6} = —tan® ta.u(l 0° +
cot(180° — ) = —cot mmm"‘*

sec(180° — ) = —sec @ aanusu*
csc(180° — ) = csc § csc(18

Las demostraciones de estas relaciones se encuents
FORMULA GENERAL DE REDUCCION. Toda funcid
donde b es un éngulo cualquiera, es numéricaments

a) la misma funcidén de 6 si n es par, b
) la correspondiente cofuncién de 6 si n es impar

En cada caso, el signo algebraico es el lguzlﬂ;
cuadrante al que pertenece n - 90° £ § cuando

La verificacién de estas férmulas se -
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Ejemplos,

1) sen(180°— &) = sen(2 - 50°— ) = sen f puesto que 180° es un muiltiplo par de
90° y, cuando f es un dngulo agudo positive, el lado final (terminal) de 180° —§
cae en el cuadrante I1.

2) cos(1B0° 4 #) = cos(2 - 90° + 6) = —cos 0 puesto que 180° s un miiltiplo par de
90° ¥, cuando 6 es un dngulo agudo positivo, el lado final de 180° 4+ # cae en el k.
cuadrante ITI, :

3) tan(270°— 0) = tm[ﬂ a°— 8) = cot 6 puesto que 270° es un miiltiplo impar de
90° v, cuando 0 es un dngulo agudo positivo, el lado final de 270° — 0 cae en el
cuadrante I1I.

4) cos(270° + §) = cos(8 - 90° 4 6) = sen 0 puesto que 270° es un miltiplo impar de

90° y, cuandol es un dngulo agudo positivo, el lado final de 270° 4- 6 cae en ol
cuadrante IV,

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Deducir las férmulns parn las funciones de (—1) en términos de las Tunelones de 6.

LAY
Flx ) Piiz, m)
7 o y.
9 E:L + X —+X
[_\ Ll e )
—Nas Pis)

Enlas figuras, 8 v —§ estdin cologndos on prsicidn . normal v mnnm&lmnmtt w!u. Lios p‘:mms
Piz, ¥) ¥ Pyix, %) estdn situndos en las respectivos lados finales de tal maners que OF = 0P,
cadn una de las figurss los dos triingulmwnmngrugnm,mlg q_l-’lﬂ_ﬁ = _r,__,:, - _x,r:;_.-, - =¥ Entmm

" ey T el i3 | | e i e
seni —) = % : son i cot{ =) ¥s. == 3 ~gok A

L Xyr oA .q,! s _' :
coil —f) Hlm = = coa sect —f) = ;rl!f; =pec fl

e 3 9y SR L it S i-'.=_z-_- \
tan(=, x4 x z s shet e ¥ = ¥ o f

Excepto en lns casos en que aljuna funcién ﬂlﬁm i" relnciones anteriores son vilidas
también cunndo § es un dngulo de un mﬁmhwm verificarse &ise tiene en cuenta que —0°

Par sjemplo, nu{—ﬂ"} - Hnﬂ" -ﬂr—n —ﬂﬁﬂ’ -n[—*ﬂ'l'] = 4fn 270% = —1 = —gen 907,
cos( —180°) = cos 180° gy cot{—270% = cot 907 = 0 = —cot 270°,




. ra Ins funciones de (90° — §) en términos de las funciones de 0.

Pix,¥) v
,.

Como sucede en las [6rmulas del problema 1, algunas de estas
© do 8 es un dngulo de un cuadrante. =ah

3. Deducir las férmulas para las funciones de (80° + 6) en términe

LY

Pilxy, 1)

. L g

Xa =m0 | s St o
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L
=t
Y L Y
— '-L' - Bylz, yi
9074 0 r
90% 4= §~ ! i
=X ko1
X
¥
M
¥
r
Pilxy,
Ly P(z, ¥)

En Ias figuras, § ¥ 90°+ § estdn colocados en posicidn normal. Los puntos Plx, 30 ¥ Pilx, )
esbin siteados en los respectivos lindos finales de tal maner que OF = OP;. En eadn una de las figuras
los dos tridngulos son congruentes; con lo gquern =r, 1 = —¥, ¥ = x. Entonces,

m{ntr-+u}-=';;'-§-mi muuﬂ*+u>-ﬁ-~—=:—-—unu

cos(90° 4+ 0] = ;—‘

R4 ; ° n F
-——r—d-m! m[ﬂﬁ“+i]-;‘=-—;--—ml

tan(90® +9) = ! ~ —

= —got 0 uc{ﬂd”—p-i}-;ll-;-ﬂcl

ik

4. Deducir las fdrmulas para las funciones de (180° — 0) en términos de lan funciones de 6,
Pussto que 180° — & = 807 + (B0® — 6,

gon(180% — 0) = sen [90° 4 (90" —0)] = cos(90° — 0} = sen i
cos(180° = @) = coa [90% 4+ (307 = )] = =Fan(B0® = @) = —oosl, ete.

6. Deducir las férmulss para las funciones de (160% + 0) en términos de lns funﬂnnﬂ de o,
Puesta que 1807 + 0 =90% 4+ (80° 4+ 0),

gen(180% + 0) = gen [$0° + (90° + 6)] = coniD0° 4 #) = —sen @
cas (L80® + 0) = coa [90% + (90° 4+ d)] = —s8en(B0° 4+ 0) = —cosl, etc.

8. Deducir las férmulas para las funciones de (270° — ) en términos de las funciones de 8,
Puesto que 270 — § = 180° <4 (90" — §0),

5en(270° — 8) = sen [180° + (90° — )] = —sen(90® — 0) = —cosd  cobt(270° —§) = tan®
coa(270% —8) = cos [180° + (90% — 8] = —cosiB0° —6) ‘= —send |  séc{270" —8) = —cBc @
tan(270° — 8) = tan [180° 4+ (90° —0)] = tan(90°" — ) = cotd i.:- c8e(2T0° —8) = —sec O,

7. Deducir las férmulas para las funciones de (270° + 8) m%ﬁlﬁm:ﬂl f
Puesto que 270° 4+ 0 = 180° 4 (80° +0), o e

sen(270° + @) = sen [180° + (90° + 0)] = —sen(80° +9) = —cos® 'mtf:m'+n = —tan

cos{270% + 8) = cos [180° 4 (90° + §)] = —cos(80° 4 0) = senB  sec{IFOV46) = esch

tan(270° + 8) = tan [180° + (80° + #)] =  tan{B0° + &) Wﬂ_r_s oac(270° + 6) = —sec 0.
d . =™ me M J

8. Deducir la férmula general de reduccifn. S .!p; e

Al examinar las férmulas deducidas en los {ﬁ:m. que la fGrmula general de re-
duccidn ea vilida para los enteroa n = 1, S,.l“& ot & entonces que [a fdrmuls es vilida para cualguisr
entero n porque n - 30°+ 4 es cofinal con ma& os dngulos £, 90°4 46, 180°+ 6, 270° 4.




58 REDUCCIONES A FUNCIONES DE ANGULOS AGUDOS POSITIVDS

9. Expresar como una funcién de 0 cada una de las siguientes funciones:

a) sen{d — d) cos(—180° + 4 g} sen(B540° 1 0) j) coe{—450° — §)
b) cos(d — D07} e) sen{—2T0° — @) A) tan(720° — 0} k) cec(—900° 4+ &)
c) sec({—b — 907 f) tan(db —380%) i) tan{720° +0) [} sen(—540" — ).

a) senll — 90°) = sen{—90° + 0} = sen{ =1+ 8907 + 0} = —cos b, el gigno es negativo porgue, cuando
# 2 un dngulo agudo positive, el lado final de § - 90° cae en el cundrante IV,

b) cos(d — 90%) = cos(—D0% + 0) = eoa(—1 1+ 890% 4 0] = sen 8.

¢} sec(—0 —90°) = sec(—90° — ¢) = sec(—1 " « 80% — §) = —esc #, elsigno es mlmmm cuandn
8 os un dngulo agudo positivo, el lado final de —8 — 90° cae en el cuadrante 1L,

d) con(—180° +8) = cos(—2-90° +6) = —cosf. (cuadrante I1I)

) man(—270% —8) = sen(—3+80° — @) = coal. (cundrante I}

f) tan(e — 360") = tan{—4+-80" +0) = tani {euadrante T)

E) sen(540° + ) = gen(B « 90° + 8} = —penf, (cundrante TI1) :

A)'tan(720° —9) = tan(8:90° —8) = —tan}
tan(2 - 360° — §) = tan (—8) = —tan®.

i) tan(T20° 4+ 1) = tan{8 » 90° + 8) = tan b
= tan{2 - 360° +0) "= tan®

F)eoa(—450° —0) = cog{=56+80° —4) = -—sené.
k) cac( —900° 4 0) = cac(—10-80"+0) = —cacl
1) sen{—540°—8) = sen(—6:90°—§) = sen 0.

|10, ‘Emnl.r como funciones de un éngulo positivo, en dos formas diferentss, cads una de las siguientes

V‘]mm ¢) sen200®  ¢) tan165° 'f":!'.l sen 670 i) ese BB5° k) cos [ —BBO%)
~ §) tan325° /d) cos 310°  [) sec 250° ) eot 930°  j) sen(=—100°) I) tan{-—290%).
*ﬂmm-m{z 90° — 50°) = sen 50° d) cos 910° = cos(d - 90° — 50%) = cos 507
] = sen(l * w+m-mw = coa(3 + 90° 4 40°) = sen 40°
-:-il tan 325° = tan(4 - 90° — 85%) = —tan 35° ¢) tan165° = tan(2 - 90° — 15°) = —tan 15°
= tan(3 - 90° + B5%) = —cot B5° = tan(l + 90° + 75%) = —cot 75°
L c) sen 200° = sen(2 80° + 20°) = —sen 20° f} sec 250° = sec{2-90° 4 70°) = —secT0°

= gen(3 + 90° — 70°) = —coa 70° = see(d+ 90° —20°) = —csc 20°
- £} sen B70° = sen(8 + 90° — 60%) = —sen BO°
= gen(7 » 80° 4 40°) = —cos 407
o sen 670° = sen(110° + 360°) = sen 310° = sen(d - 90° — 50°) = —usen 50°

k) cot 880° = eot (10 + 80° + 307) = eot 307
= got(ll « 90° — 60°) = tan 60°

s eot 930° = cot(210° + 2 « 360°) = cot 210® = cot{2 + 80° + 307} = cot a0°

i) csc 865° = csc(10 - 80° — 357) = esc 35°
= c8c{9 = 90° 4 55%) =mec 56°

o csc BE5® = csc(145° + 2 - 360%) = csc 145° = esc(2 - 907 — 36%) = esc 35°

J ) san{ —100%). = gen(—2+90% 4 B0%) = —sen 80°
= pen{—1 «90° — 10°) = —eos 10°

o sen(—100°) = —sen100° = —sen(2- 90° — B0®) = —sen 80°
o sen(—100°) = sen(—100° 4+ 360%) = sen 260° = sen(2 + 90° + B07) = —sen 80°

coal{ —B80%) = con(—8 - 80% + 407) = cos 40"
= oos{—T+90% —60%) = gon 50

o coa(—6807) = cos(—B80° 4 2 - 360°) = coa 40°
[) tan(—290%) = tan(—4 - 80° + 70°) = tan 70°
= tan(—2:90° — 20°) = cot 20°
o tan(—290%) = tan(—290° 4 360°) = tan 70°
-

n
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11. Envontrar los valores exactos del seno, del coseno y de la tangents de:

al 120%, 8) 210% ) 316% d) —136°% @) =207, f)=330%

Sea ll, siempre agudo ¥ positivo, el dngulo relacionadocon & coando $'= 180° — §, 180° < §6 360° — 8,
Entonces, toda funcién de ¢ es numéricnmente igual o la misma funcitén de 0. En cada esso, el signo
algebraico ¢s el que carresponde & la funcidn de acuerdo al cundrante en que cae el lado final de ¢,

a) 130° = 180° — B0°. El dngulo relacionado es 60°, 120° pertensce al cuadrante II.
scn 120° = sen 60° = V372, cos 120° = —cos €0° = —1/2, tan 120° = —tan 60° = — &

b) 210° = 180° 4 B0°. El dngulo relacionado ea 30% 210° pertenece al cundrante TIL.
sen 210° = —pgen 307 = —1/3, cos 210° = —eas 30° = —+/F/2, tan 210° = tan 30° = /F/3.

c} 315% = 3607 — 46% El dngulo relacionadn es 45%; 315% perteneca al cundrante TV.
#en 316° = —pen 45° = —4/5/2, 008 315° = cos 45° = \/T/2, tan B16° = —tan 46° = —1.

d) Cualquier funcién de —185° es igual a In misma funcién de —135° 4 360° = 225° = &,
22567 = 180° + 45%. El dngulo relacionado es 45°; 226° pertenece al cuadrante ITI.
sen(—135%) = —gen 45° = — /T2, coa( —135%) = —cos46% = — /372, tan{—135% = 1.
¢} Cuslquisr funcidn de —240% es igual o la misma funcidn de —240° 4+ 360° = 120%
120° = 180° — 80°. El dngulo relacionado es 60°; 120° pertenece al cusdrante 11
sen( —240%) = aen 6809 = /F/2, coal —240°) = _ con 60 = ~1/2, "tan{—240% = —tanB0® = — /T,

{) Cualquier funcién de —330" es igual a la misma funcién de —330° 4 360° = 30°,
sen{ —330%) = seén 30° = 1/3, cos(—330%) = cos 30° = /T2, tan(—330°) = tan 30° = /§/3.

12. Encontrar en la tabls de funciones naturales los valores correspondientes a:

) sen 125%°14° = sen(180° — 64°48') = sen 64746° = 0,8168
b) eos 1689°407 = con(180° — 10°20) = —cos10920° = —00838
c) tan200723" = tanil807 4 20°23") tan 20°23° = 0,37T16
d} cot 250%4" = cot (1807 4 T0°447%) ot T0°44' = 0,3486
2) cos 313%187 = cos{360° — 46%427) oos 467427 = 0,8858
) sen 341°52" = ssn{3680° — 18°8) —sen 18°8' = —0,3112

13. Si tan 26° = g, encontrar:

g) tan 156° — tan 115° ~tan 25° = (—cot 257) —-a+1/a —a'41 1-a
1+ tan 165°tan 116° 1 4+ (—tan26°)(—cot26") 1 + a(l/a) a+a  2a

&}mm“—hnllﬁ" tan 25° — ( —eot 257) a<41/a Lootidgel
tan 245° 4 tan 935 cot 28° 4 | —tan'25%) l/a —a 1 —at

14. 8i A + B 4 C = 180° entonces
a) sen{H+ C) = pan {1807 — A) = sen A.
) sentB + C) = sonH180° — A) = sen(90° — $A) = cosdA.

15, Demostrar que sen § ¥ tan ‘i‘& tienen el mismo ll;nu,

a) Supdngase que § = n +180°% Sin es par fincluido el cero), por ejemplo 8m, entonces sen(2m - 180°) =
tanim + 1807) = 8. Se excluye el caso en qmnuhnpn-pmquamtumu tln-}iw“ﬂ definidn.

4) Bupdngese que & = n+ 180" 4+ ¢, donde 0 < ¢ <180" Bi n ea par (incluido el cera), § pertenece ml
cuadrante I o al cuadrante TI v sen § es positivo, misntras que 40 partensce al cuadrante T o al cua-
drante 11T ¥ 'I.u.ni‘ﬁal positiva. 8i n #s impar; 8§ pertenece al cuadrante III oal cuadrante IV
¥ sen @ es negativo, mientras qﬂa}!pﬂtmllunldmuﬂ ntlcu.l.dnnunfy tan 44 es negativa.

16. Encontrar todos los valores p:ni-hvnl de § menores que Wtﬂg qul send - —+
Existen dos dngulos (véase el upﬂ:u]u 2], uno #n sl tercer cundrante ¥ otro en el cuarto cundrante.
Ellnm.ﬂu nluimldnbunﬂdlmdudlm{vhﬂ i]]-ﬂ‘myunnnﬂ +-}
Asf, los dngulos buscados son & = 180° 4+ 30° = ﬂﬂ" ¥ 0= 380% — 30° = 330°,

Nota, Para obtener fodos los ‘ﬂlnmde'lﬂhmmitw—i‘ afiddase n-+360° a cada une de
las soluciones conseguidns; esto es, § = 2107 + n-360° y 4§ = 230° 4+ n-360° donde n es un entero

1. THIGOHOME THIA
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17. Encontrar todos los valores positivos de ¢ menores que 360° tales que cos 0 = 0,8083.
Hay dos soluciones, § = 25° en el primer cuadrante y § = 360° — 25° = 336° en ¢l cuarto cun-

18 Bncontrar todos los valores positivos de &6 menores que 360°, tales que sen § = 0,6428,
Loa dngulos positives menares que 360° tales que sen® = 0,6428 son 6 = 40° y § = 180° — 40° =
. 140°. Ahors bien, si +9 ha de incluir todos los valores menores que 360°, 8 comprende todos los valorea
menores que 4 - 360° = 1440°. Por tanto, son valores de 8 los dos dngules encontrados y todos los eo-
finales con ellos que sean, a su vez, menores que 14407 esto ea,

0 = 40°, 400°, 760°, 1120°; 140° 500° 860° 1220° y
40 = 10° 100°, 190°, 280°; 85°, 126°, 216°, 305°

19, Encontrar todos los valores positivos de 0 menores que 360° tales que sen 20 = cos 0.
Puesto que costt = sen(90° — 1o} = sen 28, 20 = 90° — o, 450° — s, 810° — 45, 1170° - 44, . .
Entonces $8 = 90°, 450°, 810°, 1170°,... y § = 36°% 180°, 324°, 468°,...
Puesto que $8 = sen(90° + 45) = sen 20, 28 = 90° + 48, 450° + }o, B10°+1u,...
Entonces 36 = 90°, 450°, B10%,... y 6 = 60° 300°, 540°,...
Las soluciones buscadas son: 36°, 150°, 324°%; 60°, 300°

PROBLEMAS PROPUESTOS

20, Expresar como funciones de un dngulo sgudo positivo.
a) sen 1456°

d) cot 156° &) san(—200%) /) eot &10°
B) coa 215° €] sec 325° h) cos{—T680%) k) sec 4557
€) tan 440° ) csc 190° i) tan({-—13858% ) esc B25°

Resp. o) sen 35° 6 cos 65°
b} —coa 35° & —sen 567
¢) tan B0® & cot10®
d) —cot 25° 6 —tan 65°
&) @oc 35° & cac 55°
fi —cec10® & —sec 80°

g) sen 20° & coa TO®
h) cos 40° & sen 50°
i) tan55° & cot 35°
F) eot 70° & tan 20°
k) —sec BE® & —csc B
i) cac 76* & sec 16°

31, Encontrar los valores exactos del seno, del coseno v de la tangents de:

a) 150°, &; 225°% ¢} 800% d) —120%
Resp. a) 1/2, —+/3/2, —-1/V3

b =02, =T 1

¢ —+/53/2, 1/, — /5

¢) —210°% f) —918°,
d) =872, =1/2, V%
o) 1/2, —+3/2, -1//T
Hage I

22, Encontrar en las tablas apropisdas los valores de:

@) sen 1656°18° = 0,4182
b) cos 104°38"% = —0,2528
¢} tan 305°24" = —1,4071
d) sen 114°18° = 0,9114
£} cos 186°51' = —0,0738

f) logsen 128°44,8" = 9,A85686 — 10
g) logaen 110°32,7' = 887146 — 10
k) logsen 1627358 = 9,47580 —10
i) logsen138°30,6' = 8,82119—10
J) log sen 174°22,7' = §,99104 — 10

23. Encontrar todos los dngulos, 0 = 6§ < 360°, tales que:

a) senl = /T/2 b) cosl = —1,

Resp, a) 46°, 135°
b 180° &)

¢) sen® = —0,6180, o) coad = 0,5125, «) tan® = —1,6301
¢) 218%10°, 321950

&) 125°10°, 308*10*

24, Demostrar que cuando § es un dngulo del segundo cundrante, tal que tand = —2/3, entonces

sen(80” — #) — cos(1B80° — 4]
tan(270° + 0) + cot(360° — 4]

59°10°, 300°50°
By e 5 tan{90° + 6) + cos(180° 4+ 8) _ 2 + /13
+13 sen (270% — 6} — cot {(—10) 2 — /15




CAPITULO 8

Variaciones vy graficas de las funciones trigonométricas

REPRESENTACIONES LINEALES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.
Sea 6 un dngulo cualquiera dado, en posicién normal, (En las figuras que aparecen a
continuacidén se muestra 6 en cada uno de los cuadrantes,) Describase una circunferen-
cia con centro en el vértice 0, y cuyo radio se tome como unidad, Esta circunferencia
corta el lado inicial OX de § en A, el semi-eje positivo de las Yen B, y el lado final
de P. Trécese MP perpendicular a OX; tricense también las tangentes a la
circunferencia en A y B, Las tangentes trazadas cortan el lado final de # (o su pro-
longacién en sentido contrario a partir de O) en los puntos @ y R respectivamente.

X

Q

En cada una de las figuras, los tridngulos recténgulos OMP, OAQ y OBR son
semejantes y, en consecuencia,

sen § = MP/OP = MP cot § = OM/MP = BR/OB = BR
cos § = OM/OP = OM sec § = OP/OM = OQ/0A = 0Q
tan = MP/OM = AQ/OA = AQ  cscb = OP/MP = OR/OB = OR.

Los segmentos de recta MP, OM, AQ, etc., son segmentos dirigidos tales que la
magnitud de cada funcién viene dada por la longitud del segmento respectivo, y el
signo de la funcidn corresponde al sentido indicado. Los segmentos dirigidos 0Q v OR
se consideran positivos cuando estdn determinados sobre el lado final del dngulo, y
negativos cuando estdn determinados sobre la prolongacién, en sentido contrario, del
lado final,

6l




0° hasta 80

807 hasta 1850°

1807 hasta 270°

2707 hasta 360°

C. desde 0 hasta 1

. desde 1 hasta 0

D.desde 0 hasta —1

C.desde —1 hasta 0

D. desde 1 hasta 0

0. desde 0 hagta —1

C. desde —1 hasta 0| €. desde 0 hasta 1

C. deada 0 indefi-
nidamente

(0 hestn 4 =)

C. deade grandes
valores negativos
hasta O

{—= hasta 0)

C. desde 0 indefi-
nidamente

(D hasta +-=)

C. deade grandes
valores negativos
hasta O

{— = hasta 0)

D. deade grandes

D. desde 0 indefi-

D. deade grandea

D. desde 0 indefi-

cot f valores positivos nidamente valores positivos nidamente
hasta 0 hasta 0
(4= hasta () (0 hasta —«) { 4= hasta 0) (0 hesta —=)
C. desde 1 indefi- | C. desde grandes | D). desde —1 in- D. desde grandes
sec fi nidamente valores negativos | definidamente valaores positivos
hasta —1 hasta 1
(1 hesta + =) (== hasta =1} (=1 hasta —=) {4 haata 1}
. desde grandes C. deade lindefi- |C. desde grandes D, desde =1 in-
cso B valores positivos nidaments valores negativas definidnmente
hasta 1 hasta —1
{4 hasta 1) (1 hasta + =) (—= hasta —1) | (—1 hasta —«)
il GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS, En la siguiente tabla los
) valores del dngulo x estdn expresados en radianes.
il
Ll x Y = BAO X y = cod X ¥y = ftan x ¥ = cotx ¥ = gie X ¥y =cx
Il
0 0 1,00 0 4+ = 1,00 4 =
=/6 0,50 087 0,68 1,78 1.16 2,00
=/4 0,71 0,71 1,00 1,00 141 1,41
/3 0,87 0,50 1,73 0,58 2,00 1,156
o fe' x; 1,00 0 o 0 + = 1,00
ol 2x/3 0,87 —0,60 -1,73 0,68 —2,00 1,15
| B=/4 0,71 =0,71 =100 —=1,00 —1,41 1,41
5=/ 0,50 -0,87 -0,58 -1,73 -1,15 2,00
L, = 0 —1,00 0 += —1.00 4=
=8 | -0s0 —0,87 0,58 1,73 1,15 ~2,00
Sx/d —-0,71 —0,71 1,00 1,00 -1,41 —1,41
= ﬁg -0,87 —0,50 1,73 0,58 -2,00 1,16
L —1,00 0 +m o 4w —1,00
5=/3 —0,87 0,50 -1,73 -0,68 2,00 =1,16
Tx/id =0,71 0,71 —1,00 —1,00 141 —1,41
11x/6 —0,50 0,87 —0,68 —-1,739 1,15 —2,00
2= 1] 1,00 0 £w 1,00 +w




VARIACIONES ¥ GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

’!
i

Nota 1. Puesto que sen (1/2z+x) = cos x la grifica de y = cosx se puede ob-
tener més facilmente con sélo correr la grifica de y = sen x una distancia igual a =/2,
hacia la izquierda.

Nota 2. Puesto que csc (1/2z+4x) = sec z, la gréfica de y = csc x se puede obte-
ner més facilmente con sélo correr la grifica de y = sec x una distdncia igual a =/2,
hacia la derecha.

FUNCIONES PERIODICAS. Toda funcién de una variable x, f(x), que repite sus valores
en ciclos definidos recibe el nombre de funcién periddica. El menor conjunto de valo-
res de x correspondiente a un ciclo completo de valores de la funcién se denomina
periodo de la funcidn. De la observacién de las gréficas de las funciones trigonométri-
cas se hace evidente que el perfodo de las funciones seno, coseno, secante y cosecante
es 2=, mientras que el de la tangente y el de la cotangente es =,



ES Y GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

ENERAL DEL SENO. La amplitud (méxima ordenada) y el periodo (longitud
1) de ¥ = sen x son, respectivamente, 1 y 2=. Dado un valor de x, el valor de
= asen x,a>0, esa veces el valor de y = sen x, Asi, la amplitud de y = asenx es
@, v el periodo es 2x. Puesto que, cuando bx = 2z, x = 2=/b, laamplitud de ¥y = sen bx,

b > 0,es 1y el periodo es 2=/b.

La amplitud de la curva general del seno (sinusoide) de la ecuncﬁn
y=asenbx, a>0,5>0,

= es a, v ¢l perfodo es 2z/b. Asi, la amplitud de la graficay = 3 sen 2z es 3, y el perfo-
do es 2%/2 = =. La figura (a) muestra, sobre los mismos ejes las grificas de y = senx
y ¥ = 3sen2x,

{a}

COMPOSICIONES DE SINUSOIDES. Mediante la combinacién de dos o més sinusoides
ge pueden obtener formas mds complicadas de movimientos ondulatorios. El siguiente
ejemplo ilustra el método de sumar las correspondientes ordenadas.

EJEMPLO. Construir la grifica de y = sen x + 3 sen 2x. Véase la figura (a).

Primero se construven en los mismos ejes las grificasdey, = senx y y, = 3 sen 2x.

Entonces, dado un valor x = 0A,, la correspondiente ordenada de A,B de
y = senx + 3sen 2x es la suma algebraica de las ordenadas AB, de y, = sen x ¥
AC, de y, = 3sen 2x, También, A,.B = A,B, + A,C, A.B = AB, + A, etc.




VARIACIONES Y GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Q‘j&k*
- E

'_Jj_J
PROBLEMAS RESUELTOS ( &

N
1. Delinear ln gréfica carrespondients s una longitud de onda de cada una de lss curvas siguientes.

‘a) ¥ = dsonx c) y = 3sendx &) ¥y = decosdx = 3 senthr ++5
B) y =wmdz  d) y=Rc08x = 2een(x + $x)

 En cada caso se utiliza ln misma curva y, despuds, se coloca ol eje de las Y, y se escogen en los sjes
laa unidades que satisfacen los requinitos de la amplitud v del perfodo exigidos por cads una de lns eurvan.

lll‘ ¥ = 4sen z tiene amplitud = 4 y periodo = 2x.

") y = sen 3x tiene amplitud = 1 y periodo = 2 /3. -

€) y = Bwen1/2x tlene amplitud = 8 'y perfodo = 2x/1/2 = 4=

d) ¥ = 2conx tiene amplitud = 2 ¥ perdodo = 2x, Obsérvess In posicién de las abscisas.
¢) y = Joosx/2 tiane amplitud = 3 v perfodo = 4«

Y Y
L
4 ]
' .
] *\/a: =
¥ =4dgenx y = gon By
T
I
13
o 2;\/}. ] X
¥ = Ssenis y = 2conx
Y
d /I‘ §
- (7] ; i .- H o




66 VARIACIONES Y GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

2, Construir la grdfica de cada una de las curvas siguientes.

a) ¥ =8enx +cosx » ¢} ¥ =sen2x — cosldx
B) ¥ = sen 2r -+ cos 3x d) y = 3sen 2x + 2 cosdx
Y Y

¥ = gen X -+ CO8 X

1T y =cos xf
£ 4'

0 " X Fif -’-a t 4

(@) (B

*

¥ = sen 2x — cos 3x

¥ = COB Jx

(el {d)

=

PROBLEMAS PROPUESTOS

4. Dalinear lo grifica correspondiente a una longitud de onda de cada una de las siguientes curvas:
a) ¥ =3 sen x, b) ¥ = sen Zx, c) y=4dmnx/2 dy=4coax, & y=2c082/3

4. Construir la grafiea correspundiente a una longitud de onda de cada una de Ins signientes curvas:

| gl y =8en x + 2 coa x d) ¥ =sen 2x + sen 3x
| b) ¥ = son 3= + cos 2x ¢ vy =sen 3z —cos 2x
L‘ ¢} ¥ =sen = + sen 2% f) ¥ =2 sen 3x + 3 cos 2=




CAPITULO 10

Relaciones fundamentales e identidades

RELACIONES FUNDAMENTALES.

Relaciones inveraas Relaciones por cociente Relaciones pitagdricas
e h = 1/senl tan 6 = sen b/cos 6 sen' 0 4 cogfl = 1
gec i = 1/cos 6 cot § = cos B/'sen § 14 tan* 8 = gec’ 6 -
cot b = 1/tan 0 1+ eot*f = cac® B

Estas relaciones son vilidas para todos los valores de 6§ en los que las funcmnes
contenidas en ellas estdn definidas. f

f i

Asi, sen® 8 4 cos® = 1 es vélida para todo valor de 6, mientras que tartlh =

sen 0 /cos b es vilida para todos los valores de f en los ‘que 0 estd definida; es decir,

para todo § # n.90 donde n es impar. Obsérvese que en los valores excluidos de 6,
cogll = 0ysen b #= 0.

Las demostraciones de las relaciones por cociente vy de las relaciones pitagdricas
aparecen en los problemas 1 v 2. Las relaciones inversas fueron estudiadas en el capi-
tulo 2. (Viéanse, ademds, los problemas 3-6.)

SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS. Con frecuencia es con-
veniente transformar en una forma méds simple una expresién dada que contiene funcio-

nes trigonométricas.
1 L cos b
EIEMPLO 1. a) Unanducmnnmr cos B csc 0 = cosll —— = m=w:ﬁ.
&) Usando tan 8 "'%:' coa § tan 0 umﬂ-ﬂﬂn = magn i),

EJEMPLO 2. '8i se aplion In relacidén #ens 8 4 cos® 6 = 1,
a) sen® B + sen Scos® 0 = (sen® I + cos® 4) een 0 = (1} sen i = sen .

cos? 8 1 —sep®d _ {1 —senf)il + sen i)

5) T —senl 1 —send 1 —sond

= 1 =+ sen .

Nota. La relucidn sen® 8 4 cos® § puede expresarse como sen* 8 = 1 — cos* 0
v como coe* § = 1 — sen® . Ambus formns son igualmente dtiles,

(Véanse los problemas 7.9.)

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS. Una relacién que contiene funciones trigonomé-
tricas y que es vilida para todos los valores del dngulo en los que estdn definidas las
funciones recibe el nombre de identidad trigonométrica. Las ocho relaciones fundamen-
tales son identidades trigonométricas; también lo son

cosficsc = cot§ y cos ftan 0 = sen
que aparecen en el ejemplo 1, anterior.

Para verificar una identidad trigonométrica se transforma uno de los miembros de
la igualdad (cualquiera de los dos) en &l otro. En general, se comienza por el miembro
més complicado, '
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LR, RELACIONES FUNDAMENTALES E IDENTIDADES

Pmtmréutumhvmﬁmmdndeﬂmhdnduﬂw g .III%

‘@) Completa familiaridad con las relaciones fundamentales. f'i'
b) Completa familiaridad con los procedimientos de n, suma de fraccio-
nes, etc. e
¢) Préctica.
(Véanse los problemas 10-18.)

PROBLEMAS RESUELTOS

"f. Demostrar lna relaciones: tan @ = sen 6 /ocos 6,
cot § = gog fl /een .

Parn todo dngulo 9, sen § = y/r, coa = x/r, tan§ = y/x, y cot § = x/y, donde P(x, y) es un punto
gualquleras del lado final de § situado a una distancia r del origen.

x/r  cosi
o Sl

¥/r  gon B

hm tan § = %nﬁ-mlfmlymtﬁ-f—

(También, cot § = 1/tan § = cos §/sen 0.)

. Demostrar las relaciones ricas: Sl

o las seladiones pitagdrions: |
&) .-+uu-'l-1,}ﬂ| un*a-m-ui c) |1 + cot®h = cects)
_,J!i inl como se definié en el problema 1, se tiene A) 2* 4 3* = 14,
: o, (xfr+(yirj =1 y sentd 4 cos?l = 1.
fo A) por =, L4 (3/£)0 = (¢/2)% y 1+ tants = sectn.
’Wuﬂ%ﬂi#m-lwm(’-‘—’—}‘+1-(“.)' tan® + 1 = sec*,
© &) Sedivide A) por 3, (x/¥)*+1=(r/¥)* ¥ cothd + 1 = cac’h.

También se divide sen®s + con'd = 1 por sen'®, 1 + (2% = ()6 6 14 cotth = cact.

i 3. Expresar cada una de las demds funciones de 8§ en términos de senb.
cost) = 1 —sen® v cos b = ++T — sen™,
v e i -l VT —sen®
i =1 cos§  +£+/T — sen’d o tan @ sen 0
s | 1
[ - w e |l = —
n:! E-_‘ . e VTN ven 9
WA wml-im Al escribir cos§ = +/T — gen’i ee restringe el dngulo © & los

mmrmjmhqmdmmuw:ﬁvm

tm# llﬂdl lae demds funciones de § en términos de tan 8,

. S 1
ﬂﬂ 1 4+ tan®™ ool = + tan’ e —— e —
= " | ¥ +4/1 0, m___!_u"l A

s s i : : 1 tanf
o : mfd = tanfcosd = tan Bl —— 0 —— - —
' cos® R £ VIFte® V1 Fantd
mi_'-:.iﬁhi—_gf'1+tl:n'lr uutﬂ-;-

 seng tan 0 tan o




RELACIONES FUNDAMENTALES E IDENTIDADES 69

6. Utilizar las relaciones fundamentales parn encantear los valores de lns funciones de 0, dadosen § = 8/5.
A partir de costd = 1 — san'd, cosd = & /1 — senth = + /1 — (3/6)* = + /16725 = + 4/5.

Ahora hien, sen 0 ¥ cos 8, son ambos positivos cuando 0 pertenece al primer cuadrante, misntras
gue senll = <4 y cos 0 = =, cusndo 8 pertenece al segundo cuddrante, Entonces,

primer cuadrante segundo cuadrante
sen = 3/6 cotfi = 4/8 send = 3/5 cot § = —4/3
cos B = 4 /5 pecll = 574 cos B = —4/5 wseel = —BH/d
tant = 2284 cecd = 5/3 ol I R R

4/5

6. Utilizar lns relaciones fundamentales para encontrar los valores de las funciones de 8, dada tan § = —6/13,
Comn tanf = —, § pertenecerd al segundo o al cuarto cuadrants.

sepunds cundranta cunrto cuadrante
tan 0 = =5/12 . tan 0 = —B6/12
cot 0 = 1/tan'0 = —12/6 cot 0 = —13/6
nec B = — /T F tan®) = —18/12 sec i = 13/12
cos§ = 1/sscd = —12/18 oos (= 12/13
cac § = /T + cothd = 13/5 csc i = —13/6
sen'd = 1/cac® = 5/18 geny = —56/18

7. Efectunr las operaciones indicadas.
a) (sen 0 — cos B) (sen 0 + cos-8) = sen'd — cos'l
B) (sen A 4 cos A3 = per®A 4 2 aem A cos A 4 cos®d
€} (sen x 4 cos ¥) (sen ¥ — cos x) Hlmxm}r—m:m:+mynmy—;ﬂ:m3
dj (tanA — cot - A)® = tan*d — 2 tap®A cot A + cot®d
eos 0 _unl!+r_'uuﬂ
son 0 san 0
— L]
almro st b

a1+

8. Descomponer en factores.
a) sen® — penBecos 0 = gen 8 (sen § — coa 0)
b men® 4 send cos®l = son*d (1 <+ costd)
¢) sen®t + senDesc b — Gepctd = (sen O 4+ 3 sec0) (sen @ — Zeec 6]
d) sen®t cos* — sen® cos'® + sen § cos*l = sen A cos™ (san’s — mlﬂul+1}
£} sen'S — costd = (sen'® + cos*l) (sen®l — cos®f) -{lln‘l_+m‘|}{llnl-mi}um#+mn}

8. Simplificar cada una de las siguientes expresiones.
1

o) sec i — pec O sen®l = aec f (1 — sen’l) -Mim-.—.'uﬁ‘lhm!

1 conh mtﬁu# =

b]lm!m!nutﬂ--untuuu gen B m#ml

c) sens (1 + cot*s) = sep™ cac™f = mq-_-ﬁ =1




: o T = ot
-f{m*; (sen® — Llsectd = — cost 0wt 1

cos b *M.dm|}l = gens + 2 son 6cos § + cos'd + sen®d
— 2aen beoos B + costd = 2(sen®® + cost) = 2

.Wﬂﬂ+m"ﬂ"mm+ “un'l sen?l + cos®l = 1

sen O cos gen B (1 4 sen @) 4 cos®8
fﬂmi+1+mu'mu+1+unl cos 0 (1 + sen 0)
?‘:w _sent tsen’ fcos® _ _ semd+1 1 o,
coa 8 (1 - men 8) = coab (1l +send) coa @

ificar Ias siguientes identidades.
10, sechcacth = nect +osch
et + st = e e f s Lo L st

m’l'l'i'nm'«l senl  coa'd | sentd cos’d = Sen*d cosd i

1. secl — secth = tm!l-i'-m

B I 'I
—4'" iiu!l+tmﬂ {hn'l+11-tln’l = (sectd — 1) sec?8 = pec'd — sec™ 6
 sec'd —sec') = socd (sec’® — 1) = sec = (1 + tan®) tan® = tant - tans
; "'J!HB -
_ _senx +,’1 + cosx
: 1+“= ﬂﬂl - = & = #E
&
_ sen'x 4 (1 +cos )t senix +1 4+ Zcosx +cos®x 000 -
mxu +cosx) senx(l-cosx) '
i Zescx
i bt 4 -
X X el
< oo8*x 1—septx = (1 —senz)(l +m:} 1 —senx
*  cosx(l+ senx) “ coanx (1 +senz  cosx(l-+senx) 08 X
R wr _ B )
 tanA — 1 I
= =
m.-A 1 = [ o
_cosd _tand -1 2
sen- A 1 £ §
w'_:l-+1 r =
:
senx —senxcosx _ sens (1 —cosx)
cosxsen’s  cosxsen’t o

1 —coax = 1 > secE
cusx (L —coes) cosx(l+tecosx] 1+fcosx




16 cof A oot A — sen A

RELACIONES FUNDAMENTALES E IDENTIDADES m

tam A

cacd — gec A

cos A cot A —send tan A i cos A

=1 4 senA cosA

cwen A
m‘mi ) coa'Ad — sentd

cac A —gec A

fooa A |
e A

1. i cos A — pen A
Ben A cosd

_ (eos A — wen A) (cosA + cos A sen A + sentA)

R W —nuﬂA+=mA:snA+g¢n'A-1-i.*¢mAunA

e

senf 1

"een® +conl — 1

cos il

senf 4+ 1 _ (sent + 1) (sen 8 + cos'§ — 1) _ Ben®fl + senfcond + cosl — 1
ol cos 0 (sen @ +coa b — 1) cos b (send + edsd — 1)

- —cos -+ senfcos® +cosfl  Cogf(send —oos® + 1) genf —cosl + 1

cos®(sent + cos® —1)  conf send +cosd — 1)  senb - cosd — 1

18 tanf 4 gech — 1
“tanl —pect -1

tanfi 4+ sech — 1

tnn 0 + gec §

_ tend 4 mec 0 4+ tan'd —eec’l _ (tun® +sec() (1 4 ten# — eec f)

tunﬂ—u_ml+1

]

tan % —sect + 1 tan d —secl 4+ 1
.

tan @ 4 gec 8

tan b sec0 = (tan® + secg) ont —6ecl H1 _ tan' —sec'd + tand +secd

tan & —mech 41 tanl —sech + 1

= -1+ tan® 4 sech
tant —gect 4+ 1

Nota. Cuando se expresan en términos de sen 0 y cos 8, estas identidades se convierten en las identida-

des del problema 17.
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R =
PROBLEMAS PROPUESTOS _d-:_:ﬁE

=

19. Encontrar los valores do las fanciones trigonométricas de 8, dado sen 8 = 2/}
Resp. Cuadrante 1: 2/3, /573 2//5, &/2, 8//5 3/2
Cundrante II: 2/3, —/5/3, —-2/yB, —5/2, —8/5, 3/2
20. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de §, dado cosb = —5/6.
Resp. Cuadrante II: TT/6, —5/6, —TI/5, —5/4/T1, —6/5, 6//T1
.  Cuadrante 11I: —/TI/6, —5/8, vTI/6, 6/vI1, —6/5, —6/4/T1
21, Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de 6, dadn tan § = 5/4.
: Resp. Cundrante I: 6/+/@1, 4/+31, 5/4, 4/5, VT1/4, VAL /B
I Cundrante III: —5/31, —4/y30, 5/4, 4/5, — AL, —/T1/B
22. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de 8, dada cotd = -3

. Resp. Cuadrante II: 1/2, —v3/2, —1/v3, «--..nr -2/v8, 2
| Cuadrante IV: —1/2, /2, —1/VT, =T, 2/v5 -2

senl 4+ cos — tand -
-H Encontrar el valor de Sy cuando tan 0 = —4/3,

Resp. Cuadrante II: 23/5; cundrante IV: 34,35

Verificar las siguientes identidades.
';__-'I}'m.lhcl-u.nl 25. (1 —sen®d) (1 + tan®d) = 1

\ 96. (L — cos®) (1 + sec ) cotd = sen 0 27, cacix (1 — costz) = 1

sent . cos 1 — 2 cos*A :
@cs T sect T ! % ienAcosa A4 mcotd
ﬁ'hﬂ'mxmﬂ:m-:{ 31. sen A cos A (tan A + cot A) =1
cos*l Y 1
THsens "' B v nn - Mot —tmd
e aay Loz | mox =1 _ o
—sen A 1+ senA I Ffcosz meex+1
36, tan bsen b + cos § = mec § a7 tan ¥ — cec feec 6 (1 — 2 cos™) = cotl
8 Ben f sl senx + tany _
m'mﬂ+oui Bec <+ cac b Eﬂ'mt=+mx T
BAC X -+ CHO X - sen’fl 4 cos™ _ .
40. t“:"f'ﬂﬁl‘.:- 880 X + COB X 41.m 1 sen 0 cos
aen § san 0 cos 0 tan
ﬂ.m‘-l-m cse B 44, e el per

44, (tanx + tany) (1 —cotx coty) + (cotx 4 coty) (1 —tanx tany) =0
46. (xsen® —ycouh)® + (rcosl + ysen 0) = x= 4 32
46. (2rsen §cos)® + r2(cos®l — penth)t = p2

47. (reenlcos @)* + (reenfisen ¢)* + (reos ) = /2




CAPITULO 11

Funciones trigonométricas de dos angulos

FORMULAS PARA LA SUMA,

sen(z + §) = sen x cos § + cos z sen B
cod(a + §) = cos x cos § — seén x sen f
_ tan a + tan §

N A s han B

Las demostraciones de estas fdrmulas se encuentran en los problemas 1-3,

FORMULAS PARA LA DIFERENCIA.
sen{a — @) = sen x cos § — cos z sen B
cos(z — §) = cos x cos § + sen z sen §

: oy o tane o — tan @
Ll # 1 + tan « tan g

Las demostraciones se encuentran en ¢l problema 4.

FORMULAS PARA EL ANGULO DUPLO.

sen 22 = 2 sen z cos =z

co8 2a = cos'a — Ben’x = 1 — 2 gen’x = 2 cos’z — 1
2 tan =
1 — tan'z

Las demostraciones se encuentran en el problema 10.

tan 22 =

FORMULAS PARA EL ANGULO MITAD.

— icog f
2

Miﬁ“i@.

“cos B senf 1 — coa d
AT o Coe g T o en 6

sen {f = =

Las demostraciones se encuentran en el problema 11.
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Demostrar que 1) sen{a + §) = senacosp + coszsend

¥ %) cos(z + @) = coszcosl — senaseni cuando ay feon dngulos agudos positivos.
P
1LY
P
o
D B
B o
-‘L
i
UNIA 4
> - X p ) P - X

{a) (&)

Sean z y § dos dngulos positivos sgudos tales que = + § < 90° (Fig.a)y = + § > 90° (Fig. b).

Para construir estas figuras coléguese ol dngulo s on posicidn normal y, despods, coldquese el dngulo
¢ de tal manera que su vértice caign en O y que su lado inicial coincida con el lado final del dngulo =
Sea P un punto cualquiern del lado final del dngulo (2 + §). Tricense los segmentos PA,PB, BC ¥
BD de tal manera que PA sea perpendicular a 0X y BD perpendicular a AP,

-,

Entonces, <APR = = porque sus lados correspondientes (OA y AP, OB y BF) san perpendiculares,
De donde,

AP AD + DP CB + DFP CB np CB OB DP &P
sn(s + 8 =pp = —pp - ©OP T OP "OP ~ OB OFP ' BP OP

= gén =z ¢o8 § -+ cos a sen B

ool }ngﬁ_OC—AG_EC—DB_GC_E_QE*OB_DE BP
¥ os\x 7+ B = 5P oF OP OF OP ~ OB 'OP BP ' OP

= cos a cos § — men = sen B,

2. Demostrar que las férmulas 1) ¥ 2) del problema 1 son vdlidas cuando = y § son dingulos cunlesquiera,

Primero se comprueban las férmulas para el caso & = 0°, § = 0°. Puesto que
gen(0* + 0°) = sen 0° cos 0° + cos 0° sem O* = 0.1 + 1-0 = 0 = sen 0°
¥ cos{0* + 0°) = cos 0° cos 0° — sen 0* pen 0* = 1:1 — 0-0 = 1 = con 0¥,
las férmulas son vilidas en este caso.
Ahora se demostrard que, si 1) v 2) son vilidas para dos dngulos cualesquiera a y §, son vilidas

también euando, por ejemplo, = se aumenta en 90°. Sean a y § dos dngulos cualesquiern para los cuales
son vélidas las férmulns 1) ¥ 2), ¥ considérense las férmulas

a) sen{a + B + 90°) = sen(z + 90°) cos § + cos(a + 90°) sen §
¥ B w(=+a+ﬂu':l-m{a+ﬂﬂ']cmﬁ—un{¢+ﬂﬂ*}mﬂ,

Confgrme a las f6rmulas de reduccitn estudindas en el capitulo 8,
sen(dl + 90°) = cos 0, coa(d + 90°) = —sen 0, se sigue que
sen(z <+ § 4 80") = cos(x -+ B), cos(a + § + 90°) = —senix + #). Entonces, (a y b) se reducen a

a’) cosfa+ ) = cos zcos B + (—sena) sen | = cos acos | — pen asen B
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¥ b7 —sen{a+§) = —senacosf—cosasenp 4
: gonfz -+ f) = sen acod § -+ cos asen
que, conforme a lo que se ha supuesto, son relaciones vilidas, Asi, 0] v 5) son relaciones viEdas.

Estos mismos argumentos pueden emplearse parn demostrar que, 8 1] ¥ 2) san vilidas paras dos
dngulos 'y §,-son vilidas tembién euando § se mumenta en 90°. Con esto, las férmulss son vilidas
cuando tanto s como § se sumentan en 90°. Por otra parte, cualquier dngulo positivo puede expresarse
come un miiltipls de 90° mds 9, donde § es 0° 0 ¢s un dogulo agudo. De este modo, mediante un nimers
finito de repeticiones de los mismos argumentos, se prueba que las férmulas son vélidas para dos dngulos
positivos cualesquiern dados, '

Se dejn sl lector la demostracidn earrespandiente al caso en que, en vez de sumentar el dngulo, ésto
disminuye en 907, con lo que podred probar que, cusndo un dngulo ea positivo ¥ el otro negative o cuando
ambos son negativos, continian slendo villidas las férmulas 1) ¥ 2.

tan = -+ tan

8. Demostrar: tan{a+ pg) = ety

son{x - ') = ‘Benacessf 4+ cos osen
cos(s -2 @ ] Cod = cbs § — BET @ BEn

1._I.i:|.-l:-: + gy =

BN x Cos 3| ooe opean
cog scosff  Cos zcosfl tan 2 4 tom g
CO8 mCOs S  Ren aden @ 1— tan = tan g
Cos acosff  coa aqos g

4. Demostrar las formulas para la diferencia.
senia —f) = gen | a4 (—(B)] = sen acoal —f} <+ cos = sen{ —f)
. = sen a {cos i) + cosa [ —sen §) = 800 acns § = cos xsen §
con(z = f) = cos |2+ (—3)] = cos =cos{—3) — sen asen( —8)
cos @ (oow B) — sen a { —sen §) = com acos'§ 4 en asen §
tan a -+ tan{ —§)
tan(a — §) = tan[a+ (=§)] = = i A t)
_ tmn a4 (—tan§) . _tane —tang
1l — tam & ( =tan §) 14 tan ctan 8

{:E} Encontrar los valores del seno, del coseno y de la tangente de 15°, mediante a) 156° = 45 — 30° ¥

b} -15° = 60 — 45°

a) sen 167 = gen(45® — 30") = ger 457 cos 807 — eom 45T pan 90°

1 MF._ 11 V-1 ¥E (/B —1)

ST SRS W N e, Ry
cog 15° = ;mu_{-lﬁ". —30°) = eow 45% cos 30° + gen 45° gen 807
1L 8. 1 3
%3 +ﬂ 5 : (T4 1)
hnlﬁ'—-hnaﬂ‘ﬂ 1—1/vF _-..J»'E-1_2
1+ tan 45° tan 30° I+1L/VE)  WT+1

tan 16° = tan(45° — 30%) = VvE
(v3—1)

b) sen15° = sen(60° — 45%) = -uuﬁﬂ“mﬁ“—nmﬂﬂ“mﬁ'n—-:‘;——1+:,I-TVE V3

3= 1 v
cos 156% = cos(60? — 457 = cos 607 2os 457 4 men B0 sen 457 = & .2 L VvI+1
& AT R

tan(B0” — 46°) = ANE0° —tan45?  § 1
14 tanB0% tan 459 A L1

I
&

tan 157 =
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6. Demostrar: a) seni(d5® + 8) —sen(d5® —0) = +/Fsent, b) sen(30” + 6) +cos(60° - 8) = cos®.
a) sen(d5® + () —sen(d5® — 8 = (sen45°cos® + cos45°sen ) — (sen 45° coa § — cos 45° sen B)
= Zeog45°senl = Eﬁuna = Teenid

(sen 30" cos @ + cos 30° sen 8) + (cos 60° cos 6 — gon 60° sen )

{%mu#—?ﬁml} + {%dul--—‘gunl] = coa

4} sen(30° 4 0) + cos(B0° 4 4}

— tan
7. Simplificar:. a) sents +8) + senia.— 8 -b) con(a+ ) —cos(x = B), © T tentr R e e

d) {sen = cos § — cos ason §)* 4 (cos o cos § + sen asen f)%.

a) sen(a + @) + senfa — §) = (sen = cos § + cos = sen g} + (sen a cos § — pom = sen )
= 2 8en a cos B

b) comla + B} —cosle — @) = (cos = cos i — sen «sen B} — (cos = cos @ 4 sen « sen f)
= =3 gon xsenf 3

tan(a 4+ f) —tan «

] 1+ tanlz + 8 tan o L= t!ﬂl{ﬂ'!'ﬁ}'—'l = {an @

d) (sen scos f — cos asen §)* + (col zcos B + 520 asen B = sen'(a — B) + cos'(a — Q) = 1

8. Encontrar sen(a + @), cosie + §), sen(e — §), cosla — §) ¥ determinar los cuadrantes & que perten:
cen (= + 8} ¥ (= — B, dados

a) senx = 4 /5, cos § = 5/13; « v §en el cuadrante 1.
b) sena = 2/3, cosp = 3/4; u en el cusdrante IT, § en el cundrante IV,

a) coR o' = 3 /5 v sen §'=12/13.

Yh Ylh
] 4 13 12
& ]
0 » X (4] »X
3 ]
r oy 4 5 d 1% b6
seniz + f) = senacos § & cos sEENF = E*ﬁ"'g'l—'ﬁ—'ﬁ
(= 4+ @) en el cuadrante I1I
cos{e + f) = cosacosf —sangBEnf = %.i%—%-%-—gg
senis = §] = stnacOBf — 008 aSEN( = E . % —-g * %'w —;%
X - Y2 las (¢ — @) en el cundrante IV
cosla — f) = cosacosf 4 senadeng = B -ﬁ+% ‘{5~ 65
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b) cosa = —/B/8 y senf = —/T/4.

Y
& 3
=X
4 "'\i"f
sen(s + #) = sen «cos f + cos asen§ = g‘%**‘%"_*‘f} et (= + f) an el
= Bl en
cos(a + ) = cosacosp—semasenp = (=303 _ 2, VT _ =35 + 27 cusdrante II
374 4 F 12
i = o 2a AT 6 —
senfz — §) #en @ ¢08.3 — cob aBen § 34 "':"'%"_-”_T 2 lﬂ\m
(= — @) en «l
i o Cotscobp —1 _ 8y o cotmcotd +1
9. Demostrar: o) cotla + 8) m-l':%m Bimote =R o et
1
I = —— ]
. 1 - l—tanatanp _ cotacotp _ eotecotp —1
a) cot{a 4+ §) taniz + B tana + tan g 1 + 1 cot § 4 cot a
cots ' cotf
cot acot(=—f)— 1 =pot oot =1 eot zoot f 41

&) cotla — 2) = cote + (—p)] =

cot(—@) +cota =~ —cotp +cota ~ cotp —cots

10, Demostrar las fdrmules pars el dngulo dupls.

En sen{a< §) = gen ocob i 4 cosasen i, coalac - §) = coszcos i —senasenf y

tana -+ tan
Paalech o= m%

sen dx = gen acos e - coB xsen a = 2 gen ocos =

témese § = « Por tanto,

co8 2z = c08wCO8S & — BEN @sen =
= gos'z —sen¥a = (1 — senfa) —Bom®a = | — 2 gani'a
= coi'a — (1 —conta) = Zoowta — 1,

tan & = tan o r. 2tan =
1l —tanaztana 1 — tapfaz

tan 2o =

11. Demostrar las férmulas para el dngulo mitad..

En cos 2z = l—Eml-.tdmuu-—{-l. Entonces,

cosf = 1 — 2sem 48, -un'-}u-l-:’" v sentps = & 1_";“_'.

En cos 2a —ﬂcnt'g-l*ﬁmmaﬂ‘fl.; Enm..

cos 0 = 2cost+l — 1, cost46 nL:’" y cosdd = 4 .|"1+;nll_
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cos
Par ditimo, t-miu - M-Tﬂ - T T

(1 —cosl) (1 +ecosl) _ 1=—co’d _ sen 0
1 Fcost) (1 Fooah)  TA/(L +coal)* I+ coat

= 4

1 — cosl) (1 —cosb
1+ cost) (1 —cosh)

= &

Mo se necesitan aqui los signos £ porque un-]:aymltiuundm igno (prek
y, ademds, } —cosf es siempre positivo.

12. Utilizar lns férmulas par el dngulo mitad para encontrar los valos

a) sen 15° = 1/1 =ions 30 1,|" - : i’ﬂ
bk - =

13. Encontrar los valores del seno, del coseno y de la tangente de'§ 8,
. drante II v b) coi 0 = H’H-"’hﬂﬂﬂldrlﬂtp];?.w' a3

T P c—

¥
-

$4ma i it - - i dem i e g
FE = -r.i ¥+ i 3 " :_;—r‘-.-l- Em .!,- m:_' il L2
@) send = 5/13, cos b = —12/18 y it en ol cundramte I ‘"ﬂﬁﬂ-ﬂﬁw "
||’1 —cosb \muﬁ' i

miﬁ 1+w!_‘ﬁ-;§ﬁ—_.‘\{5_%

1 —cosb _ ‘1-:-1:1,;1’:;_ar
sen 0 5/13

tan +0 =

B) sen = —24/I0/7, cosd =3/T ¥ 46 en el cuadrante IL

T T ,‘1-;‘0"_ ﬁ—ﬂﬂ_m
nmi—ﬁ--‘j@ \/_..—.,____v"?', canft = 1-¢Ml_.f-g::£.?__v‘%ﬁ

L=y

14. Demostrar que: a) sen 0 = 2sen ¥0 cos$0 d) cos B8 = 1 — Zsen® 30
b) sen A = iqf'_—?& ¢) sent}é = +(1 — cos0), cosrdo = F(1 + cos ®). !
sen Bx
il ey
- # LY
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE DOS ANGULOS 79

a} Se obtiene de sen 2 = 2 sen x cos = cuando @ = +0. E

b) Eg;n'htim: dum*i-- + - cuando G = 24,

2

¢} Be obtiene de tan +9/= cuando § ="'Bx.

1 + ens [}
d) Se obtiene de cos 2a = 1 — 2 gen®a cunndo o = 3.

¢) Se obtiene cuanda sen + 8 = —'“;—“."? v cos 0= & .i'iiz‘i‘f_f'._

16. Expresar a) sen da en té.rminn_n desen . b)) cos 4o en té&rminos de oos a.
a) een3a = san(lx 4 &) = gen dz eod-a + eod Ta sen a
- (2m-:q’nqg}&un+f1 — Zeenta) Bén « = 2sen a cos’s + (1 — 2 sena) sen o
= 2'g0m x (1 —serPa) 4+ {1 —2 sen®s) pen 2 = 3 gen o — 4 sen’ao.
b) condx = cos 2{Qa) = Deéne®2a — 1 = B{Deoitz — 10— 1 = Beorts — B cos®az 1,

16. Demodtrar que oo 2r = pos'c — son'x.

cor's — sen's = (eostr + s;lm'_a."} {costs — !ﬁ;ﬂ'z] = goglt — Een®s = cos 2
gondx +'¢m..
Ben X4 bosx

sen'xs + cos®s _  {sena -[;453;;#} (ren’x — sen x cos X -+ cos'c)
BONn X -+ cok'x 2 gen' Y +-eogx

17. Demostrar que 1 — 4sen 2¢ =

= ] —unzmx=1—-—i-f_i‘mxmx] o | —{nnﬂ:

18. Demostrar que cos@ = senif 4 -30%) 4 eoa(d 4 607).
senil - 30°% 4 cos(fl 4 6D7) = isen () cos 30° + nuﬂum'aﬂ“] - (cos 8.cos 60° — sen B sen 60}

- ;fa‘lmﬁ-t- :mﬁ+2=ui—i:é—un#—mu
1. — tan®
19. Demostrar que cosxy = *"':. i
1+ tan2sx o
= 'BEI:-"!‘-:‘ ["-l iy lln*i‘:}wi:
1 —un"}: r:unti-.t l:mii-z \
-cm‘i'x-—.m'i‘:nm: =

1+ tantkx = sectbx  seclrcollx

coEx 4 senx eOBX — B0 X
OOEX —8ENX COBX +BenX
cosx +senx cosx —senx _ (cosx 4 'senzxP — (conx —sen )

20. Pemostrar que 2 fanfx =

COBX — EERY  COEX +aen..t (eosx — gin X} (cos x < sen x)
_ leos®x 4 2 sen zcou x + sen's) -{mii‘.: — 2'sen £ cos x + senix)
coFx — 1

_ dsenxcosx Laendeoy. O o o e

21. Demostrar que sen'd = -.E__.a-.-é m!.l--k-_i,.mﬁ.. . B

= s = LS, | L Stk o it

= Auazmu +1i‘-“—'ﬂ‘i‘-:,u-§ E"“‘n + ;mu
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22. Demostrar que tan®x = tan'z sec’s — tan®x sec’s + sec’s — 1.
tan*x = tan'x tan®z = tan's {sec’s — 1) = tan's sec’t — tan’z tan's
= tan'r sacfy — tanir (seciy — 1) = tan*y sec’s — tan®x secix <4 tanix
= tan'zsecly — tan®r sec’r + sec’x — 1

23, Demostrar que A + B + C = 180°, 5i sen 2A + sen 28 + sen 2C = 4 sen A sen B sen C.
Puesto que C = 180° — (A 4 B),

gen 2A + sen 28 + sen 2C = gan 24 4 sen 28 - sen [380° — 2{A + B]]
= sen 24 + sen 2B — gen 2{A 4 B)
= gon 24 + sen 2B — sen 24 cos 2B — cos 24 sen 2B
= (sen 24) (1 — con 2B) + (sen 2H) (1 — cos 24)
= 2gon 2A sen®H + 2 sen 28 sen®d
= 4sen A cos A sen*B + 4 sen B cos B sen®A
= 4sen A sen B (sen A coa B + coa A sen H)
= 4 sen A sen B sen(A + B)
= dsen A sen B sen [180° — (A + B)] = 4 sen A sen B sen C.

24. Cuando A 4+ B + C = 180°, demostrar que tan A 4 tan B + tan € = tan A tan B tan C.
Puesto que C = 180° — (A + B),

tan A + tan B +tan € = tan A + tan B + tan [180°* — (A 4 B)] = tan A + tan B — tan(A + B)

tan A 4+ tan B 5 1
= tand 4t B - Aanp - A Tt B O s
tan A tan B tanA + tan B

S A B (- A tan B © e At B

= —tanA tan Btan(A + B) = tan A tan B tan [180° — (A + B)] = tan 4 tan B tan C.

PROBLEMAS PROPUESTOS

95. Encontrar los valores del senc, del coseno ¥ de la tangente de a) 75°, &) 2557,
Resp. a) u'“—’}!rﬂ+ 1, m‘:-Iw%‘~ 1), 2+ B —~‘¥w’3+ 1. —'?NH-I}. 2+ V3

26. Encontrar los valores de sen{z + B}, cos{a + B} y tanix + ), dados:
a) sen « = 3/5, cos @ = 5/13, a ¥y § en el cundrante I. Resp. 63/65, —16,/85, —63/16
b) sen @ = B/17, tan § = 5/12, a v @ en ol cusdrante I. Resp. 171 /221, 140/221, 171 /140
c) cos @ = —12/13, cot @ = 24/7, = en el cuadrante II, § en el coadrante 111,
Resp. —3B /325, 323 /325, —36/323
d) sen o= 1/3, sen g = 2/5, « en ol cundrante I, § en el cundrante II.

Resp, SVE = VIT 24237 4vZ - VA
P [ e 15 2427
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Encontrar los valores de senis — B) v tan(a — #), dados:
a) pen 'z = 3/5,menf = 5/13; 2 ¥ § en el cundrante 1. Raw 18 /65, 63 /65, 16/63
bl sena = 8/17, tan § = 5/12, =y fenel cuadrante I.  Resp. 21/221, 220/921, 21 /220

¢) cos a= —12/18, eot§ = 24/7, a 'en el cuadrantes 11, B en &l cundrants I.
Resp. 204 /325, —02563 /325, —204 /258

d) Ben a = 1/3, Mnﬁnﬂfﬁ.__u en &l cuadrante II, § en el cusdrante 1.
Resp. V2 + vEI 2341 —2 4vT+ vT
15

16 2408 —2
Demostrar;
o) sen(a + p) — sen(s — B) = 2 cos= sen § nunrx+;.r} = tan x 4 tan ¥
5) cos(a + B} + coafe — §) = 2 cos = cos § coa{x — ) 1 + tan x tan y
o - L —tan® o con® 4 sen B
c) tani{ds L 1_+ tan &) tan(d56® <+ W) m
ayRaleh O) o Sl s h) sen(s + B) senia — B) = sen®z — sen’d

cot(a = g 1 — tan's tan'f

O tan(a + § +y) = tan [(x + B + 9] = g ;f:ﬂfﬂt“;,,";m“’; e

29. Bi A v B son dngulos agudds, encontrar A + B, dados:
a) tan A = 1/4, tan B = 3/5. Sugerencis: tan(d + Bj = 1. Resp, 458°
b) tan A = 5/3, tan B = 4. Resp. 135°
30, Bi tan(x 4 ¥] = 33 y tan x = 3,1lmmtruq1.m_m;r = 1,8:
#81.) Encontrar los valores de sen 26, cos 20y tan 26, dados:
I\L/ a) sen § = 3/5, 4 en el cundrante L. Resp, 24 /25, 7/26, 247
b} men 8 = A/5 6 en el cundrante I1. Resp. — 24 /25, 7/25, —24,;7
¢l pen 8 = —1/2 0 an el cundrante TV, Resp. — /B3/2,1/2, —/3F
d) tan 8 = —1/5, 8§ en el cundrante IL. Resp. —5/18, 12/13, —5/12
e) tan § = u, Uen el cundrante L. 2u 1 — u* B

3z,

B e TR T

Demostrar:

a) tan B pen 20 = 2 sentd u}mﬂ-;;m

b) eot 0 sen 2 = 1 4 cos 24

<) ﬁ—-——-—': - ﬁ: = 1 + 4sen 2r fl :1——-—:“?‘ 38 et

' §) cox 38 = 4 cos't — 3 cosd

a L_senid 1 - tand B comtx =241 corr + Lo ax
. Encontrar log valores: del seno, del coseno v de In tangents de

a) 30°, dado cos 60° = 1/2. Resp. 1/2, v3/2, 1/V/3

b} 105°, dado cos 210° = — o//2. Rep.44/2 + /8, —4v2 =3, -2 + B
c) 48, dadosen 8§ = 3/5, 6 en el cuadrante 1. Resp. 1/+/10, 3/+/10, 1/3

d) 0, dado cot 20 = 7/24, 28 en el cundrante I. Resp. 3/5, 4/5, 3/4
e) 8, dado cot 20 = —5/12, 20 en el cundrants II.  Resp. 3/,/15, 2/,/13, 3/2



. I
- Yy ni N — L L . -
b) sen x = 2 sen{x cos ix

ST (sen 8 — cosd8)* = 1 — seno e e e
" "ﬂ'}.'h.l:l'*. = csgc 8 — cot 0
"85. Demostrar que en un tridngulo rectdngulo ABC, donde C es el dngulo recto:

¥ — a

e 3 2ab : — |
- . 'mﬂ - ?l ooE M -' = * miA . .‘FT, m-!-ﬂ_- _zt_,'

."“.h M.B: = e “ e
al Wenx cosx 2, b) tan 50° — tan 40° = 2 tan 10°. -

B) cos A + cos B + cos € = 1 + 4 sendd senB senC :
o) men*A + sen'B — sen’C = 2sen A sen Boos C : =
) tan}A tandB + tandB taniC + taniC tanid - 1 : o

'l'l:llll

= i o =
?’H.‘ W »




CAPITULO 12

Formulas para sumas, diferencias y productos

PRODUCTOS DE SENOS Y COSENOS.
sen z cos § = Yfsen(z + ) + sen(z — §)]
cos zsenf = Hsen(z + §) — sen(z — §)]
cos 2 cos § = Heos(z + §) + cos(z — §)]

sen asen g = — dcos(a + §) — cos(a — @)}

Las demostraciones de estas férmulas aparecen en el problema 1.

SUMA Y DIFERENCIA DE SENOS Y COSENOS.
sen A +sen B = 2send(A + B) cos 4(4 — B)
sen A —sen B = 2cos HA + B) sen 44 — B)
cos A +cos B = 2cosHA + B) cos HA — B)
cos A —cos B = — 2sen}(A + B) senHA — B)

Las demostraciones de estas férmulas aparecen en el problema 2.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Deducir Ias fdrmulas de los productos.

Puesto que senf{x + @) + senfz. — f) = (sen acos f 4 cos xcosf) 4 (sen xcos B — cos x sen §)
= 2 gen a cos§,

sen acos i = dsen(x + 3) + sen{a — B)].

Pussto que seni{a + i) — senfla — §) = 2 cos zeen §,

cos asen = dlsen{x + §) — sen(x — E)}

I
|

Puesto que cos(z + B) + cos(z —§) = (cus acos § — sen asen®) + fcos acos @ + sen zsenp)
= 2cps =008 §,

cos zcos § = Heos(a + 8 + cos{z — )1,

Puesto que cos{x + &) — con{a — ) = — 2 sen a=en §, r
sen ssen f = —Heosla 4 8) — cosi= — 3},
ﬂ.Dnﬂunixlufﬁr;nu]uﬂuMﬂumnydﬂimnim' . ity
Sean s + = Ayaz—5=5ralesque = =HA + B) vy p =4{A — B). Entonces (ver problema 1)
sen(a + £) + sen(z — §) = 2 sen :uu:gpmm?;;;;m; l'-__.;_'.ﬁn = 2sentA + B) coslA — B),
sen(x + §) —sen(a — §) = 2cos xsen puesto que sen A + sen B = 2cos HA + B) sen A — B, f
O :
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cos{a 4+ B) + cos{a — §) = 2 cos & cos @ puesto que cos A 4+ cos B = 2 cosd(A +H]|=nu-i-ul = B3,
coslz + B) — cos{a — @) = —2 san acos § pussto quecos A — cos B = —ﬂnni-M+B}-en-}M — B).

3. Expresar como suma o diferencia:

a) sen 40° cos 30°, B) cos 110° sen 56°, £) cos G607 cos 35%, d) sen B6° smen 40°.

a) sen 40° cos 30" = ﬁum{dwﬂ‘ + 30") + sen(40® — 30°}] = -*{nn 70" + sen 10°%)
5) cos 110° sen 55° = Jlsen(110° + B5°) — sen(110° — 56°)] = H(sen 165° — sen 55°)
¢) cos 50° cos 356° = cos(50° + 35°) + cos(50° — 35°)] = cos B6° + cos 15°)

d) sen 55° sen 40° = —Heoa(55° + 40°) — cos(55° — 40%)] = — Y(cos 95° — cos 156°)

4. Expresar como producto:
@) sen 50° + gen 40°, b) sen 70" — gan 20°, ¢} cos 55° -+ cos 26°, d) cos 85° — cos 75%,
a) sen 50° + sen 40° = 2 sen$(60* 4 40°) cos H50° — 40°) = 2 sen 45° cos 6°
b) sen T0° — sen 20° = 2 cos S(70° + 20°) sen+(70° — 20°) = 2 cos 45° sen 25°
¢) cos B5° + cos 25° = 2 cos $(56° + 25°) cos$(58° — 25°) = 2 cos 40° cos 15°
d) cos 35° — cos 75° = —2 sen $(35° +75°) men}(35° — 756°) = — 2 sen 55° sen (—20°)
= 2 gen 55° sen 20°

sen 44 4 sen 24
cos 44 + cos 24

sen 4A +“nn=2m&{l&+2&)ﬂﬂﬂ'§{““ﬂ} _ sen 34
cos 4A + cos 2A 2 cos S(4A + 2A) cos (44 — 24) cos 34

6. Demostrar que:

= tan 34.

= tan 3A

sen A — son B lln'i‘{ﬂ-.ﬂ}‘
sen A + sen B~ tan A -+ B)

sen A -wnB_ﬂmm-i“Eillﬂ"i[d—H}
sen A + sen B 2 sen$(A + B) cos HA — B)

8. Demostrar que:

tan HA — B)
tan 44 + H)

= cotd{A + B) tantA — B) =

7. Demostrar que: cos’c sen®x = ijiﬂt‘z cos * — coa 3x — cos 5x).
cos*x sen'x = (Ren x cos x)* cos X -%unlzx cos * = %{mz:}hmhmx}
—!I‘fian h}[{{unax 4+ gen x)] = %{lmhﬂnﬂz -+ gen 2x sen x)
-é{—’}[cmsx — cos x) + [~Heos 3x — cos )1}

-l—lnll.’El:m: — cos dr — coa Bx)

8, Demostrarque: 1 + cosf2r + cos 4r + cos 6x = 4 cos ¥ cos Ix cos dx.

1 4 (cos2x 4+ cos 4x) + cos Bz = 1+ 2cosdxcosx + cos Gx = (1 + cosBx) + 2cosdxcosx
= %cos® 9r 4+ 2 cos 3z coex = 2 cos 3x (cos 8x + coe x)
= 2 cop 3% (2 cos 2% cos x) = 4 cos x cos 2x cos 3x



10.

11

13
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Expresar 4 cosx 4+ dsenx enla forma o cos(x — al.
Puesta que ceos{s — a) ='cloos 2 co8 a -+ den x gen uj;pntumqum g =4 ¥ ceenx= 3,
Entances cosx = 4/c r]m a = 3/¢. Puesto que sens + cosfz = l,c =5 y —6.

Yrque ¢ = B, cosa = &/b,8en o« = 3/5 y & = 36°527. Agf,
dcosx + dsen x = Bcoglx — 86°52'),

Puestoque ¢ = =B, x = 216°52" y
4c08x + Bsenx = —Bcoa(x — 216°621).

Encontrar los valores miximo y minimo de 4 cos = + Ssenxenel intervalo 0 = = 5 2=
Segiin el problema 9, 4 ¢os x + 3senx = b coalx — I6°52').

Ahora bien, an el intervalo dades, cos 8 aleanza su valor mdximo 1 cuande 8= 0, y su valor minimo —1
cuando § = = Entonces, el valor méximo de 4 cos © 43 sen x ea 5 que se obtiene cuando x — 36°52° =0
o cusndo x = 36°62", mientras que el valor minimo es — b que se obtiene cuando x — 36°52' = x §
cuando x = 216°62".

PROBLEMAS PROPUESTOS

Expresar como suma o diferencia de senos o de cosencs cada uno de los productos siguientes.
a) sen 35° cos 26° = Heen 60° + sen 10°)

b) sen 25° cos 75° = 4(sen 100° — sen (0%)

¢) cos 50° cos T0° = {cos 120° + cos 20°)

d) sen 130° sen 56° = —%(cos 1857 — cos 76°)

¢} sen 4z cos 2x = dasen 61 4 sen 2x)

f) senx/2 cos 3x/2 = 4{sen 2z — sen x)

#) con 7z cos 4x = }(cos 11x + cos 8z)

h) senBx sendx = —d(cos 9x — cos3)

. Demastrar que:

a) 2 sen 45° cos 15° = %i'ﬁ‘+11 5 cos 156° = ligtﬁ-l--ﬂ.

b) 2aen 82 cos I = (VA + v, ) Zeen127sen 97 = F(VE 4+ V.

Expresar como producto.

a) sen 50° + sen 20° = 2 jen 35° cos 15° &l llﬂ.h-]-!l:ﬂix - __ﬂ;_gu!_ﬁ_nngx
b) sen T6° — sen 35° = 2 cos 55° sen 20° f) sen T8 — son 38 = 2 cod 58 san 20
£) cos B5° + cos 18° = 2 coa 40° eon 25° ) cos 80 4 cos 26 = 2 cos 48 cos 28

d) €08 80® —cos 70° = —22en75%sens® ) coadx/2 —cos9x/2 = 2sen dx sen 3x/2

14. Demostrar que:

a) sen 407 + sen 20% = cos 10°, ) cos 465° + cos 165° = — /52,

5) sen 1067 + sen 16° = /672, & -M. - 1/,
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oy BmA teeniA sen 24 -+ sen 44
ﬂum4+mﬁﬁ tan 24 “mu+mu = tan 34

senA +senB _ tan$A +B) sl AL G D
“]ma—mﬁ'm.}m_m d}m--cmﬂ}(ﬂ-ﬂlmi{4+m

¢) pen f + sen 20 4 sen 30 = gen 28 4 (send + sen 38) = sen 20 (1 4+ 2'cos @)
f) cos D+ eos20 + cosd8 = cos 20 (1 + 2 cos §)
g) sen 20 + sen 46 + sen 60 = (sen 20 + sen 46) + 2 sen 34 cos 30
= 4 cos B cos 20 sen 36
sen 3z + sen Br + wen Tx -+ gon 9x y (gen 8x + sen %) <+ (senfx +seniz) _ pr
cos 3% + cos Bx + cos Tx - cos 9z {cos 3x + cos 9x) + (cos bx + cos Tx)

L

16. Demostrar que:
g) cos 130% 4 coa110° 4+ cos 10° = O, b) cos220° 4+ cos 100° + cos 20° = 0.

17. Demostrar que:
a) cost®sen'§ = {Lﬁizmﬂ -+ gen 36 — sen 58)

b) cos sEn'd = %ﬂ—mﬂﬂ—-EmM-ﬁ-cﬁﬂ}

c) coel = %Em}mﬂ + B cos 38 + cos 50)

@) sen® = == (10 send — 5 sen 30 -+ sen 56)
¥
" &) 4cosx 4 9senx enlaforma caen(x + 1) Resp. 6 sen{x + 53%8")
b) 4cosx + 3senx enlnforma ¢senix — a). Resp. G sen(x — 306°627)
¢} sen% — cosx enlaforma ¢ senix — a). Resp. v/Zsen(z — 45°)
d) 5 cos 3¢ + 12 sen 3¢ en la forma ¢ cos(3t — a). Resp. 13 cos(3t — 67°23")

19.Ennnntu:Insvulurumi:lmuynﬁnhnnﬂugﬂnmduhimddpmbiﬂnllﬂ,yluvﬂmdl:
o de ¢, entre 0 y 2=, donde aquellos se obtionen.

Resp. ¢) Miximo = 5, cuando x = 36°52' (por ejemplo, cuando x + 563°8' = 90°); minimo = -5,
cuando x = 216°62";
¥ Lo mismo que a).
¢) Mdximp = /%, cuando x = 135% minimo = — /2, cuando x = 315°
d}Hﬁﬁﬂn—'i&'ﬁdmﬂnl'—M':'mﬁnﬁﬁ-—la,mnndht-ﬂ‘ﬂ'.
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CAPITULO 13

Triangulos oblicuingulos, Resoluciones no-logaritmicas

TRIANGULO OBLICUANGULOD aquél en que no recto ninguno de sus dngulos. En
un tridngulo oblicudngulo, los tres dngulos son agudos o dos son agudos y el tercero
i chliikainl! vt Sniadfoon i,
Los dngulos se llamardn aqui 4, B ¥ C, vy las longitudes de los correspondientes
lados opuestos se llnmardn a, bye.

&
C
b a
[
\
A r B A ] B

Un trifingulo queda perfectamente determinado cuando se conocen tres cuales-
quiera de sus elementos, no todos &ngulos, excepto en un caso que se explicard mds
adelante, Los cuairo casos de tridngulos oblicudngulos son:

Caso I.  Dados un lado y dos éngulos.

Caso II. Dados dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos.
Caso III. Dados dos lados y el dngulo comprendido,

Caso IV. Dados los tres lados,

LEY DE LOS SENOS. En todo tridngulo los lados son proporcionales a los senos de los
dngulos opuestos; esto es,

J]ﬂ ok S
[A nen-_!?__sanﬂ

Son inmediatas las siguientes relaciones:
a _send b_snB ¢ _ senC
b sen B ¢ senC a senA

La demostracién de la ley de los senos aparece en el problema 1.

FORMULAS DE MOLLWEIDE. En todo tridngulo ABC, son vilidas las relaciones si- i
guientes: 3 e Ginis —
a+d @%—hﬂr_‘ ‘a—ﬁ _nmé[A—B}l

conjuntamente con las que se obtienen mﬁimlam cambio ciclico de las letras;

es decir,
lb + cosHB — ) l t'-,--'ﬂ . senHB - O)
L W, = sen+A R cost+A

e+ = B&u'l‘{E_—_E} ]

cos HC — 4)

| "W"
__ﬁ i SN

a




TRIANGULOS OBLICUANGULOS. RESOLUCION NO-LOGARITMICA

y las obtenidas al intercambiar las dos letras (mindscula v mayiscula) que aparecen
en los numeradores de cada relacién,

Para la deduccién de estas férmulas, véase el problema 2.

FORMULAS DE LA PROYECCION, En todo tridngulo ABC,
'@ = beos€ + ccos B |
b =ccosA + acosC I
lc = acos B + b cos A,

Para la deduccin de estas férmulas véase el problema 3.
CASO I. Dados un lado y dos dngulos.

EJEMPLO. Supdénganse conocides a, B y €.
Para encontrar A, apliquese A = 180° — (B + ).

b sen B a sen B
Para encontrar 5, apliquese e de donde & = s

(s sen O a sen C
Para encontrar ¢, apliquese FUS- S de donde ¢ = g

Para Is comprobacién, utilicese una de las férmulas de Mollweide o una de las férmulas de
la proyeccidn.
(Véanse los problemas 4-8.)
CASO II. Dados dos lados v el lado opuesto a uno de ellos.
EJEMPLO. Supfnganse conocidos b, ¢ v B.

De sen 7 AL il csen B
sen B b A=k
Si sen T > 1, ol dngulo € no estd determinado.
SienC = 1, C = 890° y queda determinado un trifngule rectdngulo.
8i sen C < 1, quedan determinados dos dngulos: un dngulo agudo C ¥ un dngolo obtuso
€' = 180" — C. Asi, puede quedar determinado un solo trifngulo, o pueden quedar determi-
nados dos tridingulos.

Este caso se discute geométricamente en el problema 9, Los resultados obtenidos
se pueden resumir asi:
Cuando el dngulo dado es agudo, sucede que

a) existe una solucién si el lado opuesto al dngulo dado es igual o mayor que el otro
lado dade,

b) no hay solucién, existe una solucién (trifngulo rectdngulo) o existen dos soluciones
gi el lado opuesto al dngulo dado es menor que el otro lado dado,
Cuando el dngulo dado es obiuso, sucede que

¢) no hay solucidn si el lado opuesto al dngulo dado es igual o menor que el otro lado
dado,

d) existe una solucién si el lado opuesto al éngulo dado es mayor que el otro lado dado.

EJEMPLO. 1) Cuando & = 30, ¢ = 20 y B = 40°, ‘existe una solucién porque B es agudo
¥ b >e

2) Cuando b = 20, ¢ = 30 y B = 40° puede suceder que no haya solucién o

que haya una o dos soluciones. El subcaso particular se determina después

de calcular sen C = cl:nB‘_
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3) Cuando/ b =30, ¢ = 20 y B = 140%, existe uns solucién. il |
4) Cuando b = 20, ¢ = 30 y B = 140° no pxiste solucidn.

Este caso, lamado ambigue, se resuelve mediante la ley de los senos y se com-
prueba por las férmulas de Mollweide o por las formulas de la proyeccién,

(Véanse los problemas 10-13.)

LEY DE LOS COSENOS. En tedo tridngulo ABC, el cuadrado de un lads cualquiera es
igual a la suma de los cuadrados de los otros dos Iados menos el doble producto de estos
lados por el coseno del dngulo comprendido; es decir,

B deon A |
b =¢ 42" — %acos B |

Para la deduccién de estas férmulas, véase el problema 14.
CASO II1. Dados dos lados y el dngulo comprendido.
EJEMPLO. Supénganse eonocidos a, by €.

Para encontrar o, spliguess & =% 1 k= — m cos .

Para encontrar A, apliquese sen A = EE"E;E,

Para encontrar B, apliquese sen B = b “: L
Para la comprobacién, apliquese A + B + €' = 180%
(Véanse los problemas 15-18,)

CASD IV. Dados los tres lados,

EJEMPLO. Conocidos 0, b ¥ ¢, despéjese convenientements la ley de' los cosenos para cada
ung de los - dngulos.

Para encontrar los dngulos, apliquese

md-ﬁ"_'l'gga;ﬂ_‘. m;*'-%i~ mg.i"‘.g:b__i'.

Fara ln comprobacidn, apliquese A 4+ B + € = 180°
(Véanse los problemas 19-21.)
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Daducir la ley de los senos.

(a)

Sea A BC un triingulo oblicudngulo cualquiera. En la Fig. (a), los dngulos A y B son agudos, mien-
tras que en In Fig. (b), el dngulo B es obtuso. Trdcese CD perpendicular a AB o & su prolongacitn. Sea
h la longitud de CD.

En cualquiera de las dos figuras se tiene que, en el tridngulo rectdngulo ACD, & = & sen A, mientras
que, en el tridngulo rectingulo BCD, A = a sen B yn que en la Fig. (&),
h =g gen SOBC = apen{180® — B) = asen B.

Entonces, aeenB = beend & 8 -

senA  senB

De manera semejante, st s¢ traza una perpendicular desde B a AC, o desde A 8 BC, se obtiene

a = c P b x [
sen A sen O sen H senC
R Hbaimente, — = i T
: " sen A sen B sen C
2, Deduocir un par de férmulas de Mollweide.
“ a wen A [} sen B
De la ley de los senos so obtiene, — = a0 7
Entonces 2T ¢ - semA +senB _ 2 sen HA + B) cos HA — B) b eos HA — B)
c sen © 2 sen 4C cos 4C

sen 1C

puesto que uen.';;{A + B) = sen {115‘.}“ —C) = sen(90° — -iC]n = o8 ‘}C-

Deal mismo modo g=h e =
= lie

EI:ui'iﬂl + B) nn'im — B)
iuu-&Cuu{C

sen O

AEn 'hA —B)
cos +C
puesto gque cm{l’,-!'l + B) = coa(90° — '}C} = sen 3C.
4. Deducir una do las férmulas de la proyeccidn.

Considérense las figuras de! problema 1. En el tridngulo rectdngulo ACD de cualquiera de las dos
figuras, AD = b con A.

En el tridngulo rectingula BCD de la Fig. (a), DB = a cos B. Entonces, en 1a Fig. (a),

¢ = AB = AD + DB =beos A +acos Bl =acos B + bcos A,

En el tridngulo rectdngulo BCD de la Fig. (b), BD = acos £LDBC = a coa(180% — B} = —a coa B,
Entonces, en la Fig. (&),

¢ m AB = AD — BD =boow A — (—ceoa B) =acoa B + beos d.
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CASO L C
4. Resalver el trifngulo ABC, dadoa ¢ = 25, A = 35" v B = &&°%.
Para encontrar C: € = 180° — (A + B) = 180° — 108" = T7° > a
g _-'cm;nt -, &0 8en 35° _ 26(0,6738) =
Para encontrara: a = et T an TP 09743 15, 350 B
. , _ceenH _ 25sen68°  25(0,8272) A e 8
Parn encontrac iz h = e e T T 24,

Para comprobar segiin ].l-.;fﬁmﬂl de Moliweide:
b4-a = :n-'!'[ﬂ.-ﬂ!.}
£ ~ sen 4C
(b +a) sen 4C = 39 sen 88°30" - 90(0,6225) = 24,3
ecos H(B — A) = 25 cos 16°30" = 25(0,9588) = 24,0

6 (h4a) sendC = ceesiB-A)

Para comprobar segin la fdrmula de la proveccidn:

¢ = gcon B +becosA = 15 cos68° -+ 24 cos 35°
= 15(0,8748) + 24(0,8192) = 25,3,

Loa elementos buscados son a = 16, b = 24 y ¢ = 77°,
5. Resalver el tridngulo ABC, dados o = 63,5, A = 112°20" y C = 42°10".
Para B: B = 1807 — (0 -H A} = 180" =154730" = 25%30",

dsenB 620003690 _ 62504805 _
sen A sen 112°20" 0,250 e

Para &: & =

{sen 112720’ = pen(1B80° — 112°20") = sen 67740 1) B

a gen O =, 62,5 sen 4210 ' = 62,500,67T13)
son A gan 1127807 0,9250

=454,

Para ¢ &=

Comprobacién: (¢ + b) sen 44 = acosHE - B)

(e + By sen $A = 74,5 sen 66710 = 74,5(0,8307) = 61,89
acos HC = B) = 62,5c08 8°207 = 62,5(0,0804) = 61,84;

6 a = beoal +coosB = 29,1(0,7412) + 454(0,9028) = 62,55.
Los elementos buscadosson b = 291, ¢ = 45,4 y 8 = 25°30",
6. En los orilias opuestas-de un rio s& sitian dos puntos A v B. En la orilla donde estd situado el punto A

6e: determina un segmento de rocta AG = 275 m y se miden los dngulos CAB = 12640 y ACB =
4850, Encontrar In longitud de AB.

B

Fig. (a) Prob, 6 Fig. (b3 Prob. T

4 THRMGOMOME TR
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‘" En el tridngule ABC de la Fig. (a), B = 180° — (C + A) = 5°30" ¥y

bsen C 275 sen 48°50° _ 275(0,7528)

AR W o e sen 6°30° 0,0958

= 2160 m.

7. Un bareo gue navega directamente hacin el este observa un faro conuns orientacion N 62°10* E. Cuando
ol barco ha recorride 2260 m, la orientacidn del faro es N 48°25° E. Si ol barco continda navegando sin
alterar su rumbo, jeudl serd la menor distancia a que pasard del faro? (Véase el problema 5, capitulo 5.)

Considérese la Fig. (0.

En #l trifingulo oblicwingulo ABL: AB = 2260, £BAL = 27°50'y £ABL = 138°26".
ZALB = 180° — ( ZBAL + ZABL) = 13°45".

BL = AB sen £ZBAL _ 2250 sen 27°50' _ 2250(0,4669)
sen SLALH sen 13°456" 0,2377

= 4420,

En el tridngulo rectdingule BLC: BL = 4420 v ZCBL = 80° — 48°25" = 41°36".
CL = BL sen #CBL = 4420 sen 41°35° = 4420(0,6637) = 2934 m.

Otro posible procedimients para resolver el problema consiste en encontrar AL en el tridngulo obli-
cudngulo ABL y, después, encontrar CL en el tridngulo rectfngulo ALC.

8. Sobre un pefiasco situado en la ribera de un rio se levanta una torre de 125 m de altura. Desde el
extremn superior de la torre, el dngulo de depresién de un punto situado en la orilln opuesta es de 28°40°

v desde In base de la torre, el dngulo de depresidn del mismo punto es de 18°20°, Encontrar el ancho
del rio ¥ la altura del pefiasco,

En la figurn, BC representa la torre, DB representsa
el pefiasco, v A es el punto de refercnein en la orilla
opuesta. c
11

71, 108°20°

61°20"

En el tridngulo ABC, C = 80° — 28%40" = 61°20",
B = 850" + 18%20" = 108°20",
A = 18B0° — 1,5 +C) =10°20". 10%20¢

_ asen o 1256 sen 61720 % 126(0,8774) - 811
5 #en A san 107207 0,1794 Rl

En el trigngulo rectdngulo ABD, DB = ¢senl18°20" = 611(0,3145) = 182,
AD = ccos 18°20' = 811(0,9492) = 5B0.

El rio mide 580 m de anche, y el pefiasco 192 m de altura.

a, Discutir los distintos casos especinles que sa presentan cuando se conocen dos lados ¥ el dngulo opuesto

a uno de ellos,

Sean b, ¢ y B los slementos conocidos. Constrivase el dngulo B y trdcese el lado BA = ¢, Deseribase
un arce con centro en A, ¥ con un radio igual a b (el lado opuesto aldnguio dado). Las figuras (a)-(e}
ilustran los casos especinles que pueden ocerrir cuando el dngulo dado B es agudo, y las figuras (f)-(g)
tluatran los casns en que B és obtuso.

El dngulo dado B es agudo.

Fig. (a). Cuando b < AD'= ¢sen B, ¢l arco no corta a BX ¥, en consecuencia, no se determina tri-
dingulo alguna.

Fig. (). Cuando b = AD, el arco es tangente a BX y queda determinado un trifngulo rectdngulo cuyo
dngulo recto es €.

Fig: (c): Cunndod > AP vy b < ¢, el arco corta a BX en dos punios, € y €' 8 un mismo lada de B.
Se determinan dos trigngulos: ABC, en el que C es agudo, ¥ AHC', en el que C’' = 180 — C
o8 obtusao. 4
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Fig. (d). Cosndo b > AP v b = ¢, el aroo corta-a BX en los puntos © y B. Queda determinido un tri-
dngulo {isdscales). .

Fig. (¢}. Cuando b >'c el ureo corts a BX en el punto C y corta la prolongneién en sentido contrario
de BX en ¢l punto €, Como el tridnguio ABC" no contiene ol dnguloe dade B, queds deter-
minado solamente el tridngulo ABC.

El dngulo dado ex obtuso,
Fig. {f). Cuande b < ed & = ¢, no se determina tridngulo alguno,
Fig. (g). Cuando b > ¢, se detérminn un solo tridngulo como en la Fig. (e)-

A A

of

by
] —

-

+]

]

"

CASO II.

10. Resolver el tridngulo ABC, dados ¢ = 628, b = 480 y € = 55°10'. Considérese la Fig. (a).
Como C ea sgudo v & > b, la solucidn as dinica,

been C _ 480 sen 55°10° 480(0,8208)
[

Para B: sen B = T o e ey 06274 vy B = 38°50°".

Parad: A = 180° — (B 4+ ©) = 86%/,

DR et bsen A _ 450 sen 86°0° 480(0,9978)

sen B~ Een38°50° O@ZIL - ok :

Comprobacidn: (a + 8) sen$C = cosd(d — B)
{a + b) sen 4 = 1244 sen 27°35° = 1244(0,4630) = 576,0

¢ecost(A — B) = 628 cos 23°35' = 628(0,0165) = 5756
8i se prefiere, puede utilizarse para ln comprobacién una férmula de proveccitn.

Los elementos buscados son B = Hﬂ""ﬁﬁ". 3-:—;5&"&-‘_’& a = Th4.

s
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A'130%50°
Fig. {a] Prob. 10 Fig. (b) Prob. 11

11. Resolver el tridngulo ABC, dadosa = 525, ¢ = 421 y A = 130°0 ', Considérese ln Fig. (b).
Como A es obtuso y a > ¢, existe una solucidn.

¢sen A 421 sen 130°50 421(0,7566) g
=L - or - T = 0,6067y C = 37520,

Para C: senC=

Para B: B= 180° — (C 4+ A) = 11°50%

a sen B 625 sen 11°60" E25(0.2051)

senA sen130°60° = 0,7568 i

Parab: b=

Comprobacién: (¢ + b) sen44 = a cos HC — B)
(¢ + b) sen $A = 563 sen 65°25' = 563(0,8094) = 5120

acos (C — B) = 525 cos 12°45’ = 525(0,9754) = 5121,

Loa elementos buscados son C = 37720, B = 11°60"'y b = 142,

12. Resolver el trifngulo ABC, dadosa = 31,6, b = 51,8 y A = 33%0°, Conkidérese In Fig. (¢).

Como A es agudo y a < b, existe la posibilidad de dos soluciones.

bgen A 51,8 sen 33°40° _ 51,8(0,5544) _
a = 3Lb 31,6 01113

Para B: sen B =

Hay dos soluciones, B = 65°40'y B’ = 180° — 656°40' = 114°20 ",

Para C: C = 1B0° — (A + B) = B0"40". Para O CF = 180" — (d + B") = 32°0".

Paee e asen C _ 81,5 sen 50°40° e asenC’ _ 31,5 sen 32°0°
T san A sen 337407 h sen A sen 33%40°
31,5(0,9868) 31.5(0,5209) _
U.554H m"l‘ ,ﬂlﬁm = m-

Comprobacién: (e + b) sendA =ao cos(iC — B)

{¢ + b) sen$A = 1079 sen 16°50"
107,9(0,2886)
31,25
acos HC — B) = 31,5 cos 7°30'

= 31,23.

Comprobacién: (b + ¢’} sendd = acos HB' — C)

(b + c’) sen$A = 81,9 sen 16°50"
= 81,9(0,2896)
= 23,72
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acosHB' — €' = 31,5 eos 41°10’
= 31,5(0,7628)
= 23,71

Liss elemantos tuscadas son
en el tridngulo ABC: B = 68°40°, € = 80°0' y ¢ = 36,1.
on el trifogule ABC: B = 114°%0°, C' = 42°0" v ¢t = 80,1

330+ °B’
Fig. (¢) Prob. 12 s Fig. (d) Prob. 13

13, Un piloto dessn mnntenderse on uni' rols con une orentacidn de 16%0°, mientras voeln contra un viento
de 25 millas ‘hora que sopls con una direccidn de 160°30 °. Encontrar cul ha de ser la direccidn gue ha
de tomar y cuil la velocidad del avidn con relacién a la tierrs cusndo-su velocidad respecto al aire es de
175 millas /hors. Considérese la Fig. (d),

Comn A es agodo ¥ o > o, existe uns solocidn.

csen A 26 sen 347307 o 25(0,6684)
a 175 1756

sen € = - 0,0809 y C = 4740

a son B 175 sen 140950 . 175{0.6318) _

= 4= ¢ = —

185.

La valocidad vespecto a la tierra ha de ser de 195 millas/hor ¥ In direceidn de 19°40 7.
14. Dedugir 1a ley de los cosenos,

=
=

=

|
i
e

D e
En ¢l tridngulo rectingula ACD de cunlquisrs de las dos figurss, b = b+ + (AD).

En el trigngulo rectdngulo BCD de In Fig. (o), h = asen B v DB = acos H.

Entonces AD = AB — DB ='¢ —acm B
y b = h% 4 (AD)* = atgentB + & — Zeq cos B 4+ of cos'B
= at{genB 4 co®B) + & — 2acoa B = & 4 ot — Zeoocon B
En el tridngulo rectdngulo BCD do I.I'P‘:':'_;"[E\h
h = asen 2CBD = asen(180° — B) = asen B y
BD = g cos £CBD = g cop(180° — B} » —n cop B
Entonces AD = AB + BD =¢—decsB p W =& 4 8" —2cacasB.

Las otras relaciones pueden obtenerse mediante un cambio ciclico de lus lotras.
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CASO III.
16. Resolver el tridngulo ABC, dados o = 132, & =224 y C = 28°40". Considérese la Fig. (),

Parae: o =a"+4+ ¥ — ZpboosC
= (182)* 4 (224)* — 2(132) (224) cos 28°40°
= [182) 4 (224)* — 2(132) (224) (0,87T4) = 15714 ¥ c = 125,

asen C 132 sen 287407 132(0,4797) - = ¢
2 = 125 - 12& ﬂ.ﬁﬂﬁﬁ Y A Eﬂ“‘ﬂﬂ .

Para A: send =

] - bwenC _ 224 sen 28°40' - 224(DATBT) 4ok L ;
Para B: sen B s 125 195 08586 y B = 120707,

(Como & > a, A es agudo; como A + C <80°, B > 890%)

Comprobaeidn: A + B 4+ C = 178°60",

Los elementos buscados son A = 30%007%, B = 120%0", ¢ =135

107601

28°40 "

b = 224 & a = 322
Fig. (c) Prob. 15 Fig. (d) Proh. 16

18. Resolver el tridngulo ABC, dados o = 322, ¢ = 212 y B = 110°650'. Considérese la Fig. (d).

Parnb: & = ¢4+ a* — 2cacoa B [eos 110°50F = —cos(l80° —110°650°) = —oos 699107
= (212)* 4 (322)* — 2(212) (322) (—0,;3567) = 187191 ¥ b = 444,

: _ asenB  322gen 110°50° _ 322(0,9346) _ - ot
Para A: sen A 5 iii 3ii 06778 v A =42%0".

: _ csen B _ 2128en110°50° _ 212(0,9046) = optun
Para C: nen_ﬂ' 5 i FYT 044683 ¥ € = 26"30°.

Comprobacidn: 4 + 8 4+ C = 180°,

Los elementos buscados som A = 42°%40°, € = 26°30" y & = 444.

17. Sobre un cuerpo se efercen dos fuerzas de 17,5 kg y 22,5 kg. Si las direcciones de las fuerzas forman
un dngulo de 50°107, encontrar lo magnitud de la fusrza resultante ¥ el dngulo que forma con la fuerza

mayar.
Considérese In Fig. (e).
En el paralelogramo ABCD, A + B =C 4+ D = 180° ¥y B = 1580° — 50°10" = 128950°,
En el tridngulo ABC,

B o= 24 gt — 2oacos 8 [coe 128°50' = —cos(180° — 120760") = —cos 60°10°]
= (22,6)* + (17,6)* — 2(22,6) (17,6) ( —0,6408) = 1317 y b = 36,3.

a sen B 17,6 sen 120°650' _ 17.5(0,7679) _ Ry
sen A = 5 - ) 963 03702 y A =21%40".

La resultante es una fuerza de 86,3 kg; el dogulo buscado es de 217407,
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38°20°"

A —
50°10° ¢ =225
Fig. (e} Prob. 17 Fig. {f) Prob. 18

18. Un piloto snle de A y vuela 126 millas en diceccidn N 38°20° 0. Trata, entonees, de ragresar al punts
de partida, pero, por un error, vuels 125 millas en direccidn 8 51°40" E. Calcular a qué distancia se
oncuentra de A v oudl ha de ser la direceitn que ha de tomar ahora para legar o A.

Considérese In Fig. (f).
Llimese B al punto donde inicia el regreso, y. € su posicién final.
En el tridngule ABC,
B o et oot — im‘nm_! B
= (125)% -+ (125)* — Z(125) (135) oos 13°20"
= Z(125)5 (1 —0,0730) = 8487 y & = 29,0,

ssen B _ 125 sen 13°20° o 125(0.2306)
b 26,0 34,0

snd =

= 09040 ¥ A = B3%0"

Puesto qua ZCAN, = A — ZNAB = 45°20°, el piloto debe volar 29,0 millas en direceién S 45°20° 0
para ir desde C hasta A,

CASO 1IV.
19. Resolver el tridngulo ABC, dados & = 25,2, b = 378 y ¢ = 454, Considérese la Fig, (g).

s _Bbe et (BT 4+ 43,4) — (25,20 7
Para A: ocos A e 2037,8) [45.4) = 10,8160 ¥y A = 357207

s L Eda b 84+ (2520 — (81,8
Tars 3 fooe D s 235.4) (25:2)

= 04882 y B =86010"

ok @t b {2520 4 (37.8)% — (43.4)°
Para C: cuC = 2ab 2(25,2) (37,8)

= 0,0847 y C = B84°30".

Comprobacién: A + B+ O = 1807,

=434 c =628 8

Fig. {g) Proh, 18 Fig. (h) Proh. 20
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90, Resolver el tridngulo ABC, dades o = 30,3, b =404 y ¢ = B2,6. Conaidérese In Fig. (h].

: B —a (40,400 4 (62,6): — (30,37 _ Ly
Parn A: coad = The F140.4) (62.8) 08168 v A = 23%0°

: = o 4ol — b2 = (62,812 4 (30,33 — (40,41F . _ mnnnn
Para B: ecos B e w2 @0E 08448 v B =32°20°

a4 B~ (30,3)% + (404 — (6267 _ _ : :
2o} 2{30,3) (40,4) 0,6680 -y € = 12470,

Para C! ecoall =

Comprobacidn: A + B + C = 180%

21. Es necesario conocer las distancias desde un punto € hasta dos puntos A y B, pero estas distancias no
pueden medirse directaments. El segmento CA se prolonga 175 m hasts un punto D; el segmento CH
sa prolonga 225 m hasta el punto E. Se miden las distancias AB = 300 m, DB = 326 m y DE = 488 m.
Encontrar AC v BC.

Los elementos buscados del tridngulo ABC pueden
enecontrorse unn ver que se hayan calcolado los dngulos
ZHAC v £ABC. El primer dngulo es el suplemento
de ZBAD y el segundo es el suplemento de ls suma de

ZABD y ZDBE.
En ¢l tridngulo ABD, cuyos lados son conoeidos,

(175)* + (300)* — (326)*

cos £LHAD = 2(175) (300) = ‘01867 ¥
ZBAD - 8210, .
(B00)* 4 (326)2 = (178)
cos: ZABD = 3(400) (326) bl o

£ABD = 32°10,

En el tridngulo BDE, cuyos lados son conocidos,

(225)® -+ (326)2 — (488)* x i
cos LDBE = 21225) (326) - =0,6588 y <£LDBE = 123°%0°,

En el tridngulo ABC: AB =300, £BAC = 180° — ZHAD =87°50",
LABC = 180° — ( FABD 4 ZDBE) = 24°10°,
ZACB = 180° — ( ZBAC 4 ZAHC) = 58"/,

ABsen £ABC _ 300gen 24°10° _ 300(0,4084)

Butonces: | AC-= SCTACH . emst0) T O80T 0
ABsen £BAC 300 gon 97°50 B000, 8807
¥ BC O AT g o = 360,

Las distancins buseadas son AC = 145m vy BC = 350 m.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Resolver cada uno de los slgulentes trifngulos oblicudngulos ABC, dados:

22. ¢ = 135, A = 54°%40%, B = 65°10°. Resp. b = 189, ¢ = 133, C = 80°10"

28, b = 321,04 = TEU20F, & = 48°30% Redp. o= 330, ¢ = 218, B = B&°10"

20.b = 216, ¢ = 150, B = 420", Resp.a = 300, A = 1098°107, € = 28°10°

25.a = 12, b = 438, A = 487507 Resp. ¢ = 680, B = 387507, (' = 92990 *

2608 = 604, e = 83,3, B = 1187307, Resp.a = 251, A =28%",'C = 35"30"

27. b = 40,3, a = 81,5, B = 11230, Resp.c = 15,7, A = 46°30%, C = 210’

b = 61,5, 0 = 625, B = 40°40°", Resp. e = 788, A = 527207, € = B7°0'

e =160, A! = 1277407, 07 = 11°40"

28. @ = 820, c = 475, A = 35°20". Resp. b = 652, B = B6°30", { = 59°10"
b 224, B’ = 23°607, C' = 120°50°

80,4 = 120, ¢ = 270, A= 115%0". Resp. o = 348, B = 179507, C = 43°30"

Shoa = 245, 0 = 188, ¢ =904, Resp. A = 83°10°, B = 42°40', € = 74°10"

32 6 = 6,34, b = 7.80, ¢ = 9,98, Resp. A = 39°20°, B = 46%07, C = 93°%50°

33, Dos barcos tienen equipos de radio cuyo alcanée es de 200 millas. Uno de log barcos se encuentra o 163

J6.

a7.

milles N 42°40' E de unn estacidn costers, ¥ o otro se epouentra o 165 millas N 45°10° O de In mis-
ma estacidn. [Pueden los dos barcos comunicarse entre si diroctamente?
Resp. Nop In distancis ontre ellos’ as de 922 millan

. Un bareo navega 15,0 millas en dhmiﬁn_ﬁ_.-ﬂt_"il_}" 0 y, después, 21,0 millas en direcoitn N 28720 0.

Encontrar a qué distancin estd del punto de partida y cusdl es su orientacidn respecto a dicho punto.
Resp. 20,9 millas, N 70°40" 0 )

- Un fars estd situado a 10 millas al noroeste de un muelle. Un barco sale del muelle o lns 8 a.m. ¥ navega

hacia el neste o razdo de 12 millas por bora. (A qué hors s¢ encontrard n 8 millas del fure?
Resp. Alns 9:168 a.m. v & las 9:54 am,

Ln mu.gnit:u_d de liv resuliante de des fuerzes de 116 kg v 216 kg es do 276 kg. Encontrar el dngulo for-
mado por las direcciones de lns fuerzas componentes.  Resp. 70°50°

Unn torre de 150 pies de alturs sstd situnda en 1o sito de uoa coline. En un punto, enIa falda dé 1a coli-
nn, situado a 850 pies de la cimna se observa que el dngulo formade por la ladera de In colina v la visual
dirigids &l extromo superior de is torre es de 12930/, Encontrar la inelinacién de ln ladera de 12 colina
reapecto a un plano horizontal. Resp. 7°650

. Tres circunferenciss, cuyos radios respectivos miden 115, 150 ¥ 226 em, sun tangentes extericres entre

&f. Encontrar los dngulos que se forman cunndo se unen los centros de las eircunferencias.
Resp. 43%10°, 61°20', 75%30'

.- Be supone que un barco gue sale de'4 v que toma un riimbo d& 256°, ke do Neger a' D, eitusde n 626

millas de A, al tubo de 25 horas. Cuando el barco ha recorrido 126 milles, recibe la orden de dirigirse
hacia C, situndo a 225 millas de A, en direccidn 8 60°20' 0, y hacer una escaln antes de seguir hacia
D. Siel barco eambin de rumba inmedintaments, mantione durdnte el rests del viaje su valosidad {nicial
¥ hace unn escala de una hora en €, jcon cuintas horas de atraso llegard o D7 L Cuiles son loa rambos
que ha de tomur en los dos cambios de direceién efectundos? Resp. 2 horas; 223°307, 365°30 "
Sugerencia: BC = 109, £ABC = 148°30'; CD « 312, 2ZBDC = 10°30', siendo H el punto donde
eambit el curso la primera vez.



rl,.- CAPITULO 14
Resolucion logaritmica de triangulos oblicuangulos

CASO 1. Dados dos dngulos y un lado.

Se resuelve el tridngulo mediante la relacién angular 4 + B 4+ C = 180°% y una
doble aplicacién de la ley de los senos. La solucién se comprueba por una de las férmu-

las de Mollweide. C
EJEMPLO 1. Sean dadosa, A y B. Entonces,
A _ asen B : _ amen [ 8 3 b
C=180°- (A+B), b=-2208, . o= ®

Comprobacién: (8 + ¢)eendd = secoa H{B — 0),5i B > C;
6 (c+ b sendA = acosdC — B),siC > B, @

(Véanse los problemas 1-3.)

CASO 1I. Dados dos lados ¥ el angulo opuesto a uno de ellos.

Se resuelve el tridngulo mediante la ley de los senos y la relacién angular. La so-
lucién se comprueba por una de las férmulas de Mollweide,

EJEMPLO 2. Sean dadoga, b v A, donde a < 5. Entonces,

bsen A asen O

son A

C = 180" — (A + H), c =

sen B =
Cuando hay dos soluciones,
B = 180" -B. E’nl&ﬂ‘—{A+E'}l. E'.—ET'

Comprobacién: (b +a) sen4C = ccos 4B — A),
(6 + a}sendC’ = ¢’ con HB’ — A).

(Véanse los problemas 4-5.)

LEY DE LAS TANGENTES. La ley de log cosenos, estudiada en el capitulo anterior, no
se adapta a los cdlculos con logaritmos. Para resolver el caso 111, se utiliza la ley de

las tangentes
g-azmn{-{A—B) b—c¢ tanH{B — C) c—a tanHC — A)
atd tanlA+B)' b+c tamiB+C c+a tanHC+A)

En el problema 6 se encuentra la demostracién de esta ley,

Nota. Si, por ejemplo, b > a es més conveniente intercambiar las letras a y b
(también A y B) en la primera férmula.

CASO III, Dados dos lades y el dngulo comprendido.

En la resolucién del tridngulo se utiliza la ley de las tangentes para encontrar los
éngulos desconocidos. Después se aplica la ley de los senos para encontrar el lado des-
conocido. Se comprueba la solucién mediante una de las fdrmulas de Mollweide.

100
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EJEMPLO 3. Seandadosc > & y A. Entonoes, B
4C + B) = 90* — 14,
e —h caen A
tl.n{'[’ﬂ'-—ﬁ] -mtln‘ifc-lwﬂ}. it - it @ 5
Comprobacidn:  ic -+ b) nen iA = apos i{ﬂ' - B},
(Véanse los problemas 7-9.) @ é

®

FORMULAS DEL ANGULO MITAD. En todo triingulo ABC,

; r e Yea -
donde 5 = Ha + & + c) es el semi-perimetro del tridngulo

¥ J{a-—— a) [ss- b (8 —¢)

es el radio de la circunferencia inscrita.

En el problema 10 se encuentran las demnstraciones tie estas férmulas, Para la
identificacién de r, véase el problema 8, del capitulo 15.

CASOD 1V. Dados los tres lados,

Se resuelve mediante las férmulas del dngulo mitad, y se comprueba la solucidn
por medio de la relacién angular,
(Véanse los problemas 11-12))

PROBLEMAS RESUELTOS

CASO 1.

1. Resolver el trigngulo ABC, dadosa = 38,124, A = 48°318% ¥y € = -?B-‘-ILU.
B = 180" = (A + L) = B4°10,B"

o gen O asen H 7Y L
= Tsen A e son A J‘tf-
log a = 168120 log a = mlm}
log sen C = 998237 —10 log sen B = ."B‘;Dﬂﬂ_ﬂll'_r'-lﬂ
cologuen A = 0,13922 colog sen A = ,13922 f ;
log e = 171278 log b = 1,62938 A : - B
¢ = 51,617 b = 42,595
Comprobacién: [‘u.+._.ﬁ;|,' Hﬂ-ﬂ =g m_r,itﬂ‘ )
e b= 04212, 14 w85 0r @ = 88124, HC - By - 12°33,3’
Tog (e +#) = 197411 _ log a = 1,58120
log gen 4 = 959658 =10 o cos HC — B) = 998949 —10

1,57089 1,57069
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9. Resolver el trifngulo ABC, dados b = 282,668, A = 111°42,7' y € = 24°25,8".
B=180" —(C + A) = 48°51,56".

_ bsen A _bsnC B
sen B 3 sen B
log b = 245127 log b = 2,45127
logsenA = 89,96804 —10 logsen O = 96168566 —-10 -
‘eologsen B = 0,15834 cologsen B = 0,15934 f.f-:_-r 24°25,8°
log & = 267866 log ¢ = 2,22T17
a = 379,01 e = 168,72 A z c
Com probagidn: {(a + ¢)sen 1B = beostA — C)
a +ec=54773, 1B = 21985,8¢ b = 282,66, (A — C) = 43°38,4"
log (a +¢) = 2,73856 log & = 2,45127
log sen+B = 9,57226—10 log cos HA — C) = 9,85955 —10
2,31082 2,31082

4. A partir de un punto P, un agrimengor camina a lo largo de una recta P@, cuya direcoifn es S 38%424' E,
hasta encontrar un pantano, Al llegar al punto A, en la orilla del pantano, cambia su direceién hacia
N 61%0,0" B y recorre 15000 m hasta un punta B. Desde este punto localiza In otre orilla del pantano
en une dirsccin 8 10°30,6° 0. Si esta recta corta & FQ en ¢l punto C, encontrar la distancin entre By
C, ol dinguls que debe girar desde BC para continuar su recorrido sobre la recta original, y la distancia
AC n travis del pantano.

En el triingulo ABC, N
A = B0*17,6%, B = 50°29,4' yc = 1500,0 m. B
Entonces C = 180° — (A + B) = 48°13,0".
10°30,6 "
. ©sen A b o G8en B 5
sen O sen C
log e = 3,17609 log ¢ = 317609
log sen A = 9,99374—10 log sen B = 9,88734-10
colog sen C = 0,12080 colog sen' C = 0,12080
log @ = 3,29063 log & = 3,18423
a = 18527 b = 15284

La distancia desde B hasta € es de 1952,7 m. El dngulo que el agrimensor debe girar al liegar a C
es ZBCQ = 1B0° — £ACB = 130°47,0'. La distancia a través del pantano es de 1528,4 m.

CASO II.
4. Resolver el tridngulo ABC, dados b = 67,246, ¢ = 56,915 y B = 65°158".
Puesto que B es agudo ¥ & > ¢, ln sclucidn es dnica.

“nc“:mnﬂ' u.bmn.ﬁ.
[ sen B
log &t = 1,75522 Tog & = 182767
log sen B = 8,95820 —10 log sen A = 9,95548 —10
colog b = B,17233 —10 colog sen B = 0,04180
log #én C = B,88576—10 log.a = 1,82496
C = 50°14,2° a = 65,828
A = 180° — (B + C) = 64°30,0"
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Comprobocién: b 4 ¢)sen $4 = acos HB —G)
b+e = 124,16, $4 = 32°15,0"  ‘m o= 66,828, KB — C) = 7930,8"
log (B +c) = 2,09398 log & = 1,82498
log sen A = 9,72723 —10 log coa HB — €) = 9,00625 10
1,82121 1,82121

5. Resolver el tridngula ABC, dados o = 123,20, & = 155,37, A = 16°33,7"
Puesto que A es agudo ¥ a < b, pueden existir dos soluciones. c

ST - bogen A
a

log b = 218187
log sen A = 94540110
colog a = T.90989°-10

log sen B = 9,65567 —10

B = 21°%4,1" Bf = 180° — B = 158%6,9*
C = 180° — (A H) = 142°22,2" Cfim 180° — (A 4 B'y = 4*30,4"
c = 80 C , _ @ 8en L
#en A 2 BEn A
log o = 208061 log & = 209061
log sen C = 9,78573 —10 log sen 7 = 889528 —10
colog sen A = 0,54500 colog sen A = 0,5450%
log ¢ = 242148 log " = 1,53098
e = 263,89 ¢’ = 33961
Comprabacitn: Comprobacitn:
{ﬁ*l—u}m-ic -dm_:i{ﬂ—;l} {b+n;l_m'£(," = ¢'cos HB' — A)
b+a = 21857, € = T1°11,1’ b4a = 278,57, ¢’ = 2°15,2°
¢ = 263,89, HH —A) = 2°152" ¢ = B3961, 4B’ — A) = 71°11,17
log (b +a) = 244404 log (& + 6) = 244494
log sen §C = 0,97615-10 logsen 4C’ = 8,50459—10
L Ed2109 1,03953
loge =.2,42143 log ¢ = 1,53088
log cos +(B — A) = 0,99967 —10 log con HB' — A) = 950854 —10
2432110 103952

8, Deducir In ley de las tangentes.
En fodo triingolo ABC gon vilidas las férmulas de Mollweida:

a =5 sendA - B ¢ a+b cosdlA —B)
E cos 3C ; & sen 4C

Al dividir la primera por In segunda se obtiene,

a— & C “’n'h‘!"ﬂ.} un'ét‘.'.' s
© .ﬁ*i*ﬁn mi{: ‘m‘b:.ﬂ,—-ﬁ_l tlillhﬁ 8) t‘nie"

. 1
= 180" — (A + By, D G0 = A ] = ) e e e
Como C A+ 8, 4€=90°-HA 4B vy tanC =cot 14 + B vog
g —8 R uni{d—ﬂj
Asf, = = tan HA —B) Jtan 30 = !
e o ottt tan HA + B)
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Lii= otras dos expresiones se pusden obtener por un procedimiento gemajante & éste, o por un inter-
enmbio cfelico de las letras que aparecen en la férmula obtenida.

CASO IIL

7. Reaolver el tridéngulo ABC, dados o = 25264, ¢ = 1387.6, B = 54°24,2".
A+4+C =180° — B = 125%05,8"
HA + C) = 627479’

a = 25264
¢ = 13876
a—¢c = 1138,8
g +c = 39140 B
a—c ; ceen B
tars HA —0) g WA A +O) b=
log (a —¢) = 3,05644 log ¢ = 3,14227
colog (a + ¢) = 8,40738-10 log sen B = 9,81016-10
log tan $(A+C) = 0,28007 colog sen C = 0,26058
log tan }(A—-C) = 9,76280—10 log b = 3,31301
b = 2066,0

HA-C) = 29°30,8
HA+C) = 62°47,9°

A = 82°18,7'
C = 33°17.1'

Comprobacién; Se deja al estudiante la comprobacién de la solucidn mediante la férmula de Maollweide,
{a +¢) sen 4B = bcos HA — O).

8 Resolver el tridigulo ABC, dados b = 472,13, ¢ = 607,44, A =126°14,6".

. C +B =180° — A = 54°45,4'
¢ + B) = 27°22,7'
e = 607,44
b = 472,12
¢ —b = 136,32
e+b = 1079,56 = 1079,6
e —b illnA
tan $(C — B) -mm§{c+ag o= 2T
log (e —b) = 2,18136 log & = 2,67405
colog (c+ &) = 6,96674—10 log sen A = 9,91207-10
log tan HC+B) = 9,71422-10 colog sen B = 0,39644
log tan ${(C—B) = 8,81232—10 log @ = 298256
‘@ = 960,84

He-B) = 3°428'
Hec+B) = 27°22,77

C = 31° 5,5
B = 23°39,9"

Comprobacién: Para comprobar la solucidn se utiliza la férmula de Mollweide
(c 4+ b) sen+A = acos HC — B).

9. Dos lados adyacentes de un paralelogramo miden 3472,7 v 48223 an mﬂﬂmmh y el ‘m.
comprendido mide 72°14,8". Encontrar la longitud de ln dingonal mayer.
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D

En el tridngulo ABC: B = 18D — T2°14.8" = 107452
C+A4 = 727148, HC + A) = 36°7.4"

e o= 4B3394
a = 3727
€ —a = 13496
c+a = 82950, A = i
e —a b — C8en B
c+a sen C
log (e —a) = 3,13020 log ¢ = 3,6832
eolog (¢ -+ a) = 6,08118—10 log sen B = 997881 —10
log tan HC+A) = 9,86322-10 colog sen C = 0,16707
log tan HC—-A) = 9,07460 —10 log & = 3,82914
& = B747.4 cm
he-a) = sus3r
le+4) = g6° 7,47
C = 42°53,7¢
A = 20°21.1'
Comprobacién: (e + e} sen i‘B =} ool *]_'!C —A)
log (e + a) = 3,91882 log b = 3,80014
log sen 3B = 9,90727 —10 log cos H(C — A) = 9,99696 - 10
3,82609 3,82610

10 Deducir los férmulas del dngulo mitad,

Sea ABC un tridngulo cualquiera. Entonces, tan 'i:d = i:ﬂ.% puesta qun};l ea aguda,
-+ cos
Segtin In ley de los cosenos, cos A = ?—i%_—“: de modo que

Pie e - W -V -Sia oo (a— bED el b
e, L e e = e Zhe

BetPtr—at (bitep-a - tteta)@te—a)
2be Zbe 2hc

y 14 cos A -=1+“+;;_“'-

Sea a + b 4+ ¢ =25 entonces, @ — b fFc=(a + b +0) — 05 =95 — 25 = 2(s — b),
g+ b =g =2 —g, bte—a=2s—-qa) v

tan4d = [l —eosd a—bte) (atbd—c) 2be ix w/‘.’*“..!ll—vﬂ'}- s —c)
1+ cosd 2be (d+c+a) (btc—a) 25« 2{8 — a)

fla —b) (s— ) ‘/fl-u] (8 =b) (m—g) - 1 flz—a)(z—b)(s—c) !
&(5—a) sis—a)r i—a &

Finalmente, tomando r = ‘/{‘_'] {.:M #=e) . tan A - ,_r,, + Las otras férmulas se

obtienen por un intercambio ciclico de las lstras que aparecen en la formula obtenida.




106 RESOLUCION LOGARITMICA DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS

CASO IV.
11. Resolver el triéngulo ABC, dados o = 648,84, b = 778,12, ¢ = 912,28,
s=da+b+0 r= J""ﬂ {s—8) (s—c)
A
g = 643,84 s—ag = 523,68 log (s—a) = 2,71898
b= 77872 s—b = 388,70 log (s—b) = 2,58961
c = 91228 s=c = 26514 log (8 —¢) = 2,40678
25 = 2334,84 s = 116742 colog 8 = 69327810
s = 116742 2 log r = 4,64815
log r = 2,32408
F r = r
Mn‘}ﬁ-._ﬂ 'Ilﬂ'l'B—;—_—b m!ﬂ—,_ﬂ
log r = 2,32408 log r = 2,92408 log r = 232408
log (s—a) = 2,71808 log (s—b) = 2,58961 log (s—¢) = 240678
log tan $4 = 9,60510—10 log tan 48 = 9,73447-10 log tan 4C = 9,91730-10
$A = 21°66.4° 8 = 28°29,0° ¢ = 39°34,7°
A = 43°52,8° B = 58°%8,0' C = 79°8,4"

Comprobacién: A + B + £ = 180°0,2"%

12. Los lados de un eampo trisngular miden, respectivamente, a025,0, 24500 y 1575,0 m seglin se mues-
tra en ls figura adjunta. 5i la direccién del lado AB es 8 35°30,4' E, encontrar la direccidn de los
otros dos Indos.

s =da+b+0 55 f't‘wa: (s —b) (8—¢)
1

a = 2450,0 g—a = §TH log (g—a) = 2,T606T
b = 15750 x—b = 1450 log (s—b) = 3,18137
e = 20250 sg—¢ = 1000 log (#=ec) = 3,00000
25 = BOGU,0 5 = 3035 Bﬂ‘iﬂ‘ & - 6,618927 —10
2log r = 56,44031
- ‘D ¥
b log r = 2,72016
i n r 2 r
tandd = — ten B = — taniC = —
log r = 2,72018 log r = 2,73016 log. r = 272016
log (8—a) = 75967 log (s=h) = 318137 log (s—c) = 3,00000
log tan 44 = 9,96049 —10 log tan 48 = 055879 —10 log tan 4C = 9,72016—10
JA = 42°238' iB = 10°54,2° i€ = 2717820’
A = 84°47,8" B = 39°%48.4° C = 55°24,0’

FBAC = B4°4T.6" — 85°30,4° = 49°17,2%; Ia direccidn de AC ea 5 49°17.2" 0.
£ANBC = 35°30,4"' + 39°48,4' = 756°18,8"; la direccidn de BC es N 75°18,8' O.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Resolver cads uno de log trisingulos oblicuingulos ABC, dadoa:

13.
14.
15.
16.
17%.
18.

18

20.
21.

B B

26,

e = 78,755, A = 33799, C = B19246". Resp. a = 43,571, b = 72,432, B = 65°25,5'

b = 730,80, B = 42°12,8°, = 109732,5". Resp. o = 514,73, ¢ = 10250, A = 28°14,7"

a = 31,258, A = 57%58,97, C = 23°36,6". Resp. b = 36,466, ¢ = 14,763, B = 95°23,5

b = 18,218, ¢ = 10,004, B = 25%7,2", Resp., o = 21,467, A = 184°42,2", C = 10°20,6

b = 10,884, ¢ = 35730, C = 116°33,8". Resp. o = 29,858, A = 48°20,2', B = 15°57,0"

b = 86,425, ¢ = 73,463, C = 49°18,9”, Resp. o = 89,534, B = 63°8,3', A = 67°32,8'
a’= 23147, B'= 116°51,7", A’ = 13°49,4"

a = 12,695, ¢ = 15873, 4 = 24°74" Resp. b = 25309, B = 125%8,7/, C = 30°43,9'
b'= 3,5745, B'= 6°36,5', C'= 149°16,1'

a = 482,33, ¢ = 895,71, B = 187°31,2" Resp. b = 819,00, A = 23°26,2', C = 19°2,6’

b = 581,23, ¢ = 387,19, A = 56°43,8". Resp. a = 475,89, B = 80°24,4", C = 42°51,8"

a = 123,78, b = 264,23, c. = 26604, Besp. A = 277282, B = 78°67,07, O = 72°348"'

a = 1894,3, b = 22465, c = 35488, Resp. A = 28°11,8', B = 34°4,8", C = 117°43,2’

Un poste, que se sparte 107167 de la vertical haein la regidn donde estd ol Saol, proyects una sombra de
40,75 ples de longitud, cuando el dngulo de elevacion del Sol es de 40°35, Encontrar la longitud del
poate. Resp. 41,97 pies

. Dos observadaores, A y B, se encuentran a una distancin de 2875 m uno del otro en un terreno plano.

Ambos observadores miden el dngulo de elevacidn de un aeroplane que vueln sobre el espacio compren-
dido entre allos: El dngulo de elevacion medido por 4 es de 62°45°, v el medido por B es de 50°54°,
BEncontrar lae distancins respectivas desde A y B hasta ¢l agroplano, ¥ la distancin a que &ste vucla
#obire Ia superficie de la tierra.  Resp. 2436 m, 2780 m, 2165 m

Se va n construir un tdnel a través de unn montafie desde A hasta B. Un punto € que es visible desde
A y B se encuentra a 3848 m de A, y 665,6 m de B. ;Cudl es 1a longitud del tinel si ZACH = 35°42%7
Resp. 3308 m ]

. Bupdngase que Ia distancin de la Tiorra al Sal es de 82,697,000 millas, y de Mercurio al Bol es de 35,960,000

millas. Encontrar las posibles distanciss entre In Tierra y Mercurio cuando el dngulo formado por Mer-
curio ¥ el Sal, con la Tierra como viértics, es de 8°24,67. Resp, 58.600.000 6 125.190.000 millas

Un punts B es inaccesible & invisible desde un punto A. Para encontrar la distancia entre A v 8, #e
escogen dos: puntes, € y I, alineados con A ¥ que son vigibles desde B, de tal maners que £ADB =
55°18' v ZACH = 41°%38', Si AD = 4323 m v AC = 521,8 m, encontrar la longitud de AB.

Resp. 5281 m




CAPITULO 15

Areas. Radios de las circunferencias inscrita y circunscrita

EL AREA K DE UN TRIANGULO CUALQUIERA es igual al semi-producto de su base
por sy altura, A continuacién se ofrecen las férmulas aplicables a cada uno de los

cuatro casos de trisngulos oblicudngulos.
CASO I, Dados dos éngulos y un lado.

a'sen BsenC _ bsenCsenA _ c'senAsen B
2 gen A . 2 sen B 2sen C

K=

Para la deduccién de estas férmulas véase el problema 2,
(Véase también el problema 5.)

CASO I1. Dados dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos.

La ley de los senos permite encontrar un segundo éngulo. Después, se

aplica la férmula correspondiente al caso L
(Véase el problema 6.)

CASO III. Dados dos lados y el dngulo comprendido.
K = dbcsen A = dasen B = jabsen C,

La deduccién de estas férmulas aparece en el problema 1.
(Véase, ademas, el problema 4.)

CASO IV. Dados los tres lados.
K = +ee—a)(s—b (s —c), donde 8 = Ha + b+ c).

La deduccidn se encuentra en el problema 3.
(Véase, ademds, el problema 7.)

EN TODO TRIANGULO AEC,

a) el radio R de la circunferencia circunscrita es

PR R >
" 2.gen A 2sen B 28en C

5) el radio r de la circunferencia inscrita es

_ fls—a)(s—b)(s—¢) =
r-.\/ - , donde s = Ha + b + ¢

Para la demostracién de estas proposiciones véase el problema 8,
(Véanse, ademds, los problemas 9-10.)

108
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Deducir la férmuls K = Y5 sen A.

=
o

=
Sl S —

Dancminese k la altura teazada sobre el lado b del tridngulo ABC. En ambas figuras se tione que
h = csen A. Asf, K =4bh = $bcsen A.

2 DI Ia TOARIR I I e S s B
caen H
sen C

Segiin el problemn 1, K = Hcsen A; ¥, porla ley de los senos, & =

Baiince, K = Bensn A < JEMID Ly _CumAen B

3. Deducir la fdrmula K = /50 — a} {8 — &) 8 —cl
Da las deducsionss obtenidas en el problema 10, del capltulo 14,

st A = d0 = con ) = {n-—b+:§;n+b—-=} > ‘2[:-&‘];;{;—:} =, t‘a—&}b‘r:—c}

e 2 b +c¢+a)lbte—a) 2n=2ig—a) sls — )
¥ cm"'}d ‘i{l+uud} i = T = =

Poesto qun}A < 00°, “'n.iﬂ = ‘”.ll.‘.!_.___.a.%.&!..:....ﬂ ¥ m%ﬁ - f’%ﬂ. Entonces

K =fbcsend = besendd condd = b =D =0) \/"3'1;!" -V E-B G =-0.

4. Encontrar el drea del tridngulo ABC, dados o = 16,384, 6 = 55,726 y C = 277153,
Este problema corresponde al caso 111, con lo qus K = Lk gen C.

log & = 1,21442

log b = 1,74606 B
colog 2 = 9,80887 —10 e
el S

El dron oo de 209,06 unidades condradas.

5. Encontrar ¢l drea del tridngulo ABC, dades A = 37°14,37, C = 62°29,7' y b = 34,876.
B = 180° — (A + C) = 80°16,0%
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breen Caen A 8

Este problema corresponde al caso I, con lo que K = S

2log & = 3,08508
- log sen C = 9,94791 —10
4 logsen A = 9,78185 —10
colog 2 = 9,69887 —10
colog gen B = 0,00630
log K = 2,52000 A c
K = 331,20 unidades cuadradas b = 84,878

€. Encontrar ¢l drea del tridngulo ABC, dados & = 28,642, ¢ = 44,280 v B = 23°18,6°".
Este problema corresponde al caso IT en el que pueden existir dos solucionis,

R s eu:lB

Af

log e = 1,84621
log sen B 8.68737 —10
colog & = 8,54300—10

loggen C = 9,78658 —10

C = 37430" vy C" = 180° — C = 142°17.0'
A = 180° — (B + C) = 118%58,4' y A' w 180" — (B + C') = 14524 4"

o sen A sen B e sen A' sen B

El firen de ABC s K = e El direa de ABC' s K = S sen O
I S Zlog ¢ = 3,20242 2log ¢ = 3,20242
logsen A = 9,94183 —10 logsen A" = 939588 —10
| logsen B = 9,50737 -10 log sen B = 9,69737—10
g eolog 2 = 9,69897 —10 colog 2 = 9,69887—10
colog sen C = 021342 colog gen C' = 0,21342
log K = 2,74411 log K = 2,19804
K = 554,76 K = 15778

Se han determinado dos tridingulos cuyes dreas san, respectivamente, 554,78 v 157,78 unidades cun-
dradas.

7. Encontrar el drea del tridngulo ABC, dadosa = 255,18, b = 200,87 v ¢ = 419,25,
Este problema corresponde al caso IV, con lo que K = /58 — o) (s — b) (8 — ).

l—i{n+ﬁ+c} K=ysls —allsa =08 {s —¢) C
a = 355,18 5—a = 22747 log (8 —a) = 235692
b = 200,87 §— & = 191,78 log (8 — &) = 228280
¢ = 419,25 £ —¢c = B340 log (¢ —¢) = 1,B0209
! log & = 2,68364
28 = 965,30 & = 4B2.65 A B
s = 482,65 2 log K = 9,12645 c = 419,25
log K = 466272
K = 36,5636 El drea a5 36,536 unidades
- cundradas.
B. Demaostrar que, ¢n todo tridngule ABC,
a b €

a) el radio B de la eircunferencia circunscrita viene dado por R =

ZgenA = TgmB ﬂmﬂ?

&) el radio r de la circunferencia inscrita viene dado por r = /s —a) (a — b) (2 — €} /5.
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a) Sen 0 el contro de la eircunferencin circunscrita. Tnase 0 con
8 y con C, tricese deade O una parpendicular s BC. Sea D ol pie
de esta perpendicular. Puesto gue el trifogulo O8BC s isdsceles,
0D bissca a BC,

Como A = ZBAC v £BOC comprenden ol mismo aren, 4 =
1 £BOC = £BOD. Entonces, en ¢l trifingulo rectingulo HOD,

RD a2 a

S ey Daen A

: a b @ k
Dﬁlﬂ]ﬂj‘f-{ﬁlﬂllﬂﬂﬂmm = oo h - Ga D e vigue gue

;e o = b = c
2gen A Z2pen B 2 sen C

§) Denominese I el centro de ln cirounférencis inscrita
(I'es el punto de interseccién de las bisecirices de los
dingulos interiores del teidagulo ABC), y evan D, E y F
los puntos de tangencia dela circunferencia y el tridngulo,
Como [ equidista de Ins Indos del trdngulo,

ID = JE = IF = F

Entonces K = drea AHC = dren AIB + dres BIC 4+ direa CIA

-im'+}ur+}!rr

=da+ b + o) =tri2e) = rm

Ahora bien, segin el problema 3,

K = ss —a)lis — ¥ (s —c) = rs. Entonces,

ais — a) (s — b} (g =7c) _ | fg —a) {z.—b) (8 —g)
r-\/ & ==L A 3

8. Eneontrar los radics do les sircunferencing inscrita v eircunserita en el trifngulo A BC, dados A =41°15,8",
C = 69°52,4" v b = 387,48, ' \

B = 180°-— (O + A) = B8°51,8"
logh = 2,68825

: < e limad colog 2 = 9,89897 —10
Rl & D colog sen B = 0,03025 .
log R = 281747 43 ACCLEN PP
R = 207,71 ——— c
Para encontrar r: - _
~'hsend ¢ = bamC
" sen B : sen B
log b = 2,58825 % L 5 log b = 2,58825
log sen A = 8,81023 —10 logsen C = 9.97864 —10
colog sen B = 003025 ealog sen B = 0,03025
log a = 243773 ” log ¢ = 2,59114

g = 97300 =t e = 490,07
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a = 273,99 &-a = 261,78  log(s—=a) = 240102
b = ‘38748 s-b = 138,28 log(s~b) = 2,14079
¢ = 390,07 s-c = 135,70 Tlogis-c) = 2,13258
2s = 106154 ¥ = 535,77 cologs = 72792010
8 = B26IT Z2log r = 3,95359
log r = 1,897680
r = 94,798

10. Encontrar los radios de Ins eircunferencias inscrita y circunscrita en el tridngule A BC, cuyos Indos miden,
respectivamente, @ = 376,68, & = 612,37 v ¢ = T42,05.

Para encontrar r;

a = 376,68 s-a = 439,37 log (8—a) = 2,64283
= (8 —a) (s — &) (8 —€) b = 512,37 s=-b = 302,68 log (s-b) = 2 48008
& 5 e = T4206 2-c = 73,00 log {s—c) = 1,B6332
25 = 1630,10 8 = B15,06 colog & = 7,08882 —10
8§ = BI50G 2log'r = 4075856
: log r = 2,03798
r o= 109,14
. Para encontrar R:
E r =4
tanfd - T o
I log'r = 2,03708 log a = 2,57482
(=) log (#—a) = 2,64283 colog 2 = 9,69897 —10
Ydotan ja = 9.39516 —10 colog sen A = 0,32982
44 = 13°57,0' log R = 2,60361
A = 27°64,0 R = 401,43
3 11. En un terrenc cundrangulnr ABCD, el lado AR mide 11,4 unida- -i"

des lineales con una direceidn N 82°10" E, el lado BC mide 19,8
con una direccién N 227207 0, &l lado CD mide 15,3 con una di-
reccién 8 40°40° 0 v el lado DA, cuya longitud mo se comoce,
tiene una direccidn 8 32°10° E. Enconirar:

a) la longitud de DA,

&) el drea del terreno,

En In figura adjunta, SN represenia la recta norte-sur gue
pasa por I}; los puntos E, F y @ son los pies de las perpendicula-
res trazadas a dicha recta desde los puntos A, B y C respectiva-
mente; por tltimo, los segmentos AH v C son perpendiculares a
BF.

al FB. = FI + IB = GC + IB
15,3 sen 40°40" <4- 19,8 sen 22720
- 997 + T5Z = 1749,
FB = FH + HBR = EA + HB: de donde
EA = FR - HB
= 1749 — 11,4 sen 62°10" = 17,49 — 10,08 = 741, g

Puesto que EA = DA sen 32°10°, DA = m—"a';,-fﬁ-, = 199 wisidaides Brsales.

b) Area ABCD = drea EABF 4 drea FBOG — direa EAD — firea GCD
= $(EA + FB)AH + {(FB + GC)CI —{EA-ED —{GC-GD.



AREAS. RADIOS DE LAS CIRCUNFERENCIAS INSCRITA ¥ CIRCUNSCRITA 113 '

Ademds, EA = 741, FB = 1749, AH = 11,4 cos82°10' = 5,32, O = 9,97, - :
Cl = 19,8 cos 22°20 = 18,32, ED = 13,8 cos 32°10° = 11,77, '
GD = 15,3 coa 40%40" = 11,61. Entonces:

Area ABCD =4(Ti41 +17,49) (5,32) + 17,49 + 0,87 (1832) — }7.41) (1177 - Ji9.97) (11,61)
= 66,23 + 251,568 — 43,61 — 57,88 = 216,27 6 216 unidades cundradss.

12. Demostrar que ¢l drea de un cuadrilitero es igual al semi-producto de sus disgonales por el seno dal
dngulo determinado por ellas. Véase la figura (o).

Sea O ¢l punto de interseccidn de las dingonales del cundrilitero ABCD, v sea 8 uno de los dngulos
determinados por la interseccidn, de lns dingonales. El punte O divide & cada disgonal €n dos segmentos
cuyns respectivas longitudes son p, 9; ¥ r, 8, segiin se muestra en |n figurs.

Area ABCD = drea AOB + drea AOD + dres BOC + drea DOC

= {rp sen b + dgr sen(180° — o) + 4ps sen180® — ) +dgsren o
= tpr + qgr + py + gs)sen 0 = d(p + q) (r 4 3) sen b

Fig. {z) Prob. 12 Fig. (b) Proh, 13

13, Demostrar que, en un cireulo de radio ry centro O, el drea K del segmento menor (sombreade) deter-
minndo por In everdn AB de la figurs (b), que aparece antevicrments, viens dads poy K - ir'i! —sen B},
donde B radianes es el dngulo central eorrespondients & dicha cuerdn.

El drea buseada es la diferencia entre sl direa del sector AOB v la del tridngulo AOB,

El drea § del sector AOB es al drea del cireulo como s longitud del arco AB es a la longitud de la
circunferencia; es decir, ‘—S 5 = y 5 sirﬂ'i‘.

El drea del tridngulo AOB = irersent = raent,

Entonces, K =1 —lrrgens = (0 — senp).

14. Tres circunferancisa que son tangentes exteriores
dos a dos tienen por centros 1oa puntos A, By €,
Los radios de las circunferencins miden, respectiva-
mente, 50, 30 y Z0 centimetros. Encontrar el drea
del trifingulo curvilinee determinasde por las tres
circunferencias,

Bean R, S v T loa panios de tangencia de las
circunforencias, seglin se muestra en la figure, El
drea pedida es la diferencia entre el drea del tridn-
gulo ABC v la suma de las dreas de log- tres sec-
tores ART, BRS y 8CT.
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Comao el segmento que une los centros de dos ciren pasa por &l punto de tan-

gencia, a = BC = 60, b = CA =70 y ¢ = AB = B0cm. Entonces,
- :i.lEg;-_hm'-"-‘-

s=4@+b+c) =100, s —a =50, s —b =30, s —c =20, y
¢ e iR PN R RS

K = dren ABC = /55 —a) (s — B} (8 —c) = = 1000,/3 = 1732,
Puesto que r = K /8 = 17,32,
r 17,32 WS N
tandA = ——— = S0 = 0,3484, 1A =19%" A =38"12' = 0,667 rad,
‘a r 17,32 P, et
niﬂ = — = Tu‘— =, 5778, 'i.ﬂ -m.'._ -B:-ﬁﬂt_#l.ﬂﬂﬂd.
B L il
- r 1?,32 [:] [ R14R "
nic = e = 5 = 0.8660, {0 = 40°54’, C = B1°4B' = 1428 rad.

Aren ART = ir%0 = (BO)* (0,667) = 833,75, drea BRS = (30)* (1,047) = 471,15,
drea CST = 4(20)® (1,428) = 285,60, cuya sumn es 1590,50. :

El diren buscada es 1732 — 1590,50 = 141,50 & 142 centimetros cuadrados;

15. a) Deducir una fdrmula que permita calcular ln longitud L de una correa de transmisién sencilln.

b) Encontrar, con una aproximacidon de une décima de centimetiro, ln longitud de una eorrea de trans-
misitn gque se mueve alrededor de dos poleas cuyos radios respectives miden 16 ¥ 5 centimetros, sils
distancin entre loa centros de las poleas es de 30 centimetroe.

a) Seanry R los radios de las poleas cuyos centros son, respectivamente, A y B, y sea d la distancia
entre los centros. La longitud de ln corren es
L = arc GJE 4 CE + are CHF + FG = 2(arc JE + arc' CH + CE}.

Puesto gue CE es tangentie a las doa circunferencias, AC y BE son paralelos. Tricese el segmento AK
paralelo a CF, Denominese por 6 el dngulo BAK medido en radinnes, Entonces,

senll = BK/AB = (R—r)/d ¥ 0 = Arcsen(R — r) /d.
ZJBE = £BAC = th= + #) rad, v arc JE = Ridx + 0) unidades de longitud.
ZHAC = = — ZBAC = {{= — 0) rad, y are CH = ri}x — 0) unidades de longitud.
CE = AK = ABcost = d coa 0.

Entonces,
L=2Rd=+8 +rtdx — 1) 4+ deoat] = (R +r)=x+ 2(R —r)0 4 2dcos b,

donde § = Aresen{R — r)/d.

b) Enestecaso R = 15, r = § v d = 30; entonces, b = Arceen(R — r} /d = Arcsenl/3 = 0,340 rnd y

L = (15 + 5§ (3,142) + 2015 —'5) {(0,340) + 2{(30) (2/23)
= 62,84 + 6,80 + 56,66 = 126,2 cm.
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16. a) Deducir una férmula que permita caleular la fuh;itmilr de una correa de transmizidn que se cruza
entre las poleas,

b} Encontrar, con una aproximacién de una décima de centimetro, la longitud de una polea dé truns-
misién cruzada que se mueve alrededor de doa poless cuyos radics respectivos miden 10 ¥ 5 centi-
metros, i la distancia entre los centros de las poleas es de 30 contimetros.

a) Sesnry R los radios de las poless cuycs centros som, respectivamente, A y B, y ses d o distuncia
ontre loa centros. Lo longitud de ls corres es

L = 2(are JE + arc CH + CE).
Prolénguese el radio BE de manera que pueda trazarse el segmento AK paralelo a CE. Denominese
por 8 el dngulo BAK medido en radisnes. Enlonces,
send = BK/AB = (R +r)/d y 8 = Arcsen(R + r) /d.
ZIBE = = — ZABE = t= 4 0 rad, vy arc JE = Ril= + 0) unidades de longitud.
ZHAC = ZJBE = fi= + 0 rad, ¥ arc CH = rid= + 8) unidades de longitud.
CE = AK = decosh.
Entonces.
L=2[Rtbs+ 0} +rids + 1) + doos 8] = (R +r) (= + 20) + 2dcost,
donde 8 = Arcsen(R + r) /d.

b) Enestecaso B = 10,r = 6 v d = 30; entonces § = ArcseniR +r)/d = Are send = 0,524 rad y
L = (10 + 8) (= 4 1,048) + 2(30) {{'1,-"3}'—52'.55 4+ 51,96 = 114.8 om.
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PROBLEMAS 1

Encontrar el sirea del triingule ABC, dados:

17.5 = 23,84, ¢ = 3526, A = 50°32".

18. @ = 456,32, b = 586,84, C = 28°16,6, . : .
19. a = 612,32, B = 52°14,6", C = 63°5,67. i des cundradas
20. b = 444,85, A = 110°15,8", B = 80°10,4". ' :
21. a = 384,22, b = 492,86, ¢ = 677,95. B
.a = 28,165, b = 60,152, ¢ = 61,177.

23. Encontrar el radic de la ﬁmwwa | BC B = 3771447
Resp. 23,914 i i

24. Emutmulmdhdthdmnfmmnmﬂhmﬂm
Resp. 1,532

2

25. Loa lados de un terreno triangular r ¥ etra Encontrar:
u]dminlmnﬂdluﬂnﬁqnd&unmﬁldm ! T r qnios del terreno, y
&)duiﬂmuuﬁuqmpudlmmmﬂﬂ
Resp. a) 45,48 metros, Hlﬁl?mnhw sz

Eﬁ.m.ﬂ.lrlnunt:ﬁnpdpd.ﬂﬂ.ﬂ'ud mdﬂm R el radio d reunscrita, v rel
radio de la circunferencia inscrita, demostrar que: . !
a) K = 2R*sen A son B sen C,
b) K = abe/dR,

€) K = rR(sen A + sen B + sen C.
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CAPITULO 16

Funciones trigonométricas inversas

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS. La ecuacidn
L x ='seny
define un tnico valor de x para cada Angulo dado ¥, Ahora bien, cuando se da un
valor de x, puede suceder que la ecuacidn carezea de solucidn o que tenga muchas
soluciones. Por ejemplo, gi ¥ = 2, no existe solucién porque el seno de un dngulo no
puede ser mayor que 15 si £ = & exisien muchas soluciones ¥ = 30°, 150°, 390°, 510°,
—210% —330%...

Para expresar y como funcidn de x, se escribe

2) ¥ = Arg sen I.

Sin hacer caso de la abreviatura are, la ecuacién 2) debe interpretarse como “y es el
dngulo cuyo seno es . Del mismo modo se pacribe y = arc cos X 8i x = CO8Y, ¥ =
arc tan x i x = tany, etc.

La notacién y = sen'z, ¥ = cos'x, etc., (léase “seno inverso de x, coseno inverso
de x", ete.) se utiliza con menos frécuencia porque sen”' x puede confundirse con

A {sen x2)-'.

5en X

GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS, La grifica de
y = arc sen x ¢s la grifica de x = sen y, v se diferencia de la grifica dey = sen x
vista en el capitulo 9, en que estéin intercambiados los papeles de x y y. Asi, la grifica
de y = arc sen x es una sinusoide trazada sobre el eje Y en vez de estar trazada sobre
el eje X,

Del mismo modo, las grificas de las restantes funciones trigonométricas inversas
son las gréficas de las correspondientes funciones trigonométricas, excepto que estin
intercambiados los papeles de x'y ¥.

VALORES PRINCIPALES. Es necesario considerar las funciones trigonométricas inversas
como funciones unfvocas (esto es, un dnico valor de y para cada valor posible de x).
Para conseguir este tipo de relacién es necesario escoger un solo dngulo de los muchos
que corresponden a un valor dado de x. Por ejemplo, cuando x = 4, se puede selec-
cionar el valor y = 30° y cuando x = =4, se puede seleccionar el valor ¥y = —30°%
Este valor seleccionado recibe el nombre de valor principal del arc sen x. Cuando la
funcién trigonométrica inversa se refiere Unicamente al valor principal, se escribe Arc
sen x, Arc cos ¥, etc. Las regiones de las grificas que corresponden a los valores prin-
cipales de cada una de las funciones trigonométricas inversas se sefalan con una linea
gruesa en las figuras que aparecen més adelante.

Cuando x es pesitivo o cero y existe la funcién inversa, se define el valor principal
como el valor de y comprendido entre 0 ¥ += inclusive. Por ejemplo:

Arc sen 1/3/2 = =/3 puesto que sen =/8 = v3/2 ¥ 0 <=%/3 <=/2

Arc cos +/3/2 = =/6 puesto que cos =/6 = 3/2 ¥ 0 <=/6 <=/2

Arc tan 1 = =/4 puesto que tan =/4 =1 0 <=/4 < =/2

17
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Cuando x es negativo v existe la funcidén inversa, se define el valor principal como

sigue:

—4x = Arcsenx <0
+x < Arccos x = =
—fx <Arctanx < 0

Por ejemplo:

Arc sen(— /3/2) = —=/3
Arc.cos(=1/2) = 2=/3
Arec tan(—=1/43) = ==/6

iz <Arceotx <=
-z = Arcsec x < —i=
—x <Arccsex ='F4%x

Arc cot{—=1) = 3=/4
Arc sep(—2/4/3) = —5z/6
Arc cse(—4/2) = —3=/4

Nota. Existe una diversidad de opiniones en los autores al definir el valor prin-
cipal de las funciones inversas cuando x es negativo. Las definiciones dadas anterior-

mente son las més convenientes para el cdlculo.

1

¥. = arc gen x

=

¥ = arc cos T

3 = are tnn x

—

¥ = arccot ¥

------- R —

o

B

=7] 1

X ol N X

e ——————

B S

¥ = Arc sec ¥

- - ——

¥ = Argc cEC X
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VALORES GENERALES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS,
Sea y una funcidn trigonométrica inversa de x. Como se conoce el valor de una funcidén
trigonométrica de y, quedan determinadas, en general, dos posiciones del lado final
del dngulo y (véase el capitulo 2). Sean y, v y, los dngulos determinados por las dos
posiciones posibles del lado final. Entonces, el conjunto de valores posibles de y estd
constituido por los dngulos y,, ¥, ¥ por todos los dngulos cofinales con ellos, esto es,

¥ +21z ¥y ¥+ 2=
donde n es cualquier mimero entero positivo, negativo o cero.

Uno de los valores de y, o y, puede tomarse como el valor principal de la funcién
trigonométrica inversa.
EJEMPLO. Expresar ol valor general de a) are sen 1/2, b) are cos{ —1), &) are tan( —1},

a) El valor principal de arc sen 1 /2 es =/6, y un segundo valor (que no es cofinal
con el valor principal) es 5= /6. El valor general de arc sen 1/2 viene dado por

=/6 + 2n=, b5=/6 +.2n=

donde n es cualquier nimero entero positivo, negative o eero,
b) El valor principal es = ¥ no existe otro valor cofinal con él. Asi, el valor general
viene dado por = + 2nz, donde n es cuslquier entero positivo, negativo o cero.
¢} El valor principal es —=/4, v un segundo valor (que no es cofinal con el valor
principal) es 3=/4. Asi, el valor general viene dado por

—=/4 4+ 2n=, 3=/4 + 2n=
donde n es cualquier ndmero entero positivo, negativeo o cero,

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Encontrar el valor principal de eada una de lns siguientes funciones trigonométricas.

a] Arcsen 0 = 0 €} Arcpec 2 ==/3 i) Arctan(-1) = —=/4
&) Arcoos({—1) = = 1 Arcesel —4/F) = =3=/4 J) ArceolD = =2

¢} Arctan 3 = =/3 £) Arccogl = x/2 k) Arceec(— 3 = =3x/4
d) Arccot 3 = =/8 k) Arcseni—1) = —=/2 §) Arcosc(—2) = —5x/6

2. Expresar el valor principal, eon aproximacidn de un minuto, de cada una de las siguientes funciones
trigonométricas inversas,

a) Arceen 0,3333 = 19°28" &) Arcsen{—0,6439) = —40°5"

b) Arc cos 0,4000 = B6°25' k) Arc cos{—0,4519) = 116°52"

¢] Are tan 1,5000 = 56°18° i) Arctan(—1,4400) = —55%13'

&) Arccot 1,18756 = 40° 6" - J) Arceot{ —0,7340) = 126°17'

e) Arcsec 1,0324 = 14°24' &) Arc sec({—1,2067) = —145°G8'

f) Arccse 1,5082 = 41°32¢ I} Arcesc(—4,1923) = —166"12'

3. Verificur cada una de las siguientes igualdades,

=7 " la} sen{Arc sen 1/2) = sen x/8 = 1/2 e) Arc'eos [cos(—=/4)] = Aveeos /Z/2 = =/4
& b) cos [Arc cos( —1/2)] = cos 2=/ 1/2 f) Arcsenitan 3=/4) = Arceen(—1) = —x/2 .~
A €) cos [Arc sen( - 7/2)] = = +2/2 §) Arccos[tan(—5z/4)] = Arc.coa(~1) = =

d) Arc sen(sen =/3) ={Arc sen = /3 : I ‘;’,:n i

& VS I
".E 4. Verificar cada una de las siguientes igualdades, = |
L Ta)=
L a) Arcsen v3/2 — Aresen1/2/ x/4 —x/6 = =/12 -
= b) Arccos0O + Arctan(—1) = £/2 + (=x/4) = z/4 = Arc tan 1

5. Evaluar eada una de las siguientes expresiones:
i a} cos(Arc sen 3/5),  b) sen [Arccos(-2/3)], ¢) tan [Arcsen{—3/4)}
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¥ L4 Y
LAt
]
a V5 3
[} iy ‘{ " 4 =3
0 4 =X —2 7] =X

{a)

{c)

a)'Sea § = Arc sen 3/5: entonces pen § = 3 /5, 0 en el primer cundrante. Segin la Fig. (a),
cos(Arc sen 3/56) = coa i = 4 /5.

b) Bea d = Arc cos{—2/3); entoncea cos § = —2/3, B en el segundo cuadrante. Ségidn la Fig. (b),
. sen [Are coa( —2/3)] = sen'0 = 5/3.

c) Sen § = Arcson{—3/4); entonces sen § = —3/4, 8 en el cuarto cuadrante. Segin la Fig, (¢},
tan [Arcsen(—3/4) | = tan 0 = =8/ T = —8+,/7/T.

6. Evaluar sen{Arc sen 12 /13 4 Arc sen 4/5),

Y
Sea b = Arc sen 12/13 ¥
$ = Arc sen 4/5.
Entonces sen 0 = 12/13 ysen ¢ = 4/5, 0y ¢
en el primer cuadrante. Segin las figuras adjuntas, 13 12
pen(Arc sen 12/13 4 Arcsen 4/5) = sen(0 + )
= wen 8 cos @ + cos 3 sen @ - x
== -I—Eng + _E_-E = ﬂ D 6
13 & 13 5 866
7. Evaluar cos(Arc tan 15 /8 — Arc sen T/25). AY LY
Sea § = Arc tan 15/8 ¥
¢ = Arc sen 7/25.
Entonces tan § = 15/8 ygen & = 7/25, 0y ¢
en el primer cuadrante. Segiin las figuras adjuntas, - o
cos({Arc tan 15 /B — Arc sen 7/25) = cosld — ¢ ) :
= gosfcos ¢ + senfisen ¢ . 7
=X X
= B qg -+ Eli - Ei ﬂ a 2 u
17 °36 7 1T 25 425
meﬂ Arc tan 3). )Y
'Ses § = Arc tan 3; entonces tan § = 3, 8 en el primer cuadrante.
 Segiin la figura adjunta, sen(2 Arc tan 3) = sen 2§ g’ 5
] = 2 gen  cos™d
- 2(3/+/10) (1/4/10)
= ]
3/5 . e
1]
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9. Demostrar que Are sen 1/ /F 4 Aro sen 2/ /F == /2.

Sean® = Arcwen 1/By & = Arcpen 2/
entoncessen i = 1/y/Evsen & = 2/4/F, con lo que
ambos dngulos pertenecen al primer cuadrante. Hay
que probarque § + ¢ = =/2 6, quesen(s + ¢) =
sen =2, ya gue los senos de dngules iguales son

VY VY

sen(d + ¢) = sen 6cos ¢ + cosfsen ¢ [¢] g oy -0l

iguales. ?
Segiin las figuras adjuntas, 5 2
e -
1 X

SR RS i

"VEAE VBT

.

10 Demostrar que 2 Arc tan 1/2 = Arc tan 4/3.
Sean § = Arc tan 1/2 y/¢ = Arc tan 4/3; entonces tan 0 = 1/2 y tan ¢ = 4/3.

Hay que préﬂfr_.q:a 20 = ¢ 6, que tan 20 = tan $, ya que las tangentes de dngulos iguales son
Lo

Z2tan0 _ 20172
1 —tan's 1 - (1/20

Ahora bien, tan 20 = 4/3 = tan §.

1l1. Demostrar que Aro sen 75/85 — Are sen 3/5 = Arc cos 15/17.

4Y b4 \Y
?i "ﬂ' M: By} 5
@ _ ¥ =
0l a8 X 4 e 16 &=

Bean § = Arcsen 77/85, ¢ = Arcsen 3/5 v ¢ = Arccaos 16 /17; entonces,sen® = 77 /85, sen & =
3/5 y cos ¢ = 15/17, con lo que todos los dngulos pertenecen al primer cuadrante, Si se aplica la fun-
cién seno a cada miembro de la relacidn, bastard demostrar que sen(f — @) = sen ¢ . Segin las figuras

sen(d — @) = senfcos ¢ —cosfsen ¢ = E-E-%-g -%ﬂ sen .

12,/ Demostrar que Arc cot 43 /32 — Arc tan 1/4 = Arc cos 12/13, ¥
Sean 0 = Arccot 43/32 9 = Arc tan 14 ¥ ¢ = Arc cos 12/13;
entonces cot § = 43/32 tan ' = 1 /4 y cos ¢ = 12/13, con lo que to-
dos los dngulos pertenecen al primer cuadrante. Si se aplica la funcifn

tangente & cadn miembro de la relacién dada, bastard probar que A 5
tan(f — ) = tan ¢. W o
12 2

tan § — tan ¢ 32/43— 1/4 5

tanll —~¢) = Tr eV tan § T (0745 (17 = 18

= tan §.

13. Demostrar que Are tan 1/2 + Are tan 1/5 4 Arc tan 1/B = =/4.
Se probard que Arc tan 1/2 + Arc tan 1/5 = %/4 — Arc tan 1 /8,

1/2+1/6 _ 17
i S e e S s
1—1/8 -7
& tan(=/4 — Are tan1/8) ST i8-8

. ™




- 122 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

r 19Dmutmqul2ﬁmtulfa+ﬁmunlﬂ--Ami!l:'-\fﬂ'fﬁ--i-m;-lu v

¥ R

5 X

Sean = Arctan1/3, ¢ = Arctan1/7, A = Arcsec 34 /5y ¢ = Arcesc +/T7: entonces tan § =
1/3,tan 9 = 1/, sec A = H/b ycse § = /TT, con lo que todos los nguloe pertenecen al primer
cuadrante.

Si se aplica In funcifn tangente a cada miembro de la relacidn dada, bastard demostrer que
tan{20 + ) = tan(A + ¢).

. 2 tan 0 201 /83)
Ahora bien, tan 28 = = = f=Qa/ar 3/4,
tan20 - tan¢  3/4 +1/7
@+ ) = T tand T @Mam
SRS 5L L T
y,segin las flguras,  tan(h + ¥) 1 = 7= GrEg < -
16. Encontrar el valor general de cada una de las expresiones siguientes.
&) arcsen +/2/2 = /4 + 2nx, 3=/4 + 2nx dj arcsen{—1) = —=/2 + In=
i b) arccos 1/2 = /3 4 2ax, 6x/3 4 2n= ¢) arcceal = =/2 + 2nw, 8=/2 + Inx
¢} arc tan0 = 2n=, (2a + 1)= fi arctan(—+3) = —x=/3 4+ 2as, 2x/3 + 2n=
] donde n es cualguier entero positivo, negativo o cero.
16. Dempstrar que el valor general de @) arcsenx = nxz + (=1)" Arc sen x,
b b) arccos x = 2n= + Arc cos X,
i ¢) arc tanx = n= + Aretan x,
iIII i donde n es cualquier entero positive, negativo o cero.
1 &) Sea § = Arc sen x. Entonees, puesto que sen(=z — §) = sen i, todos loa valores de arc sen x vienen

dados por
1)8 + 2mz ¥ 2y — 0+ Z2mx = (2m 4 1)= — &

Abhora bien, cuando n = 2m, n es un entero par ¥ 1) pusde expresarse como nz 4+ 0 = nx +

{=1)"8; ¥ cuando n = 2m + 1, n es un entero impar, y 2) pucde expresarse como ns — § = 8% +
{—1)"8. Asi, arc senx = nx 4+ (—1)"Arc sen x, donde n es cualquier entero pesitive, negativo o cero.

b) Ben 0 = Arc cosx. Entonces, puesto que coa(—0) = cos 6, todos los valores de arc cod x vienen
dados por 84 2ax y —0+ 2ax 6 2nx £+ 0 = 2nx & Arccosx, donde n es cunlguier entero positi-
vo, negative o cero. -

¢) Sea 0§ = Arc tan x. Entonces, puesto gue tan{= + §) = tan i, todos los valores de are tan x vienen
dados por 0 4 Zme ¥ (=4 0) + Zmx =8 + {2m 4 1}z 4, como en a), por A=z + Arc tan =, donde
n es cuslquier entero positivo, negative o cero.

17. Expresar el valor general de cada una de las funciones del problema 15 mediante las formas utilizadas
en &l problema 16.

a) arc sen Z/2 = nx + (—1)"=/4 d) arcsen(~1) = nx+ (=1D"(—=/2)
b) arccos 1/2 = 2n=+ =/3 ¢) arccoa 0 = Znx + =/2
¢) arctan 0 = nx f) arctan(—+3) = n= — =/3

donde n es cuslquier entero positive, negativo o cero.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

18. Expresar como funciones inversas cada una de las siguientes igunldades,
a)l pen b =374, b Codx = —1, ] tanx = —2 d) cotf =172

Resp. a) § = arcsend /4, &) a-=arccop(—1), ¢ * =arctan({—2), d) § = arceot 1/2

18. Encontrar el valor principal de cads una de las riguientes expresiones.

o) Arcsen B/2 | dy Arsest 1 &) Arc tan(—/3) J) Arccse( =1)
b) Are coal — 4T /2) ) Arogan(-1,/2) h) Arseot(
e) Aretanl/yT M) Are cas(—1/2) ¥). Are sec( — T}

Resp. a) =/8, b) 3x/4, ¢) =/6, d) =i, 0) —=/6, f) 22/8, 80 —=/8, h) /2, ) aEidd) —x/2

20. Evaluar cada una de las siguientes expresiones

a} sen [Are sen{ —1/2)] f) sen{Are cos 4 /5) k) Arc tan{cot 230%)
&) eon(Arc cos T /2) g) cos [Are sen{ —12/13)] ) Arc eatitan 100%)
e) tan[Are tan{ —1)] A} sen{Arc tan 2) m) aen(2 Arc sen 273)
d) sen [Are cos( —/F/2)] #) Arc cos(sen 220°) : n) cos(2 Are sen 3/5)
e) taniXre ssn 0) £ Are sen |oos( —105%)] o) md‘ Are cos 4 /5)

Resp. a) —1/2, &) 3/2, o -1, d) 173, € 0, f) 8/5 g 65/18, &) 2/E
i} 13']'. j:. _'lﬁol '.'} "ﬂ"_. 11 lm.p m} 4\"5‘1"9| h} Tﬂﬁr “j lfm

21, Demostrar que

a) sen{Arc unfﬁﬁ+£rﬂm§] -% e} econ(Arc tan :s'i+ﬁmm %‘J - :—E

b) cos(Arc cos ,i,‘? — Are EEE'} - %% fliten{Are sen :&—3- — Arc aos 1%]: o ?—E l‘
€) un[ﬁm:&né—ﬁmcu’%ﬁ - L_-_gﬁ £) tani2 Arc sen E + Arc cos %} ——;—-g%

d) tan(Are tan 3 4 Arceot ) = 1 h) men(2 Arcsen § — Arceas 1) = a2

| 22. Demostrar queis’

a}A::t-.u%i-ﬁrcl-nn_%—'; E}ﬁmcmg+ﬂrcm_%-&nmi;g
&}Arcung+mm§ E nAmmn§+Amm'§-Anm~i%§

el ﬁrctnng—ﬁ.t\:tan%- -E y}ﬁ.mhnu-l-.lrutnni-th}ﬂ].

d) 2 Are tan § + Arc tan § -3

23. Demostrar que, en un cireulo de radio r, el drea del sagmento determinado por una cuerda evye distancia
al centro e d viene dads por K = r* Are mf‘ — Ay —a,

-
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CKPITULU 17
i CHLUBARSLI!
Ecuamnnes trlgonumatrmas

e "*3?;’- K
= -1

LAS ECUACIONES TRIGONOMETRICAS, H"ﬂi""hn ‘ecuaciones que contienen fun-
ciones trigonométricas de dngulos. desco : el nombre de:

a) ecuaciones idénticas o identidades, cuand o son valid _'anm todos los valores de los
dngulos desconocidos en los que estén defin Y an ' f ne

b) ecuaciones condicionales o ecuaciones, i son validas iﬁ:hﬁmmtapara determinados
valores de los dingulos desconocidos. = P

Por ejemplo: a}s&n:m:ﬂlu~ ad po .
fﬂﬂmﬁxmm@ :::.:' I i
b) mnx=ﬂmmmmhunﬂmn¢mnmmplapam
:-hﬁi;r - rvet o "‘H i

SRS ety T

En este capitulo se utilizard la palabra "muidu" en vez dﬂ ‘ cuaci _ ]

UNA SOLUCION DE UNA EGUAGIGN TRIGONOME
valor del dngulo x que satisface la ecuacidn. I
x=0y x== :
Cuando una ecuacién dada tiene una solucién, tiens, & L conjunto infi-
nito de soluciones. As, el conjunto de soluciones de sen x do po
x =04 2n=, x=-=|:_._+-*_
donde n es cualquier entero positivo, negativo o ce 3

existe un método general para resolver las ec :w.-a
se dan tres procedimientos que pueden servir de moc

aparecen otros,
A) La ecuacién puede descomponerse en factores.

EJEHPL.G 1. Resolversén x — 2senxcosx = 0.

Al descomponer en factores sen x — 2 gen 5 COSX = 4 AT ©A-

da factor & cero, se tiene 5 o A
g

senx =0 y % = u,:-'iﬁ -.;.;..

1 —2cosx =0 & cosx =

Comprobacién. Para x = 0, sen © — 2 sen X cod 2

pira x = =/3, senx — Zsen ¥ coME

para £ = =, m:—!mg_

para x = 5=/3, sen x — 2 sen Xcom

Asf, las solociones buscadas (0 = x < 2=2) son z =

.
B) Las distintas funciones que aparecen en la ecuaci
de una =ola funcidn,

124
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EJEMPLO 2. Resolver 2tan®c + sec’r = 2. Al sustituir séc®s por 1 + tan®r, se tiens
2tanx + (1 4 tnrfx) = 2, Flanfe =1 ¥ tanx =3 1/y7T

Detanx = 1/3/8, 2 ==/6 ¥y T=/6idetanz = —1/y8 5 = §=/6 v 11=/6. Despuéa de com-
probar cadn uno de estos valores en la ecuacidn original, se encuenirn que lns soluciones buscadns
(0= = < 2%} Kon :‘ = tJ'B. 52/6, T=/6, 11=/6.

En el ujm:ﬁu h!lu[lmte m ilustra In necesidad de dacidl:r la m‘hprwhu:iﬁn
E.IEMH.OS Hatptt&m.:+hnx-n

- 4 1 sen x
Almﬂﬁﬂmhmm&nmx-!—m; -— e —

1+senx =06 snx = —1; entancesx = 3=z /2. Sin embargo, ni sée = ni tan ¥ sstin definidas
cuando x = d=/2, con lo gue In ecancidn no tiene solucidn.

= 0 por cos x, o tiene

EIEMPLO 4. Resolver sen x + cosx =1,

Si se aplicarn sl procedimients utiliznde en Bj, habris que sustituir sen s por + T — coex
o cos ¥ por = T = wen's, lo que introduciria rndiu_hl en ln ecuncidn. Para evitar esta dificul-
tnd, se escribe I ecuncién en la forma sen x = | — cos x y ¢ elevan ambes miembras al cun-
drodo. Entonees,

L sen's =1 — Zcosx + cos'x,
1l —cos®s = 1 — 2 eoax -+ oosx,
2oy — 2oohy = Zensx (dosx — 1) = 0.
De o x = 0, = x/2, 3-;&;_ ﬂﬂ uﬁi.‘t = =1
Comprobaciin. Pame x =, . csenx 4 cosx =0 =1 =1;

para x = x/3 mn sz 4 ooax=1-+0=1;
pars & = §2/3, unr-l-nmxs: =1 4 0#1,

.ﬁ.l_i, laz solucionés buscadas som x = 0, = /2,

Bl valor x = 3=/2 llamado solucidn extrafia, se introdujo cunndo se elevarsn al condrads
ambecs mismbros de ln ecuacidn, Obsérvese que también se obtiene 1) cuando ambos miem-
bros desen x' = cosx — 1= elevan al cundrado yque © ="9=/2 sotisface 'esta 1Eltima relacin,

PROBLEMAS RESUELTOS

Resolver las ecuaciones trigonométricas 1-22 para todos los valores de x tﬂ- qnn ﬂ ﬁ x < 2=. {Sisa buscan
todns las aoluciones, afiddase +2n=, o cads resultado nbtuldq;. donde nmlqm positiva, negativo
5 o cero) Ba algunns problemas se han emitide las detalles de w

B s

1. Zeanz — 1 = 0, AT o TN
Agqui, senx =12 v x = /4, Gz/6 toxs -L@'H‘w e -&"u' i
2. gen X coa x = 0 n _‘_,ﬂ,_‘m!‘ R, !

De sen x =0, x =0, = de mx-ﬂx-!fﬂ,h@

Lun:ﬂucmmhmdumn:-&ﬂﬁ,i.‘lﬁfg- o < o sl

8. (lanx — 1) (4 sen®x — 3} = 0, desab Pl § -~

Detanx —1 =0, tapx =1 ¥ a:-:’ﬂ,’l‘:fﬂ"ﬁim—a=u senx = + /%
¥ ox = =/3, 3x/0, 4= /0, 6= /8 S geidan. 8l pqgeniar -
Las soluciones buscadas son x = tﬁi’ﬂ;ﬁmiﬂhmm 52 /4.
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i g 1 T .p-y.-‘l -

4, ser®x + semx — 2 = 0. S 4

Se descompone en factores: (senx + 2) (eenx — 1) =0,

Desenx + 2 = O,senx = —2y no existe ninuﬂn;d;mq — 1 =0.senx =1yx==/2 La
golucidn buscadn es x = =/2. :

5. 3 cos®s = sen?y. i o

Primera solucidn, Al sustituir sen®s por 1 — cos’x, se uhthﬂﬂm- 1 — co#*s 6 4 costx = 1.
Entoncescosx = + 1/2 v lns soluciones buscadas son = = ifﬂ, h{!, hﬁ hj&

Segundn solucidn. Al dividir la ecuscidn por cos®s, s uhhunl g - tm':. En‘h:mu tanx = + /3y
se llegn n las mismas soluciones obtenidas anteriormentes

6. 28en x —osc X =1.
Se multiplica la ecuncidn por sen x, 2aen’s — 1 = sen x, yurmﬂinln!ﬂﬁmﬂmm ahitener
Zgenfy —senx — 1 = (Zsen x4+ 1) {senx — 1) = 0.
De2senx 41 =0, senx = —1/2 ¥y x = T=/6,112/6; de sanx = L, = =L

Comprobacidén, Parax = =/2, 2s¢nx —esex = 2(11 —1 = 15
para x = T=/6 ¥ 11z/6, 2eenz — coc x = 2{— 1;’2} - [—I_] =1,

Las soluciones son x = =/2, T= /6, 11=/8.

7. 2@ecx = tanx + cot x.
Se expresan las funciones en términos de sencs ¥ cosenca y se simplifican las fracciones para obtener
2 - MnE ., coSE

coa X cod X gan X
Entoncessenx = 1/2 v = = = /6, b=/6.

4§ 2gen x = senix + cosfx =1,

B tanxz 4 Jeotx = 4.

8e multipliea por tan x y se reordenan los términos:
tan®s — 4dtanx 4+ 3 = (tanx — 1) {tanx — 3) = 0,

Detany — 1 =0, tany = ly 2 = »/d, 5= /4; detanx —~ 3 = 0, tanx = Fyx = T1°34". 251°34'

Comprobacidn, Para x = =/4 v b=/, tanx + Bcotx = 1 + 3(1) = 4;
para ¥ = 71°34’ y 251°34, tanx + 3cotx =3 + 3(1/3) = 4.

Las soluciones son 45°%, 71%34 ", 225°, 2561934 ",

. cacx +cotx = 0

Primera solucidn. Escribase ln pcuscidn en la formaese x = /3 — cot x ¥ nlhm nl cuadrado para
obtener

ciclz = § — 2./3 dot x 4+ cotx.

Substitiyase csciz por 1 + cot®r y reagripense los resultados para llegar 8 2y/Fcat = — 2 = 0. Enton-
cescotx = 1 /By x = =/3, 4=/3.

Comprobacién. Pamnx = =/3, cscx +eootx = 2/3/F 4+ 1/v/8 =8
para ¥ = 4x/3, c86x +eotx = —2/yF +1/4/F = 4/8. La solucién buscada es
x =.x/3.

Segunda solucidn, Al efsctuar las sustituciones indicadss, Ia eguncifn se transforma en

L 4 S8F _ %y, ol simplificar las fracciones, 1 + con x = v/F'sen x.

Al alevar al cuadrade ambos miembros, se obtiene 1 + 2cos x 4 cos®s = Jsen’s = 3(1 — cos'x) ©
dcos’s + 2ensx — 2 = 2(2cosx — 1) {eogx + 1) = 0.

DeZecosz —1 =0,cone =12y £m=%/3,6=/3; de cosx 41 =0cosx = =1l y s ==

Ahnra hisn, & = = /3 ea la solucidn, porque loa valores ¥ = = v 5=/3 han de desecharse puesto que
esc = no estd definida v ese 5= /3 v cot 5=/3 son ambas negativas,
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10, comx — 4/ Feenx = L.

Primera solucidn. 8§88 expresn ln vouscidn en In formacoe s — 1 = w3 sen x y se eleva al cundrado,
se obitipne

cos?x —Joosx -+ 1 = 3sens = 3(1 — goatxj;
después, ge reagrupa y so dmm an feelores:
deasls — Jcosx — 2 = 2(2cosx + 1) (cosx —1) = 0.
De2cosx +1 =0,co8% = —1/2 v & = 22/3, d=/3; de cosxr —1 =0, cosx =1 y x =0,
Comprobacidn. Para'z = 0, cix — /3 sen x = 1 — /T =1:
para x = 22/3, conx — yFeenx = —1/2 — VT (VI/2) = 1;
para. & —l:fﬂ.m;-ﬁlenx = =12 — T (=Tl = L

Las aoluciones buscadas aon = = 0 §=/3.
Segunia solucidn. Se eacribe el miembro izquierdo de la ecuacidn en |a forma
en feosx + ooal genx = senll 4 x),
én In gue § o3 un dngulo tunmﬂm--;r-i@.div'i_qu.]n ecuacidn porr > 0, % cos x -+ L—_:LE:I £pp & = -:—_
donde s¢n § = % ycosl) = :-},E-Bmuhn‘!+m = Lf;—)' 'i~l:‘_'—‘;_JE =0y pi=2 Puesto qua
san = 1/2 eos 0 = —/T/9 da modo gmlluuuﬁn dada pueds expresarse como sen(8 + x) = 1/2

con = 5x /6. Entonces § <x = 56 4 = aresen’] /2 = =/6, 5=/8, 182 /6, 1T= /6, v yxr = —2=/3,
0, 4=/3, 2z, -« -. Camo antes, las goluciones hmdn -shnx = 0,43,

Obsdrvese que res s rafz cusdrads positiva de la suma de los cuadrados de los cosficientes de cos x
¥ sen £ cuando lu ecuacidn se escribe enla formaacosx + beenx = ¢, esto es,

P e &

€ !
L scupcidn no tiene solucion g e mayor que 1 o menor que —1,

11. 2cosx =1 — gon x.
Primers solucidn. Como en el problema 10, se tiene
dooa’x = 1 — ZHen X -+ son'x,
401 —menfs] = 1 — 2 gen x + sen'x,
Gien's —2penx — 3 = (heenx + §) (sonx — 1) = 0,

De Gsenx + 3 =0, sen x= —3/56'= —06000 y x'= 21652, A28°87; deson'x — 1 = 0,
penx =1 y x= g/
Comprobacibn. Parax = /2, 2{0) = 1 =1}
pars x = 216°52°, 2(—=4/5) =1 — (—8/6);
para 2 = 323°8°, 2(4/5) = 1 — (-3/5).
Las soluciones buscadas son x = 90°, 523°6°.

Segunda solucidn. Al eseribir la muﬁnnlnfmt!ﬂx-}- e x = 1 ¥ dividic porr =
VI F IF = 45, ge obtiene - S
2 iy
1) -—-Mqu— q—b—“‘:t.ﬂ-q-—.;

vE st et
Sea sen = 2/+vB con b = 1/4T; -m.mﬂlﬁm'm'n
un!m:+mmx - 4""!‘*}" -\TE

r"'iL_

donde § = 63°26'. Por tanto, § +’\:--lﬂ§ﬂﬁ-l_-.-g- mmﬂf\a’ﬁl = arc sen(04472) = 26°34°,
153°26', 3868°34/, .-+ y = = 907, m*nﬂnn’,m

T e R T ——

Py [ e S

b s
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)

Ecuaciones que contiensn dngulos midltiplos. ra
: [ 1

y (3% s
12. sem 8z = -'i-,fz_ ' N
P -
Como se hultnnf*;‘%lﬂft:q P-E g,?’ltgln que o %i’{ Eﬁ;%': tisne que ser tal que 0 < 3r < 6=
Entonces 3z = 5z/4, Ts M, 135/4, 155/4, 21x/4, 235/4 ¥
* = 52/12, Te/12, 13=/12, G=/4, Te/4, 28=/12. Cada uno de estos valores es una
solugidn. Toa Ay —m A0 5"
: i Je=2ll =) feyp

13. cos ix - {

Comi se buscan valores de x tales gqus 00 = = < 2%, {x tiene que ser tal que 0 §ix 5 %
Entonces }x = =/8 y = = 22/8.

14. son 2z 4+ corx = 0.

Se efectidn In sustitucitn correspondiente a sen 2z, y se obtiene
fapnxeosx 4+ cosx = cosx (Zeenx 4+ 1) =0,

Decoss =0, x=x=/2 32 de senx = —1/2, x ="Ts/8 11=g/6
Las soluciones buscadss son £ = =/2, T=/8, 3=/2, 11x/6.

15. 2 cos® ix = cos's.

Si se escribe 1 + cos x en vez de 2 cost ix, la scuncibn se transforma en cos’x —cosx — 1 = 0;

= *zﬁ = 1,6180, —0,6180. Puesto que cos = no puede ser mayor que 1, se considera

dnicamente cos x = —0,6180 con lo que se obtienen las soluciones x = 128°10', 2317507,

entonces Cos X =

MNota. Para resclver v’fcm%: = CO& X ¥ v’fl:mi:t = —cos x, ae elevan al coadrado ambas igual-
dades y s# obtienen las ecuaciones de este problema. La solucién de la primera de estus ecuaciones es
231°60 ' y In solucién de la segunda s 128°10°,

16. cos 2x + comx 4 1 = 0.
Si se escribe 2 cos's — 1 en vez de cos 2x, se tiene 2 cos’s + cosx = conx (2cosx +1) = 0.
Dié cosx =0, ¥==%/2 8z/2; de cosz = —1/2, = = 2=/3, 4=/8.
Las soluciones buscadas son x = /2, 2=/8, 8= /2, 4=/3.

17. tan 2z 4 2@enx = 0.

Medinnte tan 2x = 235  ZSBEONE, oo a

cos x + l.‘-talh!I

2 880 X Co6 X ool
——t——C }2genz = 2genx ey

cos 2x coB e

X
2;’t+1]' = 2senzx {

De aenr =0, r =0, = de cosx 4 cos2x =coax 4+ 2cosx —1 = (Zcopx — 1) (coax + 1) =0,
x = x/8, 5%/3, ¥ =. Las solucionea buscadas son x = 0, =/3, =, 5=/3.

18. aen 2x = cpa 2x.

Primeia solucidn. Témese 2x = 0 *ntonces, es necesario resolver sen 0 = cos § para 0 =0 < 4=
Entonces 8 = =/4, bx/4, 9=/4, 18x/4 y £ = /2 = =/B, 5x/B, 9x/8, 13=/8 son las soluciones.

Segunda solucién, Dividida por cos 2z, la ecuncidn so transforms entan 2x = 1 conlo que 22 = =/4,
G=/4, 8=/4, 182/4, como en la primera solucidn,

-
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19. sen 2x = cosdx, ;
Como cos 4x = cos 2{22) =1 — 2 pen?2x, ln ecuncidn pusde expresarse en ln forma
2 uant 2y -I-ignﬁ: = 1= {2_]_-!!1_3::-—_1',' iRen 2x + 1} = 0.
De 2 6en 2x —1 = 0 6 sen 2x = 1/2, 2% = =/6, Ge/6, 18%/6, 172/6 y x = =/12, 62/12, 135/12,
17%/12; do' sen 22 41 =08 pap 04 = =1, Zx =0u/2, TxiZxy x = 3=/, Te/d.
Todos estos valores son solucionss, i
¢ 00 _ iy Gt = -T T

2

m- BED 3‘ = o6 2x.
Para evitar |a Ill_t!'iuﬂdh"dq Bem 32, se puede utilizar uno de los procedimientos aigulentes;
Primers solucidn., ¥a que cos 2r = sen = — 2x) y ademis, ¢o8 2r = senils + 2z}, considdrese

a) sen 3z = senile — 2r), puesto que 3x = =/2 — 2y, 52/2 —2x, 8=/2 — 23,440, ¥
b) sen 3x = senii= 4 2v), pussto que 9x = =/2 + 22, Bz /2 + 2x, 95/2 + 22,105,

De a), bx = =2, b=/2, ﬁ;ﬂ‘ I.:El-u'-.{ﬂ.- 17%/2 (puesto que 61 < 10%): v de Bly * = =/2. Las soluciones
buscadas son x = =/10, =/2, 9=/10, 13%/10, 17=/10. ¥

Segunda solieidn. Yo que sen 33« umﬂ-: — 35} ¥ cos 2z = cosi —2x), considéreas

¢) cos 2% = cosde — 8x), puesto que Bx = /8, 5x /2. 9=/2, 18=/2, 17=/2, ¥
d) cos{—2x) = cos}= — 3x), puesto que x = =/2, como antes.

21, tan 4x = coi Bx.
Como cot Bx = iunfi-r - iﬂ:i_. considérese la ecucidn tan 4x - tln[j: —Bxl,

Entonces, 42 = 2/2 — gx, 3=/2 — 8z, bz/2 — Bx,na, porgue el periodo de la funcidn tan 0 o =

Asl, 10x = =/2, 32 /2 B2 Tx/2, 92(2 -y, 389=/2 y lag anlueioned buscadas son
x o= xf30, A /20, =4, T=720, +n+, 39:?2_0._ "

22, sen Sx —sen 3x —pen x = 0,
Se sustituye sen 5x — sen 3x por 2 cos 45 sen x (capituls 12), para transformar ln tcuacidn dade en
j Zeosdrmenx —sens = senx (2oondx — 1) =D, '

De senz = 0,50=0, = de 2ooadr =1 =0 & cog 4% = 1 /2 dx = /80 58, 1= /8, 11=/8, 13=/3,
17=/3, 18=/3, DV=/3 y 2 =z/19 5'!’;1_24 =12, 11%/12, 18=712, 17=/12 189=/12, 23=/12. Cadnuno
de los valores obtenidos es una solucidn, '

-

(1) reen § = 2
EI.levnreiﬂﬂmm}rcmu_apnmr;:-ﬂ;rﬂg_u-ch. )

Ba elova al cundrado enda ecuacidn ¥, dmpni_.:, se suman las ecunciones resultantes, con lo que
reent + rfeas ¥ =7t = 13 y = /17 = 3,606,

Cuando r > 0, sen 6 y cos § gon ambos > Oy 0 e agude.
Si‘se divide (1) por (2), tan 6 = 2/8 = 0,6867 ¥ 8 = 33°41°

. ; (1) reen'® = 3 ; ;
24, m&l‘l‘]llltlmﬂ (@ r = ‘{1 + sonn) para. r >0 v 0 58 < 2=

1 - 4{1 4 gen 0)
fEn & a

(25en 8 + 3) (2een s —1) =0

Dé 2pen 8 — 1 = ':'_.H‘nﬂ__- 1/2, 8 = -:,-’E:,rﬁ:fﬁ:.leiﬁn (1), Fi1/9) =3y r=8
Obsérvess que no se considern 2 sen § + 3 = 0 porque, cuando r >0, sén 8§ > 0 por (1],

Las soluciones hlhﬂdulﬂn-t-_tﬁﬂ,rnﬁ ¥ 0=Ex/B, r =8,

8i se divide (2] per (1), 64 ben + dpen t — 3 =0 ¥

w
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(1) sen x +seny = 1,2

25. Resolver el sistema [9) oom.& & gos ¥ =15

pura 0 = x, ¥ < 2%,

Como cade una de las sumas que sparecen en ol miembro izquierdo de cada ecuncidn es mayor que 1,
todas las funciones son positivas y tante 3 como ¥y son agudos.

Aplicadas las férmulas convenientes del capitulo 12, se obtiene

(1) 2seniix 4+ cosilz —y = 1,2
(@) 2cosdlz+ 3 cosliz—3) = 15

1
Si s¢ divide (17) por (27, %-i—:: Sy T e ;L: = 0,8000 y Hx 4 ¥) = 38°40

porgue l-[: 4 ¥) es también agudo.

La sustitucidén de sen Hx 4+ ) = 0,6248 en (17, lleva a cos l-(: =¥ = 0.8 = 00,9603 v

0,6248
hx —» = 18712"
Entonces x = i[x_+:l} +{L: -y = B4°5R' ¥y ¥ —}{: + ¥ —i{: —y) = 22%28°,

26. Resolvar Arc coR 2x = Arc sen .

8i x es positivo, = = Arc cos 2x ¥y § ~ Arc sen x pertenecen al cuadrante I} si x es negativo, = perte-
nece al cundrante II v § partenece al cuadrante IV. Asi, x ha de ser positive.

Para x positivo, senf = x y cos f = /1T — z%. 8i ahora ss expresan loa cosenos de ambos mism-
brog de ln ecuscidn dada, se obtiens

cos{Arc cos 2x) = cos(Arcsenx) = cos§ & 2x = T —af,
Al elevar al cuadrado, dx* = 1 — 3%, Bx* =1 y x = /5/b = 0,4472.

Comprobacidn, Arc cos 2x = Arc cos 0,8844 = 26°30' = Arc gen 0,4472, donde el arco estd expre-
sado con una aproximacidén de 10°%

"31. Resolver Arc cos(iss — 1) = 2 At cos |,
Sea a = Arc cos(2® —1) ¥y § = Arc cos §; entonces cos a = 252 — 1 ycos § = §.
8i se escriben los cosenos de ambos miembros de In scuscién dada, se abtiene
cosa=2x —1=cos28 =2cos?s —1 =2(hr -1 = -},
Entonces 2x* =4 y x = £4.

Comprobacidn. Para x = % l—, Arc cu{—{} = 2 Arc :ui 6 120 = 2(60%).

28, Hesolver Arc cos 2x — Arc coa x = x/3.
8i x es positivo, 0 < Arc cos 2x < Arc cos x; #i x es negativo, Arc cos 2x > Arc cosx > 0,
Entonces, £ ha de asr nagativo.

Témese = = Arccos 2y v § = Arccosx; entonces cos @ = 2x, sen 2 = o1 —do, cos p = x ¥
gen B = /1 — ¥ porque tanto z como § pertenecen al cuadrante IT.

Si se expresan los cosencs de ambos mismbros de la ecuacidn dada,
cos(a — ) = cosacosp +eenasend =20 4 VT A8 1 — 2 = cos=/3 = +
o VI—IE YT =2 = §-2m
Al elevar al cuadrado 1 — 52 + 4x* = ;- — 22 + 42, 3= =7 y z = -}
Comprobacidn. Arc coa{=1) — Arc cos{ -!‘} =5 —2z/3 = x/3.

I
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29. Resolver Are.sen 2x -"}r = Arcessn x.

Témese = = Arcsen 2: vy 3 = Arc gen ¥; entonces sen « -‘h ¥ #en & = x. Bi xres negativo) =y
# pertenscen al cuadrante IV. Asf, x ha de ser positivo ¥ # ha de ser agudo.

8i se escriben los senos de ambos miembros de In ecuncién dadn,
sen x = senffz—¢) = sen jzcos § —cosfruen g
o 2= dv2 VI=R ~ 1 vz y @VE+D = VI
Alolevaral cundrado, (8 +4 v 2+ 1)xt = 1 — a0, x = 1/(10 +4 V3), y = = 0,257,
Comprobacién. Arc sen 0,6054 = 90°22"; Arcsen 0,2527 = 14°38' y }e — 14°38 = 30°22",

30. Resolver Are tan x -+ Arc tan(l —x) = Arc tan 43,
Témese a = Arc tan x y ¢ = Arc tan{l — x); enlonces tan = = rytang =1-—x
8i se expresan Ins tangentes de ambpe miembron de la ecuscién dada,

_1-nn.:+tl:l'lﬁ'ﬂ .l-]-tl—:r}_ al £ 2= =
tan{a + &) T oy T e tan{Are tan 48} 4/4.

Entonces 3 =4 —dx + 435 4 —dx 41 = (Zx — 12 = 0 y z = §.

Comprobacién.  Arc tan § + Arc tanfl — i‘,l- = 2 Arc unﬂm = B3°8’ ¥
Arc tan 4/3 = Arc tan 1,333 = B53°8',

PROBLEMAS PROPUESTOS

Resolver cada una de las siguientes ecusciones para todos los valores de x tales que 0 = x < 2=

3l.senx = +/ 5/2. Resp. =8, 2=/3

32. costx = 1/2, Resp. =74, Sefd, 5=/, T=/4
3. senxcosx = 0. Resp. 0, =/2, =, 3=/2

84, (tanx — 1) {2senx + 1) = 0 Resp. = /4, T=/6. =/d, 11=/6
36, 2pen®y —senx — 1 = 0, Resp. =12, Te/6, 11=/86

36, sen 2x + son'x = 0, Resp. 0, 22/8, 7, -h:ﬂl

37. cos x + cos2x = 0. Resp. =/3, = 8=/8

S8, 2tanx gen ¥ —'tanx = 0. Resp. 0, = /6, 52/6, =

89, 2cosx - pecx = 3. Hesp. 0, =/8, 5=/3

40, Zpenx +cacx = 4, Resp. =/B, =/2, 6=/6

41. sen x + 1 = coa . & Resp. D, 3=2/2

42. mec £ — 1 = tan 3. Resp. 0

48. Reom'x 4 Jeenx = 2. Resp. 0°,112°37*

44. dsenx L Hecax 4 5 =0, Resp. 180%, 241°567

45, 1 +senx = % cosx. Resp. 36°62°, 270°

46, 3menx - dooEx = 2 Resp,. 108718°, 330727

47. sen 2x = —-ﬂ{!. Resp. 2x/8, 6=/6, 5=/3, 11x/6
48. tan 3x = 1. Resp. =/12, 6=/12, 3=/4, 18=/12, 17=/12, Tx/4
49, cus x /2 = /2 Resp. =/3.

50. cotx/8 = —1/4/1 Resp. No existe solucién en el intervalo dado
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Bl. sen x conx = 1 /2 Resp. =/4, bx/4 .
52, senx/2 + coax = 1. Resp. 0, =/3, 6=/3
53. sen 8x + sen x = 0. Rl-p.n.'jll';-q,.iym
54. cos 2x + cos 3z = 0. Resp. =/6, 8=/6, =, T=/5, 9=/5
55. sen 2x + sen 4x = 2 sen 3x. Resp. ﬂ,ifﬂ,hﬂi,hfﬂ. b=/3
66. cos bx + cos x = 2 cos 2x. Resp. 0, =/4, 22/3, 3=/4, 6=/4, 4=/3, Tx/4
67. sen ¥ =+ son 8x = cos £ - cos 3x, Rﬂp.tf&. m’&ﬁﬂﬂ.hﬂ.hﬂ. 18=/8
Resolver cada uno de los siguientes sistemas para r=0 j' ﬂil-ltft.
58. r = asen Resp. Il-r.,fﬁr-#ﬁ
r = acos20 #=6x/B,r=0/2; 0 =82, r = —n
69. r = acoal qurl-lr-ﬂfﬂ,r-gjll{, 8z/2, r =0
r = asen 26 = /6, r =+ -
8 =5=/B, r= —\fﬁ!.ﬂ“" :
860, r = 4(1 + cos ) Résp. 0 = =/3, r =8 .
r=3gecl f=06x/3, r=6

Resolver cada una de las siguientes ecusciones.

61. Arc tan 2x + Arctanx = =/4. Resp. x = 0,281
62 Arcsenx + Arctanx = =/2. Resp. = = 0,788
63, Arccos x 4 Arc tanx = =/2. Resp. 2 = 0




CAPITULO 18

Numeros complejos

NUMEROS IMAGINARIOS PUROS. La raiz cuadrada de un mimero negativo (por ejem-
plo, v/=1, v/=5, »/=9) recibe el nombre de nimero imaginario puro. Como, por
definicidn, =8 = v/ B /=1 y /=8 = /0.4 =1 = 3,/—1, es conveniente
utilizar el simbolo1 = /=1 v adoptar /=5 = {4/ 5 ¥ v—9 = 3i como la forma
normal de expresar estos nimeros.

El simbolo i tiene la siguiente propiedad i* = —1. Para potencias enteras mayores
se tene que P =P i=(=1i=—@, = ()= (=10 =1 i* = i*-i = {, etc.

El uso de In forma normal simplifica las operaciones con los niimercs imaginarios
puros y evita la posibilidad de cométer ciertos errores comunes. Asi, /=9 /3 = /=06
= 6i porque =0+ T =8i(2] =Bipero /=0 —T#+/Tbyaquey/ -0y —4 =
(31) (2) = 6i* = —8. '

NUMEROS COMPLEJOS. Un niimero de la forma @ + bi, donde a ¥ b son ndmeros reales,
recibe el nombre de nidmero complejo. El primer término, a, es la parte real del ndmero

complejo, v el segundo término, bi, es la parte imaginaria pura.
Puede considerarse que en los nimeros complejos estin incluidos todos los mimeros
reales v todos los niimeros lma;mnrms puros. Por ejmnplu, S5=5+0iv3i =04+ 3
Dos mimeros complejos @ + b1 v ¢ + di son iguales solamente sia =c v b = d.

El conjugado de un mimero complejo a + bi es el ndmero complejo @ — bi. Asi,
2+3iy2 — 3i, -3 + 4 y —3 — 4i son pares de nimeros complejos conjugados.

OPERACIONES ALGEBRAICAS. 2
1) Adicién. Para sumar dos mimeros complejos, se suman, separadamente, sus partes
reales y sus partes imaginarias puras,
EJEMPLO 1. (24 3) 4+ (4 -5) =24+ 4+ B-Bi=86-=2.
2) Sustraccién. Para restar dos nimeros complejos, se restan, separadamente, las
partes reales y las partes imaginarias puras,
EJEMPLO 2. (2+3i) — (4 —5i) = (2—4) + [3 = (=B)]i = —2 + 8i.
3) Multiplicacitn. Para multiplicar dos nimeros complejos, se efectia la operacidn
como si fueran dos binomios algebraicos corrientes, y se sustituye i* por —1.
EJEMPLO 3. (2 +3i) (4 — 5i) = 8+ 2i — 15/ = 8 + 2i — 15(—1) = 23 + 2.
4) Divisién. Para dividir dos niimeros complejos, se multiplican el numerador y el
denominador de la fraccidn por el conjugado del denominador.

2+8i _ (2430)M+5) B-15+(0+12i 7 | 22.
SIEMELO S-S gy = (4 —5i) (4 + 5i) 18 +25 G ks Ea

(Obsérvese la forma del resultado; no u"’+ﬂ‘ ni %'[—? +.22i).)

{Véanse los problemas 1.9.)
133
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JMPLEJOS. El mimero com-

REPRESENTACION GRAFICA DE LOS NU :
m F {véan& la Fig. 18-A)

plejo x + yi se puede representar g ificar
cuyas coordenadas rectangulares son (x, ¥

El punto O, cuyas coordenadas son | -
Todos los puntos situados en el eje de |
corresponden a los nimeros reales x + 0F
eje real. Todos los puntos situados en
(0, ¥) v corresponden & los mimeros i
el gje imaginario. Al plano en que se rep:
complejo.

o complejo 0 + 04
= la forma (x, 0) ¥
.‘ﬁﬂ';&eluXﬂé]]ma
ardenadas de la forma
¥ mﬁjﬂ delas Y es

mplejos se llama plano

WY
B GRN
X

(Fig: 18-A)

Todo nimero complejo se puade :eprumh; |
mediante un punto P sino también (véase la - *"'hv
recta dirigido o vector OP. ;

REPRESENTACION GRAFICA DE LA ADICION ¥ D
Sean z, = x, + iy, y & = %, + iy, dos mime: ; entacic
torial de estos mimeros (Fig. 18-C) sugiere Jgramo para
determinar griﬁmmentalas'mnaz,+a;.={;,—h a
Puesto que 2, — 2 = (%, + iy)) — (& +
ferencia z, — z de los dos mimeros complejos qg
La Fig. 18-E ilustra la suma OR = z +z,;riu.
que los segmentos OS ¥ P.P, (la otra diagonal OF.RE

(Fig. 18-C)

e

(Fig. 18-D)
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FORMA POLAR O TRIGONOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS,

Considérese el mimero complejo x + yi represéntado (Fig. 18-F) por el vector OP.
Este vector (y, por fanto, el nimero mmph}l:l] puede expresarse en términos de la
longitud r del vector y de cualguier dngulo positivo 6 formado por el vector v el semi-eje
positivo de las X (semi-eje real positivo). El nimero r = /& T 3 es el médulo o
valor absoluto del ndmero complejo. El dngulo 6, llamado argumento del mimero com- -
plejo, se escoge, generalmente, como el menor ﬁ;ngu]o positivo tal que tan § = y/x,
aungue, a veces, puede ser mds conveniente escoger algin otro dngulo cofinal con &l

Die nmerdoalu!?mr 18-F, z = rr:mﬂy_v-——rnanﬂ entonces 2 = x 4 yi =

rmu+wmn-ﬂm#+!ml}} Lﬂexprﬂlﬁ tsen §)se deno-
mina o trigonométrica, ¥ la expresibn® = x -i— wyilse \denomina forma bi-
némica del ﬁmplﬂjﬂ z ::——.,-1 F] -
— = e = .
§Y 4 Y
= P AT = 200°
E ------------ i 'Fy‘ T /ﬂ‘h\i . X
' .
: | A
: N+
s, e
(4] X = rcosl A v
)
(Fig. 16-F) (Fig, 18-G)

EJEMPLO 5. Expresar 2 = 1 — iy/en formn polar. (Viéase 1 Fig. 18-G)

El médulo da r = 17 F { /38 = 2. Como tan § = y/x = —Ff1 =
—+/3, el argumento i puede ser liﬁ“ﬁﬂﬂﬂ" Ahbora bien, sabomos que P perte-
nece al cundrante TV; entonces, 0= 300° v la formn polar buscade es z =
rieos 0 + isen 0} = 2(cas 300° - isan 300%). Obsdrvese que = puede reprosentarse
también por ln formn polar 2 = 2leos(300° 4+ n380%) + {aeni300° + nIB0O°)],
dontde n es un entero cuslquiern.

EJEMPLO 6. Expresar el ndmero complejo z = 8 (cos 210° <4 {sen 210%) en forma bindmicn
Camo eon 210" = —/3/2 v men 210" = —1/2,
z = Bicos 210° + {sen 210°) = B[—/3/2 + {{-1/9)] = —4 T — 4i
es Iln forma bindmica buscada,
(Véanse los problemas 12-13.)

MULTIPLICACION Y DIVISION EN FORMA POLAR.

Multiplicacién. El mddulo del producto de dos mimeros complejos es el producto
de sus mddulos, v el argumento del producto es la suma de sus argumentos.

Divisidn, El mddulo del cocienté de dos nidmeros complejos es igual al médulo del
dividendo dividido por el médulo del divisar, ¥ el argumento del cociente es igual al
argumento del dividendo menos el argumento del divisor. Para las demostraciones de
estos teoremas véase el problema 14.

EJEMPLO 7. Encontrara) el rm&uﬁnﬁp, l}dwﬁnhnf& v ¢} el cociente =z, /2, s
2 = 2{cosB00° + i sen 300%) y & = Bicos 210° + isen 210°).

a) El médulo del products es 2(8) = 16, El argumento es 300" + 210° = 510°

pero, canforme a lo convenido, se debe tomar el menor dngula positivo cofinal,
510° — 860° = 180° Asl, sz = 16icon 160° 4 i sen 150°),
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b) Elmédulo del coclente /2 es 2/8 = *y-:] argumento es 300° — 2107 = 890°%
Asi, 2, /2, = }(con 80° + isen 80%).

¢) El médulo del cociente q!ﬁﬂ}! . = 5

El argumento ea 210° — 300° - —90°, poro se debe tnm.l.r ¢l menor dngule
positivo cofinal, —90° + mﬁ“‘i‘fm“*u.

Bafm = -l{wl I@-F i sen 270%).

n. Segin los ejemplos 5 ¥ 6 los ndmercs son
H=1=iv3 y a=—4vT - 4
en forma bindmica. Entonces 8 ) 3 8 -
2ae= (1 = i/3) (~4y/8 — &) «-.-a,(s-hy = 16{cos 150° + i sen 150°)

igual que en a), ¥
¥, Ve I

AT G s
= 4fcos 270° + i sen 270%) hﬂﬂ-ﬁmE:]+
(Véanse los problemas 15-16.)

TEOREMA DE DE MOIVRE. Si n es un niimero racional cualquiera,

{r(cos & + isen §)}" = r"(cos nf + i sen nf).

La demostracién de este teorema estd fuera de los objetivos de este libro; en el pro-
blema 17 aparece una verificacién para n = 2 y n = 3.

EJEMPLO 8. (T — ) = (2(cos 330° + isen 330%)}'

919 (eos 10+ 330% + i sen 10+ 330%)

1024 (cos B0° + lmﬂﬁ",i = 1024{1/2 + i/3/2)
512 + B12i /3. -

{m el problema 18.)

HAIEES DE NUMEROS COMPLEJOS. Se establece, sin dmustrlﬁh. el siguiente teore-
ma: Un mimero complejo a + bi = r{cos 6 4 i sen ) tiene exac n raices n-ési-

mMas.,
El procedimiento para calcular estas raices aparece en nl ejemplo 9.
EJEMPLO 9. Encontrar todas las rafces quintas de 4 — 41 s
La forma polar usual para mprmnhr& -E‘*l 815° + i sen 315%),

pero. aqui-se.necesitaré la forma mds general -q*mm Ry
4/ [cos(316° - k 360%) + i sen(316° + & 860%)],
donde k 88 un entero cunlquiern, incluido ¢l cera. =

e - - . !
Segiin el tearema de De Moivre, una raiz gﬁg’—:ﬁf viena dada por
(4 /7 [con(315° + k3607 + {wen(315% < k380%)))*°
= r4ﬂ1lf5[mw HMM]

w /2 [cos (63 + kT2%) + fmﬂﬂﬂ!-
Cuando se toman, sucesivamente, los tllnﬂi m = tiene
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t o F (cos 687 Soiwen 68% = R, [ v
: V2 (cos 186° + isen 136°% = R

: /2 (cos 2072 + i sen 207%) = R, PO S
D2

12

(coe 279° - {sen 270%) = R,
(cos 351% + isen 861°%) = My
to/F loon 423% 4 i isen 423°)

= +/2 (cos 63° + i sen 63°) = Ri, pte.

Asf, cuando se le dan a k los valores 0,1,2,3,4 (p. of.
0,1,2,8,-+-, a — 1), se obtienen lss cinco rajces quin-

tas buscadas. ;
(Véase también el problema 19.)

El mddulo de cads une de Ins raicss ss /F; de
donde se deduce que las rajces son puntos de una
cireunferencia cuyo radio es 2 v guyo centro coingi-
da con el origen. La diferencin de nrguomentos entre dos
rafoes consecutivas es de 72°; por tanto, las ralces ps-
tén separadas unas de otres por arcos iguales, como
s¢ muesira en la figurn,

rwrrrw
| S B B B |

PROBLEMAS RESUELTG‘E'

En lus problemas 1-6, efectiense las operaciones indicadas, simplifiquess, ¥ exprésese ] resuliado en laforma
a + bi.

L{s~m+¢-a+wh- (3 =58 + (=447 = —2 4 8§
B 4+2) — (-1 48) = 4 —(-1)+ @—-98)i =5—i
B 2+i(8-20 = 6+2 + (—4+8)i =8—i

B B+ G —4) =9+16 = 25

g1l +8i _ (430 (2—0) _ (E+8)+(-148)i

T+i - @FD @=D i1 it L
g I8 _ (82 243) _ (648 + B-4)i _ 12 B,
CR2—380 . (2— 31§ (21 3i) 4-+8 13 .13

7. Encontrar valores de r y y tales que 2¢ — yi = 4 + 3i. . g
Aquiler =4y —y = Jentoncesx =2 y 3y = -4

8. Dﬂnmﬂr que los nimeros uump!t:rniﬂ +0 ¥ 2; iwon m'k!-di n iﬁnﬂﬁn curdritica
x —4x4'5=0. ' gz
Parnx =2+ i: (24 iF — 42410 +5 =4 +1f+fh-—=i—-rﬁ+u-&.
Parnx =2 — i: (2 —i)= — 4{2 = 1) +5 -L-':&-i-jﬂ-iwﬁ!--tﬁl-’thn.
Cada uno de los nimercs dados es rafz ﬂlhmﬂﬁ;mﬂﬂlmdntﬂm 1a satisface.
8. Demostrar que el conjugndo de I suma de dmm mﬂuﬁﬁuﬂ ala suma de los eonjugados
de dichos nidmeros.

Seana + bi ¥ :-+dqdmnﬁmﬂﬂmﬂﬂiﬁm%mu{a+:}+f&+d}ny
el conjugado de hlumnu{n +e&) =tk - x

Loa conjugados de los dos nimeros somn, mmﬁﬂmﬁu -hr y e = di, ¥y In'sumn de’sstos con-

jugados es
ll+ﬂ}+lf-l‘ iﬁ' -h'ﬂ'l & + d)i.

Billlsaaabeddl il nadsmma.

s
kel

—

(e s B B

e 1 1L il e
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10. Representar grilficamente (como vectores) los si

-a) 342 B 2—0 ) -2+4+d @B = .
Sp localizan, sucesivamente, loa puntos cuyas co

se une cada punto con el nrlm'ﬂ. : ;

11. Efectuar grificamente lns ATIERT
a) {3+ﬁ}l+{i+5i}. ﬁ] IE+4ﬂ+{!-—__

?i 1} (=1, =3 ¥
- (2 —i).

Y '-ﬂ_J_'i + 9i

{a)

;§~f

(e}

Pma}yh.tntnmlm&mmgmuhdiHm
paralelogramo.

Para c), tricense los vectores =mnpnnﬂhniu1{-]~§i
lograme, como se indiea en Ia Fig. (c). : e

Pu:ﬂ.mhmuluvanummunmﬂmulll+iff “  :U'ﬂﬂﬁuﬁh
logramo, comao se indica en la Fig. (d). )

12. Expresar en forma polar cada nmﬁ-hlﬁuhnu- ' 3
) —1 + ix/3, 8) 64/3 +6i, c) 2 —2i, d) -8 = 3 — 4.,
@) P pertenece al segundo cuadrante; r = /(—1)% + (/3 ar sy

Asf, 2 = 2(cos 120° -+ i sen 120°). .
b) P pertenece al primer cunsdrante; r = /(6 V3 + 6
M,z-m{mm"Hmanvs. | =
£ Pputmm:]duurh:mﬂrmt-r- - FF (—28 =2
Asf, 2 = 24/Z(cos 815° + i sen 315°). 5
d) P es un punto del semi-eje negativo de las X y 8 = lﬂ'-'l‘ v
Asi, z = 3(cos 180° + i sen 1807). -
e} Pummhdﬂmbﬁupnﬁﬂvudnh-?yl -
Asi, 2 = 4(cos 90° + i sen 90°).

1 P pertenece al tercer cundrante; r =

(e v 1,3333, » = 233°8".
Asf, z = B(cos 233°8" + {sen 233°8"). . i
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14, Expresar en formna bindmica ﬂdl uno'de las siguisntles mimeros complejos 2t

14.

15.

IEI

a) 4(cos 240° + isen 240°) ) Bleos 90¢ 4 { sen 90%)
b 2{cos 315° 4 isén B15%) d) Sicon 128% 4 1 sen 128%).

a) 4{cos 240% + isen Hﬂ"} = 4[*1.1‘2 +il—+4/8/2)] = “5 2i4/T

b} 2i{cos 316° + fmmﬁﬁ - G/VE A+ -1/VEN = V2D

¢] Reow90° + izenBO®) = 3[04+ 6 (1)] = 3§

d) Bleos 128° + isen128%) = 5[ —0,6157 + i (0,7680)] = —3,0785 + :m-r.mn

Demoatrar que: @) Bl ﬁﬂ!uh ﬂd producto de dos mimeros complejos s el producto de sus médulos,

L o del producto es la suma de sus argumentod.

b) El midulo del cociente de dos niimeros complejos es igunl al médulo del dividendo
dividido por el médulo del divisor; ¥ el argumento del cociente es igunl sl argumento
del dividendo menos el argumento del divisar.

Bean # = ricos 0 + isen B) ¥ & = rafeos B + isen &) dos ndmeros complejos cualesquisra.
a} iz = rylcos & + isen §) = TylcoR B+ isen B)
= real(eon by con s —sen B sen b)) + ilsen B cos & + cos § sen'th)]
= rreleos (0, + 8+ i sen(f <+ 8]

rcos 0+ i sen &) _ rileos & + isen 6) (cos by — i sen )
ralcos By + ©osen b))  raicos f + fden W) (con t — i sen 0s)

vy _(cos U, cos B + sen b sen ) + 4isen B end by — eos f; sén 0;)
T cos' fiy + men®dy

.}

- E|cmlu. — fi5) + tsenfih — "c”-

Efectiiense lns operaciones indicadss y exprésese el resultado en forma polar ¥ en forma bindmica.

al Sleon 170% 4 i sen 1707) » (eos B5® 4 isen B57)

b 2foos 507 4 @ sen 507) « Bicos 407 4 i san 407)

¢} Bleos 110° 4 { sen 1107 - d{cos 212° + § een 212°)
4} 10(eos 305 4+ isen 305%) + 2{coa B5% 4 isen B57)
e} dicos 2207 4 isen 2207%) + 2{cos 40° + isen 40°)
) Blcos 230° + §sen 230°) + Bicos 75° + {sen 75%)

a) El médule dal produeto es 5(1) = 5 y &l m.-;umentu ep 170 + 559 = Z26°%.
El producto; en forma polar, es Gfcos 225° + i sen 225 y, en forma bindmica, os
Bi— 372 = iy3/2) = =5y /UR — 5i A

b El médulo del producio es 2i3) = B y el argumento es 50° + 40° = 90°.
El producto, en forma polar, es Glcos 90% 4+ § sen ﬂ-li“"'.l ¥, on Errmnhinhiul. ez B{0 + i] = Gi.

¢l Ei médulo del producto es 6 = 3 y el argumento es 11&“ +2i2" I
El producto, en forma polar, es 3{cos 3227 + Imﬂ!"] ¥, en forma HHHEHI, )
30,7880 — 0,6157) = 2,3640 — 184710

d) El médulo del cociente es 10/2 = 5§ y el argumento es 305° — 85° = 240°
El eocionte, ea forma polar, s Glcos 2409 + { sen 2407 y, en forma bindmica, es
Bi~1/2 = iv3/2) = —56/2 = Biva2.

¢) El médulo del cocients es 4/2 = 2.y MWH@E—,!& = 180°,
El cociente, en forms polar, es 2(cos 180° -+ i s=n 180%) ¥, ea form. ™

fi El mddulo del coclents ss 6/3 = Eyilummutnﬁw—sﬁ!ﬂ-ﬁﬁﬁ
El cociente, en forms polar, es E{cnu 1ﬂ' -!-».: mm en forma bindmica, es
2( —0,90863 +1‘.'I ! -f. S0,

0, es 2(—1 +0i) - -2,

Expresar cada nimero en forma polar, efectunr las .;
bindmica. -
a) (=1 + i3 (w3 + 0 -ﬂi‘t“ﬂ-t-ﬂ £ (3420 (2 41)

B (3 —3i/3) (—2 = 2i/3) 'l}, W= -‘_‘E‘L‘ﬁﬂ K (2 480 & (2 —81)
) (& — 4iv®) + (=2 W8+ 26 n A +ivD 0+ v

es indicades y dar el resultado en forma
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a) (=1 4 i3 (T 40 = 2eos 1207 +isen _;-".__. ‘:--. 30° < i sen 30°%)
= #(con 160"+ § semE0GRY = *-15!! +1) = —2yB 4

B) (3 — Biva) (-2 — i@} = Blcos 300° + i sen 800%) - 4(cos 240° + § sen 240°)

= 24(cos 640% -H" ) ,ﬁ{rl +0i) = —24
c) (4 — diy8) + (—2+/8 + 24) = Bleos 3002 - ue ) - 150% - ¢ sen 1507)

-=:z{uu-m'-1;, =232 + 1) = —V3+i
dl =2+ (=434 i) = 2{cos 180" + isen 1l fe Tmiﬁu':u
= epd 30° 4 i sen 0%

el Bi + (=3 —3i) = ﬂ[mﬂﬂ“’-!—umm 'I'r !
= /F(cbs 225° +hm ?
0. +ivE (1 + iv3) = Z(cos60° -+ isen 60T =2
: = 4(cos 120° 4 is
2 (3+20 @2+ i) = +IBlcos 3841’ -r-i_'
= +/B5icos 60715’
= BE(D,4962 + 0, |
p 2480 _ VIicos 56°19" 4 Jnnmhﬁ"ﬁihwtf-
a1 T /THicos 303°417 +;mmlmm <4 i sen a034L’
= cos 112°38° + isen 112°88 = —0,3848 + 0,9250i. Y o Diia

17. Verificar ¢l teorema de De Moivee pam n.'r-..:_g'_::;-_n =& r 5
Sea * = riens 0 + [ sent) un ndmero complejo cunlguiern. st
Para n = 2: 2= = [r{cos § 4 i sen 8)}{rlcon § + i sen 8)) Jr-—ueu%j

= rifjeos 1 — sun 0] <+ {(2son @ cos )] = ﬂ{wni;m

Parnnt = 3: 2 = sz = [ri(cos 28 4 {sen 20))[rlcos® + isen )]
~ P{{cas 20 608 b — son 20 sen 8) - i(sen mﬁrw-ﬁnfﬁﬁm
= ri{oos 30 -+ i sgn 40).

Por induccién matemdtica se pusde demostrar el teorema para et tero p

- 18. Evaluar, mediante el teorema de De Maivre, cada una de lus m dar el resultado en
forma bindmica: a) (I +ivEe, b (w3 — 88 e (=140, y

a) (1 4+ iy/3)* = [2{cos 60° -+ isen BO*)} = 24{cos 4 - N"+f=lnil-

-2*:=u!lﬂ‘+£m2-lu'j = —s—Biv’B —

B v3=in = It{:mﬂﬂ' + isem 0P = ﬂ[mlﬂ&ﬂ'-t-l
= 32(cos 2107 + imﬂu'hr-- -—mﬂ — 16§

e (=14 0% = [2 (eon 135° + i sen 1361 = 32(con 270°
d) (@ 4304 = [yT3 (eos 5619 + {men 56719/} = 13*(eos 22571
169( —0,7038 — 0,7104i) = —118,9 —120,16

19. Encontrar Ins rafces en forma bindmica, ﬂmhmhmm
) Las mices cuadradas de 2 — 2i,/3
b} Las rafces cudartas de —8 *-Efv"i
¢) Lae rajces cibices de —d % + 4iy2
) Laa raices cibicas de 1

a) 2 — 2iy/T = 4(cos(300° + k 360%) +-mlﬁh‘°‘.
¥ (2 — 2132 = 2{coa(150° + k 180°) + igex

Poro k = 0 y 1, 1as rafoes buscudas son ---:

R, = 2(cos 160° + isen 150°) = 2(— Fy

Ry = 2(cos 380% + {sen 380°) = zciw

b ZB— BiyT = 16[coa(240° + k 360%) + isen

¥ (=8 — Binv/3)'4 = 2[cos(80° + k 80°) + i ne
Para & = 0,1,2,3, las raices buscadas son

R, = 2(eos B0® + isen 60°) = :Iti+
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Ri = 2(ets 160° + isen160%) w A(-dT £ 4D = -3 +i
Ry = Ricos 2407 4 isen 240°) = 2(—~4 —idyP) = —1 —iV§
Ry = 2{eon 3307 + i sen 3307 = 203/ W —di) = VI - i
el =424 4T = Blens (1956 + k 360°) 4 Qseni{135% 4k 36097
¥ (AT + 4y = 2jcon(d5® + k 120%) + isen(ds® + & 120%).
Para & = 0,1,2, las ralces buscadas son
Ri = Zeordb® + isendb®) = 201/ + /0B = F 4 i3
Ry = Z{cos 1657 + imen 165°)
Ry = Z{cos 285° + isen 285°).
d) 1 = cos(0® 4 k 360%) 4 i sen(0® + £ 8607 ¥ 1'% — coatk 120% + § senik 120%,
Para k = '0,1,2, las rafoss buscadss son
R, =¢mﬁa‘+_i;__llnﬂ” = 3 . i
Rs = cos120° 4+ i sen120° = —§ + i ly3
Ry = s0a 240° 4 fsen2d0® = -} —i bym
Obsérvese yue B = cos 2(120% + isen 2(120%) = R,,

R} = cos 2(240%) + isen2(240%) = Ry, ¥ ~ :
BBy = (cos 120% + i sen 120%) (cos 240° + i sen 240%) = cos 0° + isen0° = R,
€) i = coa(90° + k360%) + imen{80% + £'360%) y (' = cos(2ul® + k90°) + i seni22}* + h90°),
Asl, lns rafces buscadns son
R, = cos22}® + isen22}° R, = s 2021° 4 §sen 2020°
R, = cos 121"  fsen 172}° Ry = cos 282° 1 iden 29208
{} —1 = cos(180" 4 k3607 £ i sen(1B80° 4 £360% v (110 = cop(30® + k60°) + i sen(30® + A60%)
Aul, lns rafces buscadas son
R unb;ﬂﬂ“+£un30‘ = bT+di !
E

B; = cos 907 + {aen'90° = |
Ry = cos 160° + isen 150° = —dvT + i
R, = ctr210° + isen210° = —}y@ —ti
Ry = vog 270° + isen 2T0° = ~i
R, = cosH30° + ison 330° = }o/F - }ic
Obsérvese que R} = Ry = con 180° + i sen 1807 con lo gque R, v R. son las vaices condradas de I
—1;que R} = R} = H’ = cos 90° 4 (sen 80° = i con lo que K:, R R; son'las raices ciibicas de i; i
youeR: = R} = R: = cos 270% + isen 270° = —icon lo que Ry R, Rason las ralces ciibicns da — i,

£} —16i = 16(cos(270° + k360°) 4 isen(270° + R 360%)] y 3
(=180 =2leos(878® + X907 + i sen(6?® + k90N am Iu uhn. buscadss son ,
R, = 2cos 67 + { sen 6789 B, = 2icos 2478 + isen 247)°) |
R =21m15ﬂ=+imm&'; k.'=-zfmm}°+imm§=1 1
M 1 3= 50 [eoslT1%04 " —T—i:ﬂﬂ:l"l-f- fmmm'-i-niw'ﬂ ¥
(1 + 3015 = 70 [(con14°19" + k727 + 4 lﬂﬂi‘ﬂ" -+ & 72%). Las raices buscadns san

o R = Tbicos 14°19" 4 i yen 14%107)

: Ri = YV'T0(eos 86°19" 4 {sen 887197
| Ry = \'TDicos 168°18" + i sen 168°19")
— Ry = {T0(cos 230°19 % + isen 240%19°)
B = @“‘I'E(uuamﬂin*q-imm'
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PROBLEMAS PROPUESTOS

20, Efectuar las operaciones indicadss y expresay lns résultados en la forma a 4 bi.

o) (6 —2i) +(24+3) =8+ B @4 =B (@ —24—3) = (B +4+B) + (3F — 8)i
b) (B —2i) — (2 +3i) =4 — bi 1) 1 +2/=8)(2 - =8) = 8 +3,8

) B+2 +(-4—3) = ~1—=i m) =P =3 —4di

d) (8 —2i) —(4—3i) = =1 +i ny (4 + 2P = 12 + 16i

€) 2 —i) =6 —38i o) (1+iP(2+3) = —8+4i

1 2i(3 440 = =8B + 6 e

£ 2+3)0+2) = —4+Ti p) ol

h) (2 —30) (5 +20) = 168 —11i 144 ooy

i) (@ —28) (=4 +i) = =10+ 11 ) 3—2;'_11_'_&.. RS0

i) (2 +30)(8+20) = 13i V=R sadh 24 3i

21, Demostrar que 3 + 2i y 3 — 2i son’ raices de 3 —8r 4 13 = 0.

22, Efectunar grificaments las siguientes operaciones.

a) (2 +8) + (T +4d) €) (248D —-Q +4)
B) (4 —20 + (2 +30) d). (4 — 2§} — 2.4:8i)

23, Expresar en forma polar eada uno de los siguientes mimeros complejos.

a) 3 + 3i = 3+/TF(cos 46° + { sen 457) ¢} —B8 = Bicos 180° + isen 1807

b)) 1 4 8i = 2(cos 60° + { sen 607) 1 —2i = 2{cos 270° + { sen 2707}

€) —24/8 — 2i = 4(coa 210° + isen210%) @) —12 + 5i = 13(cos 157°28" + isen 157°23")
d) &F =iyE = 2{cos 3156° + isen 3167) h) =4 = 8i = Blcos 216°62" + imen 2167621

24. Efectunr lns operaciones indicadas y expresar loa resultados en ln forma a + i
a) Jlcon Eﬁ_“ + & nen 25%) Bleos 200° 4 isen 200°) = —1248 — 1280
4) 4(cos 50° + i sen 50%) 2(cos 100° + isen 100%) = —48 + 4i

4{cos 180° + isen180%) . .
€) “2tcos 70° F imeni0h) - L+ T VI
12(coa 2007 4 isen 200%)

9 3(cos 350° + isen 350°) S di

25. Utilicese la forma polar para encontrar eada uno de los siguientes productos y coclentes, y exprésese
eada resultado en la forma a -+ bi. j '

a) (1 +0(v2=iyD =242 . B) (=3 —iVB) (—44T + 4) = 8+/F + 8i
& i = =i d) %{—f—‘— 2T + 2
U, ot me e T N g4 = A0

26. Utilizar el tesrema de De Moivre para evaluar cada uns de las siguientes expresiones y dar cada resul-
tado en la forma a4 bi. \

a) (2(cos 8° + i sen 6P = 161/8 + 16 (V8 tnds” Y2ends™)

b) [vTicos 767 + i sen 76%) = 2 — 2/5i ;

e) (1 44 = 18 = el

d) (1-0¢ = 8i 2Ve _f"“_ﬂr 4

el (12— ivE2= = —1/2 — 32 2 L‘E £ 40

1) (VERZ +ij2p = —i _ i

"l (3 4 400 = —526,9 — 838,1: ?L.-Z [{&:&n "*':..E an
3 ¥, "E- I3 3 _i

h) (1 =iv3r _ 1 p BBV IR _ 4 g

(=2 + 20 8 (1 — iy3»

251




NUMEROS COMPLEIOS 143

27. Encontrar todas las rafees indicadas v expresar loa resultados en la forma o 4 bi, excepto en los casos

a0.

a1.

en que se requiern el uso de tablas.

a) Las raices cuadradas de i. Besp. +/8/2 + iy/F/2, —/2/2 —iyine

&) Lus rafces cundradas de 1 + {5 Resp. v8/2 + iv2/2, —B/2 —ivZ/2

¢) Las raices cubicas de —8. Resp. 1 + in/8, -2, 1 —iy3

d) Lrs rafces cibicas de 27i. Resp. 33 /302 4+ 372, =352 + 8i/8, =8i

e} La= rafees clbicas de —4+T + 44
Resp. 2(coa 507 + isen50%), 2(cos 170° + isen 170%), 2(cos 200° + i sen 2907

f) Las raices quintas de 1 + i Resp. \/Zlcos 9° + {men 9°),  VT(cos B1° + i sen 81°), ete.
#) Las rafces sextas de — o3 0.  Resp. ¢T(cos 25° 4 §sen 267, +/Z(cos 85° + i sen 85°%), ete.

- Encontrar las rafces décimas de 1 y demostrar que ¢l producto de dos cunlesquiera de ellns es, a su vesz,

una de las raices décimns de 1.

. Demiostrar que el inverso de eualquiera de lns raices décimas de 1 es, & su vez, una raiz décima de 1.

Simbolicess una de lns raices cibicas complejas de 1 (problema 18d) por w,, ¥ la otra por w,. Demostrar
que Wity = Wy y  WWE = oy,

Diemostrar que (cos § 4+ i sen 8™ = cos né — i sen nd.

32. A partir de ln igunldad de lossegmentos 0S y Py P, de Ia Fig. 18-B encontrar un segundo procedimiento

que permita la construccién de Is diferencin 0S = 5 — & de dos mimeros complejos =, ¥ =

M S ——



CAPITULO 18

Conceptos sobre geometria del espacio

EL PUNTO DE INTERSECCION de una rects jr un plano se llama pie de la recta.

Una recta dada es perpendicular llll:l]ﬁ:l!nlhdnm la recta corta al plano y si,
ademés, toda recta del plano que pasa pu*d;n de la recta dada es perpendicular
a ella.

Si una mmmpﬂmndmduahmmmm su punto de
interseccidn, es perpendicular al plano qnhm a las dos rectas, Véase la Fig. 19-A,

A

Fig. 19-A Fig. 19-B "Fig. 18-C

ANGULOS DIEDROS. Cuando dos rectas tienen un solo punto comiin (Fig. 19-B), de-
terminan cuatro dngulos planos. Cuando dos planos tienen una sols recta comiin, deter-
minan cuatro dngulos diedros. Aqui, se considerard iinicamente el dngulo diedro
A-BC-D que se sefiala con lineas gruesas en la Fig. 19-C. Los plancs ABC y DBC reci-
ben el nombre de earas del dngulo diedro, y la recta de interseccién BC' recibe el nom-
bre de arista del dngulo diedro.

El éngulo plano formado por dos rectas que pertenecen a caras distintas de un
angulo diedro v que son perpendiculares a la arista es el w&i dngulo diedro.
El dngulo plano, como el ZEFG de la Fig. 19-C, se toma como medida del dngulo
diedro A-BC-D.

Los éingulos diedros son agudos, rectos u obtusos si sus mﬂmtm fingulos
planos son, respectivamente, agudos, rectos u obtusos.

ANGULOS TRIEDROS. Cuando tres planos tie-
nen un solo punto comin determinan ocho
dngulos triedros. Aqui se considerard inica-
mente el Angulo triedro O-XYZ que se sefiala
con lineas gruesas en la Fig. 19-D. El punto
comun O es el vértice del dngulo triedro, ¥
los planos OXY, OYZ v OZX son las caras,
Las caras, tomadas de dos en dos, forman
tres dAngulos diedros cuyas aristas OX, OY
v OZ son las aristas del dngulo triedro. Los
dngulos planos XOY, YOZ v ZOX, en las
caras del dngulo triedro, son los dngulos de sus carss.

144 =
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La suma de los dngulos de dos caras cualesquiera de un dngulo triedro es mayor
que el dngulo de la tercera cara. Véase la demostracidn en el problema 1.

Lammdelnsinrnlmdehammdeunwu]hhiedmmmm que 360°. Véase
la demostracién en el problema 2.

ANGULOS ESFERICOS. La interseccibn de un  jreunferoncia
plano v una esfera es una circunferencia (Fig. menor
19-E) que recibe el nombre de circunferencia v .
mdxima si el plano secante pasa por el centro
de la esfera; en los demds casos, se llama cir-
cunferencia menor. Los polos de tales circun-
ferencias (méximas o menores) son los puntos
de interseccién de la esfera v el didmetro que
es perpendicular al plano de las circunferen-
cias. Obsérvese que, mientras P es el polo de
muchas circunferencias menores (de todas las !
circunferencias menores determinadas por pla- i L5
nos a MM'), lo es, sin embargo, de una sola
circunferencia méxima.

Deos puntos diferentes de una esfera (como A y B en la Fig. 19-F) que no son ex-
tremos de un didmetro perteneceén a una sola circunferencia maxima. El menor arco
AB de esta circunferencia méxima es la curva mis corta que puede trazarse sobre la
esfera para unir los puntos A v B.

Fig. 18-F Fig. 18-G

El dngulo formado en una esfera por dos arcos secantes de circunferencias maxi-
mas se denomina dngulo esférico, Los arcos de las circunferencias maximas son los
lados del dngulo esférico, v el punto de interseccidn de los arcos es el vértice. La medida
deunﬁngu]nasfch-lmwmdndapurelingnludwdmfmduparlmphnmdalaﬂ
circunferencias mdximas cuyos arcos constituyen los lados del dngulo esférico. En la
Fig. 19-G, APE es un éngulo esférico de la esfera del centro 0, v la circunferencia
ABC-inmmmfa:encmmﬁxmmmnpnh@ | vértice P del dngulo esférico. Como
la medida del dngulo diedro A-PO-B . a la medida del dngulo plano AOB
que, & sU Vez, mmmﬂiﬂnhdﬂmdﬂpnﬁmqwhiﬂﬂademéﬂmﬂo
m&mmmdahmdmmmhmmhmﬁmmmhz-
ma cuyo polo es el vértice del dngulo.

TRIANGULOS ESFERICOS. La miHn &u’h‘_, fici
smina tridngulo esférico, Los arcos son l

arcos de tres circunferencias méximas se denomi:
los lados del tridngulo esférico, ¥ los vértices de los tres dngulos esféricos son los vértices
del tridingulo esférico. Generalmente, los &ngulos se denominan A, B, C, v los respec-

tivos lados opuestos o, &, e

‘de una esfera limitada por los
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Cuando se unen los vértices A, B, C de un trifn-
gulo esférico con el centro de la esfera {Fig. 19-H)
se forma un angulo triedro O-ABC. Los lados a, &,
¢ del tridngulo esférico se miden por los dngulos de
las caras BOC, COA, AOB de este tridngulo triedro.
Los éingulos A, B, C del tridngulo esférico se mi-_
den por los 4ngulos diedros del dngulo triedro —el
édngulo A se mide por el dngulo diedro B-OA-C,
etc.

A no ser gue se especifique lo contrario, se
considerardn aqui vinicamente los tridngulos esfé- - Fig. 19-H
ricos en los que cualquier lado y cuslquier dngulo
es menor que 180°, Para estos tridngulos:

1) La suma de dos lados cualesquiera es mayor que el {erc lado.
9) La suma de los tres lados es menor que 360°

(Estos teoremas se derivan de los correspondientes teoremas referentes a los fingulos

de las caras de un éngulo triedro.) F
3) Si dos lados son iguales, los dngulos opuestos son iguales, y reciprocamente.

4) Si dos lados son desiguales, los dngulos opuestos son desiguales, v el dngulo mayor
se opone al lado mayor, y reciprocamente. '

(Estos teoremas son evidentes intuitivamente ¥ no se dard una demostracién for-

mal de ellos.)

5) La suma de los tres dngulos es mayor que 180° y menor que 540°

(La demostracién de este teorema en el problema B reguiere el uso del trigngulo

polar que se estudiard en la seccidn siguiente.)

El exceso esférico E de un tridngulo esférico es el valor del angulo en que la suma
de los éngulos del tridngulo esférico excede a 180° Por ejemplo, en el tridngulo es
férico cuyos 4ngulos son A = 65°, B = 75°, C = 1125

E = 65° + 75° + 1128 — 1B0® = 72°

TRIANGULOS POLARES. Sean A, B, C los vérlices de un tridingulo esférico. Tricense las

tres circunferencias méximas cuyos polos son los
tres vértices dados. Denominese A’ la interseccién
de las cincunferencias mdximas cuyos polos son B y
C v que se encuentra, respecto de BC, al mismo la-
do que A; B’ la interseccién de las circunferen-
cias miximas cuyos polos son Cy A y que se en-
cuentra, respecto de CA, al mismo lado que B; (51
la interseccién de las circunferencias maximas cuyos
polos son A y B y que se encuentra, respecto de
AB, al mismo lado que C. El triingulo esférico
A'B'C' es el tridngulo polar de ABC. Sus lados se Fig. 19-1
denominaran a’, &', ¢’, como en la Fig. 19-1. o

Los teoremas fundamentales referentes a los trifingulos polares son:

1) Si A’B'C’ es el trifingulo polar de ABC. entonces ABC es el trifingulo polar de
A'B’'C'. (Véase una demostracion en el problema 5.)

2) Dados un trifingulo y su tridngulo polar, cada dngulo de cualquiera de los tridngulos
dados es igual al suplemento del lado correspondiente del otro tridngulo; asi,
A = 180" — @’ B = 180° — &' 0 = 180" — ¢
A’ = 180" = & B' = 180° - & C' = 180" — e.
(Véase una demostracién en el problema 6.)
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, APLICACIONES. Para simplificar algunos. cdleulos, se acostumbra a considerar la Tierra
como una esfera. El eje de rotacidn de esta esfera interseca la superficie de ésta en los
polos norte v sur, P,y P, de la Fig. 19-). La circunferencia méxima cuyos polos son
P,y P, recibe el nombre de ecuador. Dado un punto cualquiera A, de la superficie de
la Tierra, diferente de los polos, se llama meridiano de A a la semi-circunferencia
P,AP,. El primer meridiano o meridiano cero pasa por el observatorio astrondmico de
Greenwich, Inglaterra.

La latitud (lat.) de A es la distancia angular desde el ecuador hasta 4. Se mide por
el dngulo A’OA o por el arco A’A del meridiano de A. La latitud se denomina norte
o sur segin que el punto dado se encuentre en el hemisferio norte o en el hemisferio
sur. La diferencia de latitud entre dos puntos cuyas latitudes rea;m:twa& son L, y
L., (L, > L;),es L,—L, si ambos punios se encuentran en el mismo hemisferio, v
es L, + L. s se encuentran en hemisferios diferentes.

Las circunferencias menores determinadas por planos perpendiculares al eje se lla- :
man paralelos de latitud o paralelos, Todos los puntos de un mismo paralelo tienen la 3
misma latitud.

La {ongitud (long.) de A esel dngulo (no mayor que 180°) entre el primer meridiano
v el meridiano de A. Se mide por el arco ' A’ determinado en el ecuador por los dos
meridianos o por el fdngulo esférico G’ P, A’. La longitud se denomina este u oeste
segiin que el punto dado se encuentre al este o al ceste del primer meridiano. La diferen-
cin de longitud entre dos puntos cuyas longitudes respectivasson w, v 3. Ok, > 30,
e A, — h, si ambos puntos se encueniran hacia un mismo lado del primer, meridiano
v g8 menor. que b, ko ¥ es 3607 —(k, + 3,) sl se encuentran en lados diferentes. '

El ecuador v el primer meridiano hacen las veces de un par de ejes coordenados
sobre la superficie de a Tierra; el ecuador corresponde al eje de las X y el primer meri-
diano corresponde al eje de las Y de un sistema de coordenadas rectangulares en un
plano, La latitud y la longitud de un punto A son las coordenadas de A con respecto
a estos ejes; la latitud corresponde a la coordenada Y, mientras gue la longitud corres-
ponde 8 la coordenada X. Las denominaciones “norte” v “sur dadas a las latitudes,
y las de “este” v “oeste” dadas a las longitudes corresponden a la coordenada positiva
v negativa, respectivamente, de un punto en un plano.

Pn  primer meridinng
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Fig. 101 s Fig. 19-K :
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meendmnmquepnmpmdmm&-‘hmﬂmﬂah'ﬁﬂmy los arcos t
de la circunferencia menor que unen M“{ﬁg 18-K) determinan dos tri-
dngulos esféricos AP, By AP, B. Unol :gtl;ll_ ; & se utilizard en un capitolo
posterior para &atarmhmr 8 dhlﬁuphul largo de una circunferencia mixima, (lon-
gitud del arco AB) entre los dos puntos. Estas distancias a lo largo de un arco de
‘circunferencia mdxima se expresan, genéralmente, en millas nduticas. Por definicidn,

1" de un arco de circunfesencia méxima = 1 milla ndutica = 6080 pies.
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Cuando un barco o un aeroplano recorre un arco de circunferencia méxima entre
dos puntos, su rumbe es el dngulo que el recorrido forma con el meridiano del barco
o del aeroplano. En ndutica y en aerondutica, el rumbo se mide a partir del norte y con
el sentido dirigido hacia el este.

EJEMPLO. a) En la Fig. 19-L, un barco ha de navegar desde A hasta B.
El rumbo inicial (rumbo én A) es el dngulo P, AB y el rumbo de
llegada (rumbo en B) es el dngulo P, BC como aparece sefialado.
b) En la Fig. 19-M, un barco ha de navegar desde B hasta A,
El rumbo inicial (en B) es el dngulo P, BA v el rumbo de llegada
(en A) es el dngulo P, AC como aparece sefialado.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Demostrar: La suma e loa dngulos de doa caras cualesquiera de un
dngulo triedro es mayor que el dngulo de la tercera cara.

El tecrema es verdndero ai los dngulos de las tres carss son
iguales. Considérese entonces un dngulo triedro G- XYZ en el que ol
ZXO0Y es mayor que cualguiera de los dngulos de las otras dos
caras. Determinese en OX un punto cualguiera A, en OY un punto
coalquiers B y en AB un punto D tal que £AOD = ZXOZ. Se-
fiflese en OZ un punto C tal que OC = OD. Unanse A y B con C.

En ol tridngulo ABC, AC - CH > AB,AB = AD + DB, v
AC + CB > AD + DB, Comao los trifingulos AOC ¥y AOD soncon-
gruentes, AD = AC; de donde AC + CB > AC + DBy CB > DB.

Entonces, puesto que los lados OD y OF del tridngulo ODB son
respectivamente iguales a los lados OC y OB del tridogulo OCB,
ZC00B = ZDOB. Porconstruceidn ZAOC = ZAOQOD, Por tanto,

LADC + ZC00B > ZAOD + £DOB = £AOB
que es lo que se queria demostirar.

2 Demostrar: La suma de los dngulos de las caras de un dnguolo triedro
es menor que 360°.

Sefiflense tres puntos cualesquiera A, B v C en las aristas del
trigngulo triedro O-XYZ. Obsérvese, en primer lugar, que existen
tres trifingulos con vértice en Oy que la suma de los dngulos de
estos tridngulos es 3:180° = B540°; esto es,

ZADOB 4+ ZBOC + ZC0A + (Z0AB + L0AC)
+ ( Z0BA + £0BC) 4 ( ZO0CA + £OCB) = 540°

Por el problema 1, Z0AB 4 ZOAC > ZBAC,
Z0BA 4 #0BC > ZABC, vy
Z0CA + £LOCB > £LACB,
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Entonces ZAOB + ZBOC + ZAC0A + ZBAC 4 ZABC + ZACR < 540° o
ZAOB + ZBOC + 2004 < 5407 — ( ZBAC 4+ ZABC 4+ 2ZACH).

Como ln sumn contenida en los paréntesis es o sumn de los dngulos del trigngule ABC,
LAOB + £BOC + ZC0A <540° — 180° = 360" que es lo que se querin probar.

d. Bean A y B dos. puntos cunlésquiera de unn cireunferencin de
una esfers de centro G, ¥ sea P el palo de la circunferencin mexi-
ma. Constriyase y resuflvase el tridngulo esfirico ABP cuando
{a) AH = T6° v (b} AE = P09

Unanse A y B con P. mediante arcos de circunferencing meixi-
mas. Como todos los puntos de una eircunferencin midxima distan
80° del polo correspondients, AP = BP = 80° El ingule esfi-
rico PAB o A ¥ el dngulo esfirico PBA o B se miden por loa
dngulos diedros P-AQ-B y P.BO-A cuyas respectivas carms son
planos perpendiculares entre uf. Entonces, A = B = 0%,
al El dngulo esférico APB o P e mide par el dngulo planc
AOB que tiene la misma medida que el arco AB. Los lndos del
trifingulo APB son AP = BP = 80°, AB = 75% v los dngolos w
sond = B = 00% P = T5°

8) En el tridngulo esférico APB, AP = BP = AB = 90°y A = B = P = 90°,

4. Determinar en cada uno de los giguientes cusos i existe un tridngulo esfirico A BC cuyas partes soan las
dadaa: (a) AB = 60°% BC = 70°, CA = 100" () AB = 35°% BC = 65° CA = 120% (c) AB = 1607,
BC = 100°% CA = 120°

al 8t AB 4 BC 4+ CA < 360° y la suma de dos lados cunleaquiern es mayor que el tercer lado.
b) Nop AB 4 BC =< CA. .
¢) No; AB + BC + CA > 360°,

8, Demostrar: S5i A'B'C'es el tridngulo polar de ABC, entonces
ABC es0l tridngulo polar de A'B'C.

Como A es el polo de B'C v € es el polo de A'B°, B' dista
un cundrante (90%) de A v de C. Asi, B' sa el polo del areo’ AC.
Del mismo modo a2 puede demostrar que A es el polo del arco
BC y que C' es el polo del arco AB. Entonees, ¢l tridngulo ABC
eg-uno de lea ocho tridngulos determinadcs por laa circunferencias
muiximas cuyos polos son-4 ', B', €. 8i de loe ocho tr:ﬁng-ulm.
ABC ha de ser el tridngulo p-ulu de A'B'CY, gerd necesario que
Ay A'eatén & un mismo lade de B'C’, que B v B" vstén a un
mismo lado de C'A %,y que Cy C’ estén & un mismo Iado de
A'B'.

Por definicién, B y B’ estdn a un mismo lado de AC, y la

distancia entre B y cuslquier punto de AC ea menar que I.Bﬂ" (o)
Entonces, puesto que B’ (el polo de AC) dista 890° de nul!t;tl]u punto de AC, In distanain antre By B’
ee menor que 907, Por idltimo, como B (ol polo de A'C") dista 90° de ccualquier punta de A'C’, By B'
estdn & un mismo lado de A 'C' Del misma mﬂnumﬂnquuady-l eatdn a un mismo
lado de B'C', y que C v C' estiin n un mizsmo Indo de A'H”.

6. Demustrar: Dados dos tridngulos polares, eada dngulo de uno de los tridngulos es igual al suplemento
de los correspandientes lndos ammmddutmtdihgum.
En loa trigngulos polires ABC y A°B'C" de 1a Fig. (a), sé demostrard que A = 180° — o,
Prolénguense loa arcos A'B" ¥y A'C! hasta que corten BC en D y E respectivaments. Entonces, el
arco DE es la medida del dngulo A”. Ahora BE + DC = BC + DE = a + A'y, pursto que B es ol
polo de A'E 'y Ces el polo de A'D, BE = DC = 90°. M#*I"A' = 180°y A’ = 180" — @,

7. Encontrar las partes del tridngulo polar del trﬂu;uh ufﬁiw en el qoe:
o) A = 156°8", B = B3°11", € = 00°% & = 157°85", 8 = 72°92, ¢ = 106°18".
A =4459" B = 112%T'. C = B5°T 5 a = m‘ﬂ,ﬁ = 118°38, ¢ = 10G6%15’.

Segiin el teorema del pmhiﬂﬂ-lﬂ! ;
a) A' = 180° — o = 22%', B' = 180° — b = 107°38’, C' = 180° — ¢ = 73°42%;
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o' = 1B0 — A = 23°%', &' = 180° — B = 96°49 e = 180° — C = 80%,

}) A’ = 180° — & = 136°37, B’ = 180° — b = 68°24", C’ = 180° — ¢ = T4%5%
e’ = 180° — A = 136° 1%, ' = 180° — B = 678" ¢’ = 180° — C = 84°63%

8. Demostrar: La suma de los dngulos de un tridngulo ssférico es mayor que 180° y menor que 5407,
Sea ABC el trifingulo esférico dado (véase In Fig. (a) del problema 6), y sen A'B'C’su tridngulo
polar, Segiin el teorema del problema B, a
A4e' =B+b =C+e ~ 180% dedonde, A + B + C +a’ + 8’ + ¢’ = B40%
Ahora bien, ¢’ 4+ b" +¢’ >0° talque A + B +C < 540"
v a’ +b' 4 ¢’ <360° talque A + B +C > 180°%

9. Determinar en cada uno de los sigulentes casos &i existe un tridngulo esférico A BC cuyas partes sean las
dadas: () A = 80°, B = n0°, C = 90% (b) A = 60% B = 1185, € = 145% (e} A = 80°, B =207,
C = 90°
a) 8 A4+ B+ C0=20"eun valor comprendido entra 180° ¥ 540° y, ademds, los lados a” = 1207,
b = 1107, ¢’ = 80° del tridngulo polar cumplen la condicién que la mima de dos cualesguiera de ellos
&2 mayor que el tercer lada,

b) No; loslndosa’= 1207 b= 65% ¢’ = 356° del trifngulo polar na cumplen la condicidn d” + ¢’ >ak

¢) No; A + B + C < 180°

10. Resolver el tridngulo esférico, dados ¢ = b = 90% ¢ = B0
Supéngase que el tridngulo esférico pertenece a una esfern de
centro (0. Ahora bien, € dista un cundrante de A ydeB, Ceasel
polo de la circunferencia mdxima de la que AB = ¢ &3 un arco.
Entonces C = 60° ya que so medidn &s 1a del arco AB.

Los plancs AOC y BOC son perpendiculures al plano AOB
porque su interseccién OC es perpendicular & AGQE; por tanta,
los dngulos A ¥ B son rectos.

Asl, las partes buscadns son: A = B = 890°, 0 = 60°

11. Resolver el triingulo esférico, dados A = B = € = 90°.

Como eada vértice es ¢l polo de In eirsunferencia méxima que pasa por los otros dos, cadn vértice
dista un cusdrante de los otros dos virtices. Asl, @ = b =0¢ = a0°,

12. Encontrar la diferencia de longitud entre;
a) Nueva York (long. 74°1,0° O) y Pearl Harbor (long. 167°58,3" D).
5) Nueva York v Mosed (long. 37°34,37 E).
¢) Nueva York y Sydoey (long. 151°13,0" E).
d) Sydney y Moscid.
Las distancias buscadas son:
o) Ay — Ay = 167°68,37 = 74°1,0' = 9°57,3 ', puesto que ambas san ceste.
B) hr 4 Aa = T4°1,07 + 37°34,8" = 111°35,3", porque una es este y In otra es neste.
¢) 3805 — (hy + ha) = 360° — (161°130° + 74°1.0") = 134"48,0",
d) ki — Ay = 151°15,01 — 37734,3" = 118°38.7".

13. Encontrar la distancia (en millas nduticas) entre cada uno de los siguientes pares de puntos de la super-
ficis terrestra:
a) Allat. 30°25° N, long. 40° 0) y B{lat. 75°10" N, long. 40° 0).
b) A(lat. 30°25'8, long. 60° E) y Bilat. 76°10 ' N, long. 60° E).
a) En la Fig. (a), CA = 30°25', CB = 76°10' y AB = CB — CA = 44°45’ = 2685' = 2685 millas
nfuticas.
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&) Enla Fig. (§), €A = 30°25', CB = 75510" ¥ AR = EJI +-!'.."B‘ = 105%35' = 8385" = (3356 millus
niuticas,

(a}

PROBLEMAS PROPUESTOS

14. Frobar que cualquier dagulo de la cara de un dngulo triedro es muyor que la diferencin de lod otros dos
dngulos dela cara, Sugerencia: Emjﬂhud +8 >0

L6, ;Qué puede decirse del tercer dngulo de Ia cnrs de un dngulo triedro; st
al das de los dngulos de ln cara midéen 76% y 50° respectivamente? Resp. > 200, < 120°
b) dos de los dngulos de In cira miden 130° y 150° respectivamente? Mesp. > 207 < 80°

16. ;Es posible ablener un l'rii:nm:lu esférico ABC tuyos lados son:
a) 1607, 110° 85°7 b} 170° 150° 10°7 &) 170° 150°, 50°7 o) 30°, 80°, -70%2
Resp, o) ai; b) no; ¢) no; d)si

17, Enecontrar Ing partes del trikngulo polar A*B 70" del triﬁ‘ul:u]n ‘esférieo ABC para ol eual:
a) A = 6719, B = 48°28", 0 = 7717 a = 43718, b - ﬂﬂ"'ﬁlﬂ* o = 4B%2R",
b A = 122“1"" B = 39904", C = 41°836" o= V344" b = 37725, c= 48°B",
Resp. p) A’ = 136°42°, B' = 146°11°, € = 133°32" 0! = 112°%17, B’ = 151°31", o' = 10293’
5 AY=108*18", B! = 142°367, C' =191"12" o' = §7°65" 0" = 147986", ' = 138°24'

18. [Es posible obtener un tridngulo esférico ABC cuyos dngulos sean:
a} 30°, 87", 128°2 &) 30°, 37%, 111 ) 7% 51°, 13177 o) 40°, 86%, 140°7
Resp. o) si; b) no; e} si; d) no

19, Elireadah:up-arﬁm‘ednumuﬂmuderndl’nﬂmlrulti;ﬁ' El.inul_{d-uu-nﬂn;uluufmm
sobre esta esfera estd dada por K = =R2E /180, donde E, aam%nmdﬂw
,,Quipimddimﬂuunuufmdanﬂmlﬂuﬁ’im’lhilpnrﬂlhﬁmﬂhiﬂu‘uluhﬂrhmmn
fnguloa:

o) A =B = C =110 me-ﬂﬂtﬂ;#m
b}d-lﬁﬂ“ﬂ=13§“ﬂ-132'? ‘Reap. K = 400=/3; 1/3/

20. Encontrar la diferencia gn longitudes entre '&;
a) Ban Francisco (long. 122%15.7" 0) v Dakar (long. -1ﬂ§ﬁd

&) San Francisco y Melbourne {long, 144°58,5° Ei, __ 4
) Dakar y Cape Town (long. 18°260° E|, ; :
d} Melbourne 3 Caps Town. et * =
Resp. a) 104°50,7°, &) 92°45,8°, ﬂ-m-_-. d) 126°32,6°

21. Epcontrar ln distancia [unmﬂlﬂﬂﬂhi} m,,,~ rficie de _”T.'ﬂ‘hi!tﬂhﬂu par.de pantos siguientes:
a) Aflat. 40°40' N; long. 120° 0) v B{lat 75°25" N; long. 1202 O).
Resp. 2085 millas nduticas
b) Adat, 50°20' N; long. 80° 0) ¢ Bllat. W’ﬂ.‘ r. BD® 0),
Hesp. 4870 millus nduticas
¢) Allat. 10°30' §; long. 40°E) nm@‘a.m., 40° E),
Reéap. 2390 millas nfuticas T RE
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CAPITULO 20

Triangulos esféricos rectangulos

FORMULAS, Se llama tridngulo esférico rectdngulo & un tridngulo

esférico tal que uno de sus dngulos sea recto. En cualquier 3
tridngulo ABC de esta clase, donde el dngulo recto siempre

se encuentra en C, se cumplen las diez relaciones fundamen- %
tales siguientes: €

(1) sena = sen Asenc () sen b = sen Bsenc c
(2) tana = tan A sen b (T) tan b = tan Bsena

(3) tan @ = cos B tane (8) tanb = cos A tane A t

(4) cos ¢ = cos b cos a (9) cos ¢ = cot Acot B

(5) cosA = sen Bcos a (10) cos B = sen A cos b. Fig, 20-A

La deduccién de estas férmulas aparece en el problema 1.

LEYES DE LOS CUADRANTES. Si en un triingulo esférico recténgulo se conocen los
alementos A v c, el valor de sen ¢ viene dado por la férmula (1), sen @ = sen A senc.
Sin embargo, para determinar si a es menor o mayor que 90° se necesita una informa-
cién adicional. Esta informacién se obtiene de la ley de los cuadrantes:

1. El lado a y el dngulo A (lo mismo que el lado b y el dngulo B) pertenecen al mismo
cuadrante.

9 8i ¢ < 90°, entonces los lados a y & (lo mismo que los fingulos A y B) pertenecen
al mismo cuadrante: si ¢ > 90° entonces los lados a y & (lo mismo que los dngulos
A y B) pertenecen a cuadrantes diferentes. (Para la demostracién de estas leyes,
véase el problema 2,)

EJEMPLO 1. (a) Si A < 90° y ¢ < 80° entonces a, b, B son < B0 pero si ¢ > 90° entonces

a <80 y &, B son > 90°%

(h) Si A > B0° y ¢ <907 entonces ¢, b, B son > 80° pero si ¢ > 90° entonces
a >90° y b, B son <B0%

REGLAS DE NEPER. Mediante cualquiera de los recursos que aparecen en las figuras
20-B y 20-C, Neper ofrece reglas para expresar las diez férmulas fundamentales. La
figura 20-B muestra un tridngulo esquemético obtenido del trifingulo esférico de la
figura 20-A mediante la sustitucién de ¢ por co-¢ = 90° — ¢, de A por co-A = 90° — A,
y B por co-B = 90° — B. Obsérvese que se ha omitido la letra €. La figura 20-C mues-
tra las cinco partes esenciales de la figura 20-B dispuestas en forma de circulo.

Fig. 20-B Fig. 20-C
152
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Escéjase una cualquiera de las cinco partes y denominesela parte media; lldmense
partes adyacentes-a los elementos que se encuentran a ambos lados de la parte medis,
y llimense partes opuestas a los elementos restantes. Entonces, las reglas de Neper son:

1. El senc de cualquier parte media es igual al producto de las tangentes de las partes
advacentes.

2. El seno de cualquier parte media es igual al producto de los cosenos de las partes
opuestas,
EJEMPLO 2. Témese b como lu parte media; entonces, co-A y @ son las partes adyncentes, mien-
tros gue co-c y co-B sin lns partes spusstas. Ds la regla 1 se obtiene
sen b = tan(co-A) tan @ = eot A tan o
o 121 tan @ = tan A sen b,
De la regla 2 sé obtiens (8):  sen b = coalce-B) cos{co-c) = sen B sen ¢

EJEMPLO 3. Témese co-B como la parte medin; entonces to-e y o son las partés adyacentes v
eo-A y b son lns partes opuestas, e la regla 1, g2 obtiene

sen{co-B] = tan{co-<) tan a
Entonces, coa B = ot ¢ tan &
] (8 tan ¢ = cos B tan c.

Do ln regla 2, senfgo-8) = cosico-A) cosd o (10) cos B = gen A coa b.

Al considerar sucesivamente como parte media cada una de las cinco partes se
obtienen, de modo andlogo al utilizado en los ejemplos 2 y 3 analizados anteriormente,
Ins diez férmulas fundamentales, Véanse los problemas 3-4.

RESOLUCIONES DE TRIANGULOS ESFERICOS RECTANGULOS. Para que un tridn-
gulo esférico rectingulo quede determinado es nicesario que se conozcan, ademas del
angulo recto, otras dos partes del mismo. 8in embargo, cuando se escogen al azar dos
medidas correspondientes a dichas partes, puede suceder que no quede determinado
tridngulo alguno, o que quede determinado un solo tridngulo o que queden determi-
nados dos tridngulos. Solamente es posible la determinacidn de dos trifngulos (caso
ambiguo) cuando las partes dadas son un lado (a o b) y el ingulo opuesto. Véanse
los problemas 5-6.

Para llegar a la solucién de tridngulos esféricos rectangulos se sugieren los pasos
siguientes:
A) Constriyase un tridngulo esquemético (Fig. 20-B) y rodéense con una circunferen-
cia las partes dadas.
B) Escribase una férmula que relacione las dos partes dadas con una de las partes
desconocidas de acuerdo con la conveniente regla de Neper.
C) Escribase una férmula de comprobacién que relacione las tres partes desconocidas.
D) Apliquense las leyes de los cuadrantes, aapech]meuh cuando se utiliza el seno para

encontrar una parte desconocida. % v —— .=
EJIEMPLO 4. Supénganse conocidos los elementos A hiﬁ‘rﬂ - 118°
de un tridngulo esférico rectdngulo ABC.
Para encontrar a: Considérense o, ¢o-4 ¥ co-B; co-4 e o5
Ia parte media, rqmﬁmhmmmmﬂ,
senico-A] = eos a cos(coB),

mA-mmﬂ-
y. (&) uﬂllﬂmAME
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‘parte media, ¥y &ym gon lns partes ¢
sen(co-B) = cos b o ' B = cos bsen A,
¥ 1.3] coB b o= :
Para encontrar ¢ : Gﬁnﬂd&tmm-c,dﬂq!?’ media, ¥ co-A y co-B son las
partes adyacentes, Entonces,
senloo-c} =

v (e coB € = &
Para la comprobacién: Considérense las partes '- $ ¥ co<; coc os la parte medin ¥
a y bsion las partes opuestas. Entonces, senico<) aces b,
y COS ¢ = CO8 GO

Para los c6mputos se utilizard M que se encuentra

en las publicaciones oficiales del Departam Unidos.
(6). . St (B

A= 65 1cos o Lo~ g
B = 118° 1 cse ©08 (n)
a = i cos 1 :
b = 1 cos (n)

———
¢ = 1 cos (n) (m)

Nota 1. Este modelo se llena por filas (h

Nota 2. Dmpﬂ&delm-lugaﬁtmm&alﬂ -10

Nota 3. Si las tablas no contienen log m

A
log sec § = hr-—--hh mlagnﬂ"

Nota 4. La letra (n) que apnreoun ontinuaci Jogaritmos indica que
el antilogaritmo (la funcién natural) nm £ parece el anti-
luganhnnmpomtwa.ouAymanpon:mm 4 nto, su pro-
ducto, cos a, es positivo y a < 90°, En el cdlculo ¥ \es positiva
y cos B, es negativo; por tanto, su producto, cos b e : > 90°, En el cdlculo
danuumuqmmtAmpwtwnymtBu_ 3, COB €,
es negativo y ¢ > 90° . ..

Nota 5. La comprobacién, que se obtiene de la comy - '  elementos de
la dltima fila, anegumque]mlnganhmudam son correctos.

. problemas 7-10.)

UN TRIANGULO CUADRANTAL es un tridngulo esférico & mo de sus lados es
igual a 90°. Se resuelve mediante su tridngulo polar (un &r rectdngulo).

s % : _Z_. iroblems 11.}

PARA RESOLVER UN TRIANGULO ESFERICO If [SOSCELE ide en dos tridngu-

los esféricos rectdngulos. . “ 8 ge ¢l problema 12.)
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Deducir las diex férmulas fundamentales de los triingulos esféricos recténgulos.

Bobre una esfern de centro 0, determinese un tridngulo esférico fectdngulo cuyos lados & v & sean
menores que 90%. Unase O eon lea virtices del trifingulo pora formar el dngolo triedro O-ABC. Consi-
dérese el plano perpendicular a OA que pasa por 8. Este plano corta a O en I, v a OA en E.

Puesto que OF sa perpendiculsr nl planc BDE, és perpendiculnr & las recten ER v ED. Entonces,

los tridngulos BEQ y DEQ son rectingulos. y su fingulo recto se encuentrn en E. Ademis, ZHED es
un dngulo plano del dngulo diedro B-0A-C ¥, por tanto, sirve de medida al ing'ulu A del trigngule esférico.

Como el plene BOE es perpendicular a OF, es perpendicular sl plano OAC que pasa por OF.
Por otra parte, BD, interseccidn de log plancs OBC vy BDE perpendiculares sl plano OAC, es a su
vaz, perpendicular 8 OAC. Par tanto, loa tr’i.i:ngu]u BDO v BDE son rectingulas, v s dngolo recto
s¢ encuentra en [,

En loa trifingulos rectdngulss BDO, BDE v BEQ : mu--%ﬁ- gg-g-g =-gan A senc (1)

En loa tridngulos rocténgulos BDO, BDE y DEO: tana = of = 0020 _ wanasend 1
. OE _ OE 0D .
En los trigngulos rectdngulos BEQ, DEOQ y BDO : cosc = OB = OD'OR ™ c@lmﬂ 4}

En loa tridngulos rectdngulos DEQ, BOE v BEQ: tanb = %%-— %g% = pos A tan e (8]

Si ahora se considera el plano que pasa por A rqunupﬂpmdhuln: OB y se discurre como an-
teriormente, s& obtiens un conjunto de cuatro formulss que pusden deducirss de las anteriores con sdlo
intercambisr a y b, y A y B. Obsérvese que con este intercambio la férmula (4) no produce unanueva
férmuln, pero, sin embargo, de (1) se obtiene (6}, de (2) se obtiene (7), ¥ de (8) se obtiene (3).

El producto da (2} ¥y (7) es: tamatand = tﬂ:‘d'm-ﬂ:n'tiﬁi. 8i se sustituye tan a por

cona ¥ tandpor oo :-’“*iﬂdﬂwmﬂmh* Hm =~ tan A tan B. Ests férmula
cusndo e utiliza la iguslded (4), se transforma e o = tam A tan B o
cone = col Acot B. @)
El producto de (6) y (8) ea: senbcos A tane = tanbsen Bsenc. Entonces,
cos A ~ MenBtanbeenc = sen Beose _ sen Bloosacos b)

sanbtane === com b cos b
| cos A = sen B cos o (5)
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3.

4. Eactibir las fdrmulas que permiten encontrar a, A y El:unduur

Del mismo mede, del producta de (1) ¥ (8) se obliens =
cos B = sen A cos b. {1070

A continuacién, econsidérese un tridngulo esférico rectéinguio en el que o > a0° v bh< 90°% como se
muestra en la Fig. (a). Describanse los arcos BA y BC que se intersecan en B' y considérése el tridn-
gulo AB'C en el que b ¥ 180° —a som < 90, La fdemula (1), aplicada a este tridngulo, expresa que
pen(180® — a) = sen{180° — A} sen{180° — ¢} @ sena = sen A senc; In férmula (4) expresa que
eas(180° —¢) = coa b con{180° — a) quo se redtce n —cos ¢ {cos b) (—cos o) o cos ¢ = COA b cosa; ¥
nai sucesivamente para las demds fdrmulas,

(@) (b}

re T AT ey e AN et . et
Por dltimo, considérese un triingulo esférico rectdngulo en el qua g ¥ & son > 90°, cumo se muesira
en la Fig, (b). Describanse los arcos CB y CA gue se cortan e ? ennsid el tridngulo esférico
recténgulo ABC' en ol que 180° — a y 180° — b son <90° La férmu
expresa qus sen(180° — a) = wen(180° — A) senc o sena =gen A se
cos ¢ = cos{180° — &) cos{1B80® —a) = {—cos b) (—cosa) -miﬁhH ¥ asi
demids Térmulas, e o s i

fey

= a8 1N
Deducir la ley de los cuadrantes, —
: shif s sl s TN bt

De In férmula (5), sen B = x‘: Como B < 180°%, sen Hupﬁéﬁ:m cos o y cos A
son positivos (es decir, tanto o como A son < 90%) o ambos son n --igﬁq&,MM¢mA
son > 80°). Del mismo modo, mediante la férmula (10) s confirma la segunda parte de la primera ley

De la férmula (4), cose = cos beos a. Si e > 80°, cosc es positive; por tanto, cos b y cos o son
ambos pesitivos o ambos negativos (es decir, ¢ ¥ b estdn en el mismo cuadrante . Bic> 90°% cos ¢ &8
negativo; por tanto, cos b y cos a tienen signos opuestos (es decir, o v b estin en distintos cundrantes).
Escribir las férmulas que permitan hallar &, B y ¢ cuando se conocen & 3 A ds, la férmula que
relaciona las tres paries buscadas. : - ke

Para b: Al aplicar 1a regla 1 a lns partes co-4, b ¥ a, ' e

sen b = tanico-A) tan-a = cot A

Para B: Al aplicar la regla 2 a las partes co-B, co-A y 8,
sen(co-A) = cos{co-B) cos a. :: A
Entonces cos A = sen B cosa S I [ 0‘ @

¥ sen B = cos A sec &, M =
Paru ¢: Al aplicar la regla 2 n lns partes co-A, a y co-g,
gen o = cos{eo-A) cosleo-c) = ‘Ef

¥ BEN C = §EN g C80 A, "
Aplicando la regla 2 a las partes buseadas co-B, b y cov,
sen b = cos(co-f) eoslco-c) = sen B *‘;"-’-‘.' HRE

que relaciona las tres paries buscadas
Pars A: Al aplicar Ia regla 1 n las partes co-A, co-c y codl;
genfeo-c) = tunfec-A) tan{co-H).
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Entonpes, cope =00t Acot By cot A = comc tan B.
Para a: Al aplicer la regln T 8 lna partes co-c, co-B v a,
senfco-H) = {an{ec-e) tan a.
Entonces, cos B = cotctane y tana =cos B tanc.
Para b: Al aplicar ln régla 2 a lus partes co-B, b ¥ coe
s2n b = cos{co-H) cos{eo-c) = sen B san ¢.
Al splicar In regla 1 a las partes desconocidas co-A, b y a,
‘s=n b = tan(eo-A) tan a = col A tan a.

co-A

5. Demostrar gue no aﬁhﬂﬂﬁ;ﬂnﬂﬂu rectdngulo alguno que satisfagn cualquiera de las condiciones

S teas !
d) A+ B <90° c) A—=B>80%0 B - A >90° '
8 A4 B >270° if}una-:-'uneﬂmn& = aet ¢

lml‘ﬂﬁ“ Al

a) Begén ln férmuln (6), cos o = '-—5 2 Cuando A B < 80% 90° — A > B .'I

Puesto que 90° — A es agudo, sen(B0® — A) > n_mB: entances, cos a > 1 ¥, por tanto, el trdngulo

oo existe,

cos.A 180° — A ;
b} Segin la férmula tﬂ,mawﬁ.:—;-ﬂ- —'.::i‘ e .l Cuando A + B > 370°, A ¥y B son i
ohtugos; entonces, 1807 — A vy B —’B'ﬁ"mn_'l;ud‘.hp. Ahora, #i cada miembro de In desigualdad dada ||
se resta de 180° + B, se obtiene 180° = A < B —80°. Entonces % > 1y, por tanto, ij
el trifngulo no existe. 1
¢) Segdn la frmils (10, cont = 228 _ sen(80° — B) o 104 > 80° 4 B,180° — A <80° —B; |

sen A sen(180° — A)

entonces coa b > 1y, por tanto, no g8 determinn tridngulo alpano. Del mismo modo, la fSrmule (5],
permite demostrar que no existe un trifingulp cuando B > 80° 4 A,

d} Sepin In férmula’ (1), sen A = séna/sen o, Cunndo séna > sen'c, sen A > 1 , por tanto, sl tri-
dngulo no existe. De modo semejante, mediante la fdrmuln (6) s& puede demostrar que no existe un tridn-
gulo cunnda b > sen . r

8. Démoatrar que, dados a v A (o b 'y B), tales que ambos sean < 90% .0 ambos > 807, s& pusden deter-
minar doa trignguics eafdricos rectinguloa:

Sein la férmuln (1), sn e = fen aFen A. Cunndd séna < sen A, sén ¢ < 1 quadan determina-
dos dos valores de ¢, uno < 80%, ¥ otro > 80°. Las layves de log cundmntes prueban que, 8ien un trigngulo
ocurre ¢ < 90°, entonces b y B terminan en el mismo cuadrante que a y A, mientras que, i ¢ > 90°, |
entonces b v a (tambifn B v A) terminan en cusdrantes diferentes. |

7. Resolver el trifngulo eaférico rectingulo ABC, dadosa = 46°12.3", ¢ = T5%48,6".
Para A: Con a como parta media ¥ oo-A ¥ toe como partes apoostas,
sen g = couleo-A) cosfeo<c) = :malm-u
¥ sond = senacsoc.

co-H

Para B: Con co-B como parte media y 00-c ¥ & camo partes adyacentes,
st A e
¥ cos B = mt__-_u_.t-n.m

L

Para b: Con co-c como parte media ¥ & ¥ @ como partes opuestas, oA
sen(eo-c) = cos hoos g, oose = cosdcoss,
y conb = conc s, |
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Comprobacién: Con co-H como parte modin ¥ co-A ¥y b como partes opuestas,
senico-B) = cos{eo-A)eosb

¥ cos B = sen A cos b
(A} ] (B}
a = 46°12,3' 1 sen 9,85843  laec 0,16984 1 tan 0,01828
e = 76%B,6' 1 cae 0,01346 1 cos 9,38941 1 cot 940287
A= 45 T2 | sen 9,87188
b = 69°15.3' | com 9,54925 © ©  1cos 954925
B = T4°42,5" 1 cos 942114 ot g | cos 9,42115

Como e < 90°, todas las partes pertenecen al mismo & ' que 6.

Nota. La férmula de comprobacidn determina el arden de las uuiuuﬂ‘ ls parte del tridngulo que
aparece a la izquierda de la [frmula de comprobacién s encuentra en {a dltima columna del modelo
utilizado para los cdleulos.

8. Resolver el tridngulo esférico rectingulo A.ﬂ'ﬂ,dadplu = 108°158", B = 38°45.4°,
Para A: Con co-A como parte media y co-B ¥ a como purtes m, ’
senico-A) = cos{co-B) cosa
¥ cos A = sen Beoaa

Para b: Con a como parte media ¥ co-B ¥ & como partes ldraml.-. i, j" @

sen g = tan{eo-B)-tanb, gana = cot B tan b,

¥ tan b = sen o tan B. 5

comd b

Para o Con co-B como parte media ¥ co-&y @ como partes adyncentes, |-
sen(eo-B) = tan a taniec-c), cos B = tana cot g,

¥ ecot'e = cos Boota. ¢ ol o

Comprobacién: Con eo-A como parte media ¥ b ¥ co-c como partes w
genlcorA) = tap b tani(co-c)

pur o

¥ cos A = tan beote.
i) (e) 1 fA)
a = 109°1587 1 sen 9,97498 .} eot 9,54342 (n) 1 coa 8,51840 (n)
B = 38°45.4' | tan 9,80459 1 con 989198 1 sen 9,796568
b 372 9.3’ 1 tan 9,87967 S
¢ = 105°14,7" 1 cot 9,43541 (n) 1 cot 9,43541 (n)
A = 101°56,17 1 cos 9,31498 (n) 1 cos 9,31498 (n)

Las partes buscadas estdn de acuerdo eon los cuadrantes: A > W‘ml = 80% & < 90° porgue
B < 90°% ¢ > 90° porque a ¥ & terminan en cuadrantes diferentes. --

A B
0. Resclver el tridngulo esférico rectingulo ABC, dadose = 72°12,87, A = 15651.2% “
Para o: Con a como parte media y co-A y eo-c.como partés opussias,
gena = cosico-A) cos(es-¢) = sen Asene. @ a

Para b: Con co-A come parte media y b y co-c como partes ndyacentes,
senico-A) = tan b tan(co-c), cos A = tanbeste
v tan b = cos A tanc. S B

@D
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Para B: Con co-c como parte modia v co-A v co-B como partes ndyacentes,
senfeo-¢) = tan{ea-A) tanles-Bl, L eowe = eot A cot B,
¥ cot B = cosctan A.

Comprobacién: Con o como parte media y co-H ;rﬁ coma pertes adyacentes,
sina = taniep-B) tan b = eot Btan b,

: (B) ) fa)

A = 156°17,2¢ | tan 9,64271 (n) 1 eos 996169 (n) 1 sen 9,60440
&= T28E 1 cos 8,48510 | tan 0,48362 | sen 9,97872
B = 87°38,7° 1 et 8,12T81 (n) : ']
b = 109%19.0° | tan 0,455631 (n) I tan 0,45531 (n) I
a = 157°29.1" | gen 9,68312 | sen 9,58312 1
Nota, a > 907 porque A > 80°, 3
: ! i
10. Resolver el tridnguls esférico rectdngulo ABC, dados b = 138%46,4°, B = 125°10,6". @ 1

Para o: Con o como parte media ¥ co-B ¥ b como partes sdyacentss,
Bon @ = tan{oo-B) tan & = cot B tan b,

Para A: Con co-B como parte medin v co-A y b como partes opueslas, : i
senico-B) = cosico-A) cos b, cos B =-sen A cos b, g‘ ¥
¥ sen A = cos B epe'b.

Pars: e: Con b eomo parte media v eo-c ¥ eo-B eomi partes opuestas,

e

sen b = cos(co-c) cos{co-B) = sen ¢ sen B

W

¥ s2n o = s2n b cao 8.

Comprobacién: Con a como parte medin y co-A y co-c como partes opuestas,
sen o = cosico=A) coRf{en=¢] = sen A sene.

Como cada una da'las partes buscadas ha de calou-
iarse por el valor de su seno, 58 obiienen dos valores
en cada caso., Los dos tridnguolos se muoestran en la
figurs adjunta.

Como b > 80% an Ay < S0% ¥y o > 907

gz Ay > 80F y g < 90%

e e e e e L

4] ) (ah
b = 198°46.4" 1 séc’ 0,12872 (n) 1 sen 9,81801 | tan 9,94268 (n)
B = 125°10,8' | cos 9,76050 (n) 1cso 0,08757 1 cot 984807 (n)
A, = 49°69,7' I sen 9,58422
A’ = 1307 n.s_’ = A—————
o = B340’ | sen 9,90648 | sen 9,90648 5
o = 12671807 \
@ = 38° B4’ 1sen 8,78070 : | =en 9,78070 1

as = 141°51,8'

11. Resolver-el trigngulo m&mﬂ:mndmﬁlﬂﬂymﬂuj - m;&"‘,‘ b = BOYI8AT, ¢ = GO°.

Primero résolvemon &l trifngula polar A 'B/C* del trifngulo dado €/ = 180° — ¢ = 90°, A’ =
180° — o = 64°35,47 y B’ = 1609 — b = 119%1,6%

Sk L
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Para &' Con eo-A ' como parte medin ¥y a’ y co=B' como partes opuestas,
senico-A') = cosa’ cos{co-B'), cosA’ =cosa’senB’,
¥ cosa’ = cosA’csc 8B

Para b": Con co-B' como parte medin v &' ¥ co=A ' como partes opuestas,
gen(co-B'") = cos b’ cosico-A '), cos B =cosb’send’,
¥ cosb’ = cos B cac A",

Para e’ Coneo-e’ como parte media ¥ co-A ' ¥ co-B" como partes adya-
eentes,

senicoc’) = tanlec-A '}tm[pn-ﬂ'}l
¥ cosc’ = cot A'cob B

Comprobacién: Con co-¢ eomo parte media y o' ¥ ﬁ_.'mn partes opuestas,
senicoc') = cosa’ cos b’

¥ cosc’ = cona’ cosb’,
@) (5] e
A' = 64°3547 | cos 9,63255 | csc’ 0,04418 1 cot 967874
B = 11974161 1 ese 0,06113 1 cos 9,69492 in) 1 eot 9,76605 (n)
a’ = B0°24,0' | cor 9,68388 . S,
b = 123°15,6' 1 eoa 8, 73811 (n) 1 cos 8,73811 (n)
¢ = 106°43,0' 1 cos 943279 (n) 1 cos 943278 (n)

Lag partea buscadas del tridingulo ABC son: :
A = 180°—a’ = 119°36,0', B = 180° — b" = B66%4,67, C = 180%=¢' = 74°17,0".

12. Resolver e] tridngulo esférico isdsceles ABC, dados b = ¢ = 64°08. 47, A = 112°35.2".

Considérese In circunferencia miximn que pasa por A ¥ que, pérpendicular a BC, corta a BC en D.
Considérese, ademds, el trifingulo esférico rectdingulo ABD euyo fingulo recto estd en D.

Para B: Con co-c comn parte media y co-1A y co-8 como partes ldjulﬂ!l. .-
senico-cl = umtm-{.-l} tani{ca-H), cosc = cob *ﬂ.uﬂ: B,
¥ cot B = cos ¢ tan §A. .

Parada: Con in como parte media y co-c ¥ cn--!rd como partes opuestas, :
wendo = cosico -3A) cosico-e) = sentA sene.

Para m: Con co-1 A como parte medin y co-c y m como partes adyscentes,
uu!r.n—i:li = tan{co-c) tan m, cosfA = cotctanm,
¥ tan m = cos}A tan c. - 1R
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Comprobacién: Con fn comd parte medin ¥ eo-B 'y M como parted sdyacentes,
lln}n = tanjco-8) tinm = @ntBl.ﬁnm+

(8 lmj
1A = 56°181" 1 tan 0,17596 | cos 8,74415
c '= 5428 4" 1 enz 9,76424 | tan 0,14830
B = 48°55,9" 1 oot 8,94020
m = 37°1,0" | tan 989045 | tan 9,80045
{o = 42°37.1" | sen 9,83065

:‘i’n}

1 son 992011
| sen 891055

1 son 9,83066

Lins partes buscadas del tridngulo kdsceles son: B = € = 48°65,8° v. o = 85714,2%.

13. El rumba inicial de un derrotero alo large de uns circuns

14.

farenein mdximn, o partiv de Nueva York (lat. 40°42.0°
N, long. 74%1,0' O} ez N 30°10,0° E0:30°10,0. Localizar al
punto M del recorride mis cercano al polo norte, ¥ cal-
cular (#n millas nduticas) las distancias, en las clreunfe.
rencing maximas, desde M hasta ol polo ¥ hasta Nuevs
Yaork.,

La distancia minima entre el recorride ¥ &l pala norte
P ao mide a o Inrgo del meridieno que es perpendiculnr
a la ruta. En el triingelo esfirico NPM, M = 90°
m = NP =90% - 40°12,0" = 48°18,0" v N = 30°10,0";
P, ny pson las partes buscades.

Para n: sen = eos{co-m) corfoo-N)

= gen m sen N.

Para P! senico-m) = tanfes-N) tanleo-F) v eot P o= fos m tan IV

Para p: senleo-N) = tan({co-m) ten'p y tan'p = tan mcos N

(n) Wi
o= 497180 | sen 9,87975 1 cos 9,81431
N = B0F100° 1 sen 9,70116 I tan 8, T6435
n o= 2I°23.8° | sen 858080 b e o
P = 69°148° ' 1 eot 9,57866
p = 45° B8’

(p)

1 tan 0,06543
1 cos 993680

1 tan 0,00223

La latitud de M es90° — n = 67°96,4' N; 1a longitud es T4*10" — P =
de Ma Pesn =22°23 8" = 1343,6" = 13435 millas, ¥ Ia r.lht:m.ildljl lﬂwl Ymi B p =

45°8,8" = 2708,8 millas.

El rumbao inicial da un derrotero & lo largo de una circun-
ferencia mixima, a partiv de San Francisco (lat. S7T948,5°
N, long. 122°24,0" O) es S 40°30,0' O 6 220°80,0", Loea-
lizgar &l punto M donde &) recorrido cortn e! ecuador, ¥
calcular ln distancin; en la circunferencls mixima, desde
M hasta San Francisco,

SOLUCION 1. En ol trifngulo eaférico HHP,I - .HF
= 90°% § = $60° — 220°30,01 = 139°80,0%, ym = 8P =
90° — 87°48,5° = 62°11.5% Py p mmmm
das, Como este tridngulo es cusdrantal, s¢ puede
2ar sy tridngulo polar (rectdngulo) M'S'P! 'ﬂ 5‘&
§' =90°, 4’ = 180° — § = 40°80,0° y A"\ %
= 127°48.5" para encontrarp’ 5 P

Para p': senico-M "]. = t:np-'rtmﬁwi!l =
¥ tan p’ = cos M’ tans”.

4°46.47'0, La distanc

37°48,5'

B LR e

Pl | T Lo

i Eme e b

h.-l'.'-lu—a.'-h—.—-..—u.m.
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111%

Pura P’: sanico-s’) = tanico-M ') tanico-P ") co-P*
¥ cot P' = tan M’ coss’.
(p') P
g M' = 127°48,5' | cos §,78748 (n) | tan 0,11019 (n)
& = 40°30,0' | tan 9,93160 | cos 9,88105
p’ = 152°21.9"* 1 tan 9,71898 (n) 3
P! = 134°26.3"' 1 eat 9,99124 (n)

Entonees, P = 180° — p" = 27°38,1"' v p = 180° — P'= 45°34,7'. La longitud de M es 122°240'4
27738,17 = 160°2,1" O ¥ la distancin deade M hasta San Francisco ¢s p = 456°34,7° = 2734,7 millas.

SOLUCION 2. Pusde obienerse un procedimients algo mds sen-
aille que el empleado anteriormente si se utilize sl tridngulo SMT en que
m = TS = A7T4B,5", 8§ = ZMST = 40°30,0* y T = 00°' En este
caso sean & = arc MT, que mide la diferencia de longitud entre M v 8,
¥t = arc MS.

Paran 5: senm = tanstan(co-5) y tans = senm tan S. c‘."}
Parn ¢: @aenioo-S) = tanfeo-f) tan'm ¥ cot t = cot m cos S. @'
(w) (4]
m = 37°48,5' | sen 9,78748 1 eot 0,11019 co-M
8 = 40%30,0" I tan 9.93150 1 eoa 9.88105 ]
s = 27938.1° | tan 9,71898
t = 45%34,7° 1 cot 8,88124

La longitud de M = 122°24,0" 4 27°38,1' = 1650°2,1' 0 y la distancia buscada es ¢ = 45°34,7' =
2734,7 millas, como antes.

-
- o

15. Encontrar el rumbe inicial ¥ el rumbao de llegada de un derro-
tero, 4 lo largo de una circunferencin miixima que, a partir de
Chicago |lat. 41°50,0° N, long. 87°31,7" O] corta el ecuador
en M (long. 170715,0" E). Encontrar la distancin entre M ¥
Chicugo:

Este problema puede resolverse como el problemn 14 me-
dinnte ¢l tridngulo polar (rectdngulo) del tridgngule cundran-
tal MCF, o mediante el tridngulo MCT. En este idltimo
eano, m =arc TC = 415500 v ¢ = are MT = 102713,8".

Para C: sen m = tan ¢ tan{co-C) ¥
cot C = cot ¢ sen m,
Para M : sen ¢ = tan m tan(eo-M) ¥
cot M = sen ¢ cot m.
co-C7
Para ¢: senfcol-l) = cos ¢ cos m ¥
o5 | = e08 ¢ co8 m.
&4
© . (M) (0 g @
c = 102°13.3* leot 933666 (n] 1 men 998004 | cos 8,32571 (n)
m = 41750,0° | sen 9,82410 | eat 0,04810 I eos 9,87221
C =* f 88°13.2" I eot 916876 (n)
M = "42°203° 1 cot 0,03814
¢ = 09° 4.5’ | cas B,18782 (n) co-M

El rumbo inicinl es 180° 4 98°13,2" = 278%13,2", el rumbo do llegadn ea 270* — 42929.2" = 227°30.8°,
y In distancia es f = 8994 6" = H044.56 millns.
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T .I'-"'
PROBLEMAS PRMDS

i naskda. s 3
Resolver cada uno de los siguientes trisngulos esféricos rnﬂmhdﬂﬂ‘. en los que C = 90°,
16. A = 125°24.8°, b = 32916.,5' Resp. A = 11074T.4°, B = 3774647, ¢ = 119°20,2'
17,0 = 80°45,3', B = 135°24.4" Resp. A = 5296844 B = 150°147', ¢ = 140°7,0"
18, ¢ = 70°25,2", A = B¥G4E Resp, o = AB48,7% & = 69°28,0°, B - 66%,5'
19 'a = 35°84,8/, ‘& = 46°482" Resp. A = 54%144% B = 46°558', b = 31°04°
2l o = 46%64% A = 579253/ Hesp. b, = 42°58.8%, 5 = 58477, B, = 51°44.8°

- By = 137‘1&4* q‘.'- 12071287, 'B, = 128°1§,2"

21. A = 67°38,8", B = 165128’ Resp. o = wu.e’ b= 169°0,07, ¢ = 152°55,2'
22. 0 = 40°84,6°, b = 64°48,3° Resp. A = 43°85,5, ‘B - 72°55,8°, ¢ = T1%11,1’
23. 5 = 121%2,5°, A = 154°8,6" Resp. o = 167°35,7%, e =60°55,6', B = 103°151’
24.c = 152°244', B = 68°38,2' Resp. o = 169°18,2%, & = 85°33,2', A = 158°11,1'
25. b = 168722.4', c = 192°36,7" Resp. a = B4°0400) ~A-=76%18.3', B = 154°3;2'
26,0 = 16296341, B = 138°148¢ Resp. o, = 20°10,4";, & = 153"46,R", A, = 5I"188’

ar = 168°49.6% @ = 26715,2", A, = 128%41,2°
27. A = 33°50,6%, B = 72°24,2¢ Reap. la = 20%23,1, b = BT7,3/, r = 61°48,2’

Resclver eada uno de los sigulentes trifngulos esféricos cundrantales ABC, en loa que ¢ = B0°

28.a = 60%49', B = 1227158/ Regp. b = 117°45,0', A = Eﬁﬁ'i'a'.s Yy 0= TERYEY
20, A = 32°63.8" B = 115724.9' Resp.a = 36%36,8% & = 104%28,2', C =8655L5F"
0. a = BE152', A = BEHAT Resp, by = 40°158%, By = 35°I8.2', . = 116%34.5"

By o= 139%44.7%, By = 144%11.87, Cp = 63°25,6"

Reaolver cada une de log siguientes trifngulos esfifricos isdeceles AHC,
81.0 = b = 78°235', C = 11546’ [Resp. A = B = 71103/, ¢ = 115°2,8'
82. B = C = 38°2.5", a = 132°160" Resp. & =0 = 70°68.2% A = 160°34,0°

3. Un barco parte de Nueva York lat. 4@#&@1' N, lomg. 74°1,0! O} con un rumbo inicial hacin el este &
lo largo de une eirconfersnein mixims. Encontrar su rumbo ¥ posicidn cuando ha recorrido 525 milles
niutions. Resp. Rumbo, 97°27,3% lat. 40°7.7° N, long. 62°324° 0

34. El rumbe inicial a }o Inrgo dé one cireunferencin. miixima, o partic de Yokohama (lat. 35°37.07 N, long.
130°39.0° E) ea 40°40,0°, Localizar el punto del ‘recorrido -mis eerceno-al polo norte;
Resp. Int, BES,T' N, long 28°.2' O

35. Un bareo que parte de A (Int. 36°50,0" N, long. ?E’W.ﬂ 0} ¥ que navegs o lnll.mudlm circunferen-
cin mixims corta el deuadar én un punto euve longitud es El}“ﬂ.ﬁ' 0. Encontrar el rumbo inicial ¥ la
distanein recorrida: Resp. Bumbe, 140927,3: distencin, 2649.9 millss ‘niuticas

T
E
-
"
-
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'f ) CAPITULO 21

Triangulos esféricos oblicuangulos—Soluciones normales

UN TRIANGULO ESFERICO OBLICUANGULO es un tridngulo esférico tal que ninguno
de sus dngulos es recto. Un trisngulo esférico oblicuingulo queda determinado cuando
ge conocen tres cualesquiera de sus elementos, excepto en los casocs posibles de am-
bigiiedad que se estudiarin méds adelante.

Hay que considerar seis casos:

Caso I : Dados los tres lados.

Caso I1 : Dados los tres dngulos,

Caso I1I: Dados dos lados vy el dngulo comprendido.

Caso IV : Dados dos dngules vy el lado comprendido.

Caso V : Dados dos lados ¥ un éngulo opuesto a uno de ellos.
Caso VI : Dados dos dngulos v un lado opuesto a uno de ellos.

EL PROCEDIMIENTO NORMAL para resolver y comprobar los distintos casos requiere
férmulas especiales que se exponen a continuacién.

o 3 sen a gen b Ben ¢
LEY DE LOS SENOS. En todo tridngulo esférico ABC, o S - Vi Y o4

La deduccién se encuentra en el problema 1.
1

LEY DE LOS COSENOS PARA LOS LADOS. En todo tridngulo esférico ABC,

cosa = cos b cos ¢ + sen b sen ¢ cos A
¢os b = cos c cosa + sen ¢ sen a cos B
cos ¢ = cos acos b + sen asen b cos C.

La deduccién se encuentra en el problema 2.

LEY DE LOS COSENOS PARA LOS ANGULOS. En todo tridngulo esférico ABC,

cos A = —cos Beos C + sen B sen C cos a
cos B = —cos C cos A + gen C sen A cos b
cos 0 = —cos Acos B + sen A sen B cos ¢

La deduccitn se encuentra en el problema 3.

FORMULAS PARA EL ANGULO MITAD. En todo tridngulo esférico ABC,

tan r
senis — ¢)

tm*ﬂ-_tﬂnr tan r

sen(s — a) miﬂ-rﬂn{s-—b‘l' tan §C =

sen(s — a) sen(s — b) sen(s —c)
8EI §

donde s = Ha+b+¢) y tanr =

La deduccién se encuentra en el problema 4.
164
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FORMULAS PARA EL SEMI-LADO. En todo tridngulo esférico ABC,

tan R tam R tan R
Wi - mE-a) P mEmh Ut mE-o
donde S = (A +B+C) y tan R = cos(S — A) mi{fm:SB} cos(S — C)

La deduccién se encuentra en el problema 5.

ANALOGIAS DE GAUSS 0 DE DELAMBRE. En todo tridingulo esférico ABC,

sen (A — B) sen Ha — &) sen {4 + B) cosi{a — b)
cos JC ~  senle cos {C ~  cosfe
cos (A — B) een }la+ b) cos §(A + B) cos la +b)
sen IC  ®en e sen §C ~  cos je

v las otras férmulas se obtienen mediante un intercambio ciclico de las letras,
La deduccién se encuentra en el problema 6.

ANALOGIAS DE NEPER. En todo trifngulo esférico ABC,

tan (4 — B)  sendla — b) tan d(a — b)  sen (A — B)
cot IC ~ sen {{a + b) tan Je ~ sen (A + B)
tan {(A + B)  cos {{a — b) tan {(a + 8)  cos {(A — B)
cot i€~ cos Ha + b) tan le  cos {{A + B)

v las otras férmulas se obtienen mediante un intereambio ciclico de las letras,
La deduccién se encuenira en el problema 7.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Deducir la loy de los senoa.

{a)

Sea ABC un triingulo esférico cualquiern. [Véanse las figuras (o) y (4).] Por C pasa una circunfe-
rencin mixima que corta perpendicularments a Ji.ﬂ_‘-i{u..]]'. Sea LD = h.

En el tridngulo recténgulo ACD, sén b = sen & sen A, En el triingulo recténgulo BCD, sen h = sena
sen B. Entonces, ¢ il

e ’ b
sen o sen B = sen bsen A y ﬁ;':“:ﬁ: :
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Del mismo modn, eomo por B pasa unn circunferencin mdxima perpendicular a AC, se tiene

sen ¢ _lm:"
senA  menC

BEn a sen b Ben £
A, nA " aenB " snC’

2. Deducir la ley de los cosencs para los lados.

En lns figuras (a) y (b) precedentes, sea AD = m. En el trifngulo rectdngulo ACD,
(1) senm = tanhcot A, (2) senh = senbsen A, (3) cos b = cos hcos m.

En el tridngulo rectdngulo BCD,
{4) cosa = cos h cosic — m) = cos h (cos ¢ cos m + sen ¢ sen m), puesto que cosic — m) = cos{m — c).
Ahora, = en (4) se utiliza (1) para remplazar sen m ¥ (3) pars remplazar cos m, se obtiene
:un-tmhtm:%i 4 sanctanhcot A) = cosccond + sencsenhoot A; v si se utiliza (2)
para sostituir a sen h, se lega a,
coRE = coa ccos b 4 pon ¢ sen b osen A cot A
= pos b cos ¢ + #en b sen ¢ cos A.

Las otras fdrmulis se obtisnen mediante un intercambio cfelico de lns lotras.

3. Deducir la ley de los cosenos para los dngulos.

Consldérese sl trifinguls palar 4 ‘B 'C', correspondiente al trifingulo ABC, en el que o’ = 180° — A,
A = 180° — a, etc. Al aplicar a este tridngulo la férmula deducida en el problema 2, se tiene que,

cos o’ = coad’ cosnc’ + sen b’ sen ¢’ cos A’
y, puesto que, sen(180° — b) = sen § ¥ cos(180° — 0) = —cos O, se obtiene
~co8 A = (—cos B) (—cos ©) + sen B sen C (—cos a)
a cos A = =cos B cos C + sen B sen C cos a.
Las otras férmulas ge obtienen mediante un intercambio clelico de las letras.

4. Deducir Ins férmulas del dngulo mitad.

De Ia ley de los cosenos para los lados (problemn 2), cos o = cos b cos ¢ + sen b sen ¢ cos A,

gos a — eos b cos e
gen b sen ¢

ge tiene cos A =

cos g — coa b cos o £ coa'h cose + sen been ¢ — cosa
pen b sen o sin b BEN C

Entonces, 1 —cos A = 1 —

cos(h — ¢) — cosa —2mﬂb-¢+n} sen Hb — ¢ —a)
gen b pem ¢ 3 sen & sen o :

cos @ — co8 bicoa ¢ _cun-—-(mbmn-un&unr}

1+ cosA 1+

sen b gen ¢ sen b sen ¢
_cosa — coafd + ¢ _ -!un-}{u+b+:jnni{u—&—c}
sen b sen e sen b sen c :
v 1 —cosA ~2 sen Hb —c +a) sen $b —c —a) men been e
1-+ecosd san b gen ¢ —2un}{u+b+c} mi{d—&u:}

= sen Ja + b —¢) llni{c+m-—ﬁ]
uu%in+b+:] un}t_f:r-l-c-a]

puesto que sen 4(b — ¢ —a) = —sen {c+a —B) ysendla — b —¢) = —sen Hb +¢ — a).

Sea s = }(a+b+c). Entonces, Ja+b—c) =85 —¢c, He+a—8) =s—b, Hbtc—-c)=s—a, ¥
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tin 'i-‘"‘ :I - 'HDI Jl senis—o) sanis —b) - b 1 son(s—a) senis —b) senis —c)
\ senis —a) i

BEN'S semis —u) sen E

Finalmente, por la du_'ﬁnlul.ﬁn i f“n“ —4) I-W‘E:;:l SR —c) = tan r, se llega a

A =

Las otras fdrmulas se obtienen mediante un intareambia elelion de les lotvas. Obsérvese que un cambio
ciclice de las letras no afecta la expresidn correspondiente n tan r.

5. Deducir las Gormules del semi-lade.
Considérese el tridngulo polar A'B°C’ correspondiente al trifingulo ABC.

; Bl i ’ ‘—af) senfs'— b’ (s’ — ¢)
Sea s’ = Yo' +b' +¢’) y tanr _\/uma 2 'Lf' e ke
Puesto que o' = 180° — A, A’ = 180" —a, ste.,

#' = }{(160° — A) + (180° — B) 4 (180" = C)} = 270° — (A + B+ C) = 270° — S, donde
S = {A+B+0).
Entonces, sens’ = sen(270° — §) = —cos 8,
HH{SJ_cl} =Hu{2f?ﬂ"-$-tlﬁﬂ‘—.d}} -m{ﬂ]_‘“-... {S-A}} = com(S — A),
wmis" — &') = cop{8 = B),
genfs” = ') = con{S — €},
, _ [cosi8 = A) cos(S — B) cealS — C)
i - :\[ =coa 8§

= tan K.

Semin el praoblema 4, tan i.a ! o ""t{:_:”_*j Entonces, puesto que A" = 1BD® — a,

tan B

tu.nii".lm“ —'ﬂ} - {'utiﬂ - ':'m—[‘g'_—m

¥y de modo semejante se obtienen las otres formulas.

6. Deducir las analogias de Gauss o de Delambre.
Segiin el problema 4,

et = \[H —con) = [ d0 et wndb e foents &) senie o
sen b sen ¢ ] sen & sen o

R (YT e T T i S N YTy

sen b son ¢ BED b Ben ¢

son 5 sen(s — b}_

I sen(s — ¢} nen{s — a) - i
Similarmente, sen |B e y cus §B e
Entonoas,
mni}l coniB = senfs — B) m{r«ﬁ [sen = senis — b) = fenin — &) sens senis — o)
; sen b sen e \ smosenc B8N C fen o sen b

cos }A sen iE =

men s n_rﬁl —a) feenis — ¢) senis — @) _ senis — a) Js&h 5 sen(s — o)

wen b gen e ' senc sen g gon ¢ Ben o sen b

% senls — n}“ it-'.

BN 0




168 TRIANGULOS ESFERICOS OBLICUANGULOS - SOLUCIONES NORMALES

v sen §(A' Bjim oot §Acos §B'— oo PABRRDNSISEEEE D). = senle — 0) gy Jo

san o

_ Zcos His —8) + (s —al} iiﬁ{i"—' B) — (& — uj}m ic

RMiffﬂa.-*k

cos e sen da—b) &b i'E __ _-“&“"‘ll“ -iﬂ

" " sen c cos Je Tk

sen A — B) sen 4o — b)

AR, cos 4C sen de 5

De modo semejante se obtienen Ins férmulas pars sen }{A + B), cos {(A — B) y eos }{A + B).

7. Dedueir las fdrmulas de Neper.
Si se escogen las analogins de Delambre

_ snle—b el Sy i 10,

sen e
o = sendiA — B) = sen Hlo — b) cos i sen de sendin — B) S
W SER) cos J(A — B) sen Ie "sen dla+ b)seniC  peniia + b) tie

tandd —B) senlla— ¥

> cot 4C = sen Ha -i-ll}*
Stao escogen lns annlogias de Delambre
senbia — 8 = ”“f:;mmk y cosla —b) = ﬂﬂﬁ%uuh
sen}A — Blsendc sen 3{A —B) tan da =8 seniA - B)
a—b = - tan = .
i } sen 1A + B)cosdc seni(A + B) i tan e sen (A + B)
De modo semejante se obtienen las otras analogias:
CASO I.

8. Resolver el tridngulo esférico oblicudngulo ABC, dados e = 1219154, 8 = 104°64,7', c = 86"42,5".

N i = \/-an{: — &) HI:L:.: b) senis — o) i h? + &+ ¢) = 145°56.3
ia tan
@ tandd = T (3 tanlB - iy W ede - T
c ;. BED @ gen b sen ¢ i
omprobaci v e

sun A




TRIANGULOS ESFERICOS OBLICUANGULOS - SOLUCIONES NORMALES 169
(1) (2) (3} (4)
s-a = 24°%409' | sen 89,62073 | cec 037927
g=bm 41° 1,8° | sen 9,81717 l ese 0,18283
g-c = B0°13,8" | sen 8,98366 | ese 0,00834
»'=145"58,3" | e 0,25175
2 Eﬂﬂﬂm
tan r log 9.84166 log 9,84188 log 9,84166 log 9,84166
fA = 58%9,0' | tan 0,22093
A = 117°58,0'
1B = 46%36,9° 1 tan 0,02449
B = 937138° -
{c = 35°10,3" 1 tan 9,84800
C = 70°20,6"
Comprobacidn:
a | sen 9,93189 & 1 sen 8,88512 ¢ 1 sen 995974
A | esc 005393 B 1 esc 0,00069 C 1 esc 0,02608
9,98582 98581 8,98582
CASO IL

9. Resolver el tridngulo esférico oblicudngulo ABC, dados A = 117°22,8", B = 72°88,6°, C = 58°21,2".

Solucidn 1, (Férmulas del semi-lado) 8 =HA +B+0C) =124°11,3

,{cnufs — A) cos(S — B) coal8 —_l'.'."j

PN e \ﬁm{s — A) coa(S — B) cos(S — €) _

—con & cos(180° — §)
tan R tan R tan B
(2) eot i‘l‘l = m (8) Dﬂtg - m (4) cot *: - 8@ — O
i BN &  BEn b SN ©
Hompeabatide:, o el el
(1) f2) 13) )
S-A = B°B5' | cos 9,89692 1 see 000308
S-B = 51°32,7' | cos 8,79372 1 sec 020628
5-C = B5%0,1' | eos 9,61211 1 sec 0,38789
180°-5 = 55%8,7' | sec 0,25033
2 |9.85308
tan R log 8,42654 log 0,82554 log 9,82654 log 8,82654
Ja = B5°87,7° | cot 8,82062 :
& = 111%65,4" =
b = 42950,2° I cot 0,03282
b = B85°40,4'
fo = 81°23.8/ s i 1 cot 0,21443
c = _§2%7.8¢ ot R e
L *.
Comprobacién: p B et
a | sen 8,96740 ey 5,99876 e | san 804908
A | cse 0,05160 B lesc 0,02024 € | cac 0,08992
0,01900 0,01900 0,01900

Solucidn 2. (Triéngulo palar)

Considérese el tridngulo polar A’B'C’ en el que a’ = 62°37,2°, b’

= 107°21.4 % ¢* = 121"38,8",
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=1 [ 5 i [ =
{1] San - JIEH[S a') BEn(s ‘.'} senin” e 3= i(uj + br 4 g') = 145%48,7°
Ban & -
. tanr' x tanr’ o tanr"
Iﬁltun}& -m fﬂll-aniﬂ W {4}1&}0 T =%
S sen a' sen b’ _ sen e =
Comprobacifn: Tr—am = on BT m’a’ e
(1) @ (3) (4)
s’ —a' = B¥"11,5’ | sen 9,99692 lese 0,00308
¢ — bt = 88°27.3° 1 sen 9,79372 1 cac 0,20828
8 —c' = 24°99° | sen 9,61211 1 esc 0,38780
8’ = 145%8,7" 1 ese 0,25033
2 9,65308
tan r’ log 9,82654  log 9,82654 log 9,82654 log 9,82654
lar = 84023 1 tan 8,82062
A’ = B88° 4,8’ .
ig* = 47° 98" 1 tan 0,03282
B’ = 94°18,6'
lcr = 58°36,2° 1 tan 0,21443
¢’ = 117°12,4’
Comprobacgidn:
a’ 1l sen 9,94B40 4" | sen 9.97876 ¢’ | sen 9,93008
A1 esc 0,03260 B’ 1 esc 0,00124 €' 1 cee 0,05092
9,98100 9,98100 9,88100

Entonces, o = 180% — A’ = 111°85,4', b = B5™40,4', ¢ = B2°47.8".

CASO III.

10. Resolver el trifngulo esférico oblicufingulo ABC, dados @ = 106°25,37, ¢ = 42°16,7', B = 114°63,2 i

(Analogias de Neper)

Para A, C: (1) tan HA + €) = cos $la — ¢) sec Ha +e) cot ip
(2) tan HA — €) = sen }a —c) csc Ha + ) cot 1B

Para b:  (3) tan §b = tan J{a — ¢) sen }(A + Crese 1A - ©)
;. BN O sen b sen
Compagimomn; sen A sen H = 8en C
(1) (2) (8)
Ha —c) = 929438' | cos 9,92808 | sen 9,72608 1 tan 9,79698
e +ec) = 74°21,0° 1 sec 0,56902 1 esc 0,01641
B = b57°266" I cot 9,80513 1 eot 8,80513
la+c) = 83208’ 1 tan 0,30223 | sen 9,95178
lA-C) = 19°23,7’ | tan 9,54662 | coc 047876
A = B2°63,6'
C= 4462
I = B9%220° 1 tan 0,22753
b= 118%44,0"
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Comprobacidn:
a 1 sen 9,98181 & 1 sen 9,94283 c | sen 982784
A | csc 0,00335 B | csc 0,04232 C 1 ese 0,16742
9,98526 9,98525 9,08526

11. Resolver el tridngulo esférico oblicuingulo A BC, dados b = 119°41.4 , ¢ = B1°17,6, A = 66°37,8".
(Analogias de Neper)
Para B, C: (1) tan §(B + €) = cos }(b — ¢ sec }b + ) cot fa
(2) tan (B — €) = sendib — ¢) coc $d + ) cot 44

Para a: (3 un{a=un{[bwcjmifﬂ+ﬂ)mh’ﬂ-ﬂ]
e BED @ sen & BEN ©
Comprobasidn: wen A  gen B sen O
(1) 2 (3)
10 —¢) = 19%11,9° | cos 9,97515 1 sen 9,51898 | tan 9,64183
16 +¢) = 100°29,5 I sec 0,73971 (n) 1 cse 0,00732
44 = 337189’ 1 cot 0,18227 1 eat 0,18227
kB+0) = 977138 1 tan 0,89713 (n) | sen 9,99654
HB—-C) = 26°%8,1" I tan 9,70657 1 cae 0,34342
B = 124°11,4"
C = T0°152" S NS
loe = ar178¢ | tan 9,88179
a = T4%35686"
Comprobacidn:
a 1 sen 998411 & 1 sen 983888 e | sen 9,99498
A 1 esc 0,03717 B 1 csc 0,08240 C | esc 0,02632
0,02128 0,02128 0,02128
CASO 1V.
12. Resolver el trifngulo esféricn oblicudingulo ABC, dados A = 48%46', B = 60°42,6", ¢ = T6°22.4".
Solucidn 1. {Analogfas de Neper)
Para a,b: (1) tan 4(5 + a) = cos HB — A) mﬂﬂ+d}mk
(2) tan §b —a) = sen HB - A) coc kB + 4) tan de
Para C: (3) cot 3C = sen $(b +a) coc }ib —a) tan HB - A)
fe . BEDL @ sen b gen o
Cﬂmpmmlﬂ‘ﬂ. m - m - m
(1) 2) @
1B-A) = 5590 | cos 8,99763 I sen 901803 1 tan 9,02040
1B+ A) = 54°43,6" | sec 0,23847 | esc 0,08810
I = seenne’ | tan 9,89672 | tan 8,89572
4ib +a) = 63339’ | tan 0,13182 vy 1 sen 9,90554
+Hb —8) = 541’ I tan 9,00185 I esc 1,00031
a = 47°40.8'
b = BB°18,0°
10 = 49°50,5* I cot 9,92626
C = 99°41,0"
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-
al
"

Coamprobasidn:
‘ a 1 sen 9,88991 b I sen 993442 ¢ l'sen 9,98760
A 1esz 0,12882 B 1 cac 0,06841 C | cse 0,00623
9,99343  8,00383 9.99383

Salucidn 2. (Tridngulo polar)
Considérese sl tridngulo polar A 'B*C en'el que o = 181°15.4%, 3’ = 119°17,4", C' = 103°37.6".
{Analogias de Neper)

Para A, B% (1) tan §(A’ + BY) = cos Jia* = b7) sec (o’ + b7) cotiC’
(2) tan }A* — B = sen {ta’ — 6" csc 4’ + §) eot iC’

Para ¢’ 3) tan e’ = tan Ha’ = 6 sen'dfA” + BY) esclia” — BY)
o sen a’' _ gen ' _ sen ¢’
Comprobacidn: ol asn B’ gan 7
x) (2 )
Hat =81 = 59590’ | cos 9,99763 | sen 9,01803 1 tan 9,02040
Hat + 8" = 125°164" lisee 0,23847 (n) | ese 0,08810
iC’ = 51%4838’ 1 cot 9,89572 1 cot 9,89572
A’ +B) = 126°26,1" | tan 0,13182 (n) 1 sen 9,90654
tAr =By = 54417 | tan 9,00185 | esc 1,00031
A’ = 132°10,2'
bB' = 120°42,0°
et = 40° 9.5 1 tan 9,92625
¢’ = 80%9.0'

Entonces los elementos buscados del tridngulo ABC son:

a=180° — A’ = 47°49,8", b = 180° — B = 69°18,0', € = 180° — ¢’ = 99°41,0".

CASO V.

13. Resolver el trifingulo eaférico oblicudngulo ABC, dados & = 80°26,2", ¢ = 115%30,6', A = 72°244"

Para C: sen C = aen c csc a sen A
Para B: cot B = sen dic + a) esc 11‘_: - a) I:n.u.hﬂ — A}
Para b: umib =mi{C+A}mﬂﬂ'—A}unhc—_ﬂ}

Comprobacién: sen $(C — A} sen ;b = gen He — a) m%ﬂ

¢ = 115°30.8"' | sen 895545
a = B80°26,2' 1 esc 0,00608
A= TEUL4’ | sen 9,97920 Puesto quea < ¢, entonces A < C.
C = 119°154" | 'sen 9,94073 Usa solucidn sinica
fic + a) = e6°49,9° | sen 9,99775
e - A) = 23°25,6° 1 tan 9,63674 1 csc 0,40061
e + a) = 97°68,4° | sen 9,989578
e — a) = 17%32,2" | esc 0,52088 1 tan 9,49969
i‘ﬂ =357 4.7 1 est D,15350
B = 70° 94"
1y = 3202’ | tan 9,89805
b = T6°40,4"

S
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Comprobacidng

HE — A) = 23°856" | pan 89,5998  dic —0) = 17°822" 1 sen 9.47902
1 = 38°202' | uwen 9,70%59 1B = 35° 47" 1 cos 9,91295
8,30198 9,39187

14. Reaolver el tridngulo eaférion oblicuingulo ABC, dados b = 81%2,3°, ¢ = 62°19,8/, C = 47°25.1",

Para B:  sen B = sén b csc o sen
Parn A: cot $A = wen }(b + o) eac b — ) tan (8 — ©)
Para 'a: tan fa = sen 1B + €) cse }(B — C) tan$(b — o)

Comprobacion: sen (B — €) senla = sen }(b — o) con A

b = B1”42.3! 1 sen 999544

¢ = 52°19,8° 1 esc 0,10153

C = 47°251 | sen 8,86706 Puesto qued > ¢, éntonces B > O,

! v, Dos solugiones
B, = 8700’ 1 sen 9,96403
©
{Aq} (eiy) (A {aa)

IiB, +0) = s5T12,6° . | sen 9,92462
1B, -C) = 99474’ | tam 9,23681 | cac 0,76946
b + ¢} = 67° 1,0’ 1 sen 9,96408 1 sen 9,96408
b —e) = 190127 l'cac 068596 1 tan 941848 1 csc 0,50596 | tan 9,41848

1A, = BT°659° 1 et 9,79695
Ay = 115°%1,8'

da, = 52°20,5' I tan 0,11254
a; = 104%41,0'
HB, + C) = 80°128° 1 sen 8,99363
I8, —C) = 322474’ I tan 8,80803 | csc 0,266356
1A, = 23 88" 1 eot 0,36907
Ay = 469176’
fa, = 25°20,8' 1 tan 9,67844
gy = 50°59.6'
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Comprobacidn:
LB, -C) = 9°474° 1 sen 9,23054 b —c) = 1474127 1 sen 9,40404
4 a = 52°205° | sen 9,89854 44, = 57°559' 1 cos 9,72504
9,12808 9,12908
}B, — C) = 32°474° 1 sen 9,73365 b —¢) = 14°81,2° 1 sen 9,40404
ja; = 25°29,8° 1 sen 9,83383 44; = 23° 88’ 1 cos 9,96355
9,36758 = 9,36759

CASO VL

15. Resolver el tridngulo esférico oblicufngulo MMA- 855257, B = 56°10,7', a = 40°38,6".

Parn b: sen b = senHesc Asena
Para ¢ tande = sen 4(B + A} csc }iB — A) tan {ib —a)
Para C: eot 4C = sen 4(8 + a) ese 4(b = a) tan HB — A)

Comprobacién: cos (B + A) cos d¢ = cos 3(b + o) sen IC

B = B8"10,7' lzen 991048

A = 3525 Lese 0,23200

a =, 40°38,6' | sen 981381 Puesto que A < B, entoncesa < b,
by = B7°25,5' 1 sen 9,96538 el

by = 1127345

{€x) (Cy) (exd (Ca)

dib, 4+ 0) = B4° 20’ 1 sen 9,90814
% —a) = 18°2347 | tan 9,87666 1 csc 0,63530
B +A) = 46° 18’ 1 sen 9,85713 1 sen 9,85713
B -A) = 10°9,1' 1 cse 0,75386. | tan 9,25209 | ese 0,75386 | tan 9,25299
1o, = 447111 | tan 9,98765
o = B8°22,2°
lc, = &7°51,7' | eot 9,79643
€, = 115°55.4°
Moy +a) = 76°36,6° 1 sen 9,98803
Jib, — &) = 05°68,0° | tan 9,86073 1 csc 0,23113
loy = 71°21,07 1 tan 0,47172
e = 1429420°
ley = 78°288' 1 est 9,47215
C, = 148°57,6°

Se han omitide los detalles de la comprobacidn.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Resolver los siguientes trifngulos esféricos oblicudngulos ABC,

16.
17. &
18.
19.
20.
21.
22,
23.

e @ & = = op -]

®
- o 43 m

B
B

56°22,3%, b = 85%54,8", ¢ = 78°27,4"
108°66,4", b = S8°34,B", ¢ = 120°15,6"
126929,6', b = 128°1,6, ¢ = B0°46,6"
71°2,8%, B = 118°25,2", C = 60"45,8"

116°1,8%, B = 103°17.6°, C = 94°21,2"

138°40,7%, B = 67°23,8", C = 101°50,4"
186°2,8", ¢ = 21°46,3', B = 756°31,4"
B6°45,2°, ¢ = 108°36,8, A = B7°40,2"
B81°651,7', ¢ = 67°65.4, B = L11°57,9"
§6°42,7', C = BA°57,5', a = 107°B4"
4771337, B = 120°9.97, ¢ = 123%31,6*
104%30,7', C = 62°52,1", & = 56%6,4"
08°53,2%, ¢ = B4735,81, A = 9523,4'
37°47,21, ¢/= 108°L,4", B = 04°25,6"

80°6,3", b = B2°4,0", A = 83°34,2"

117°54,4', C = 45°B,6’, o = 76°37,5
96°12,8", C = 45°34,47, ¢ = 27°20,3"

104°40,07, B = 80°13,6", a = 126°50.4"

Respl A
HResp. A
Respi A
Resp. a
Resp. &
Resp. &
Resp. b
Resp. a
Resp. b
Resp. b
Resp. a
Resp. b
Revp, b

Rﬁ'ﬁi‘ oy
]

m. iy
Cx
Resp. b
Resp. o,
oz

Hﬂp. h|
by

= BA'B4% B = 68°37,8', C = 91°57.2
= 83°408", B = $4°12,4',C = 116°51,0"
= 99°90,9°, B = 104°47,7", C = 38°64,4"
- B354, b = 113°46,8", ¢ = G6°28,0"
= 116°44,2%, b = 102°40,6', ¢ = 88°21,8"
= 166°42,27, b = 33°344",c = 1446,6"
= 27104, A = 122°30,1", C = 26%47,3’
= 70°2,2%, B = 70°17,1/, C = 111°8,7"
= 97%87,57, A = 65°38,07, C = B0O°7,3'
— B1°BA% ¢ = 829767, A = 107°43,4’

- ATenf b = 133°62,97, C = 90°31.8'
= B8720,8%, ¢ = B6%46,0, A = 53°30.4’
- 89°28.6', O = 65°32,3', B = 96°21,0"

= 78680, A: = 40°264 ", C, = 138°53,2"
= 1347328, A: = 151°14,87, Cy = 41°6,8"

= 52997,2', B, = 87°34,6", C, = 53768
= 257192,0", By = 92°25,5', C; = 25°26,2'

= 41°4,87, ¢ = 51°17,9, B = 36°36,8"

= 140°15,77, By = 121°7,6", by = 146°36,0"
= 39°44,3°, By = 44753,8/, by = 28°69,8"

= 54°36,8", ¢, = 147°36,8", C, = 139°39,01
= 195%93,2", ¢y = B951,2', Cy = 8°17,6"



CAPITULO 22

Triangulos esféricos oblicuangulos—Soluciones alternas

LAS SOLUCIONES ALTERNAS que se estudian en este capitulo requieren el uso de una
funcidn adicional, llamada funcidén semisenoverse, ¥ la divisidn de un triangulo esférico
oblicudngulo en dos trigngulos esféricos rectingulos.

Una desventaja del uso del semisenoverso e que, ademis de las tablas corrientes
de las funciones trigonométricas, se necesitan tablas de los valores naturales de la
funcidn semisenoverso v de sus correspondientes logaritmos. Una ventaja es, sin embar-
go, que resulta imposible caer en el error de situar un dngulo o un lado en un cua-
drante incorrecto puesto que solamente existe un dngulo positive menor que 180° que
tenga un semisenoverso dado,

La importancia de la descomposicién en triingulos recténgulos radica en que las
soluciones de los tridngulos esféricos rectingulos pueden calcularse ficilmente v utilizarse
para resolver tridngulos esféricos oblicudngulos. Por ejemplo, una vez planteadas las
soluciones de los tridngulos rectdngulos de las Fig. (@) ¥ (&), cuyos elementos conocidos
aparecen dentro de circulos, se puede encontrar la solucidn del tridngulo oblicudngulo
de la Fig. (¢) de la siguiente manera:

HI Bif
[+
h
@ : DD
{a) 1.1]

1. Obténganse los valores de x, h v B” del tridingulo de la Fig. (a).
2. Enla Fig. (b) se conocen hy ¥y = b — x. Obténganse los valoresde a, Cy B'".
3. Los elementos buscados del tridingulo oblicuingulo de la Fig. (c)sona, Cy B =
B’ + B*’.
LA FUNCION SEMISENOVERSO. El semisenoverso de un éngulo 6, (ssv 6), se define
mediante la relacidn
ssv i = 41 — cos b).
En el problema 1 aparecen algunas propiedades de esta funcidn.

La funcién semisenoverso se aplica directamente en la solucién de los casos I y 111,
v en la solucidn del tridingulo polar asociado de los casos I1 v IV, Para ello se necesitan
las giguientes fdrmulas:

ssv A = sen(s — b) sen(s — ¢) csc b csc ¢,
1) ssv B = sen(s — ¢) sen(s — d) cse ¢ csc a,
ssv U = sen(s — a) sen{s — b) csc a csc b,

dondes = a4+ b +¢), ¥
176
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sEv a = s8v(b — ¢) + sen b sen ¢ smv A,
2) g8v & = sevic — a) + sen ¢ sen assv B,
8av ¢ = ssvia — b) 4 sen a sen b ssv C.
Para las deducciones de estas férmulas, véanse los problemas 2 v 3,
El uso del logaritmo de un semisenoversgo se ilustra en el

EJEMPLO 1. Utilicese ssv A = sen(s — b) sen{s — ¢) csc b csc ¢ para encontrar A
cuando @ = §5°28,0", b = 77°6,0" y ¢ = 49°18,0".

a = 55°28,0' §-b = 13°50,0’ I sen 9,37858
b = T80 s—¢ = 41°38,0/ 1 sen 982240
¢ = 49°18,0/ b = 77 6,0 1 esc 0,01110
2 = 151“52,[1’ - 49“13,{]' 1 C8C 3.12[’25
s = 90°86,0' A = 55°14,5" 1 ssv 9.33233

Cuando se utilizan las férmulas 2) son necesarios los valores naturales de los semi-
senoversos ¥ los valores de sus correspondientes logaritmos,

EJEMPLO 2. Utilicese ssva = ssv(b — ¢} + sen b sen ¢ ssv A paraencontrar a
cuando & = 132°46,7°, ¢ = 59°50,1" vy A = 56°28.4".

Por conveniencia, témese x = sen b sen ¢ ssv A de modo que la férmula anterior
se transforme en ssv a = savib — ¢) + x.

* = sen'bsencssy A ssva = ssv(b —c) + x
b = 132°46,7' 1 sen 9,86669 b-¢ = 72°58,8' ssv 0,35334
¢ = B59°60,1 1 sen 8,93681 x - 0,14205
A= EE“EB,-’I" 1 maw 9,34993 a = 89°28,3' BAV ﬂ.dﬂ'ﬁ
x = 0,14205 log 9,15243

METODO DEL TRIANGULO RECTANGULO. Este método de resolucidn de trifingulos
esféricos oblicudngulos consiste en la aplicacién de las reglas de Neper a cada uno de
los dos tridngulos esféricos rectdngulos que se forman cuando, por uno de los vértices
de un trifingulo esférico oblicudngulo dado, se traza una circunferencia méxima per-
pendicular al lado opuesto. Como este lado es un arco de circunferencia méxima, la
perpendicular trazada corta a esta circunferencia mfxima en dos puntos. Puesto que
los lados de un tridngulo esférico oblicuingulo son arcos menores que 180°, puede
suceder que ambos puntos se encuentren fuera del tridngulo o que s6lo uno de ellos
pertenezca al fridngulo. Las Fig. (d) y (e) ilustran estas dos posibilidades. En el primer
caso, el punto de interseccidn D pertenece al tridngulo, v se determinan los tridingulos
rectdngulos ACD y BCD; en el segundo caso, ninguno de los puntos de interssecién
pertenece al tridngulo y cualquiera de ellos puede ser D). En la Fig. (e), Ia primera
interseccién que se encuentira en el sentido de A hacia B se ha denominado D y los
tridngulos formados son, nuevamente ACD y BCD.

C

AT Tl T
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Para conveniencia del lector se ofrecen & continuacién las férmulas necesarias para

la resolucién de los seis casos de tridingulos oblicudngulos. En el problema 6 se encuentra
la deduccién de las férmulas correspondientes al caso I. Obsérvese que las férmulas
requeridas en los casos I11 y V no son sino las férmulas necesarias para resolver com-

pletamente los dos tridngulos rectangulos.

CASO I. Dadosa, bye.
1) tan §(d + a) tan ¥(b — @) = tan {(x + ») tan ¥(x — )
Enla Fig. (d), 4z + 3 = lc y hay que determinar }(x — ¥);
en la Fig. (e), {(x — ¥) = ¢ ¥y hay que determinar }(x + ¥).
2) x=dx+y +Hx-», y=Hx+» - ¥x-¥
3) cos A = tan x cot b gen X = senxcsc b .
cos B = tanycota gen Y = senycsca para la Fig. (d)

cos (180°—B) = tanycot @ e para la Fig. (e)

4) C = X + YparalaFig. (d), € = X — Y paralaFig. (¢)
5) Comprobacién: Utilicese la ley de los o tricese una perpendicular
por A o por B.

CASO II Dados A, By C.
Procédase como en el caso I y utilicese el tridngulo polar A’B'C’ en el
que ¢’ = 180° — A, &' = 180° — B, ¢’ = 180° - C.

CASD III. Dados b, ¢ v A.
1) tan x = tan b cos A
cot X = cos b tan A
gen A = sen b sen A

Para la Fig. (d) Para la Fig. (e)
2) y=0¢— 2 yo=x =
3 cos ¢ = coshcosy cos @ = cos hcosy
cot ¥ = senh cot y cot ¥ = senhcoty
cot B = cot hseny cot(180°—B) = cot hseny
4) C=X+Y C=X-Y

5) Comprobacién: Apliquese la correspondiente férmula de comprobacién
a cada uno de los tridngulos rectangulos.

CASO 1V. Dados B, C y a.
Procédase como en el caso IT1 v utilicese el triingulo polar A’B’C’ en el
que b’ = 180° — B, ¢' = 180° — C, A’ = 180° — 0.

CASO V, Dadosa, by A.

1) tan x = tan b cos A 2) cos Y = tan h cot a
cot X = cos b tan A cos y = sec h cos a
gen A = sen b sen A gen B = sen h csc a

Cuando log sen B < 0, son posibles dos soluciones,
3) ParalaFig. (d): c=x+»C=X+ Y. ParalaFig. (e):c=x -y,
C=X-Y.
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CASO VI. Dados 4, B y a.

Mmmumelmu?yuﬂﬂnmﬂhﬁngﬂnpohrﬁ’ﬁﬂ'enel
que g’ = 180° — A, b’ = 180° — B, A" = 180° —

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Demostrar: a) asv 0® =0, Bisavi80® =1, cleavi—0) =gavh, dieosl =1 —2aavi.

a) v 0® = {1 —e0s 0% = H1 —1) =0

b) ssv 180° = $(1 — cos180%) = {1 — (—1)] =1
) sav(—0) = |11 — cob(—8)] = {1 — contl) = sav ®
d) Puestoque28sv 0 = 1 —poah = 1 — 2 sav B

2. Demostrar: ssv A = sen(s — b) senis — ¢) csc bosce.

sen(s — b) senis — ¢} A
sen b sen ¢

Entonces

Segtin el problema 6 del capitulo 21,sen 14 =

senfs — &) menis — ¢}
san b sen o

asv A = Hl —eosA) = sen® $4 = = son(s — b) sen(s — c) cac b cse c.

3. Demostrar: sev a = ssv(l —c) + sen b sencusv A,
Utilizando ln loy de loa cosenos cosa = cos-beos ¢ + sen b sene cos 4,

ssva = {1 — cosa) = 4(1 — cos b cos c — sen b sen c cos A)
- ﬂi-ml‘.me-un&mnr{1~—2md}l
-ﬂlu[m_llcqnc-i—mbm:]i-luu&uhemd]
= H1 — cos(b —c) + 2sen b sen c asv A
= }12 auvil — ) + 2san b gen c 55V A] = ssvih — ¢) 4 sen b sen casv A.

4. Resolver, medinnte semisenoverso, el tridngulo esfitrico ABC, dados a = 121%1547, & = 104°64,7", ¢ =
65°42,6%. (Caso I, problema 8, capitulo 21.)

Parn A: sav A = sen(s — b) seni{s — ¢) esc b cae ¢

Para B: ssv 8 = senis — ¢) #sen(s — a) cec ¢ osc 0

Para C; sev € = senis — o) senis — d) csca cuc b

s = Ya+b+c) = 145%6,9°

lnuu_uub _ Ben ¢
gen A sen B senC

Comprobacidn:

(Al {B) (Ch
a = 121"154" |l ese 0,06811 |l ese 0,06811
¢ = 104°54,T" | csc 0,01488 I cac 0,01488
e = 65°425' | cse 0,04026 1 esc 0,04026 y
-a = 24°408" 1 gem 9,82073 I'sen 9,62073
s=b = 41% 1.6 | sen B,BITLT | gen 9,81717
s-c = BO°13,8' 1 sen B,83366 | sen 9,99366
A = 117"579" | ssy 8,B6597
B = 88137’ llgaw 9,72276 o B SN
¢ = 70°208" 1 ssv 9,52089
a 1 sen 993189 & | sen 998512 | seny 9,95874
Comprobacidn: A 1 esc 0,05392 B | ese 0,00089 C 1l ese 0,02608
9,98581 8,98581 9,98582

6. Encontrar, mediante el semisenoverso, el lndo & del tridngule eafévico ABC, dados o = 106°25,37,

e o= A42°16,7", B = 114°53,2". (Caao ILI, problemsa 10; capitula 21.)
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savh = gavia — ) + senasencepy B = mvis —¢) + =

a = 1067253’ | sen 9,98191

c = 42°16,7 1 sen 9,82784

B = 114°532' | ssv 9,85151

x = 0,45842 log 9,66126 0,45842
a-¢ = 647 8,8’ sav 0,28194

& =

115%43,9" sav 0, 74036

6. Deducir las férmulss que se utilizan cuando se resuslve el caso I mediante el método del tridngulo rec-
tdngulo.

La Fig. (d) ilustra el caso en que la perpendicular trazada por € corta al lado opuesto en un punto
pertensciente al tridfngulo, ¥ la Fig. (e} ilustra el caso en que la perpendicular corta la prolongacidn del
lndo opueato.

En ambas figurns, cos b = cos hooax ¥ cosa = cos b cos y.

Ento cosb cosx m"tmh"“’ii,
: oua a cos ¥ 08 O
cos b + coma _ cosx 4 coay mb—ma_mz-my‘
cos & coR ¥ o0& a COl ¥

coab —conn cosx —cosy
y cos b 4+ cosa cos x + cosy

Conforme a las férmulas del capitulo 12, estas férmulps se transforman en

2 sen }ib +a) sen (b —a) 2 sen Jix + ¥) sen dix — )
ﬂﬂﬂlhﬁ'l"ﬂ:lﬁﬂ!‘l{b—u] 2nmi{;+jjm{&:—y}

o (A) tan §(b + a) tan }(b — a) = tan }(x +¥) tan §(x — ).

Para el caso ilustrado en In Fig. (d), h:‘ +y) = i: para el caso ilustrado en la Fig. (e), if: — ¥)
:-ie. Una vaz obtenidos {-ﬁ: =¥} 6 ﬂx + y) mediante (A),

=zt +dz-n v y=dz+y —d=-»
Entonces, en la Fig. (d),

cogs A = tanxcotd, sen X = sen xcsc b {mmi

cos B = tan ycot o, sen ¥ = sen y csc o EWHDI
C=X+ Y
¥, on la Fig. (&),
cos A = tan xcot b, sen X = gon x cse b (triingulo ACH)

cos(180° —H) = tany cota, sen ¥ = sen y caca [mm
=X — Y.
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CASO 1.

7. Resclver el tridngulo esfirico ABC, dadus o = 1211547 & = 104°54,7%, c = 65°2,56°. (Problema 8,
enpitolo 21.)

x4y = dc = 32%61,2°
(1) tan 3z —3) = tan }(b + ) tan 46 — o) cot bz + 3

Tridngulo ACD Telingulo BCD
{2) eos A = tan x oot b (4) cca B = tan y cot'a
(3) sen X = géen = cat b (6) sen ¥ = pen y csc a
C= X4 ¥
)
16 4+ @) = 118° 5,0 1 tan 0,37089 (n)
6 — o) = —8%10,4° | tan 8,15724 (n)
fix + ¥) = 82°6L,2' 1 cot 0,18992
Iz - 3 = 27335 I tan 9,71755
# =  60°24,7"
N BT
(2 (3
% = 8072497 | tan 0,24580 1 sen 9,83982
b = 104°54,7' 1 cot 9,42637 (n) | ese 0,01488
A - 117°68,2' ! cos 9,87117 {n) I sen 9,05420
X = &4° B8’
(4] (5)
r=ns BRI | tan, B,96605 I sen B,965612
a = 21°154" I cat 9,78317 (n) 1 est 0,068811
B - 93°13,5' 1 con B,75016 (n) | sen 9,03323 C =X 4 Y = 70°208"
Y = 8718’

CASO 111,

8. Resolver el tridngulo esférico ABC, dados & = 106°25,3", c = 43°16,7", B =
114°53,2% {Problema 10, capitulo 21.)

Tridngulo BCD Trifingulo ACD %
tari x = tan o con B cos b = cos A coa ¥ b
cot X = cos a tan B cat ¥ = g@n A cot ¥ ?ﬁfl
gen & =_zen a sen B eoti180°—A) = got A sen ¥

¥y =x—g Co=X =Y X 180°-4
a = 108°25.3" 1 tan 0,53058 (n) | cos 8,45138 (n) ‘| sen 8,88191
B = 114°53.2" I cos 962410 (n) 1 tan n.mn (n) 1 sun 8,85768
x = B4%59,7' 1 tan 0,15468 :

X - 58°38,5” Iantﬂ.m
*h = 119°31,5' | con 9,69268 (n) inﬂ 3,75508 m‘ | sen 9,93959
y = 12°43,0" | cos 9,98921 | cot 0,64653
b = 118%4,0" | cos 9,68189 () el

1807 — A = 97" 64’ i 2 m?nﬂ-:n}
A = B82°50.6' AT -
Y = 14%2.5' ' e | cot 0,68612

C=X—Y = a6z
‘o > 80% x < 907 entonces k > 00° (véase In ley de los cundrantes, capftulo 20).
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CASO V.

9. Resolver el tridngulo esférico ABC, dados'a = B0"26,27, ¢ = 115°30,6 ,
A= T2244°. (Problema 18, capitula 21.)

Tridngulo ABD Tridngulo ECD
tan ¥ = tan ¢ cos A cos ¥ = tan A cot &
cot X = cos ¢ tan A con y = pec h coma
sen b = sen ¢ sen A sean C = sen K cec a
b= x =y B=X-Y
e = 115°30,8' 1 tan 0,32131 () 1 cos 9,63414 (n) | sen 9,95545
A = T2°244’ 1 cos 9,48038 | tan 049882 | sen 9,97920
x = 147°39,0" | tan 9,80169 (n)
X = 143%38,2' 1 cot 0,13286 (n)
*h = 59°21,0' | tan 0,22728 1 sec 020261 | sen 9,93465
a = BO"26.2" 1 eot 922655 | con 922047 I esc 0,00608
Y = 73%89’ | con 9,45381
¥ = TO°GH,8' 1 cos 9,61308
= = 119%164° 1 pen 9,94073

b= x —y = 76°40,2'
B=X-Y =703

*A < B° entonces h < 90°, "¢ > g, entonces © > A; exisie una solucién.

10. Resolver el trifngulo eaférico ABC, dados b = 81°42,3°, ¢ = 5I°188',
C = 47°25,1".

Tridngulo ACD Tridngulo ABD

tan x = tan b coa C cos ¥ = tan h caot ¢

cot X = cos b tan C cos ¥y = sec h cos ¢

sen b = pen b sen C sen B = sen A cac €
b = 81°42,3' | tan 0,83626 1 cos 9,156918 1 sen 9,99544
C = 47°25.1' 1 cos 9,83036 1 tan 0,03670 I sen 9,86706
x = TI°80,4' | tan 0,66662
X = B1% 4T |l cot 9,19588
*h = 46%i6,2' 1 tan 0,02685 1 sec 0,18438 I' san 9,86250
¢ = 52°18.B' 1 cot 8,88764 | cos 9,78612 1 cac 0,101563
Y = 34°47.2° 1 cos 9,91448
¥ = 25°50,7' I cos 9,95048 Lt +

**B = 87° 0,0’ | sen 996403

* <« 890° entonces A < 50" ** h < 890° entonces B < 80°,

Existen dos soluciones, ACB, v ACE;, como s& muestra en la figura. Las partes buscadas son:
Tridngule ACE,, B, = 67T°0,0', o, = z + ¥ = 104%41,1', A, = X + ¥ = 115°1,9".
Tridngulo ACBy, By = 180° — By = 113%0,0', @z = — ¥ = §0°69,7', A; = X — ¥ = 46°17,8',
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Resolver mediante la aplicacidn del semisenoverso,

11. a = 69728,6%, b = STELAY, ¢ = 39°39,7'.  Resp. A = 969,2', B = 64°4,8', C = 42°41,2'
12. a = (59°8,47, b = 101°53,9), ¢ = BB°47,T". Resp. A - ﬂl‘.ﬂ:'ﬂ". B = 98°30,7', C = 948713,2'
13. A = 51°4,4", B = 59°31,8’, C = 76°20,2".  Hewp. @ = 28°4,0", b = 31°6,0", o = 35°36,5'

14, A = 134°05,4% B = 108°13,6", C = 79957,0". Resp. a = 143°69,9°, b = 1289223', ¢ = 54°92,2'

Utilizar el semisenoverso para encontrar el elemento pedido.

15. a = 103°%44.77, 6 = 64°1¢3', C =0B°338/; encontrar ¢ = 103°30,6°,
18, b = 156°12,2%, ¢ = 112°48,6", A = 76°32,4'; encontrar a = 63°48.8'.
17. a = G7°28.4°, & = 34715,2%, C = B4"12.68" encontrar o= 37°44,1",

18. Hesalver los problemas suplementarios 18-33, capitule 21, mediante ¢l método del tridngulo rectdngulo.



CAPITULO 23

Rumbo y dis;tancia

DOS SON LOS PROBLEMAS DE NAVEGACION gue se tratardn en este capitulo:
a) Cuando se conocen la posicién del punto de partida, el rumbo seguido y la distancia
recorrida en determinado tiempo, encontrar la posicién del punto de llegada.
b) Cuando se conocen las posiciones delos puntos de partida y de llegada, encontrar
la distancia entre los dos puntos y el rumbo necesario para ir de uno a otro.

(En este capitulo, la palabra “milla™ significard milla ndutica.)

NAVEGACION A LO LARGO DE UN PARALELO.
Supdéngase que un barco navega p millas direc-
tamente hacia el este o directamente hacia el
oeste (hacia el oeste en la figura adjunta) desde
una posicién conocida D hasta B. Como el viaje
se realiza a lo largo de un paralelo de latitud, la
latitud de B es la misma del punto D. Asi, el
problema a) se reduce a encontrar la longitud
de B.

La diferencia de longitud entre B y D (DLo)
se mide mediante el arco FG determinado en el
ecuador por los meridianos que pasan por Dy
B. La distancia recorrida al navegar desde D
hasta B (esto es, la longitud en millas del arco
DB) recibe el nombre de “departure” (p) de B
hacia D. La diferencia de longitud se denomina
este u oeste segin que la “‘departure” sea hacia
el este o hacia el oeste.

Para encontrar la longitud de B es necesario convertir p millas en minutos. (Obsér-
vese que la “departure” se mide, en este caso, a lo largo de una circunferencia menor;
entoneces, no es vilida la relacién 1 milla = 1 minuto.) En la figura, dnanse I) y B con
el centro C de la circunferencia menor (paralelo de latitud), dnanse D), F y G con el
centro O de la Tierra y tricese DH perpendicular a OF. Lldmese L a £ FOD, que mide
la latitud de D. Como £ FOG = £ DCB, los arcos FG y DB son proporcionales a sus
radios; por tanto,
are FG _OF _OD _ _ .
arc DB CD OH .
Asi,
diferencia de longitud (minutos) = “departure” (millas) X secante de la latitud.

arc FG = (arc DB)sec L, o DLo = pseclL.

EJEMPLO 1. Un barco navega 55 millas hacia el este en la latitud 44°30" N.
Encontrar el cambio de longitud.

En relacién con la figura anterior, la “departure” es p = 55 millas E y L = 44°30".
Entonces, DLo = 558ec 44°30' = 77,1 millas E = 77,1" E 6 1°17,1" E.
(Véanse, ademds, los problemas 1 v 2.)

184
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NAVEGACION EN UN PLANO. Supéngase queé un barco navega, a lo largo de una
circunferencia méxima, una distancia de d ‘milles deade 4 hauta B, comoen la Fig. (a).
Tracese por B el paralelo que corta en D al meridiano que pasa por A. Sean F'y G los
puntos donde los meridianos que pasan por A ¥ B cortan el ecuador. Entonces, [ =
arc AD es el cambio de latitud y P = arc DB es la “departure”.

-t

i T ecuadar

{ar} b

Cuando las distancias relacionadas son relativamente pequefins, se suele considerar
la superficie de la Tierra como un plano, para poder aprovechar las férmulas de la
trigonometria plana que son mds sencillas. Ahora se supondrd que todas las distancias
son menores de 200 millas ¥ que se estd trabajando sobre un plano.

En este plano, el ecuador v los paralelos de latitud se representan medianie rectas.
horizontales, mientras que los meridianos, que son perpendiculares al ecuador, se
representan mediante rectas paralelas verticales. En la Fig. (b), NAS es el meridiano
que pasa por A, y DB es una parte del paralelo de latitud que pasa por B. Entonces,
d = AB es la distancia, p = DB es la “departure”, [ es el cambio de latitud y C es el
angulo del rumbo.

En el trisngulo recténgulo ABD: ! = deos €, p =dsenC, tanC = p/'l

El cambio de latitud se designa N o S seglin que B esté al norts o al sur de A. En
la Fig. (8), el cambio de latitud es!millas N o | minutos N, la “departure” esp
millas E v el rumbo es N ¢° E.

REJEMPLO 2. Un barco navega una distancia de 120 millas con un rumbao de 30°
(o N 30° E) desde A (latitud 45°0" N, longitud 700" Q) hasta B, Encontrar la “de-
parture” y la latitud de B.
En el triangulo rectingulo ABD de la Fig. (b),
p = dsen C = 120 sen 30° = 60 millas E
1 = dcos C= 120 cos 30° = 103,9 millas N.
El cambio de latitud es 103,89’ = 144" ¥ _In.lal.itud de Bes45°0" + 1°44" = 46744' N.
(Véanse, ademds, los problemas 3-5.)

NAVEGACION POR LATITUD MEDIA. Cuando el tridngulo ABD de la Fig. (a) se
transforma en el tridngulo ABD de la Fig. (b), se alarga el arco DB. Entonces, cuando
la “departure” p = DB se utiliza en la formula DLo = p sec L de la navegacion a lo
largo de un paralelo, el valor de DLo es muy grande. Se obtiene una mejor aproxima-
cin si se considera la “departure” correspondiente al paralelo de la latitud media de
los paralelos de A v B; esto es,

DLo = p sec i(lat. A + lat. B).
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Este método, que consiste en convertir la “departure” diferencia de longitud, se
llama navegacién por latitud media. Sin embarge, no debe aplicarse cuando la latitud
media excede los 60°.

EJEMPLO 3. Encontrar la longitud de B del ejemplo 2 mediante el método de la
navegacidn por latitud media. _
Las latitudes de A y B son 45°0'N y 46°44’N, v la “departure” es p =60 millas E.
La latitud media es i(lat. 4 + lat. B) = 4(45°0" + 46°44’) = 45°652' N y
DLo = 60 sec 45°52° = 86,2°.
Entonces long. B = 70° — 86,2" = 68°34' O.
(Véanse, ademds, los problemas 6-7.)

ESTIMA. El procedimiento en el que el navegante, para encontrar una aproximacién de su

posicién actual, utiliza como datos la 1iltima posicién conocida de su barco asi como el
rumbo seguido v la distancia recorrida desde esa iiltima posicidn se conoce por el nom-

bre de estima.
(Véase el problema 8.)

NAVEGACION A LO LARGO DE UNA CIRCUNFERENCIA MAXIMA. Al navegar a lo
largo de una circunferencia mdxima desde A hasta B (Fig. (¢), (d), (¢)), un barco re-
corre el menor de los arcos de la circunferencia méxima que pasa por A y B. Los pro-
blemas fundamentales de la navegacidn a lo largo de una eircunferencia méxima son la
determinacién entre A v B, y la determinacién de la direccién del recorrido en cual-
quiera de sus puntos.

Los problemas de la navegacién a lo largo de una circunferencia méxima requieren
la solucién de un trifngulo esférico (generalmente oblicuo) en el que uno de sus vértices
es uno de los polos P, o P,. Si A y B se encuentran en el mismo hemisferio, se toma
generalmente como vértice el polo de ese hemisferio; si A y B se encuentran en hemis-
ferios diferentes, se puede tomar como vértice cualquiera de los dos polos. En la Fig.
{e), A v B estdn el hemisferio norte; b = arc AP, = 90° — lat. A = colatitud A,
a = are BP, = 90° — lat. B = colatitud B, y DLo = £AP,B igual a la diferencia
de longitud entre A y B. En la Fig. (d), A estd en el hemisferio sur y B estd en el
hemisferio norte. En el tridngulo AP, B, b = arc AP, = 90° + lat. Aya = BP, =
90° — lat. B mientras que en el tridngulo AP, B, b’ = arc AP, = 90° — Iat. A ¥
a’ = arc BP, = 90° + lat. B. Enla Fig. (e), A y B se encuentran en el hemisferio sur.
En el tridngulo AP, B, b = arc AP, = 90° — lat. A y a = arc BP, = 90° — lat. B.

En cada una de las figuras, d = arc AB = distancia a lo largo de la circunferen-
¢ia méxima, entre A y B, Z P.AB = rumbo de salida y £P,BC = rumbo de llegada.

(Véanse los problemas 9-11.)
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PROBLEMAS RESUELTOS

NAVEGACION A LO LARGO DE UN PARALELO.

L. Un barco navegn hacin ol oests unn distancis de 160 miillas #n In Intitud 35° N. Encontrar el cambio de
longitud. i |

Afui, p = 160, L = 35° y DLo = pesc L = 160 sec 35° = 185,3' 0.
P, ~DLo = 2715’

Problema | ‘Problema 2

2. Un barco cuya latitud es 50° N navega hacia ol st hasta que slesnza una diferencie de longitud de
27157, Encontrar tn “departurs™.
Aquf, DLo = 215! = 135'E, L =-50° ¥y mediante DLo = paec L,
= DLoocowL = 135 coa 50° = BE8 millas E.

NAVEGACION EN UN PLANO.

4. Un barco navega 150 millas con un rmba.d&_ﬂiﬁ-"'lﬂl " {0 8 85°10° D) desde San Francisco {Iat, 37084 NI,
Encontrar ln ““doparturs” v la lntitud aléanznds.

Sean A y B las posiciones inicial y final del barco. En ol trifngulo rectdngulo ABD, € = 65%10':
dnlonosys
p = deen C = 150 sen B5°10' = 136,1 millas O ¥
I = deos € = 150 con B5°10' = 630" 8.
La latitud de B es 37°50° — 63° = 36°47' N.

4. Un aeroplano yuels desde A hasta B. La consecuente diferencin de latitud ¢s ! = B0 millas 8, y 1a “‘de-
parture’ es 115 millas E. Encontrnr &l rumbo ¥ In distancin. W

En el tridogule rectdngulo ABD: tan C = piL= 115 /80 = 1,-]3'15,-‘# =--5ﬁ‘l.‘i".-em._tu gue el rumbao
¢ S55°11'E 0 124°40'; d = lsec € = 80 sec 55°11" = 1401 wiTHas.

6. Un buque sigue un rumbo de 180° cunndo navega desde A (lat. 53°10° §) hasta B (Iat, 55°408 "), En-
contrar ln distancin y la “‘departurs”, = 00
Aquf, = 55°407 — 5310 = 2°30" = 150 millas, € = § 20° E: entonces
d = L'see C = 150 see 20° = 1896 millas ¥y
P =1tanC = 150 tan 20° = 54,6 millas E,
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NAVEGACION POR LATITUD MEDIA. =

8. Un bugue que sale de A (lat. 54°10' N, long. 1566%0° 0} ¥ pavega 165 millas con un rumbe de 220%
Encontrar la posicidn aleanzada B.

Agui, C = 54070, d = 186; entonces

I = decos C = lﬂumlﬂ'—m-i's:,r
p = dzsen C = 166 sen 40° = 106,1 millas O.

La Intitud de B es 54°10' — 126,4" = 52°8,8' N. La latitad medin es $(54°107 4 52°36") =
53,8 N. Entonces, =

DLo = p seci(lat. A + lat. B) = 1086,1 sec 63°6,8° = 176°8' O
y la longitud de B es 156°0° + 1768’ = 158757 O.

N
Ce i =
o lat. 54710° NV A E ¥
s
=
5l
£
| Ist. 40722" N E
Int. 52°3.6' N -
Iat, 37°46° N
i) 9) 15 E
s
Problema 6 Problema 7

-rl-l

7. Un bareo parte de A (lat. 40°22' N, long. 47°12° O) ¥ lega n BMWM*H long. 44°54' 0). Encon-
trar, mediante navegacién por latitud media, el rumbo ¥ la distancia.

La diferencia de latitud es [ = 40°22" — 37°46" = 2736’ = T B,

La diferencia de longitud es DLo = 47912" — uﬂ_'«ml!ﬂ'nm"ﬂ--
La latitud medin es $(40°22' + 37°46") = 39%4%. =
[ s R
De DLo = psec }iat. A +lat. B), p = 138 cos 30"
¢ 3
mg_Fcljs_i’:;:'__i.idnaﬁmyﬂ-Mrl,a__
v, del = d coa C, d-fllcﬂﬂlﬁﬂlﬂl:ﬂ-i“ﬂﬂ’=lﬂﬂramﬁhlﬂ. Eq -

El rumbo es 8§ 34°29" E o 145°31". ———

i

ESTIMA, '
8. Un bareco parte de una posicidn A (lat. 37949 " N, long. 123°0" 0} ylﬂfﬁw siguientes con
los rumboe indicados: ok el
Rumbao 230°0 " 31030 " 26070 W ‘W SES0R30 "
Distancin (millas) 18,56 22.0 24,0 03 1#.“5-4 30,0

§i la pesicidn final del buque s B, entontrar la distancin entre A yﬂ Il—nﬂlh BECesaro pard un viaje
direeto desde A hasta B, In latitud v la longitud de B.
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N
B p=41,6
3
|
A lat. 37%98" N o & E
; 3 Al Int 874B" N
8
{a) (&)

En lns dos primeras columnas de la tabla aparecen los datos. En lascolumnes sncabezades por CAM-
BIO DE LATITUD y “DEPARTURE" apnrecen los resultndos obtenidos de las (drmulas

l=deosC ¥ p =dsen(.
Por ejempla,

primer rumba: | = 185 cos 50° = 119" Sy p = 1556en 60° = 14,2 mi 0
sogundo rumbor 1 = 220 cos 40730 = 14,3’ Ny p = 290 sen 49°30° = 16,7 mi O.

RUMEO DISTANCIA CAMEIO DE LATITUD “DEPARTURE"
23050 185 1,9' 8 142 ©
310°30 ' 22,0 14,87 N 16,7 O
260501 24.0 4,28 236 O
340°0 " 30,3 28,5" N 10,4 O
20°0° 25,0 235" N 5,6 E
150°30 30,0 961 8 148 E
X 68,3 N 6.8 0
Totales {553 8 Totales i Sy
I =251" N p =450

En la Fig. (8}, tan € = p/l = 41,5 /24,1 = 1,7220,.C = 59°51" y el rumbo directo es 300°9°.
La latitud de la posicidn final del bugue-es 37°48° <+ 24.1' = 38°13°' N, La Intitud medin es
4(87°497 + 38°187) = 38°17; entonces,
DLo = 41,5 sec 88°1° = 627° 0
¥ la fongitud final ea 123%0" 4+ 52.7' = 123°58° 0.

NAVEGACION A LO LARGO DE UNA CIRCUNFERENCI . C(Pa)
8. Encantrar In distanein, el rumba do m]i:dn;r el rumbo de | r.-nrmqmd‘reutm n
un vinje desde Honoluld (lat, 21°15,3" N, long. 167°62,8" O) basta Sun Francisco
{lat. 87°47,5' N, long. 122°25,7" O). 5 B a
En la figurn, A a5 Honoluhi v B ez Bﬁmm e
B

Entonces, a = 807 —37°47.6' = EM.J = 807 — 91°18.3% = BR%1,7' ¥ .
C = 167%2,3' — 122°85,7" = 35°26.8% A
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Selucidn normal,

Pars A, B: (1) tan (B + A) = cos (b — &) sec }(b + a) cot I¢
(2) tan HB — A) = sen }b — @) cse {(b + a) oot IC

Para c: (3) tan i:: = Ln.n-lrib —'al ﬂ*ﬁﬂ 4+ A) esc !'[..B — A)

(1) i (2 (@)
b —a) = B°146' | con 999549 | | sen 915648 I tan 9,16099
b + a) = 60271 1 sec 0,30701 1 ese 0,06051
o = 177433" 1 cot 0,49545 1 cot 0,48545
1B+ A) = 806717 I tam 0,79795 i ==, | sen 9,99456
(B - A) = 27189 | tan 871244 1 csc 0,30878
B = 108°14,0° :
A = B3"402’ = =i
e = 17%201° | tan 9,48433
o o= 34%002°

La distancia buscada es 34°40,2' = 2080.2" = 2080.2 millas. El rumbo de salide es N 53°40,2° E
653°40,2" v el rumbo de Hegnda os N (180° — 1081401 E = N 71°46,0' E 6 71°46,0".

Solucién alterna.
sav. ¢ = ssvib —a) + sen b gen g ssv C = mvih —a) + x
ssv A = senis — b) senis —¢) csc b cac e ’
sav B = gonis — ¢} sen{d —a) esc e cac a
b = 68°41,7' | sen 9,968928
a = 527126 | sen 8,B8776 i
Gom 357208 1oy 890007 3 _ o = 16meDiar s=v 0,02056
x = D,08822 log 8,83389 0,06822
¢ = 34%40,2° ssv 0,08678
a = 529135 - = @5°34.T7 _ | sen 863523
b= 88%1,7" s~b = 8 55’ | gen 9,19870
e = 34°40,2' a-c = 43° 70" 1 genn 9,83473 I sen 8,83473
25 = 155°34,4" o = B62°25" | ese 0,10224
A = TI4T2° b= BEMITS | ese 0,03074
c = J4°402* 1 esc 0,24500 l'ese 0,24500
A = 5102’ | smv 930017 T -
B = 108°140' 1 sav 981720

La distancia buscada es 2080,2 millas. El rumbo de salida es 53°40,2 y el rumbo de llegada es 71°46,0".

10. Un barco navega a lo largo de una circunferencis méxima desde Duteh Harbor (lat. 53°53,0" N, long.
166°35,0' O) hasta Melbourne (lat. 87°60,0° 8, long. 144°69,0" E). (o) Encontrar la distancia, el rumbo
de salida y el rumbo de llegada. (b} Localizar ¢l punto donde el recorrida porta el ecusdor. Encontrar el
rumbo y la distancia desde esie punto hasta Dutch Harbor. (e} alizar el punto del recorrido cuys
longitud es 180°. Encantrar el rumbo y In distancia desde este punto hasta Dutch Harbor.

a) En la Fig. (a), A es Dutch Harbor y B es Melbourne. Entonces, b = 80° — 53°53,0" = 36°7,0",
a = 80° + 87°60,0" = 127°50,0" y C = 360° — (166°35,0" + 144°68,0") = 48°260",

Para A, B: (1) tan LA + B) = cos }r_u — b)) sec i{ﬂ '1‘*]5‘?"
(2) tan (A — B) = sen }a — b) csc Ha +8) cot 4C

Parsc: | (3)tan e = tandia — &) sen }A + B) con diA—B)
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(i (23,1 FOE ) CP

Ha — b) = 45%515° | cos 984288 | sen 9,50580 | tan 0,01502 &
Ha + &) = BI85 | sec 0,85510 1 e 000487

i€ = 24M3,0° 1 cot 0,34701 | cot 034700 4
HA 4 B) = 84°60,8° 1 tan 104499 1 sen 9,09824 ?
HA —B) = BE°I06° I tan 0,20718 | esc 0,07075

A= 143% 14! %

B o= 26%0,4° =

e = B0caRy | tan 0,08201

e = 100%454"

i
La distsncia buscadn es 100°45.4° » B045,4" = BOLGM nillas,  El ta)

rumbg de salida es S (180° ~ 143%1,4°) O = S 36°58,6" 0.6 3607 ~
14871 4" = 216°58,6" y el rumbo de legada es 5 26°40,4" 0 & wu" s
26740,4" = 2087404,

b} Denominese D In intergeccibn del recorrido ¥ ¢l ecundor, ¥ G la
interseccion del meridiano quo pasa por A ¥ el ecundor. Considérese el
tridngulo esfifrico rectdnguio AGD de In Fig, (6] en ol que (= 807,
d = arc GA = 53630 y A = ZDAG = 180* — 143°1 4" = 36758,6°.

Para o: (4) tnn a- = 2en d tan A Boua]
Para I): (6} cox D = cos d sen A Sl
Pars g2 (8} tan g = tan'd sex A

(4} {5) (6)

53°63,0° 1 sen 980731 1 cus 977043 | tan 0,13688 .
36°58,6° | tan 9876756 | sen 9,77923 | sec 0,09758 (8

8171857 | tnn 9.78408
- B9°14,1° I cos 9,54966 £ CIP.)
= 58°45,77 | tan 0,23440 N

1]

ale =g
]

La longitad da D es 166°35,0° + 31°18,5" = 197°63,5/ 0 = 162%,5" E. A
El rumbo desde D ¢8 S (807 — 89°14,1°1 0 = 8 20°459' O ¢ 200°45,9".
Ln distancia entre ) ¥ Dutch Harbor es 59%45,7' = 35685,7" = 3586,7 millas.

¢} Denominese M el punto del tecorridn cuya longitud es 180° y considérese el
trifingulo esférico AMC de la Flg. () &n el qua O = 180° — 166°35,0 1 -ﬂ"ﬂ-..ﬂ

Parng,c: (7) tan 3o + ¢} = cos LA — O} sec 34 +C) tandm
(8) tan bin —¢) = sen HA —C) cse $A + €} tan IM

Pain M(8) G5t IM = s o 4 0) 'oee S =) tan KA - ©) @

17}

i
A -0 = 64%48,2" | cos 962913 ; som ﬁﬁfﬂ* ). tan 0,32745
A + 0 = T8°132" 1-sec 0,69004 :

im = 18° 35° | tan 9,51328 s Jt'
o + ) = 3eh127" | tan 9,83245 L4 l-ihm.
Ha — <1 = 16°48.3" g :l»hpw-rm l-:-bm
gr m i b -ﬁifﬂ.:iﬂlﬁp—
e = 199264/ NNl ] ol
M = 13%315" . i wlfﬂ,ﬁl‘n-l
M =

27° 9,07 bt L’—'-F"r%?:*‘
g 'R""E‘.}": Y

La latitud de M es (90° —a) n_-_wr {. Bl rumbo desde M es 5 27°9,0' 0 6207°9.0" ¥ ln
distancin mmuynutchﬂuﬁurulm&* = 1046,4 1
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11. Un bugue parte de Nusva York (Int. 40°48,6 ' N, long. 78°67.6° O) pars efectunr unn travesin a lo largo
de unn circunferencin mixima. El rumbo de salida naﬂ.ﬂ’. ta) Encontrar la latitud y la longitud de
su posicién B cuando ha recorrido 500 millas. II]{} Luaiﬁﬂl‘-d pumn dis la travesin que se encuentra mds
hacin &l norte. P

g} En In Fig. (a), A es Nueva York. Entonces, b = 80° —wn.u* = 48°11,4°,
¢ = 500 millas = 8°20,0" v A' = 36%0,0". C (P,

Para C: (1) La.n]-[B+E'] = cos Hb —~¢Jn=k§+r:] cot !A
(2) tan 3B — €) = sen §(b — ¢} csc 3B + ) cot $4

Para a: (8) tan lo = tan §(b — &) sen 4(B + €) e 4B — C) i
(1) (2) (3)

Ip —¢) = 20°25,7' 1 cos 997179 1 sen 964257 | tan 057108

lté¢ + c) = 28%5,7° 1 sec 0,05819 | esc 0,81770 b 7
jA = 18°0,0° 1 cot 048822 1 cot D,48822 A

B+ C) = 73°58" 1 tan 0,51720 | sen 998081

HB —C) = 65°62,3" I tan 0,34879 1 esc 0,08970 "
B = 138°57,9'
C = Tasg e
da = 217198/ I tan 9,58159
a = 42°39,8 '

Lalatitud de B es (90° — 42°39,6') N = 47°20,4 " N y ln longitud es (73°57,5" — T918,3") O =66%44,2°0.

b) El punto de la travesin que se oncuentra mds al norte es D, cuyo meridiano C (P,
es perpendicular al recorrido. En el tridngulo esférico rectdngulo ACD ip-lq.
Fig. (b), d = 49°11,4° y A = 36°00%

Para a: (4) sen a' = son o san A
Para C: (5) tan C = sec o cot A

(4) &) S
d = 49°114" | sen 9,87902 1 ses DABSTE ;s o Sl
A = 38°0,0' | wen 9,76922 9,76922 | cot 013874 4
e = 26°34.9" 1 sen 5,“‘ i
C = 64°36,0" 1 4an02248. . .. (b)
2} Wl "
La latitud de D es (90° — 26°24,8") N = 6385,/ N rhhuﬁdf:gw,r — 64°38,0") O =
9°21,5' 0. i
Ry < == B = R
oplhopam -~ M
L ¥
PROBLEMAS PROPL
e BT F &
NAVEGACION A LARGO DE UN PARALELO. s ey

= s, 3 ; i
12, Un bareo navega 200 millas hacia el este a lo largo del paralels de hﬁhﬂ.ll"ﬂa sl e 1n longitud del
punto de llegada si (a) parte de Ia longitud 125° 0, (&) plﬂldi—iw .

Resp. @) 120°30,9° 0. &) 164°29,1" E '
13. Un bareo novegn haeia o ceste en la latitud 42° N hasia que ..Iummm :h.lumtud de 3°45".
Encontrar In “departoure’. Resp. 167,2 millps O .

14. Un bares navega hicia ol ceste en o latitud 22° N hoasta que alcanza unn m&h longitud de 3°45°,
Encontrar la “departura”, Resp. 208,6 millas O
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NAVEGACION EN UN PLANO.

15. Un barco navega 125 millas con un rumbo de 42°40° a partir de A (lat. 40° N), Encontrar In *departure’
¥ la latitud aleanzada. Resp. p = B4.7 millas E, lnf. = 41°32' N

18. B se encuentra a 125 millus al oeste y a 90 millas al norte de A. Encontrar 1a distancia y el rumbo para
navegar desde A hasta B.  Resp. d = 164,0 millas, rumbo = N 54°15' O

NAVEGACION POR LATITUD MEDIA,

17. Un navio sale de A (lat. 3{5“!13'_1*1'.-1011(. 845667 O) ¥ quifm 178 millas con un rumbo de B 50° E. En.
cantrar la posicidn aleanzads B.  Resp. B ilat, 33°%46° N, long. 62°12° 0)

18. Un buque parte de A (lat, 45°16°' N, long. 14[}"3& o)y Ilu!: a f (lat. 48°45' N, long. 137°12' 0). En-
eontrar el rumbo y la distancia, Emp a8%47, 2527 millas E

19. Un aeroplano vuels desde San Diego {lat. 32°42' N, long. 117°10 " 0) hasts San Francisco (lat, 37°48° N,
long. 122°24" 0). Epcontrar-el rumbo v In distancin.  Resp. 320927, 399,83 millas O

ESTIMA.

20, Encontrar el rumbo directo ¥ I posicién final B si un bugue, que parte de A (lat. 47°24 ¢ N, long. 75%45 "
0), aigue los siguientes rumbos:

u) rumbo 189°0°, distancia 35,0 millag; rumbe 33070, distancia 50,0 millas.
b) rumbe 225%0°, dtrumh mE.ﬂ millas; rumba EU"D’ distancin 1250 millag,

Resp. a) 285%85%; 47°33' N, 76°30'0
) 739694 47°30¢ N, 76°13'0

b4 B UnhmqulplrtedaAﬁnt.Wﬁﬂ'H.hn;. 125%0 " O) y recorre las siguientes distancias con los rumbos
imciemd oene

Rumba 45%30° 13070’ 26570 340730 " 110°30*
Distancin a0 45,0 100,0 40,0 30,0
Encontrar el rumbo directo § In posicién final B,
Rezp. 96°6% 40°47' N, 124°20°0

NAVEGACION A LO LARGO DE UNA CIRCUNFERENCIA MAXIMA,

22, Encontrar Ia distancia mida corla entre:

a) Chicago (lat. 41%50,0° N, long. 87°37,0° 0), y Dutch Harbor [].nt.. ﬁ'ﬂﬂ‘ N.Iun; 166°30,0 7 0,
k) Nueva York (lat. 40°43,0' N, long. 74°0,0" O}, ¥ Rio de Janeiro (lat, 22°54,0' 8, long. 43°11,0° 0),
¢} Duteh Harbor ¥ Hio de Janeiro.

Resp. a) 30855 millas, b} 4186,2 millas, c) 7666,4 millas

23. Encontrar la distancia a lo largo de In circunferencia mdxima, ¢l rumbo inicinl y el rumbo de llegada de
un vuelo desde Washington (lat, 887556,0° N, long. 77%4.0' O) hasta Moecd (lat. 557465,0° N, lang.
a7°34,0" E). Resp. 4210,6 milles, 32°64,6°, 131°18,8"

24, Encontrar ln distancia a lo largo de la circunferencia médxima, el rumbo inicial v el rumbo de llegads de
un vuelo desde Calouta (lat. 22%350° N, Ium.m ﬂm Malbourne (lat. 37°48.0" 8. loog.
144°58,0' E).  Resp. 4822,6 millas, 221°56,7", 231°21.5 ...L

25. Localizar el punto del recorrido del problema 24 en g htuvu{u corta €] ecundor ¥ encontrar su dis-
tancia desde Caleuta.  Resp. long. 107°204° E, gﬂlu

26. Un aeroplanc sale de Honoluli (lat. 21°18,0" N, long. Iﬂ"'ﬁi_.ﬂ 0] con un rumbo 40°43,0°.

a) Localizar ef punto del recorrido més préximo al polo norte.
b) Encontrar la posicién cuando In longitud _ﬂﬂ"ﬂ,ﬂ"’b
Resp. o) lat, 52°34,4° N, long. 85°138' 0

&) lat. 52°2.3' N

S |
2
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CAPITULO 24

A UN OBSERVADOR SITUADO EN mm DE LA TIERRA le parece que
se encuentra en el centro de una esfera de radio ilimitado en la que todos los otros
cuerpos celestes se mueven de este a w. |l esfera, de radio ilimitado pero con
centro en el centro de la Tierra, es tiﬁl par: uiertm problemas de astronomia

v navegacidn. A esta esfera se le ﬁ e de esfe

b2

Para localizar un cuerpo nnhrell esfera celeste (n : te, para ubicar el
punto donde una recta trazada desde itro de la 3 quapampurelnentm
del cuerpo celeste corta la esfera celeste) = mm;:untmderefmu:m

¥ circunferencias maximas. 38 rgyss

circunferencia .
de la hora

Los puntos y circunferencias mdximas independientes dll m son:

1) Los polos celestes Py, v Py, que son los punmdemhweiﬁiﬁain}e de la Tierra v
la esfera celeste. £ g

2) El ecuador celeste EQOQ’, que es la interseccidn ﬂa‘lﬂihodﬁmﬂnr terrestre v
la esfera celeste.

3) Los meridianos celestes que mnhammrwnmm“emnpur
Py y Ps.

194
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Los puntos y circunferencias miximas que dependen de la posicidn del observador

son; -

1} El cenit (del observador) que es el puntuxﬂlpli eafera celeste situado directamente
sobre el obzervador. NIt

2) El nadir (del observador) que es el punto Z* diametralmente opuesto a Z. (Obsér-
vese que Z y Z' son los punios de interseccién de la esfera celeste v la recta que
pasa por la posicién del observador y por el centro de la Tierra.)

3) El horizonte (del observador) que es la circunferencia méxima NESO cuyo polo es Z.

4) El meridiano celeste (del observador) que es el meridiano PyZP; que pasa por el
cenit. I

Dado un euerpo celeste T

1) La eircunferencia vertical de T es la semi- circunferencia maxima ZTHZ', donde H
es su interseccién con el horizonte.

2) La altitud de T es su distancia angular al harizonte, La altitud (arc HT) es + o =
segiin la posicidn de T arriba 0 abajo del horizonte.

3) La distancia cenital de T es 90° — la altitud de T.

4) El acimut de T es ¢l dngulo Py ZT entre el meridiano del observador y la circunfe-
rencia vertical de T. Se mide, generalmente, a lo largo del horizonte desde el punto
norte N, hacia el este, hasta H. Si el cuerpo se encuentra hacia el este, el acimut
es < 1B0°: si se encuentra hacia el oeste, es > 180°%

5) La circunferencin de la hora de T es la semi-circunferencia méxima Py TKP,, donde
K es su interseccifn con el ecuador,

6) La declinacién de T es su distancia angular al ecuador. La declinacién (arc KT) es
+ o — segin T se encuentre al norte o al sur-del ecuador.

7y La distancia polar de T es 90° — la declinaciéun de 7%

81 El dngulo de la hora de T es el dngulo ZP,, T entre el meridiano del observador y 1a
circunferencia de la hora de 7. Se mide hacia el oeste desde 0° hasta 360°.

Debido a la rotacién de la Tierra, una circunferencia de la hora parece variar 15°
cada hora; por esta razén, ¢l dngulo de la hora se puede medir en unidades de tiempo

desde 0" hasta 24"

SISTEMAS DE COORDENADAS. En el sistema horizontal, los ejes son el horizonte (del

observador) v la circunferencia vertical del cuerpo celeste T. Las coordenadas de T'
‘son:

la altitud, HT, medida por un sextante o un teodolito;

el acimut, £ Py, ZT o arco NEH, medido por una brdjula.

En el sistema ecuatorial, los eies son el ecuador celeste v la circunferencia de la hora

de T. Las coordenadas de T son:

la declinacién KT v el dngulo de la hora £ZP, T,
En ¢l Almanaque Ndutico Americano (American Nautical Almanac) se encuentran las
declinaciones de algunos cuerpos celestes, asi como los respectivos angulos de la hora
caleulados para un observador situado en el meridiano de Greenwich.

EL TRIANGULO ASTRONOMICO de un cuerpo celeste T' es el trifingulo esférico (celeste)

Py ZT determinado por el meridiano del observador Py Z, la circunferencia de la hora
P, T, y la circunferencia vertical ZT. Las partes de este tridngulo son:

1) lado TZ = distancia cenital de T''= 90° — la altitud de T,
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2) lado TP, = distancia polar de T = 80° — la declinacién de T,
3) lado ZP,, = colatitud del observador = 90 — @Z
= 90° — latitud del observador (en el hemisferio norte)
= 00° + latitud del observador (en el hemisferio sur),
4) éngulo Py ZT = acimut de T, si T se encuentra al este del meridiano del observador,
= 360° — acimut de T, si T se encuentra al oeste del meridiano del
observador, .
5) éngulo ZPy T = dngulo de la hora de T, si T se encuentra al oeste del meridiano del
observador . 3 v
= 360° — #dngulo de la hora de T,si T se encuentra al este del
meridiano del observador,

6) #ngulo ZTP,, que no es de especial importancia.

HORA SOLAR, El mediodia local solar de un observador ocurre cuando el centro del Sol se
encuentra sobre el meridiano del observador, £ ZP,T = 0°

La hora aparente local del observador en un momento cualquiera es 128 — L ZP,T
(del trigngulo astronémico) cuando el Sol se encuentra hacia el este, y 12 + £ZP,T
cuando el Sol se encuentra hacia el oeste.

EJEMPLO 1. Encontrar la hora aparente local de Nueva York (lat 40%42,0"' N) en el mo-
mento (¢) de la mafiana y (b} de la tarde en que la altitud del Sol es 34%32,0" ¥ su’ declinacitn es
+12°64,07.

En el trifngulo astrondmico, T2 = 80% — altitud = B5"28,0%," 48°18.0"

TPy = 90° — declinacién = 77%6,0' y ZPy = 80° — latitod = 48°18.0°

Segiin el ejemplo 1 del capitulo 22, ZPy T = 55°14,5' = 3W40M58%,
a) Por la mafinna, la hora aparente local es

12h — ghyom58* = Bh19m2 = 8:19:2 AM.
4) Por la tarde, ln hora aparente local es
120 4 ghgpm58* = 15740™58° = 3:40:58 PM.

LATITUD DE UN OBSERVADOR. Cuando se conocen la altitud, la declinacién y el
dngulo de la hora (o acimut) de un cuerpo celeste, se puede calcular la latitud del
observador mediante la resolucién del (ridngulo astrondmico.

EJEMPLO 2. Encontrar In latitud de un observador situado en el hemisferio norte si, cuan-
do su hora aparente local es 10:25:36 AM, la altitud del Sol es 40%10,0' y su declinncién es
+ 15°38,0". 1

En 2l tridngulo astrontémico, TZ = 48°50,0°, TPy = 74°22,0%,

y £ZPyT = 120 — 10h25m36° = 1h34™24* = 23°36,0'. Este es un trifogulo
del enso V en el que se busca el lado ZPpy.
sen Py 2T = sen TPy cso T2 sen ZPuT o —

tan }ZPy = sen HPYZT + ZPyT) csch Py ZT — ZPNT) tan {TPy — TZ)

]

56°28,0"

L8 e i gt S {PNZT + TZuP) = 86°39,0° 1 sen 9,99926
- 49950,0" rab AT ; TZyP) = 88°39,

1 ; ZT = - ¢ 0,04938
ZPyT = 23°36,0° | sen 9,60244 diPy hTPwI?;'g}-'; ?’M : e
--PNE'T = 149942.0"° | sen BrTﬂiga ixp;‘*- - “-u::' o 9-3

*La figura evidencia que ZPyZT = 30°18,0" cuando el obssrvador estd en el hemisferio sur, y
gue es 1807 — 30°18,0" = 149%42,0" cuando el abssrvador Hﬁ'ﬁ'ﬂ:m‘h norte.

La Jutitud del obssrvador es 90% — ZPy = 62°37.8" M.
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Encontrar el acimut del Sul ¥ la hora aparente local de Washington, D.C. (lat, 38°56,0' N) enel mo-
monto de la tarde en que In altitud del 8ol os 25%40,0 f;ﬁv-,_fl-llh-@_:lg;ilngﬂdn es —19715,0",

En el tridngule utrunﬁh_ir.u. PTE = 00° — |a dtituﬂ._@il-‘ﬂql = B4°20,0°, TP); = 90° — la declina-
cién del Sol = 108°15,0" y ZPy = 90° — Ia latitud del observador = 51°5,0°,

Solucidn normal.

“-} tEin r = senis — T'E} HSENS — T'Pyj pEn(E - ZPHJ

s = HTZ 4+ TPy + ZPy)

I_I‘Il.l
tan r i tan r
(23 tnn{ZPNT = m 3 ‘“‘iPN‘ET = seniy — TPy

(1)
TZ = 64°200' 4 - TZ = 48°0,0" 1 sen 9,87107
TPy = 109°15,0' s —=TEy = 3" 50" | sen 873089

£Py = BE1°50' 35— ZPy = B1°150' | sen 0,94286 uf |
2 = 224940,0 1 2 = 112°00.0" 1 csc 0,03386 i
& = Fap! 2 B,57848

r | tan 'a,m

(2) (d)
I tan r 8,28824 l tan r  9,28024
| senis — TZ) 9,87107 I tan(s — TPy B8,73069
L tand ZPy T 9,41817 I tand PyZT  0,56866
YZPyT 14406 Py ZT 74casL” r
ZPyT 29°212" PyZT 149° 8,2'
= 1hgymags

Cunndo el Sol estd al ceste, el scimutes 360° — PNET = 210"53,8'y In hors aparente local es
116726 PM.

Solucidn por el semisenoverso. 8 = H(TZ + TPy + ZPy)

(1) sav PyZT = sen(s — TZ) sen(s — ZPy) che TZ cac ZPy
{2) sav ZEPyT = senis — T"Fh_g} sen (s w..#PN-}I cse TPy cee ZPy

i1 (2}
s —TZ = 48° 0,0 | sen 9,87107
8 — TPy = 3 50O' ; | sen 8,73069
s — ZPy = 61°15,0" | sen 9,94286 I sen 9,94286
TZ = 64°20,0° 1 ese 0,04512
TPy = 108°15,0° o 1'ese 0,02499
ZPy = 51°50' 1 esc 0,10899 | cse 0,10889
PyZ2T = 148° 6,21 1'sav 9,96804
ZPyT = 29°21.3' 1 ssv B,60753
= 1hg7mage

El acimut es 210°53,8° y In hora aparente local es 1:57:25 PM, como antes,
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2. Encontrar la hora sparente loenl de Rayijlﬂi‘.,.'mlii;- {Int. 64°9,0" M) v el acimut del Sol en =l
momento del orto y del ocsso, cuando la declinacién del Sol es +15745,0".

En el tridngulo astrondmice, TPy = 74°15,0°, ZPy = 25°51,0", y como

a ln salida v a la puesta del Sol, el centro del astro se encuentra en el 25°51,0
horizonte, TZ = 90°. Su trifingulo polar Z'P*T" es un trifngulo esférico £ Z
rectdngulo en el que 22" = 105%45,0', £T" = 154°90", LP' = ¥P.
(1) comp’ = cot T'eot Z* i2) conz’ = ese T cos Z' =
-1:3 ?
(1) (@) B

T’ = 154°9,0’ 1 cot 0,31471 (n) 1 csc 0,36050

Z' = 105°45,0° 1 cot B,45020 (n) 1 cos 943867 (n)

P’ = B4°242° | cos 8,76500 sty o b T

z! = 128°30,17 | cos 9,79417 (n)

Entonces, ZZPyT = 125°35,8' = ghoomags v ,PUZT = 51729.9°. A In salida del Sol, la hora
aparente local = 120 — 8"20™24% = 3:37:36 AM y el acimut del Sol es 51°29,9°. A la puesta del Sal,
la hora aparente local es 8:22:24 PM y el acimut es 360° — 51°29,8" = 308°30,1",

{Nota. Al ealcular cunlquier hora aparente local es necesario hacer una correccidn para compensar
|a refraceifn que los rayos del Sol sufrén en In atmdsfera terrestre y parn coOmpensar, ademis, el radio
angular del Scl.)

Encontrar In duracién del dia mds corto del nfio (declinncidn del Sol —23%27.7%)
en Revkjavik (lat. 6479,0°' N} v el acimut del Sol en el orto y el ocaso corres-
pondientes a ese din.

El trifingulo astronémico es cundrangular con TPy = 113°27,7, ZPy =
25°51,0" y 2T = 90° Al resolver el tridngulo polar Z'P'T" en el que T* =
154°0,0" ¥ Z' = 66%32,3' como en el problema 2, se encuentra que

p’ = 168°36,7' y 2" = 24°8,5".

Entonces, en ol trifingulo cusdrangular, ZPy T = 26°23,3' = 1h45m33* y
PNZT = 155°66,56'. ;

La hora aparente local de la salida del Sol es 120 — 1745733" = 10:14:27
AM y la de la pussta del Sol es 1:45:33 PM.

La duracién del dia mds corto es 2(1P45m33") = 3ha1"g%.
El acimut del Sol es 155°66,5 " a la salida, y 3680% — 155°66,5" = 204%3,5" a In puesta.
(Nota. La duracién del din mds largo del afio es 24® — 343176 = 20M28™54".)

3

L

-
v

Encontrar In latitud deun observador situndo en el hemisferin norte
cuando la altitud del Sol es 54°28,0', |a declinacidn es —15°42,0" ¥ el
acimut es 200°10,0'. E : ]

En el trifngulo astrondmica, TZ = 35°32,0, TPy = 106°42,0' ¥
PyZT = 360° — 200°10,0" = 158°60,0" porgue el Sol estd hacia el
oeste.

gen TPy Z = sen Py ZT sen TZ cic TPy
tan $ZPy = sen {(PNZT + TPy Z) cxc }(PyZT — TPy Z) tan {{TPy — TZ)

TZ = 35°32,0 1 sen 9,76431 Y(PyZT + TPyZ) = B5G64’ | sen 9,99890

TPy = 106°42,0° | cac 0,01651 L{PyZT — TPyZ) = 78°54,8° | esc 0,01736

PyZT = 159°50,0° 1 sen 8,53761 kpyT—T2Z) = 3° 50’ | tan 9,84657

TPyZ = 12° 08’ | sen 8,31833 |EPy = 36°5,9' I tan 8,86283
ZPy = 72°11,8'

Entonces, la Iatitud es 80° — 729118 = 17°48,2" N.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

. Encontrar la hora aparente local ¥ el scimut del Sol, por Ie mafinnn, en

@) la latitud 387 N cuando Ia altitud del Sol es 299 v su declinscidn es +-200,
b} la Iatitud 45°24' N cuando In altitud del Sol es 24512 y su declinacién es +13°16 s
el la latitud 265%14" N cuando la altitud del Sol & 38%28" y su declinacidn es —18°16°.

Resp. o) 8:50 AM, 81°31°, &) 7:36 AM, 85°36', ¢) 10:6 AM, 144°43°

Encontrar ls hora aparente local v el agimut del Ssl; por la tarde, en

) lalatitud 40°42’ cuando la altitud del Sol es 26°26° y su declinacién es —8°16",
b) la latitud 42°45 " cuando la altitud del Sol es 38°36" y su declinacidn es +18°277,

Resp. a) 2:42 PM, 227°37, b)) 8:368 PM, 250%15"

- Encontrar la horp aparente local ¥ ln amplitud de la salida v Ia puesta dsl Sol correspondientes sl dis

en que la declinacidén del Sal es +20732' en

a) Acapuleo (Int. 16%48° NJ. Resp. 5:34 AM* WN". 6:26 PM, 291°30*
b} Fairbanks (Ist. 64°51 " N), Resp. 2:28 AM, 34°23°; 9:32 PM, 525°37'
¢} Harrisburg (Iat. 40°16° N). Resp. 4:46 AM, B2%38"; 7:14 FM, 297522/

. Encontrar In duracidn del dia mis largo del afio (dec. +23°28") en

10.

o) Acapuleo, &) Fairbanks, Resp. a) 185%0m, by 21hg=

La declinacitn de una estrella es 4-7°24', ¢l dngulo de ld horn es 48°51" v la latitud del observador
os 649" N. Encontrar el seimut de la estrelln. Resp. 2349367 ]

4 Cudl es 1a lutitud en el hemisferio norte ai

a) alas B:56 AM la altitud del Sol es 36°18' y su declinncidn es +14°36'7
b) mlas 3 PM ln altitud del Sol es 24°42' ¥ su declinacién es —12°28'7

el alas8:16 AM la altitud del Sol &s 35°237 v su declinacidn es — 1074517
d) nlas 2:10 PM la altitud del Sol e= 23726 v su declinacidn es +14%30 7
e} Ia puesta del Sol del din mds largo dal afio ocurre u las 10 PM?

Resp. a) G4°68° N, &) 87°22° N, ¢) 28%18' N, o) 78918’ N, € 63°23'N
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Acimut de un cuerpo celeste, 195
Adicidm, firmulags de la, 73
Agudo, fungiones de un dngulo, 19
Altitud de un cuerpo celeste; 195
Amplitud de le sinusoide, 64
Angulo, 1
ngudo, funcidn de un, 19
asocindo, 64
cofinal, 8
complementario, funciones de un, 19
coterminal, 9
cundritico, 9
de depresion, 23, 30
de elevacidn, 22,23, 30
diedr, 144
dirigide, 1
doplo, funcienes de un, 73
eslérico, 145
medida de un, |
grado, 1
mil, 2
radidn, &
negative, 1
pogicion normal de un, 8
pasitivo, 1
triedro, 144
Angulo mitad, formulas, 75
en un trigngule esférico, 164
en un tridngilo plane, 101
Antilogaritmo, 42
Ara, de un sector circular, 113
de un segmento eircular, 113
de un tridngulo-esférico, 151
de un tridngulo plano, 108
Anumento de un nimero complejo, 135

Caracteristicas de los logaritmon comunes, 41
Cenit, 185
Cifras significativas, 27 .
Circunferencia, circunscrite, mdio de una, 108
de la hora, 185
inzeritn, radio de una, 108
mitxima, 147
menor, [147
unitarin, &1
vertical, 195
Circunferencin mixima de una esfema, 145

Cireunferencia mixima, navegacidn por una, 186

Circunserita, radio de ln circunferencia, 108
Cofuncién, 19

INDICE

Cologaritmo, 43
Complementario, funclones de un dngula, 19
Componentes de un vector, 34
Composicion de curvss sinusoidales, 64
Conjugada de un nimero complejo, 153
Cooridenndns reclangulares, §
Cosecante, definicidn de In, 8, 18

grificn de ls, 6

periodo de la, 63

representacion de in, 61
Coseno, definicién del, 9, 19

grifics del, 63

periodo del; 63

representsoi Gn del, 61
Coterminales, dngulos, 9, 54
Cundrantes, ley de los, 152

Declinacion, 195

Delambre, analogias de, 165
e Moivre, teorema de, 136
“Departure”, 184

Depresion, angulo de, 23, 30
Diedro, dngulo, 144

Distancia polar, 195

Duplo, formulas del dugulo, 73

Ecuaciones, de funciones trigonométricas, 124
de funciones trignnométricas inversas, 130
gistemns de, 129

Ecuador, celeste, 184
terrestre, 147 X

Ecuatorial, sistema, 185

Elevacidn, dngolo de, 22, 23, 30

Errores en loa resultados obtenidos, 27

Escaln numiérica, 8§

Eafera coloste, 194

Esfériea, dogale, 145

Esférico, trigngulo, 1456
dres de un, 145
istscelen, 154, 160
ﬂh“mﬂnml I-E".. 176
rectiangulo, 153
tridngulo polar de un, 148

Exnctitud en los resulisdos obtenidos, 135

Exceno enférico, 146

Funciones peri tdicas, 63

Funciones trigomom étricas,
de dngulos especiales, 2, 22
de Is diferencia de dos dngules, 73
de la suma de des dngulos, T3
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Funciones trigonométricas | Cont.) Navegacicn (Cont.)
de un &ngulo aguda, 19 #n un plano, 185
de un dngulo complementario, 19 por latitud media, 185
de un dngulo cualguiera, 9 por una eircunferencia mizima, 188
de un dingulo negativo, 54 Negativo, dngulo, funciones trigonamétrieas de un, 54
del dngulo duplo, 73 | Meper, analogias de, 165
del dngulo mitad, 71 Neper, meglns de, 152
grificas de las, 63 Nimeros complojos, 133
relaciones fundamentales entre las, 67 forma polar de Jos, 135
represeninciones de las, 61 miduln de los, 135
signos de las, 10 potencins ¥ mmices de los, 138
varaciones de las, 62 representacion grifiea de los, 134
Funciones trigopnométricas inversas, 117
ecudciones que contienan, 130 Oblicmingule, trigngulo esfirico, 164
grificas de las, 118 ; Ohlicoangulo, triangule plane, &7
valores generales de las, 119 Ordenada, 8
valores principales de las, 117 Origen, 8
Gause, annlogins de, 165 Paralelo de latitud, 147
Grado, 1 Paralelograne, ley del, pam la suma de vectores, 3,
Griificas de las funciones trigonométricas, 63 134 - ol
de las faniciones trigonométricas inversas, 118 Periddicas, funciones, 63
Greenwich, meridiano de, 147 Pitagoricas, mlaciones, 67

Plano, navegacion en un, 185

Polar, tridngulo, 146
Horn, angule de la, 195 r, triangulo

Palos,
t:l.rmn!’rrencil de la, 155 celesies, 194
Harizonts, 195 terrostres, 147

Potencias de un numero complejo, 136

Mentidades trigonométricas, 67 Proyeccidn, formulas de la, 85

Imaginaria, unidsd, 133
Inscrita, rodio de la circunferencin, 108

Irtsceles, triangulos esféricos, 154 Radidn, 2
Tadsceles, triangilos planos, 29 Radio, de una circunferencia circunscrita, 108
Latitud, 147, 196 de una -:m:u.nh'lndl inscTita, 105
Lev de lan tamgentes, 100 Radio vector de un punto, 9
Ley de los cosenos, Ralees de mimers complejos, 138
en los trifingulon esféricos, 160 Rectanguiares, coordenadas, §
en los tridngulos planos, 89 Hectangulos, tridngulos esféricos, 152
Ley de los cundrantes, solucign do los, 153
en los trinngulos esférncos rectingulos, 152 Rectangulos, trdngalos planns,
Ley de los senos, solucién de los, 25 49
en los tridngulos esféricos, 164 Reduceiones de angulos al primer cundrante, 54
en los tridngulos planos, §7 Hegla de los cundrantes, 152
Logaritmos, 41 Resolucién de vectores, 34
Longiwud, 147 Resultante de dos vectores, 33
Longitud de un arco, 2 Rumbe, 148 & S
Mantisa, 41 Secante, definicidn dela, 9, 19
Meridinno, gritfica de la, 63
celeste, 185 periodn de la, 6 .
principal, 147 representacién de la, 81
terrestre, 147 Segundo, 1 "
Meridiano cero, 194 Semisenoverso, formulas, 176
Mil, 2 Seno, definicion del, 8, 19
Milla nautica, 147 grafica del, 83
Minuio, 1 perindo del, 61
Madulo de un nimero complefo, 135 representucidn, 61 i
Muollweide, férmulas de, 87 Senos, ley i:HrIol."_ .
en trigngulos iim -
Nadir, 195 en triingulos planos, 47
Navegacitn, Sinuscides, composicion de, m

a lo largo de un paralelo, 184 Sumn di vectores, &
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Suutraccidn, [drmulas de fa, 73

Tanpgente, definicion de la, 4 19

grificn de [n, 63

periodo de |n, 63

repredentacidn de la, 61
Tangentes, ley de lng, 100
Tridngulo nstrondmice, 185
Trigngulo esférico, 145

aree de un, 151

isdsceles, 164, 160

ohlicudngulo, 184, 176

mectingula, 162

trisingulo polar de un, 146
Triangulo plano,

grea de un, 108

oblicudngulo, 87, 100

rectdngulo, 35, 49
Triedro, angulo, 144
Trigonomeétricas, -scusciones, 124
Trigonumétricas, funciones,

de dnguloy espociales, 20, 72

de In diferencia de dos dngulos, T3

do ln smima de dos dngulos, 74
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’Nnmhﬂm, funciones (Cont.)
de un &ngulo sgudo, 19
de ab dnjulo complementario, 19
de an Angolo cualquiers, 9
de un dngule negative, 54
del dpgulo duplo, 73
dol dngulo mitad, 73
“ﬂﬂl de las, &
reladiones [undamentales entre lns, 87
representacion de las, 61
signos de'los, 100
varinelones de las, 72
Trigonométricas, identidades, 67

Valor abscluto de un ndmero complejo, 195
Valoree generales de las funciones inversas, 119
Varinciones de fas funciones, 62
Vectores, 1
Velocidad respecto o la Tierra, 35
Volocided respecto al aire, 35
Virtice, de un dngulo diedro, 144
de. un' dngule, plano, 1
de. on dngulo tniedro, 144
Vienta, vector del, 35
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