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Introduccién a la Teoria de Nudos

Un nudo es un encaje del circulo St en el espacio tridimensional R3
(o en S3, la esfera unitaria en R*, que es la compactificacién por
un punto de R3).

Para evitar complicaciones, suponemos que el encaje del circulo es
lineal por pedazos (o diferenciable). O sea, suponemos que el
circulo en R3 esta hecho de un namero finito de segmentos de
recta.

Un enlace es una coleccién finita de circulos ajenos en R3, o sea
varios nudos al mismo tiempo. Un enlace de una componente es
entonces un nudo.



Decimos que dos nudos o enlaces son equivalentes si podemos
transformar uno en el otro por medio de una sucesién finita de
movidas triangulares, como en la siguiente figura, donde se supone
que el interior del triangulo A no toca al nudo.

Con un poco de trabajo se puede probar lo siguiente:

Teorema. Dos nudos o enlaces K y K’ son equivalentes si y solo si
existe un homeomorfismo h : R3 — R3, que preserva la orientacion
de R3, tal que h(K) = K'.



En general es complicado trabajar con nudos y enlaces en el
espacio, para simplificar el problema, consideramos proyecciones de
enlaces en un plano. Sea p : R3 — P una proyeccién ortogonal en
un plano P. Por ejemplo, si P es el plano con coordenadas
(x,y,0), entonces p esta definida por p(x,y, z) = (x,y,0).

La imagen del nudo o enlace p(K) es entonces una curva en el

plano con autointersecciones. Decimos que la proyeccién es regular
si los Ginicos puntos miltiples son puntos dobles transversos, como
en la figura. No es dificil ver que todo enlace tiene una proyeccion

regular.

permitido prohibido




A partir de una proyeccién regular podemos recuperar al nudo si
sabemos que arco del nudo pasa por arriba y cual por abajo. Un
diagrama de un nudo o enlace, entonces consta de una o mas
curvas en el plano que se intersectan transversalmente en puntos
dobles, y donde se sefiala que arco pasa por arriba y cual por abajo.
A partir del diagrama se recupera de manera tnica al nudo o enlace.

W& & @

Diagramas de nudos




Es dificil emplear las movidas triangulares en un diagrama, por lo
que introducimos las siguientes movidas.

Movidas de Reidemeister. Estas son una coleccién de cambios
que se pueden hacer a un diagrama de manera local, que cambian
al diagrama pero no al enlace que representan. Son la siguientes:

Movida |

(D~ -




Movida |l

QNS

[ XK

Movida Il
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Lo que sefialan los dibujos es que en la region donde se hizo el
cambio no pasa ningin otro arco del nudo.




Teorema. Dos diagramas Dy y D, representan al mismo nudo o
enlace, si y solo si es posible ir de D1 a D> por una sucesién finita
de movidas de Reidemeister e isotopias del plano.

Para probarlo, solo hay que ver que una movida de Reidemeister se
puede hacer con varias movidas triangulares, y al revés, que una
movida triangular, al proyectarla al plano, se puede factorizar en
muchas movidas de Reidemeister.



El invariante mas sencillo que se puede definir es el namero de
enlace entre dos nudos. Sea L = ky U ky un enlace de dos
componentes orientadas, o sea a cada componente le damos una
direccién que la sefialamos con una flecha.

En un diagrama hay dos tipos de cruces, a uno lo llamamos positivo
y a otro negativo, segiin la convencién de la figura.

XX

Entonces, si ¢; es un cruce, definimos o(¢;) = 1 si el cruce es
positivo y o(c;) = —1 si el cruce es negativo.




Definimos el namero de enlace de L, o lk(ky, kz) como

1
(ki ko) = 5 > o(ci)
donde la suma se toma sobre todos entre ki y ko, 0 sea no
contamos a los autocruces.

No es dificil probar lo siguiente:

Proposiciéon. Si L = ky U ko es un enlace orientado de dos
componentes, entonces lk(ki, k2) es invariante bajo las movidas de
Reidemeister, y es por lo tanto un invariante de L.



Un invariante sencillo de nudos son las 3-coloraciones.

Consideremos un conjunto de tres colores, digamos

{verde, azul, rojo}. Decimos que un diagrama es 3-coloreable si a
cada arco del diagrama lo podemos colorear con uno de los colores,
de modo que se cumple lo siguiente:

a) En cada cruce aparecen los tres colores o solo uno.

b) Se usa mas de un color.



No es dificil ver que la propiedad de ser 3-coloreable se preserva
bajo las movidas de Reidemeister, como se muestra en las
siguientes figuras.
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Invariante bajo la movida |
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Invariante bajo la movida Il

Invariante bajo la movida Il




Noétese que el nudo trivial no es 3-coloreable, pues tiene un
diagrama con un solo arco, pero que un enlace trivial de dos 0 mas
componentes si es 3-coloreable, pues podemos colorear un
diagrama sin cruces con dos colores distintos.

El siguiente ejemplo muestra que el nudo trébol es 3-cororeable.




No es dificil que el nudo ocho no es 3-coloreable.

En la siguiente transparencia generalizamos las 3-coloraciones a
n-coloraciones. No es dificil ver que la definicién dada alla para
3-coloraciones, coincide con la que dimos primero.




n-coloraciones

Sea D un diagrama de un enlace L y n > 1 un namero entero. Una
n-coloracién es una asignacién de un color a cada arco del
diagrama, o sea un elemento del conjunto {0,1,2,...,n— 1}, de
modo que se satisfaga la siguiente relacién:

2a=b+c mod n




Observacién. Si tenemos una n-coloracién y sumamos un valor x
al valor asignado a cada arco, obtenemos una nueva n-coloracién.

Si2a=b+c modn,
entonces 2(a+ x) = (b+ x) + (¢ + x) modn

Corolario. Podemos suponer que siempre hay un 0 en nuestra
coloracién en un arco elegido.

Definicién. Decimos que una n-coloracién es esencial si el
conjunto de colores usados genera a Z, como un grupo abeliano
bajo la suma.



Teorema. La propiedad de tener una n-coloracién esencial se
preserva bajo movidas de Reidemeister, y por lo tanto es un
invariante de nudos y enlaces.

Demostracién. Solo hay que ver como modificamos una coloracion
después de hacer movidas de Reidemeister.



Ejemplo. El nudo ocho solo tiene coloraciones esenciales para
n=>5.




Sea X un espacio topolégico arcoconexo tal que X = Xy U Xo,
donde X1 y X5 son abiertos arcoconexos y Xg = X; N X, también
es arcoconexo. Sea * un punto base que se encuentra en Xp.

Supédngase que:

7T1(X1,*) =< X1,... ,x,,|r1,. vy s >,
7T1(X2,>I<) =<¥1,... 7}/m’t17~- oy b >,
7T1(X0,>l<) =< Zzi,... ,zp\ul,...,uq >.

Sea ¢; : m1(Xo) = m(X;) (i = 1,2), el mapeo inducido por la
inclusién de X en X1 o Xa. Sean a; = ¢1(z)p2(z) !
(i=1,...,p), entonces cada a; es una palabra en los simbolos

X1y 5Xny Y1s--+5Ym-



Teorema de Seifert-Van Kampen.
(X, %) =< X1,.. ., X, Y1,y Ymlr, oo rsy ot AL, ap >,

o0 sea, una presentacion para m1(X) esta dada por los generadores
de X1, los generadores de X;, las relaciones de Xi, las relaciones de
X, mds una relacion por cada generador de m1(Xp), donde se

igualan la imagen de cada generador z; en w1(X1) con su imagen en
m1(X2).



Sea L un enlace orientado con una proyeccién regular que tiene n
arcos. Sea * un punto base que se encuentra arriba del diagrama.
Sea x; un lazo orientado basado en * y que se enlaza con el i-ésimo
arco del diagrama y tiene nimero de enlace 1 con L, como en la
figura.

i-ésimo arco




Usando el Teorema de Seifert-Van Kampen, se prueba que
71(S3 — L, %) esta generado por x1,x2, ..., X,, y tiene una
presentacién dada por:

(x1,%2, ..., xpln=1,n=1,....rm=1)

donde hay una relacién r; por cada crude del diagrama, que esta

dada como sigue
X Xi ﬂyk 1
4 N

Y
O

—1,-1 -1 -1
XiXkX; " Xj 1 = 1 XkXiXj 1% = 1

P AN




Ejercicio. Calcular el grupo fundamental del complemento del
nudo trébol y del nudo ocho.

Se puede probar que cualesquiera dos generadores x;'s de una
misma componente de L son conjugados. De este resultado se
sigue que Hy(S3 — L) = Z".



Nétese que si K es un nudo, entonces K no tiene n-coloraciones
esenciales para n par.

Sea n impar. El grupo dihedral D, de 2n elementos es el grupo de
simetrias de un n-gono regular. Tiene una presentacion
(x,y|x"=1,y% = 1, yxyx = 1).

Teorema. Sea K un nudo. Entonces K tiene una n-coloracién
esencial si y solo si existe un epimorfismo ¢ : 71(S3 — K) — D,,.



Demostracion. Tenemos que D, = (x,y|x" = 1,y? = 1, yxyx = 1).

D, consta de 2n elementos,
2 n—1 2 n—1
{1, x, x5, ..., xX""H oy, yx, yx=, oo yx T

Los elementos yx" son de orden 2.

Supéngase que D es un diagrama con una n-coloracién, tal que el
arco x; tiene color a;.

Definimos ¢ : 71(S3 — K) — D, por ¢(x;) = yx3.

Para ver que es un homomorfismo, basta probar que ¢(r;) = 1 para
cada relacién r; del grupo del nudo.



Ahora ¢(r;) = Qb(XiXkXi_le_—i}l)

= yx3 yx 3k yx 3 yxk+1 pues (yx?)~1 = yx?

= x_"”"yzx‘;'kx_‘a"'yzx"k%l pues yx = yx_1

= x " Fix3k x T xqk+1
= x~28tata1 = xS" =1 por la relacién de la coloracién
Ademas, si una coleccién de {aj, aj, ...} genera a Zj,, entonces

{y,yx% yx%,...} genera a D,. Esto demuestra que ¢ es un
epimorfismo.



Supéngase ahora que hay un epimorfismo ¢ : 71(S3 — K) — D,,.

Si la imagen de un generador x; de 71(S3 — K) es de la forma x?,
entonces la imagen de cualquier x; también sera de la forma xb,
porque los generadores x/s son conjugados y porque
{1,x,...,x""1} es un subgrupo normal de D,. Pero entonces ¢ no
es un epimorfismo.

Concluimos que la imagen de un x; es de la forma yx?. Entonces
coloreamos al arco x; con el color a;.

Haciendo cuentas como arriba, llegamos a que los colores en cada
cruce cumplen con la condicién requerida.

Esto completa la demostracion.



Superficies de Seifert

Sea L un nudo o enlace. Una superfice de Seifert para L es una
superfice S, compacta, orientable, sin componentes cerradas,
encajada en R3, tal que S = L.

Teorema. Todo enlace tiene superficies de Seifert.
Definimos el género de L, g(L), como

g(L) = min{g(S) : donde S es superficie de Seifert para L}



Teorema. Sea K un nudo. K es el nudo trivial si y solo si
g(K)=0.

Si K1 y K> son nudos orientados, definimos la suma conexa
K1# K>, que es otro nudo, como sigue.

S
o




Teorema. Sean Ky y K> nudos. Entonces
g(Ki#Kz) = g(K1) + g(Ka2).

Corolario. Si K es un nudo con g(K) = 1 entonces K es primo.

Teorema. Todo nudo K se expresa como suma finita de nudos
primos

Pregunta. j Que pasa con la suma conexa de enlaces 7



Ovillos racionales

Un ovillo es una pareja (B, t) que consiste de una 3-bola B junto
con dos arcos t propiamente encajados en B, es decir t N 0B = 0t.

Dos ovillos (Bi, t1), (Bz, t2) son equivalentes si existe un
homomorfismo h: By — Bj tal que h(t1) = to.

Sea B una 3-bola fija. Dos ovillos (B, t1), (B, t2) son iguales si
existe un homomorfismo h : By — B, tal que h(t;) = tp y tal que
hlog = id.

Consideremos el ovillo (D? x I,{x,y}), donde D? es el disco
unitario en el plano, / es el intervalo [0,1], x, y son puntos en el
interior de D2. Decimos que este es el ovillo trivial.



El conjunto de ovillos racionales es el conjunto de ovillos triviales en
una 3-bola fija bajo la relacién de igualdad.

Teorema. Existe una correspondencia 1 — 1 entre la coleccién de
ovillos racionales y el conjunto Q U {1/0}, esto es, a cada ovillo
racional le asociamos un namero racional, tal que ovillos diferentes
tienen asociados a nameros racionales diferentes.

A continuacién damos un bosquejo de la prueba de este teorema.



Consideramos una 3-bola médelo. Sean ¢; = (0,0, 0),
c = (1,0,0), c3 = (1,1,0) y ¢4 = (0,1,0) 4 puntos in R3. Sea x;
el segmento de R? que une ¢; y ¢i+1, mod 4.

C4 X3
xg L

X2

Consideramos un disco D; en el semiespacio superior con
0D = x3 Uxp Ux3 Uxa, y Dy un disco en el semiespacio inferior con
la misma frontera. Luego D; U D, acota una 3-bola B, como una

almohada.



Sea x5 un arco en Dj que une ¢; y c3, y sea xg un arco en D, que
une ¢ y ¢4. Sea x7 un arco en Dy que une ¢ y ¢4, Y S€a Xg un arco
en D, que une ¢1 y c3.

Cy X3 < Cy X3 <
B 3(6 -
X4 ’ X2 X4 X2
4 Xs
& X C (] . X C



Consideramos pares ordenados (p, q) de enteros, tal que
(p,q) =(1,0),(0,1), o bien p, g # 0, y son primos relativos.
Construimos ahora un ovillo (B, t, p, q)

Supongamos primero que p, g # 0. Tomamos |p| — 1 puntos en el
arco xi, y otros |p| — 1 puntos en el arco x3, los cuales dividen los
respectivos arcos en segmentos de igual longitud. Tomamos |g| — 1
puntos en el arco xa, y otros |g| — 1 puntos en el arco xa, los cuales
dividen los arcos en segmentos de la misma longitud.

Si p/q > 0, conectamos los |p| + |g| — 1 puntos en x; U x4 (los
puntos elegidos mas c1) con el mismo namero de puntos en x U x3,
con lineas de pendiente p/q en D;. Hay una Gnica manera de
hacerlo. Ahora conectamos los |p| + |g| — 1 puntos en x; U x, al
mismo nimero de puntos en x3 U x4 con lineas de pendiente —p/q
€en Dz.

Si p/q < 0 hacemos algo similar, pero cambiando de signo las
pendientes de las lineas.



Nétese que cada uno de los puntos elegidos en el interior de un x;
se encuentra en dos arcos, uno en D; y el otro en D,. Tomamos la
unién de los arcos, esto produce dos arcos en 9B con extremos en
{c1, 2, ¢3,¢c4}. Debido a que py g son primos relativos no se
producen curvas cerradas.

En el caso (p, g) = (3,4), tenemos lo siguiente:




Supéngase que tenemos el par (1,0). Tomamos dos lineas de
pendiente 1/0 empezando en ¢; y ¢ y terminando en ¢3 y ¢4, O sea
estamos tomando los arcos x> and xg.

Tomemos ahora el par (0,1). Tomamos dos lineas de pendiente
0/1 empezando en c; y ¢4 y terminando en ¢ y ¢3, 0 sea estamos
tomando los arcos x; and xs.



Tenemos pues dos arcos en 9B. Empujamos los arcos hacia el
interior de B pero dejando fijos sus extremos, el resultado es un
ovillo al que denotamos por (B, t, p, q).

Noétese que estos ovillos son triviales. Esto es porque podemos
deslizar los arcos sobre la frontera, moviendo sus extremos, hasta
que se vean pequefios y sea obvio que es un ovillo trivial.

Nétese también que (B, t,p,q) = (B,t,—p,—q), o sea el ovillo
solo depende de p/gq.



Lema. Sea (B, t) un ovillo racional, es decir un ovillo trivial en la
bola B y tal que los extremos de t son los puntos (c1, ¢z, c3, Ca).
Entonces (B, t) es igual a un ovillo (B, t,p, q).

Demostracién. Como (B, t) es un ovillo trivial, existen discos Ej y
E> contenidos en B, tal que 0E; = a3 U t1, donde oy = E; N OB, y
OE> = ap U ty, donde arp = E; N OB. Luego a1 y ap son arcos en
0B con extremos en {cl, o, C3, C4}. Podemos pensar que t y to
son arcos muy pegaditos a a1 y ap. Ahora hay que mover a1 y as
hasta que se vean en la forma requerida.



Para probar el teorema, hay que probar que
(B7 t) p7 q) # (B7 t? r7 5) SI (p’ q) # (r7 S)

Definimos 4 homeomorfismos de B en B, haciendo torceduras:

Torcedura horizontal positiva:

[ X3 < <, X, <
X7 X3
Xg X X2 —xy A X2
X Xq
q X, S q Xg I

(B, t,p,q) = (B, t,p+q,q)



Torcedura horizontal negativa:

< X3 o < Xg o
X6 X3 1
. X2 oy, X5
Xs ) X1
C-| X1 C2 C1 X5 C3

(87 tupaq)_> (B7tap_q7q)

Torcedura vertical positiva:

<, X3 o <y X3 o
X, ~Xa
X ) X
X4 2 8
~Xg %X
o X c 9 X q

(B,t,p,q) = (B,t,p,p+ q)



Torcedura vertical negativa:

(A X3 < (A X3 I
. X6 X,
X X
Xq 2 —> X 5
X5 X2
C-l X'I C2 ] X1 C3

(Bat7p7q) — (thapa _p+q)

Entonces al aplicar estas torceduras varias veces, podemos
transformar cualquier ovillo (B, t, p, q) al ovillo (B, t,1,0) o al
ovillo (B, t,0,1).



Al revés, dados (B, t,1,0) o (B,t,0,1), podemos obtener cualquier
ovillo racional por una sucesién de torceduras.

Luego, si tenemos al ovillo (B, t,0,1) y una sucesién de enteros
ai, as, as, ..., an podemos formar un ovillo racional al hacer a;
torceduras horizontales, luego a, torceduras verticales, y asi
seguimos, esto es, a; torceduras horizontales si i es impar y a;
torceduras verticales si i par, donde las torceduras son positivas o
negativas dependiendo si a; es positivo o negativo. Al hacer esto
podemos dejar los arcos en la frontera, o bien empujarlos hacia el
interior para obtener la figura usual de un ovillo racional.



Ahora queremos calcular el nrhiuero racional asociado al ovillo
obtenido después de realizar las torceduras dadas por
di,a2,das,...,dan.

Si tomamos (B, t,0,1) y hacemos una torcedura horizontal
positiva, obtenemos (B, t,1,1), luego al hacer a; torceduras
horizontales obtenemos (B, t, a1, 1), donde el signo de la torcedura
esta incluido en aj.

Si ahora hacemos una torcedura vertical, obtenemos
(B,t,a1,+a; + 1), y al hacer ap torceduras verticales obtenemos

(B, t,a1,aza1 + 1), o sea, el namero racional asociado es
a1 _ 1

=1
aza1+1 a2to,




Supongamos por inducciéon que después de hacer una sucesién de
torceduras ai, a», as, . .., an, €l niimero racional asociado es
gza,,+ sinesimpar,ygz%sinispar.

1
an—1+— an+ﬁ
1+ L

Supéngase que hacemos a,1 torceduras. Supdngase primero que
n+ 1 es impar, entonces la torcedura es horizontal. En este caso el

racional asociado es W =ani1+ g =apy1 + —A—

1
ant——71
an—1+7-

Ahora si n+ 1 par, las torceduras son verticales. En este caso el

racional asociado es
p 1 1 1

anty1p+q 3n+1+% an+1+% a,,+1+++1 ’
~ a —
a " an—lﬁ’%




Hemos probado que si n es impar, entonces el racional obtenido de

la sucesién ai, as, as,...,an esta dado por la fracciéon continua
an+ ;— =,y si n es par esta dado por la fraccién continua
0+

an+an_1+...



Analogamente, empecemos ahora con el ovillo (B, t,1,0), y una
sucesion de enteros ay, as, as, . . ., an, tal que hacemos a; torceduras
verticales si i es impar y a; torceduras horizontales si i par.

De manera similar se prueba que si n es par, entonces el racional

asocial a la sucesién esta dado por la fraccién continua

1 . . Pa P
an+ 7+ ¥ Si nesimpar, entonces esta dado por la fraccién

1

1
a”+an71+4..

continua 0 +



Tenemos la siguiente convencion:

Una n-ada de enteros [a1, az, a3, . . ., a,] representa al ovillo racional
de la figura de la izquierda si n es par,y al ovillo racional de la
figura de la derecha si n es impar. En cualquier caso, el nimero
racional asociado es Z =ap+

D
3n—1+i




Ahora es claro que si dos ovillos estan dados por dos fracciones
continuas diferentes pero del mismo namero racional, entonces los
ovillos deben ser iguales, aiin si no lo parecen. Simplemente porque
al empujarlos a la frontera producen lo mismo. Por ejemplo las
sucesiones [4,2], [-3,—1,3] and [2,1, —2, 3] representan al ovillo
racional (B, t,9,4).




Lema. Supdngase que tenemos un diagrama con una n-coloracion,
y en el diagrama hay una sucesién de a cruces como en la figura,
donde los cruces de la izquierda tienen colores rs y sx. Entonces los
arcos de la izquierda tienen colores (as — ar + r)x, (as — ar + s)x
en el caso de la figura de arriba y colores (ar — as + r)x

(ar — as + s)x en la figura de abajo.

SIS S

a cruces

OO0




Sea (B, t, p, q) un ovillo racional, y supéngase por simplicidad que
p/q > 0. Entonces el ovillo esta dado por una sucesién
[a1, a2, ..., a,], donde a; > 0 para todo i.

Coloreamos los arcos de (B, t, p, g), de modo que el arco que sale
de x4 tiene color 0, y el primer arco que lo cruza tiene color x.
Queremos probar que el arco que sale de c3 tiene color px, el que
sale de ¢, tiene color (p+ g)x y el que sale de ¢; tiene color gx.



Hacemos la prueba por induccién en el namero de términos de una
sucesion de torceduras. Suponemos primero que la sucesion tiene
un namero impar de términos. En el primer paso tenemos [a1],

a; > 0. Aplicando el lema con r =0 and s = 1, los arcos de la
derecha estan coloreados con a;x and (a; + 1)x, pero en esta caso

p=a, qg=1.



Supongamos ahora que tenemos el ovillo racional dado por
[a1,a2,...,an—1], ai > 0 para todo /, el cual satisface la hipétesis
de induccién, esto es si p/q es el nimero asociado a la fraccion
continua, entonces los arcos que llegan a los puntos ¢4, ¢3, ¢ and
c1 estan coloreado por 0, px, (p + g)x and gx respectivamente.

Ahora hacemos a, torceduras verticales, a, > 0. Entonces la parte
superior del ovillo no cambia y la parte inferior cambia a (a,p + q)x
and (a,p+ p + q)x.



Ahora hacemos a1 torceduras horizontales, a,11 > 0, entonces la
parte izquierda del ovillo no cambia, la parte superior derecha
cambia a (apt+1anp + ant19 + p)x y la inferior derecha cambia a
(ant+1anp + ant19 + anp + p + q)x.

1

1
ant o/q)

an+13nP+ant+19+p —

Nétese que pTa

ant+1+

Esto completa la induccidn.



El caso cuando el nimero de términos de la sucesién es par, se hace
de la misma manera.

El caso cuando p/q < 0 se sigue al observar que tal ovillo racional
se puede expresar como [a1, a2, ..., a,|, donde todos los a; son
positivos, excepto a, que es negativo.



Sea (B, t) un ovillo. Definimos el numerador N del ovillo como el
nudo o enlace en R3 que se obtiene de la unién de los arcos del
ovillo y los arcos x1 y x3.

Definimos el denominador D del ovillo como el nudo o enlace en R3
que se obtiene de la unién de los arcos del ovillo y los arcos x> y x4.

Para un ovillo racional (B, t, p, ), denotamos por N(p/q) y
D(p/q) a su numerador y denominador, respectivamente.

N

N(p/q) D(p/q)




Extendemos la n-coloracién del ovillo (B, t, p,q) a su numerador
N(p/q). Se sigue que N(p/q) tiene una n-coloracién solo si
px =0 mod n.

Nétese que todos los colores de los arcos del diagrama son
multiplos de x, luego si x y n no son primos relativos, el maximo
comun divisor de los colores usados y n serd mas grande que 1, y la
coloracién no sera esencial.

Entonces para que la coloracion sea esencial, x y n deben ser
primos relativos. Multiplicando todos los colores de los arcos con el
inverso de x mod n, podemos suponer que x = 1. Luego

p = 0 mod n. De esto se sigue que N(p/q) tiene una n-coloracién
esencial si y solo si n divide a p.

Analogamente, el denominador D(p/q) tiene una n-coloracién
esencial si y solo si n divide a g.



Esto implica que si (B, t,p,q) = (B, t,r,s), entonces p = +r, y
q = *s.

Finalmente, supéngase que (B, t, m,p,q) = (B,t,m,—p, q). Si
hacemos una torcedura horizontal positiva a cada uno de los ovillos,
debemos de obtener ovillos iguales. Pero obtenemos los ovillos
correspondientes a (p+ q)/q and (—p + q)/q. Y estos sera iguales
solosi [p+ ¢g| =|p— q|, esto es, solosi p=0or g=0.

Esto completa la prueba del teorema.



Sea Kj,/q el numerador del ovillo (B, t, p, q). Es facil ver que K,
es un nudo o enlace de dos puentes. Y al revés, si K es un nudo de
dos puentes, no es dificil probar que K es el numerador de un ovillo
racional.

Si Kp/q Y Ki/s son dos nudos de dos puentes, se sigue de nuestros
argumentos de coloraciones que K, /4 # K, /s si p # +r.

Sin ernt?argo, Kp/q Y Kpys i pueden ser eq.uwalentes atn cuando g
sea distinto de s. Se conoce una clasificaciéon completa de estos
nudos pero requiere mas trabajo.



Intercambio de ovillos

Denotamos por B(p/q) al ovillo racional determinado por el
namero racional p/q.

Sea K un nudo o enlace. Sea B una 3-bola en R3 tal que BN K
consiste de dos arcos, de modo que el ovillo (B, t), donde

t = BN K, es un ovillo trivial. Reacomodando el nudo y fijando B,
podemos suponer que (B, t) es el ovillo racional B(l/O) Ahora
quitamos B(1/0) y ponemos en su lugar al ovillo B(p/q).

A esta operacion la llamamos intercambio de ovillos.



Por ejemplo si g = 2, hacer un intercambio es equivalente a hacer
un cambio de cruce. Si g = 1, un intercambio es equivalente a
hacer una operacién por bandas. Entonces cualquier nudo se puede
llevar al trivial haciendo intercambios de tipo p/2, o sea cambiando
cruces. También todo nudo se puede llevar al trivial haciendo
intercambios de tipo p/1.

Y si tomamos un p/q fijo, con g > 2, jsera posible desanudar a
cualquier nudo con intercambios p/q?



Ahora quiero saber si podemos desanudar nudos que tengan alguna
propiedad, pero haciendo solo un intercambio.

Por ejemplo, sea K un nudo o enlace compuesto. jSera posible
desanudar a K con solo una movida?

Si K es un nudo o enlace compuesto, existe una esfera S que toca
a K en dos puntos, tal que la esfera acota dos bolas, y ninguna de
ellas corta el nudo o enlace en un arco trivial. A tal esfera la
llamamos una esfera de descomposicién para K.

Notese que si K es compuesto y se desanuda con un intercambio,
entonces la bola B del intercambio necesariamente intersecta a la
esfera de descomposicién de K.



Teorema. Sea K un nudo o enlace compuesto. Supdngase que al
hacer un p/q-intercambio, obtenemos el nudo trivial. Entonces

|g| = 1. Ademas K tiene solo dos sumandos, y la esfera de
descomposicion intersecta al ovillo del intercambio (B, t) en un solo
disco.

En particular esto dice que los nudos con nimero de
desanudamiento usual igual a uno son primos.



Teorema. Supdngase que K es un nudo o enlace trivial, tal que al
hacer un intercambio de ovillos en una bola B, obtenemos el nudo

trivial. Entonces el ovillo complementario de B es también un ovillo
trivial, es decir si B = §3 — intB, entonces (B, BN K) es un ovillo
trivial.



Decimos que un ovillo (B, t) es primo si:

a) no existe disco propiamente encajado en B que separa las
cuerdas de B.

b) Las cuerdas del ovillo no tienen nudos locales.

Teorema. Sean (Bi, t1) y (Ba, t2) dos ovillos primos, y sea

K = (B, t1) U (Ba, t2), tal que los ovillos se pegan por la frontera
de manera adecuada. Entonces K es primo, o sea no es trivial ni
compuesto ni trivial.

Sea K un enlace primo. Una esfera de Conway es una esfera que
toca a K en cuatro puntos y lo divide en ovillos primos.



Teorema. Sea K un enlace que tiene una esfera de Conway S.
Supédngase que al hacer un p/q-intercambio obtenemos el nudo
trivial. Entonces hay dos posibilidades:

a) La bola B del intercambio no intersecta a S.

b) Si la bola B intersecta a S, entonces |q| < 2. Ademas, si
|g| = 2, entonces la bola B intersecta a la esfera S en exactamente
un disco.



Existe una familia de nudos K (¢, m, n) que cumple con la condicién
(b) del teorema, es decir los nudos admiten una esfera de Conway,
se desanudan con un intercambio p/2, y no existe intercambio p/q
ajeno de la esfera de Conway que desanude a K (¢, m, n).

— ;_J)







Existen también familias de nudos que cumplen con la condicién
(b), pero que se desanudan con un intercambio p/1, donde la bola

B intersecta a la esfera de Conway S en un solo disco.

También hay ejemplos de nudos que cumplen con la condicién (b),
que se desanudan con un intercambio p/1, donde la bola B
intersecta a la esfera de Conway S en dos discos.

Se desconoce si existe una cota para el namero de discos de
interseccién entre una esfera de Conway y una bola de intercambio
que lo desanude.




Los teoremas antes mencionados son el resultado del trabajo de
muchos matematicos.

Todas estas construcciones tienen que ver con cirugia de Dehn en
nudos y cubiertas dobles ramificadas, algo de lo que ya no
platicamos.
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