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VARIEDADES TOPOLOGICAS

Una n-variedad topolégica es un espacio segundo numerable
Hausdorff M para el cual existe una familia de pares {(M,, ¢4)}
con las propiedades:
1. Para todo «, M, es un subconjunto abierto de My
M = UM,
2. Para todo «, ¢, es un homeomorfismo de M, a un abierto de
R" (o bien a R").
Un par (My, ¢a) se llama una carta de M. La familia {(M,, ¢a)}
se conoce como un atlas de M.
Frecuentemente nos referimos a una variedad topoldgica
simplemente como una variedad. La dimensién de una n-variedad
es n.
Dos n-variedades son equivalentes si son homeomorfas.



R" y cualquier abierto de R”".



S"={x e R™ :|x|| = 1}.

La proyeccién estereografica h: S" — {(0,...,0,1)} — R" es un
homeomorfismo para cualquier punto x € S§" tal que

x # (0, ...,0,1) tiene como vecindad S" — {(0,...,0,1)} que es
homeomorfa a R".

Para exhibir una vecindad de (0, ...,0,1) que sea homeomorfa a R"
componemos la reflexién en R"” x {0} con h para obtener
n:Ss"—{(0,...,0,—1)} — R". Entonces S" — (0, ...,0,—1) es
una vecindad de (0, ...,0,1) homeomorfa a R".



T =S x S x ... x S se llama el toro de dimensién n. El toro
se obtiene como un espacio cociente de R". Consideremos el grupo
G generado por las traslaciones de distancia 1 en cada eje
coordenado. Entonces identificamos dos puntos x,y € R" si y solo
si existe g € G tal que g(x) = y. Denotemos la funcién cociente
qg:R"— T".

Para ver que T" es una n-variedad, sea [x] € T" y sea U la esfera
de radio 1/4 con centro en x € R*. Observemos que g(U)NU =0
para todo g € G. Se sigue que q_1|q(U) :q(U) — U es un
homeomorfismo. El conjunto de tales homeomorfismos es un atlas
para T"



Sea M una n-variedad. Una subvariedad p-dimensional de M es un
subconjunto cerrado L de M para el cual existe un atlas

{(My, ¢o)} de M tal que para todo x € L hay una carta en el atlas
conx € M,y

ba(LN M) = {0} x RP C R"

Una subvariedad es a su vez una variedad.
Ejem: Diametro de una esfera.



Sean Ly M variedades. Una funcién f : L — M es un encaje si es
un homeomorfismo sobre su imagen f(L) y f(L) es una
subvariedad de M.



Sea H" = {(x1,x2,...,x5) € R" : x; > 0}.

Una n-variedad con frontera es un espacio M Hausdorff y segundo
numerable con un atlas tal que para todo «, ¢, es un
homeomorfismo de M, a un subconjunto abierto de R” o H".

La frontera de M es el conjunto de todos los puntos de M que
tienen una vecindad homomorfa a H” pero ninguna vecindad
homomorfa a R".

La frontera de M se denota por M.

Los puntos que no estn en la frontera se llaman puntos interiores.
Dos n-variedades con frontera son equivalentes si son homomorfas.



El conjunto B" = {x € R": ||x|| < 1} es una n-variedad con
frontera, se le conoce como la n-bola.

Un par de pantalones es una 2-variedad con frontera.

Un antifaz.

Un toro con un agujero es una 2-variedad con frontera.



Sea M una n-variedad con frontera. Una subvariedad
p-dimensional de M es un subconjunto cerrado L de M para el cual
existe un atlas {(M,, ¢o)} de M tal que para todo x € L en el
interior de M existe una carta en el atlas tal que x € M, y

da(L N M) = {0} x RP C R”

y para todo x € L en la frontera de M existe una carta en el atlas
tal que x e M, y

da(LN My) = {0} x HP C H"
y tal que
da(x) € {0} x OHP C OH"

Ejem: El diametro de un disco.
La frontera, M, de una n-variedad M no es una subvariedad de
M, sin embargo si es un a (n-1)-variedad que esta contenida en M.



Decimos que una n-variedad M es cerrada si M es compacta y
oM = 0.



EJERCICIOS

Demuestra que el producto de dos variedades es una variedad.

i Qué puedes afirmar de la dimensién? (Con esto pueden obtener
una demostracién de que T" es una variedad.)

Demuestra que la frontera de una n-variedad con frontera es una
(n-1)-variedad sin frontera.

Convéncete, con dibujos, que el antifaz y el par de pantalones son
homeomorfos.

Argumenta que la 1-esfera es homeomorfa al trebol.



VARIEDADES DIFERENCIABLES

Una funcién f : R" — R™ es una funcion C9 si tienes derivadas
parciales continuas de orden g. Una funcién es diferenciable, o
C®°, si tienes derivadas parciales de todos los ordenes.



Una CY9%variedad, para g € [0, 00|, es una variedad topolégica M
con un atlas que satisface la condicién de ser C9, lo que significa
que para cualquier par de cartas (Mq, ¢o) y (M3, ¢3) en el atlas,
la funcién ¢g o ¢! (donde esté definida) es C9. Una C*-variedad
también se llama una variedad diferenciable o variedad suave.
Dado un atlas para una variedad, una funcién de la forma ¢g o ot
se llama funcién de transicién y se denota por ¢,z.



La esfera S” es una n-variedad con un atlas con dos cartas:
(s"-(0,0,...,1),h), (5" —(0,0,...,—1), H)
donde

_ 1
B(X0s o X1) = T (61, s X0) ¥
! _ 1
h (X]_7 ...,Xn+1) = m(X]_7 ...,Xn)
Asi que para demostrar que 5" es diferenciable, debemos

demostrar que la funciones de transicién A’ o h™ y ho ! son
diferenciables. Veremos que h’ o h™! es diferenciable.

-1 _ 2yy 2Yn —1+y2+..+y2
h (y17 --7)/n) (1+y12+_._+y3’ Es} 1+y12+_._+y3’ 1+y12+._+yg )

Woh™(y1, ... yn) = mwh covs Yn)

Se sigue que h’ o h™1 es diferenciable excepto en el origen donde la
composicidn no estd definida. Por lo tanto S” es una variedad
suave.



