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Gran parte de la investigacién en esta teoria es:
@ hacer formal la palabra equivalente

@ construir XV a partir de X.
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Eslogan: Via la simetria especular, varias técnicas de geometria téri-
ca pueden generalizarse al universo de las variedades de conglomera-
do. En particular, se puede compactificar variedades de conglomerado
usando “politopos convexos".

Objetivo: Caracterizar a los conjuntos que compactifican a las varie-
dades de conglomerado como aquellos conjuntos que son “convexos
por lineas quebradas".
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Variedades log-Calabi-Yau

Definicién

Sea U una variedad algebraica (sobre C) afin, suave, conexa y que
contiene un toro algebraico T = (C)" como abierto denso. Decimos
que U es log-Calabi-Yau si la forma de volumen estandar

dz dz,
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en T se extiende a una forma de volumen en U sin ceros ni polos.



Ejemplos

@ Toros algebraicos

o Pegado de toros algebraicos usando aplicaciones birracionales
que preservan w.

@ Una explosién de una variedad térica en un centro de
co-dimensién 2 que es un divisor suave en la frontera térica,
luego remover la transformada estricta de la frontera.

@ Varias variedades Fano en teoria de representaciones
(Grassmannianas, variedades de bandera,...) son ejemplos de
compactificaciones de variedades de conglomerado. La
variedad de conglomerado es el complemento de un divisor
anti-canénico.



Notacién térica

N = 7

M = Homz (N, Z)
Tn=NxC=(C)
Twy=MxCr=(C)

(-,-) : M x N — Z el emparejamiento de evaluacién

e 6 66 o6 o

N = grupo de caracteres de Ty

M = grupo de caracteres de Ty
o C[Ty] =C[M]
o C[Tm] = CIN]



Mutaciones

Definition
Sea (m,n) € M x N tal que (m,n) =0

Wmnyt T == T
M?m,n)(zm/) = zml(l + Zm)<m/’n>

La mutacién dual es py_pm): Tm -—» Ty

Propiedad clave: Las mutaciones preservan la forma de volumen es-
tandard.

Consecuencia: fi(m, ) define una variedad log-CY pegando dos copias
de T Yy f4(—n,m) define otra variedad log-CY pegando dos copias de
Tm.



Cluster transformations

Fijamos la siguiente informacién:

@ {,-} : N x N — Z una forma bilineal anti-simétrica
o s:={eq,...,e} una semilla (i.e. una Z-base de N)

o vy :={e,-teM
La pareja (vk, —ex) define dos mutaciones

N(Vk,fek) . TN -—> TN and Iu,(ek’vk) : TM s TM

Observacion

Las “famosas" transformaciones de conglomerado son

. X .
/’L‘I/(4 = M(vk,—ek) y Mk = M(ek,vk)



La semilla {e1,..., e} junto con la forma {-, -} define un carcaj (es
decir, una grafica dirigida) Q.

o vértices = {1,...,r}

o {ej, ej} = nimero de flechas de i ta j
Erec:‘?‘/k) : N ——» N es lineal por pedazos. Da lugar a la
nocién de mutacién de semillas y, consequentemente, a la nocién de
mutacién de carcajes.

La aplicacion p

Las variedades de conglomerado asociadas a @ se obtienen iterando
indefinidamente la mutacién de carcajes y el proceso de pegado.

Ag = U Tn/pegado tipo A
0 <

Xo = U Tn/pegado tipo X



EL proceso de iteracién puede visualizarse en un arbol r-regular T"
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Ejemplos

e Si @ =1— 2 entonces
Aq = Xg =dPs \ C,

, donde dPs es la superficie de del Pezzo de grado 5y C un ciclo
anticanénico de curvas con auto-inteseccién igua a —1.

Ey

‘A'
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e variedades “positroid" dentro de Grassmannianas

e Celda de Bruhat grande dentro de una variedades de bandera 7, =
SL,/B



Conexién con geometria tropical

Un semi-campo (P, @, -) es un campo sin resta.
Ejemplos

e (Z,min,:) =:Z*

o (R,min, ) =: R*

® (Qsr(x1,...,xr),+,-), donde Qs (xi1,...,x,) es el conjunto
de funciones racionales en xi, ..., x, que no involucran restas.

Observacién: Las mutaciones no involucran restas.
Consecuencia: Si P es un semi-campo y V' una variedad de conglo-
merado. Por lo tanto V(IP) esta bien definido.

Recordemos V = | J T, (con L = N 6 M). Se puede demostrar que
V(P) = Loy P

identificacién no-canénica como conjuntos.



En geometria térica tenemos lo siguiente:

T, tiene como dual Tj . Luego T;«(Z') = L* ® Z = L*.
Ty+(Z') = L* parametriza a una base de (T, O7,).

En variedades de conglomerado tenemos lo sigueinte:

Conjetura (Fock-Goncharov)
o El espacio tropical Xg(Z!) parametriza una base de
MNAg, OAQ).
o el espacio tropical Ag(Z") parametriza una base de
M(Xo, OXQ)
En 2012 Gross-Hacking-Keel dieron contraejemplos a la conjetura.

El fenémeno se entendi6 mucho mejor en una secuela por GHK-
Kontsevich ~» funciones theta en variedades de conglomerado.
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Los diagramas de difusién (a. k. a. estructuras “wall-crossing") son
artefactos combinatorios. Tienen un sabor a geometria tropical, pero
no es claro cuales son los entes geométricos detras de ellos.

Ejemplo
El diagrama de difusién de 1 — 2

1—1—22

1—|—zf1 ’
1+Zl_122

~

Tanto el programa de Kontsevich-Soibelman como el de Gross-Siebert
para la reconstruccién de la variedad espejo se basan en los diagramas
de dispersion.



e {-,-}: Nx N — Z forma bilineal anti-simétrica
o s:={ey,..., e} una semilla

o /\/S+ = {Zle /\,-e,- ‘ A€ R>0}

Definicion
Una pared en My es una pareja (9, f,) dénde

@ 0 C Mg es un cono convexo, racional y poliedral de
co-dimensién 1, contenido en un hiper-plano nt para algan
ne Nf

e f, € C[[M]], la funcién de dispersién, es una serie de la

forma
fh = 1+chzk{n’ -}
k>1
@ Un diagrama de dispersién ® es una coleccién de paredes
tal que, para cada k > 0, el conjunto
{(d0,) €D |fy #1mbd (zKe» - 1)} es finito para cada i.



Recordemos: habiamos definido vy := {e, - } ~ z"% € C[M].

“Teorema" (Gross-Hacking-Keel-Kontsevich) Sea
Dins i= {(e,#,1+zvk) 11<i< r}.

Entonces, existe un Gnico diagrama de dispersién consistente D’ que
contiene a ;s y que codifica un atlas para X y una subalgerba
canénica de M(Ag, O4,).



RQ:1=2

1+ 2002

14 2(=20

e Existe una pared que pasa por (n+1,—n)y (n,—n — 1) para
cada n € Z+g. La funcién de dispersion es 1 + z(720-2:2n) y
1+ z(=2n2n%2) respectivamente.

@ Hay una pared especial que pasa por (1,—1) cuya funcién de
dispersién es (1 — 2(72,2))*2_



Vamos a definir las funciones theta de manera combinatoria.

Idea clave 1: Las funciones theta se definen contando discos pseudo-
holomrofos en A3™.

|dea clave 2: La multiplicacién de funciones theta codifica invariantes
de Gromov-Witten en X3™.

Esto se formalizé en 2019 por Keel y Yue Yu en el caso afin.



Definicidn
Sea m € M\ {0}. Una linea quebrada con exponente inicial m
es una aplicacién propia lineal por pedazos

v : (—00,0] = Mg \ Sing(D)

que no es lineal solamente en paredes, con un namero finito de
dominios de linealidad y un monomio ¢ z™t € C[M] para cada
dominio de linealidad L tal que

@ 7(0) no pertenece a ninguna pared

@ el monomio asociado al Ginico dominio de linealidad infinito es
zm,

e Para t en un dominio de linealidad L, 7/(t) = —m;.

@ la manera en la que que v puede “"quebrarse” es controlada

por las funciones de dispersién.



Dos lineas quebradas con exponente inicial (—1,0)

z(_lvo)

z(_lfo)

1+ 201

SR,

R

z(_lvo)

1+ 2(-10)

~

1 + 2(7171)



1 + 2(071)
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Funciones theta

Definicién

e Sea vy una linea quebrada. Sea Mono(~) el monomio asociado al
altimo dominio de linealidad ~.

e Para xg € Mg \ Supp(®) definimos la funcién theta como

Uyom = Z Mono(7),
¥

donde la suma es sobre todas las lineas quebradas v con exponente
incial m y v(0) = xo.

|dea clave: Las funciones theta son la generalizacién de los caracteres
de un toro al mundo de conglomerado.
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Hechos (GHKK 17')

@ D; contiene un abanico simplicial A™ llamdo el abanico de
(Fock-Goncharov). El 1-esqueleto de complejo dual es el
cociente del arbolT" por las periodicidades de la mutacién.

o La funcién ¥, i es la misma si xg varia en el interior de un
cono maximal de A*.

@ Si ¥y, m es una suma finita, entonces us una funcién regular en
Ag.

e Si fijamos una carta térica inicial para Ag, podemos hablar de
Um pues Uy, m es la expersion de la funcién global
correspondiente a una carta que depende de xp.



Multiplicacién e invariantes de GW
Teorema (GHKK 17')

ﬁp'ﬁqzza(ﬁ% r)ﬁl‘a (01)

r

dénde
a(p,q.r) =Y c(yM) ().
Aci la suma es sobre todas las parejas (v(1), ()
@ que terminan en r
e con monomio inicial I(y(Y) = p, I(y®) = ¢

e (balancing condition) los monomios finales satisfacen
FOW) +F(®) =r,

Mono(y() := c(fy("))zF(V(i))

es el monomio asociado al tltimo dominio de linearidad de (7).



Definicién

Un conjunto cerrado S de MR es convexo por lineas quebradas
si para cualquier pareja de puntos racionales s1, s, en S, cada
segmento de una linea quebrada con extremos s; y s, esta
enteramente contenida en S.

Teorema (CMNC 19')

Un conjunto S determina una compactifiacién de Ag si y sélo si es
compacto y convexo por lineas quebradas.



Detalles técnicos escondidos

Para la nocién de convexidad por lineas quebradas necesitamos tra-
bajar con lineas quebradas singulares.

14z

*

z %

1 1 '
7§ ) 7§1)7§1)yé(1 )7(1)
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