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ser parte del śınodo de manera presencial.

Al CONACYT por la beca que me otorgó y con la que pude llevar a cabo mis
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Resumen

La T–dualidad tiene sus oŕıgenes en la f́ısica teórica, espećıficamente en la
teoŕıa de cuerdas. Nos dice que es posible tener una relación entre las teoŕıas de
tipo IIA y la de tipo IIB.

Una manera de modelar matemáticamente una parte de la T–dualidad es por
medio de lo que se conoce como T–dualidad topológica. Esta consiste de cierta
relación entre pares (E, h) y (Ê, ĥ) en donde E, Ê son haces S1–principales sobre
un mismo espacio topológico y h, ĥ elementos del tercer grupo de cohomoloǵıa de
los espacios E, Ê respectivamente. Para estos pares la T–dualidad también nos
da un isomorfismo entre los grupos de K–teoŕıa torcida K0(E, h) ∼= K1(Ê, ĥ) y
K1(E, h) ∼= K0(Ê, ĥ).

En este trabajo analizamos este isomorfismo en el caso equivariante, es decir,
nos preguntamos si la transformación de T–dualidad nos sigue dando un isomor-
fismo entre los grupos de K–teoŕıa G–equivariante torcida K0

G(E, h)
∼= K1

G(Ê, ĥ) y

K1
G(E, h)

∼= K0
G(Ê, ĥ). Respondemos la pregunta negativamente cuando G = Z/p

con p primo y analizamos unos ejemplos cuando G = Z/4 y G = S1.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En esta tesis se estudiará la T–dualidad en K–teoŕıa desde un enfoque topológi-
co, espećıficamente seguiremos el enfoque de Bunke y Schick [16], a diferencia del
trabajo desarrollado por Bouwknegt, Evslin y Mathai [14] en donde se define T–
dualidad con un enfoque más geométrico. Los objetos a estudiar son pares (E, h)
en donde π : E → B es un haz S1–principal sobre un espacio B lo suficientemente
bueno y h ∈ H3(E;Z). La T–dualidad nos dice que para cada par (E, h) sobre
B existe otro par (Ê, ĥ) sobre el mismo espacio B tal que se tiene un diagrama
conmutativo conocido como diagrama de T–dualidad :

E ×B Ê
p̂

##

p

{{
E

π
##

Ê

π̂
{{

B

en donde se satisfacen las siguientes propiedades:

π!h = c1(Ê), π̂!ĥ = c1(E), c1(E) ∪ c1(Ê) = 0 y p∗(h) = p̂∗(ĥ).

Aqúı c1(−) es la primera clase de Chern de la cual mencionamos sus propiedades
importantes en el apéndice del trabajo. Los morfismos π!, π̂! son los pushforwards
en cohomoloǵıa, también conocidos como la integración sobre la fibra de los ha-
ces, para estos objetos les dedicamos una sección completa en el Caṕıtulo 1. La
propiedad más importante que cumplen estos pares es que estos se identifican en
la K–teoŕıa torcida por medio de la transformación de T–dualidad

T = p̂! ◦ u(h)∗ ◦ p∗ : K∗(E, h) → K∗−1(Ê, ĥ), ∀∗ = 0, 1.
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Aqúı u∗(h) es un mapeo inducido por una homotoṕıa y que hace un cambio de
torcimientos p∗(h) = p̂∗(ĥ) (el cual explicaremos con mas detalle en el Caṕıtulo
3) y p̂! es el pushforward en K–teoŕıa al cual le dedicamos toda una sección en el
Caṕıtulo 1.

La idea básica de la teoŕıa de cuerdas es que propone a la cuerda como un
modelo para una part́ıcula, a diferencia del módelo clásico del punto como part́ıcu-
la. La teoŕıa de cuerdas está definida en cierto espacio–tiempo E al que llaman
“universo” en donde todos los eventos toman lugar. Matemáticamente lo anterior
consiste de una variedad diferenciable junto con una métrica Lorentziana. Existen
diferentes tipos de teoŕıas de cuerdas y es una de las T–dualidades (la primera que
se encontró) la que nos da una relación entre la “tipo IIA” y la tipo “tipo IIB”.
Algunos conceptos que aparecen en la teoŕıa de cuerdas tipo IIA son: una 3–forma
H con periodos enteros en el espacio–tiempo E, llamado H–flujo; las cuerdas que
en estas teoŕıas reciben el nombre de D–branas; otro concepto importante es el
campo RR (Ramond–Ramond), que consiste de una forma diferenciable R sobre
E de dimensión par. En la teoŕıa tipo IIB aparecen los mismos conceptos pero
la diferencia es que el campo R es una forma diferenciable de dimensión impar
[26],[40].

Autores como Moore–Witten [40], [39] mencionan que en la teoŕıa tipo IIA,
en ausencia de un H–flujo, los campos RR están clasificados por K0(E) mientras
que las D–branas están clasificadas por K1(E). Por otro lado, en la teoŕıa tipo IIB
ocurre exactamente lo contrario, los campos RR están clasificados porK1(E) y las
D–branas por K0(E). En presencia de un H–flujo no trivial, Bouwknegt, Evslin
y Mathai [14] mencionan que la anterior clasificación generaliza a los grupos de
K–teoŕıa torcida

K0(E,H) y K1(E,H).

De esta manera la T–dualidad nos dice como obtener un espacio–tiempo Ê y un
H–flujo Ĥ que se consideran duales, aśı como también nos relaciona los campos
RR y las D–branas de las teoŕıas tipo IIA y IIB. En pocas palabras, la T–dualidad
nos permite movernos de la teoŕıa de cuerdas tipo IIA a la teoŕıa tipo IIB y
viceversa.

Otro tipo de T–dualidad la podemos encontrar en el trabajo de Doran, Méndez
y Rosenberg [20], a diferencia del enfoque de Bunke y Schick en este art́ıculo se
trabaja con orientifolios y de esta manera las D–branas están clasificadas por la
K–teoŕıa Real en el sentido de Atiyah [4]. Doran Méndez y Rosenberg mencionan
que esta KR–teoŕıa parece ser más adecuada ya que es “universal” en el sentido
de que las otras K–teoŕıas se pueden construir a partir de la KR.

Este trabajo estudia la T–dualidad de Bunke y Schick desde el punto de vista
matemático dejando a un lado la componente f́ısica, es decir, únicamente estamos
interesados en la existencia de los isomorfismos en la K–teoŕıa torcida.
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Trabajos como el de A. Pande [41] estudian T–dualidad sobre espacios base
B junto con una acción de S1 como un modelo para un concepto f́ısico teórico
conocido como monopolo de Kaluza–Klein. Lo anterior nos motiva a estudiar
espacios B junto con distintas acciones, en particular nos restringimos al estudio
de Γ–espacios con Γ = Z/n, S1 y hablaremos sobre la posible T–dualidad en
K–teoŕıa equivariante que surge para estos espacios.

La K–teoŕıa equivariante es una teoŕıa de cohomoloǵıa equivariante generali-
zada desarrollada principalmente por Segal en [42], posteriormente se desarrolla
una generalización torcida junto con Atiyah en [7]. Esta teoŕıa parece ser la más
adecuada en el estudio de espacios B equipados con acciones de grupos desde el
punto de vista de la T–dualidad. De esta manera uno puede preguntarse si existirá
una T–dualidad para este tipo de objetos nuevos, es decir, ahora los objetos serán
pares (E, h) con π : E → B un haz S1–principal G–equivariante y h ∈ H3

G(B;Z),
los mapeos generalizan a mapeos equivariantes y las clases de Chern a clases
de Chern equivariantes. Aśı podŕıamos preguntarnos si para los pares T–duales
“equivariantes” (E, h) y (Ê, ĥ), la respectiva transformación de T–dualidad es un
isomorfismo, es decir, por ejemplo si

T = p̂! ◦ u(h)∗ ◦ p∗ : K∗
Z/2(E, h) → K∗−1

Z/2 (Ê, ĥ)

es o no es un isomorfismo.
Uno de los resultados más importantes de la tesis es el siguiente teorema

Teorema. En general la transformación de T–dualidad falla en ser un isomorfis-
mo para G = Z/p con p primo, con la generalización directa anterior mencionada.

Para ver esto damos un ejemplo concreto, consideramos el siguiente diagrama
de T–dualidad

S1 × S1
ℓ

q

{{

q̂

##
S1

π
##

S1
ℓ

π̂{{
B = {∗}

en donde S1 tiene acción trivial y S1
l (con 0 < l ≤ p − 1 fijo) es el ćırculo cuya

acción de Z/p está dada por

[k] · z = ωkz en donde ω = e2πℓi/p y [k] ∈ Z/p.

De esta manera (S1, l), (S1
l , 0) son pares T–duales “equivariantes” en donde

q∗ : K0
Z/p(S

1, 1) ∼= Z → K0
Z/p(S

1 × S1
l )

∼= Z⊕ Z
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env́ıa el 1 a (p, 0), por lo tanto la transformación

T = q̂! ◦ u(h)∗ ◦ q∗ : K∗
Z/p(S

1, 1) → K∗−1
Z/p (S

1
l )

no es un isomorfismo a pesar de que los grupos śı que son isomorfos.
De igual forma para la T–dualidad Z/4–equivariante consideramos el siguiente

ejemplo:

S1
2 × S1

2

p

{{

p̂

##
S1
2

π
##

S1
2

π̂{{
B = {∗}

en donde S1
2 es el ćırculo cuya acción de Z/4 está dada por

[k] · z = (−1)kz [k] ∈ Z/4.

A diferencia de la situación anterior la acción que consideramos ya no es libre,
por lo tanto, utilizamos la sucesión espectral de Serre para calcular los grupos de
cohomoloǵıa de Borel Z/4–equivariantes involucrados.

Para S1 consideramos el ejemplo:

S1 × S̃1

p

zz

p̂

$$
S1

π $$

S̃1

π̂zz
B = {∗}

en donde S̃1 es el ćırculo cuya acción de S1 está dada por multiplicación compleja.
Una generalización distinta en el ámbito de acciones de Z/2 se encuentra en

[24]. En este art́ıculo Kiyonori Gomi generaliza el isomorfismo de T–dualidad a
un caso equivariante, sin embargo a diferencia de nuestro acercamiento, él utiliza
haces S1–principales Reales en el sentido de Atiyah [4], a diferencia de los ha-
ces S1–principales Z/2–equivariantes que nosotros consideramos. Esta principal
diferencia le permite encontrar una T–dualidad Z/2–equivariante de manera exi-
tosa. A pesar de lo anterior, Gomi menciona en la Sección 5.7 de su art́ıculo la
siguiente conjetura: “Debe existir una T–dualidad equivariante en donde un haz
S1–principal equivariante aparece como T–dual de otro haz S1–principal equi-
variante y únicamente está involucrada la cohomoloǵıa equivariante de Borel” y
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menciona que este resultado al menos se debe cumplir para Z/2. Nuestro trabajo
muestra que esta conjetura al menos generalizando directamente es falsa para Z/p
con p primo.

Por otro lado en [35] se presenta una versión de T–dualidad S1–equivariante,
que a diferencia de los trabajos anteriores, se trabaja utilizando la cohomoloǵıa
de De Rham. Este resultado nos dice que para un S1–espacio B junto con una
clase h ∈ H3(B,Z) es posible construir un par T–dual (E, ĥ) de manera que si
denotamos por

BS1 := ES1 ×S1 B y ES1 := ES1 ×S1 E,

entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

E
p

~~

i

""

jE // ES1 × E
p̂

%%

Id×p

xx
B

jB **

  

ES1

Id

44

π̂||

ES1 ×B

π
&&

ES1

π̂zz
BS1

Id
// BS1 ,

en donde se satisfacen las siguientes propiedades:

π!(h) = c1(ES1) = cS
1

1 (E), π̂!(ĥ) = eS1 y p∗(h) = i∗(ĥ)

y además existe un isomorfismo de T–dualidad entre la cohomoloǵıa torcida y la
cohomoloǵıa S1–equivariante torcida

H∗(B, h) ∼= H∗−1
S1 (E, ĥ).

También se menciona que es posible dar un isomorfismo de T–dualidad para la
K–teoŕıa torcida y la K–teoŕıa torcida equivariante de Borel utilizando el teorema
de completación de Atiyah–Segal.

Otros trabajos relacionados con T–dualidad son las siguientes tesis [18] y [33]
las cuales recomendamos leer.

Finalmente para concluir con el caṕıtulo introductorio mencionamos la manera
en que está estructurada esta tesis.

El Caṕıtulo 2 es un caṕıtulo de definiciones y resultados importantes ne-
cesarios para entender la T–dualidad y el isomorfismo en K–teoŕıa torcida.
Empezamos dando las definiciones y resultados importantes sobre haces fi-
brados, haces G–principales y haces vectoriales G–equivariantes, de igual
forma hablamos sobre la sucesión de Gysin en una de las secciones. Pre-
sentamos una introducción a las teoŕıas de cohomoloǵıa no equivariantes y
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equivariantes en las que estaremos trabajando aśı como sus versiones torci-
das. Finalmente dedicamos toda una sección para hablar sobre los mapeos
push–forward en cohomoloǵıa y en K–teoŕıa. En el apéndice enunciamos
teoremas y propiedades importantes sobre las clases de Chern.

En el Caṕıtulo 3 se presenta todo lo relacionado a la T–dualidad no equiva-
riante. Definimos la noción de pares T–duales, definimos la transformación
de T–dualidad y posteriormente analizamos el isomorfismo en T–dualidad en
la K–teoŕıa torcida no equivariante. En este caṕıtulo nos basamos fuertemen-
te en los art́ıculos [14], [16] y [24] de donde tomamos las ideas y propiedades
que demostramos con más detalle.

En el Caṕıtulo 4 analizamos la posible T–dualidad G–equivariante, espećıfi-
camente para G = Z/p con p primo, Z/4 y S1. Posteriormente motivados
de las ideas de Kiyonori Gomi [24] definimos la cohomoloǵıa y K–teoŕıa R
como teoŕıas de cohomoloǵıa generalizadas S1–equivariantes.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

El contenido de este caṕıtulo se incluye para que la tesis sea autocontenida y
proviene de las referencias: [28], [32], [25] y [37] para la sección de haces principales
y haces vectoriales, [13] y [29] para la sección del pushforward en cohomoloǵıa y
la sucesión de Gysin, [45] y [15] para la sección de cohomoloǵıa equivariante,
[31] para los haces principales equivariantes, [7], [23] y [27] para la K–teoŕıa, la
K–teoŕıa torcida y el isomorfismo de Thom.

2.1. Haces principales

Dado que los haces G–principales son un caso particular de haces fibrados,
empezaremos la sección definiendo un haz fibrado para espacios arcoconexos.

Definición 2.1.1. Un haz fibrado consiste de un mapeo sobreyectivo entre espa-
cios topológicos p : E → B tal que es localmente trivial, es decir, para cada x ∈ B
existe una vecindad Ux para la cual existe un homeomorfismo Φ que completa el
siguiente diagrama conmutativo

p−1(Ux)
Φ
∼=

//

p
##

Ux × F

pr1
{{

Ux

.

A F se le conoce como la fibra del haz fibrado, E el espacio total y B la base. Al
mapeo Φ se le conoce como una trivialización local y usualmente nos referimos a
(Ux,Φ) como una carta en donde el haz trivializa.

Sea p : E → B un haz fibrado con fibra F y sea {(Uα,Φα)} un atlas en donde
el haz trivializa de manera que las trivializaciones están dadas como

Φα : p
−1(Uα) → Uα × F.
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Si Uα ∩ Uβ ̸= ∅, entonces podemos restringir

Φα,Φβ : p
−1(Uα ∩ Uβ) → (Uα ∩ Uβ)× F,

y si x ∈ Uα ∩ Uβ, z ∈ F , por el diagrama conmutativo anterior tenemos que

(pr1 ◦ Φα ◦ Φ−1
β )(x, z) = (p ◦ Φ−1

β )(x, z) = pr1(x, z) = x

por lo tanto
(Φα ◦ Φ−1

β )(x, z) = (x, σ(x, z))

con σ : (Uα∩Uβ)×F → F . Ahora bien, notemos que para x ∈ Uα∩Uβ fijo tenemos
una función gαβ(x) : F → F dada por

gαβ(x)(z) := σ(x, z).

Notemos que gαβ(x) es un homeomorfismo ya que es igual a la composición de los
siguientes homeomorfismos

gαβ(x) = pr2 ◦ Φα ◦ Φ−1
β ◦ ιx

en donde ιx : F → {x} × F es el homeomorfismo dado por

ιx(z) = (x, z).

Además la inversa está dada por

gαβ(x)
−1 = ι−1

x ◦ Φβ ◦ Φ−1
α ◦ pr−1

2 = pr2 ◦ Φβ ◦ Φ−1
α ◦ ιx = gβα(x).

Decimos que las funciones gαβ : Uα ∩ Uβ → Homeo(F ) son las funciones de
transición asociadas al atlas {(Uα,Φα)}. Con esto podemos comprobar que las
funciones de transición satisfacen las condiciones de cociclo:

1. gαα(x) = 1F ∀x ∈ Uα, porque

gαα(x) = pr2 ◦ Φα ◦ Φ−1
α ◦ ιx = 1F

2. gαγ(x) = gαβ(x) ◦ gβγ(x) ∀x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ, ya que

gαγ(x) = pr2 ◦ Φα ◦ Φ−1
γ ◦ ιx

= (pr2 ◦ Φα ◦ Φ−1
β ◦ ιx) ◦ (pr2 ◦ Φβ ◦ Φ−1

γ ◦ ιx)
= gαβ(x) ◦ gβγ(x).
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Aquellos haces en donde la fibra F está equipada con más estructura y las
trivializaciones locales preservan esas estructuras, reciben el nombre de haces
estructurados, un caso particular y de gran importancia para este trabajo de
tesis son los haces G–principales. Otro ejemplo más conocido seŕıan los haces
vectoriales. Los haces vectoriales son bien conocidos en el área de geometŕıa
diferencial, quizá el ejemplo más representativo de un haz vectorial es el haz
tangente de una variedad diferenciable.

Los haces vectoriales son haces estructurados en donde la fibra en cada punto
tiene estructura de espacio vectorial de dimensión finita y las trivializaciones lo-
cales restringidas a cada fibra son isomorfismos lineales. Como sabemos que cada
espacio vectorial de dimensión finita es isomorfo a Kn (K = R o C) entonces
podemos suponer que las fibras del haz vectorial son de la forma Kn, de esta ma-
nera las funciones de transición tendrán imagen en GL(n,K). Si la fibra del haz
vectorial es un espacio vectorial complejo entonces decimos que el haz vectorial es
un haz vectorial complejo, de igual forma llamamos haz vectorial real a un
haz vectorial cuya fibra es un espacio vectorial real. Cuando hablamos del rango
de un haz vectorial nos referimos a la dimensión como espacio vectorial de la fibra
del haz.

Sea p : E → B un haz vectorial real o complejo. Una de las caracteŕısticas
importantes de los haces vectoriales es que siempre podemos hablar de la sección
cero, esta sección es un mapeo ζ : B → E que manda cada elemento x al 0 de
p−1(x) visto como espacio vectorial, es decir

ζ(x) = 0x 0x ∈ Ex = p−1(x)

Una propiedad importante que se cumple para los haces vectoriales con respecto
a su tipo de homotoṕıa es la siguiente:

Proposición 2.1.2. Sea p : E → B un haz vectorial real o complejo, entonces
p : E → B es una equivalencia homotópica.

Demostración. Vamos a fijarnos en el mapeo f : K × E → E tal que localmente
este mapeo es la multiplicación escalar en el espacio vectorial. Sea {(Uα,Φα)} un
atlas de trivializaciones y definimos fα : K × p−1(Uα) → p−1(Uα) de manera que
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

K × p−1(Uα)
fα //

Id×Φα

��

p−1(Uα)

Φα

��
K × Uα ×Kn // Uα ×Kn

en donde la flecha de abajo está dada por

(k, x, z) 7→ (x, k · z).
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De esta manera tenemos que

fα(k, e) = Φ−1
α (p(e), k · pr2Φα(e)).

Para ver que f define un mapeo continuo en todo E basta probar que en las
intersecciones coinciden las fα, ya que E tiene la topoloǵıa final respecto a los
abiertos p−1(Uα) y entonces K × E tiene la topoloǵıa final respecto a los K ×
p−1(Uα). Sea (k, e) ∈ (K × p−1(Uα)) ∩ (K × p−1(Uβ)), entonces

fα(k, e) = Φ−1
α (p(e), k · pr2 ◦ Φα(e))

= Φ−1
β ◦ Φβ ◦ Φ−1

α (p(e), k · pr2 ◦ Φα ◦ Φ−1
β ◦ Φβ(e))

= Φ−1
β ◦ Φβ ◦ Φ−1

α

(
p(e), k · gαβ(p(e))(pr2 ◦ Φβ(e))

)
= Φ−1

β

(
p(e), gβα(p(e))gαβ(p(e))(k · pr2 ◦ Φβ(e))

)
= Φ−1

β (p(e), k · pr2 ◦ Φβ(e))

= fβ(k, e),

aśı que f : K × E → E está bien definida y es continua. Escribiremos

f(k, e) = k · e.

Dado que tenemos lo siguiente:

p ◦ ζ(x) = p(0x) = x = IdX(x),

entonces tenemos un candidato a inversa homotópica para p. Definimos la homo-
toṕıa H : E × I → E dada por

H(e, t) = t · e.

Esta homotoṕıa satisface

H(e, 0) = 0 · e = ζ ◦ p(e) y H(e, 1) = 1 · e = IdE(e),

aśı, podemos concluir que π es una equivalencia homotópica.

A diferencia de los haces vectoriales, los haces G–principales involucran un
grupo topológico G fijo en cada fibra (suponiendo que la base del haz es arcoco-
nexo). Más espećıficamente, es posible definir un haz G–principal de la siguiente
manera

Definición 2.1.3. Sea G un grupo topológico, un haz G–principal p : E → B es
un haz fibrado cuya fibra es G, pero que además satisface las siguientes propieda-
des:
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1. E tiene una G–acción derecha libre para la cual p(eg) = p(e).

2. Existe un atlas {(Uα,Φα)} de trivializaciones locales Φ−1
α (Uα) → Uα × G,

las cuales son G–equivariantes con respecto a la acción (u, g) · h = (u, gh).

La siguiente proposición nos muestra qué es lo que sucede con las funciones de
transición para los haces G–principales.

Proposición 2.1.4. Sea p : E → B un haz G–principal. Para un atlas de triviali-
zaciones locales equivariantes {(Uα,Φα)}, las funciones de transición están dadas
por gαβ(x) = lg para algún g ∈ G, en donde

lg : G→ G

es multiplicación por la izquierda por g.

Demostración. Utilizando la G–acción derecha en Uα ×G dada por

(x, g) · h = (x, gh),

y utilizando que pr2,Φα,Φβ son G–equivariantes, se tiene que

gαβ(x)(h) = (pr2 ◦ Φα ◦ Φ−1
β )(x, h)

= (pr2 ◦ Φα ◦ Φ−1
β )[(x, 1) · h]

= [(pr2 ◦ Φα ◦ Φ−1
β )(x, 1)] · h

= gαβ(x)(1) · h

por lo tanto, haciendo g = gαβ(x)(1), entonces

gαβ(x)(h) = lg(h).

Un morfismo entre los haces G–principales p : E → B y p′ : E ′ → B es un ma-
peo continuo y equivariante f : E → E ′ que hace conmutar el siguiente triangulo

E
f //

p   

E ′

p′~~
B.

Es un isomorfismo si existe otro morfismo de haces G–principales f ′ : E ′ → E tal
que ambas composiciones nos da la identidad. Un resultado interesante sobre los
haces G–principales es el siguiente:

Proposición 2.1.5. Cualquier morfismo f : E → E ′ de haces G–principales es
un isomorfismo.
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2.1.1. El haz asociado

El haz asociado es un concepto que permite convertir un haz G–principal en
otro tipo de haz fibrado, será de gran importancia más adelante cuando enuncie-
mos la definición de pares duales en la sección de T–dualidad. En [28] se define
de la siguiente manera:

Definición 2.1.6. Sea Y un espacio topológico con una G–acción izquierda y con-
tinua, sea p : E → B un haz G–principal. A partir de este haz podemos construir
el haz fibrado asociado

π : E ×G Y → B.

E ×G Y := E × Y/∼ (e, y) ∼ (eg, g−1y),

en donde π está dado por el diagrama conmutativo

E × Y
pr1 //

q

��

E
p // B

E ×G Y

π

66

y
q : E × Y → E ×G Y.

es el mapeo cociente.

Expĺıcitamente del diagrama sacamos que

π([e, y]) = p(e) ∀[e, y] ∈ E ×G Y,

el cual está bien definido ya que

π[eg, g−1y] = p(eg) = p(e).

Proposición 2.1.7. Sea p : E → B un haz G–principal. El haz asociado π : E×G

Y → B es un haz fibrado con fibra Y y posee un atlas de trivializaciones locales
{(Uα,Ψα)} cuyas funciones de transición son de la forma

{lg : Y → Y | g ∈ G}.

Demostración. Sea {(Uα,Φα)} un atlas de trivializaciones G–equivariantes para
el haz G–principal p : E → B, entonces

Φα : p
−1(Uα) → Uα ×G

de manera que con lo que hicimos en la sección anterior, las funciones de transición
para este atlas son de la forma

{lg : G→ G| g ∈ G}.
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Ahora bien, notemos que

π−1(Uα) = {[e, y] ∈ E ×G Y | p(e) ∈ Uα} = p−1(Uα)×G Y

aśı que consideremos el mapeo Ψα : π
−1(Uα) → Uα × Y dado por

Ψα[e, y] = (p(e), pr2Φα(e) · y).

El mapeo anterior está bien definido ya que

Ψα[eg, g
−1y] = (p(eg), pr2 ◦ Φα(eg) · g−1y)

= (p(e), pr2 ◦ Φα(e)g · g−1y)

= (p(e), pr2 ◦ Φα(e) · gg−1y)

= (p(e), pr2 ◦ Φα(e) · y)
= Ψα[e, y],

además es continua ya que el mapeo visto como p−1(Uα)× Y → Uα × Y

(e, y) 7→ (p(e), pr2 ◦ Φα(e) · y)

es continuo y como p−1(Uα) ×G Y tiene la topoloǵıa cociente, entonces Ψα es
continua. De igual manera se tiene que

pr1Ψα[e, y] = p(e) = π[e, y].

La inversa de Ψα está dada por Ψ′
α : Uα × Y → π−1(Uα)

Ψ′
α(x, y) = [Φ−1

α (x, 1), y],

la cual está bien definida y también es continua. A continuación mostraremos que
es la inversa de Ψα.

Ψα ◦Ψ′
α(x, y) = Ψα([Φ

−1
α (x, 1), y])

= (p ◦ Φ−1
α (x, 1), pr2 ◦ Φα ◦ Φ−1

α (x, 1) · y)
= (pr1(x, 1), pr2(x, 1) · y)
= (x, y)

y también

Ψ′
α ◦Ψα[e, y] = Ψ′

α(p(e), pr2 ◦ Φα(e) · y)
= [Φ−1

α (p(e), 1), pr2 ◦ Φα(e) · y]
= [Φ−1

α (p(e), 1) · pr2 ◦ Φα(e), y]

= [Φ−1
α (p(e), pr2 ◦ Φα(e)), y]

= [Φ−1
α (pr1 ◦ Φα(e), pr2 ◦ Φα(e)), y]

= [Φ−1
α ◦ Φα(e), y]

= [e, y].
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Finalmente, calculamos las funciones de transición con respecto al atlas
{(Uα,Ψα)}, sea x ∈ Uα ∩ Uβ y y ∈ Y , entonces

g̃αβ(x)(y) = pr2 ◦Ψα ◦Ψ−1
β (x, y)

= pr2 ◦Ψα([Φ
−1
β (x, 1), y])

= pr2(p ◦ Φ−1
β (x, 1), pr2 ◦ Φα ◦ Φ−1

β (x, 1) · y)
= pr2 ◦ Φα ◦ Φ−1

β (x, 1) · y
= gαβ(x)(1) · y

por lo que si g = gαβ(b)(1) entonces

g̃αβ(b) = lg : Y → Y.

2.1.2. El haz esférico inducido por un haz vectorial

Un haz esférico unitario se construye a partir de un haz vectorial (en esta tesis
nos concentraremos en el caso de haces vectoriales complejos). Para poder hablar
de una esfera, es necesario primero hablar antes de una noción de medida y un
producto interno es lo que nos permite poder medir en este caso. Hatcher define
en [25] un producto interno en haces vectoriales reales, nosotros trataremos el caso
de los haces vectoriales complejos.

Definición 2.1.8. (Producto interno) Un producto interno en un haz vectorial
complejo π : V → B es un mapeo ⟨·, ·⟩ : E⊕E → C el cual es un producto interno
en cada fibra, es decir, es una forma sesquilineal hermitiana y definida positiva.

El siguiente teorema bajo ciertas condiciones de la base del haz vectorial nos
garantiza la existencia de productos internos.

Proposición 2.1.9. Un producto interno existe para un haz vectorial π : V → B
si B es compacto y Hausdorff o más generalmente paracompacto y Hausdorff.

Demostración. Sea π : V → B un haz vectorial y consideremos un atlas de tri-
vializaciones locales {(Uα,Φα)}α∈J . Dado que B es paracompacto y Hausdorff,
podemos garantizar la existencia de una partición de la unidad {uα}α∈J su-
bordinada a la cubierta {Uα}α∈J . Notemos que tenemos un producto interno
qα : Uα × (Cn × Cn) → C inducido por el producto interno usual de Cn

qα(b, z, w) = z1w1 + z2w2 + · · ·+ znwn.

De esta manera tenemos definidos localmente a los productos internos

⟨·, ·⟩α : π−1(Uα)× π−1(Uα) → C
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dados por
⟨e, e′⟩α = qα ◦ (Φα ⊕ Φα)

en donde Φα ⊕ Φα : π
−1(Uα)× π−1(Uα) → Uα × (Cn × Cn) está dado por

(Φα ⊕ Φα)(e, e
′) = (p(e), pr2Φα(e), pr2Φα(e

′)).

Entonces definimos el producto interno ⟨·, ·⟩ : E ⊕ E → C como

⟨e, e′⟩ =
∑
α∈J

uα(p(e))⟨e, e′⟩α

el cual es continuo y su restricción a la fibra p−1(b) es

⟨e, e′⟩ =
n∑
i=1

uαi
(b)⟨e, e′⟩α αi ∈ J, uαi

(b) ̸= 0 ,

que es una forma bilineal hermitiana definida positiva.

Una vez garantizada la existencia de un producto interno en un haz vectorial V ,
la longitud de los vectores está definida, aśı que podemos considerar el subespacio
S(V ).

Definición 2.1.10 (Haz esférico inducido por un haz vectorial). Sea π : V → B
un haz vectorial complejo. Definimos el espacio total del haz esférico como

S(V ) := {v ∈ Vb | b ∈ B, |v| = 1}

junto la proyección natural πS : S(E) → B.

Antes de probar que en efecto el haz esférico es un haz fibrado, consideremos
el siguiente lema [32].

Lema 2.1.11. Cualquier marco local para un haz vectorial induce trivializaciones
locales del haz vectorial.

Demostración. Sea π : V → B un haz vectorial de rango n y {σi} un marco local
para V sobre un abierto U ⊂ B. Definimos un mapeo Ψ: U ×Cn → π−1(U) dado
por

Ψ(b, (z1, . . . , zn)) =
n∑
i=1

ziσi(b).

Dado que {σi(b)} forma una base para Vb entonces es claro que Ψ es biyectiva,
además restringido a la fibra π−1(b) se tiene que Ψ es un isomorfismo ya que

Ψ(b, ej) = σj(b)
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y entonces manda bases en bases. Si probamos que Ψ es un homeomorfismo,
entonces (U,Ψ−1) es una trivialización local inducida por el marco local {σi}.

Notemos que como Ψ es biyectiva entonces es suficiente probar que es un
homeomorfismo local. Dado b0 ∈ U , podemos escoger una trivialización local
(V,Φ) de manera que b0 ∈ V y además podemos suponer que V ⊂ U (o de lo
contrario tomamos la intersección y restringimos la trivialización). Dado que Φ es
un homeomorfismo basta probar que

Φ ◦Ψ|V×Cn : V × Cn → V × Cn

es un homeomorfismo para poder concluir que Ψ restringe a un homeomorfismo
Ψ|V×Cn : V × Cn → π−1(V ) como podemos ver en el siguiente diagrama conmu-
tativo

V × Cn
Ψ|V ×Cn //

pr1
''

π−1(V ) Φ //

π

��

V × Cn

pr1
ww

V.

Notemos que como Φ ◦ σi|V : V → V ×Cn es continua, entonces existen funciones
σ1
i , . . . , σ

n
i : V → C tal que

Φ ◦ σi(b) = (b, (σ1
i (b), . . . , σ

n
i (b))).

Luego en V × Cn tenemos que

Φ ◦Ψ(p, (z1, . . . , zn)) = Φ

(
n∑
i=1

ziσi(p)

)
=

(
b,

n∑
i=1

ziσ
1
i (p), . . . ,

n∑
i=1

ziσ
n
i (p)

)

de donde se tiene que es continua. Para probar que (Φ◦Ψ)−1 es continua, notemos
que la matriz (σji (p)) es invertible para cada p ya que (σi(p)) es una base para Vp.
Sea (τ ji (p)) la matriz inversa. Dado que tomar la inversa es continua en GL(n,C),
las funciones τ ji son continuas, aśı que

(Φ ◦Ψ)−1(p, (w1, . . . , wn)) =

(
b,

n∑
i=1

wiτ
1
i (p), . . . ,

n∑
i=1

wiτ
n
i (p)

)

es continua.

Procedemos a mostrar el teorema

Teorema 2.1.12. El haz esférico S(V ) inducido por el haz vectorial complejo
π : V → B de rango n es un haz fibrado con fibra S2n−1.
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Demostración. Sea (U,Φ) una trivialización local para el haz vectorial π : V → B,
entonces tenemos el marco local {σi} dado por

σi(p) := Φ−1(p, ei).

Dado que por hipótesis B es paracompacto y Hausdorff, entonces existe un produc-
to interno ⟨, ⟩ : V ⊕V → C. Aplicando el proceso de Gram–Schmidt punto a punto
para las secciones locales {σi} utilizando el producto interno, obtenemos secciones
locales {σ′

i : U → V } de manera que son ortonormales en cada fibra. Utilizando el
lema anterior obtenemos una trivialización local (U,Ψ) con Ψ: π−1(U) → U ×Cn

tal que
σ′
i(b) = Ψ−1(b, ei).

Consideremos el mapeo

Ψ|S(V ) : π
−1(U) ∩ S(V ) → U × Cn.

Notemos que cualquier elemento e ∈ π−1(U) es de la forma e =
n∑
i=1

ziσ
′
i(π(e)), aśı

que

e ∈ S(V ) ⇔

∣∣∣∣∣
n∑
i

ziσ
′
i(π(e))

∣∣∣∣∣ = 1

⇔

〈
n∑
i

ziσ
′
i(π(e)),

n∑
i

ziσ
′
i(π(e))

〉
= 1

⇔
n∑
i=1

zizi =
n∑
i=1

|zi|2 = 1

⇔ z = (z1, . . . , zn) ∈ S2n−1,

por lo tanto Ψ|S(V )(π
−1(U) ∩ S(V )) = U × S2n−1 ya que Ψ es biyectiva, entonces

Ψ|S(V ) : π
−1(U) ∩ S(V ) → U × S2n−1

es una trivialización local cuya inversa es

Ψ−1|S(V ) : U × S2n−1 → π−1(U) ∩ S(V ).

En el caso en que el haz vectorial complejo π : V → B es un haz lineal complejo,
tenemos el haz esférico

S1 → S(V )
πS→ B
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pero aún más, dado que hemos construido un atlas de trivializaciones locales
(Uα,Φα) a partir de trivializaciones locales de un haz vectorial, entonces tenemos
que

Φα ◦ Φ−1
β : (Uα ∩ Uβ)× S1 → (Uα ∩ Uβ)× S1

satisface que
Φα ◦ Φ−1

β (b, z) = (b, gαβ(b) · z)

en donde gαβ(b) ∈ GL(1,C) = C×, aśı que como gαβ(b) · z ∈ S1 entonces

1 = |gαβ(b) · z| = |gαβ(b)| · |z| = |gαβ(b)|

por lo tanto gαβ(b) ∈ S1, ∀b. Podemos concluir que πS : S(V ) → B es un haz
S1–principal.

En el caso general para un haz vectorial complejo de rango n, podemos definir
una acción de S1 sobre S(V ) dada como uno esperaŕıa, si e =

∑n
i=1 ziσi(π(e)) y

u ∈ S1 entonces

e · u = Φ−1(Φ(e) · u) =
n∑
i=1

(ziu)σi(π(e))

en donde la acción de S1 sobre U × S2n−1 está dada por

(b, z) · u = (b, zu).

Esta definición es independiente de la carta Φ ya que la función de transición
gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(n,C) satisface

[gαβ(b)(z)] · u = gαβ(b)(zu).

De la definición es claro que πS(e · u) = πS(e).

2.1.3. El haz proyectivo inducido por un haz vectorial

De manera análoga al haz esférico y al haz de discos, a partir de un haz
vectorial podemos construir un haz fibrado cuyas fibras son espacios proyectivos.
En esta tesis prestaremos más atención a los haces proyectivos cuyas fibras son
espacios proyectivos complejos.

Definición 2.1.13. Sea π : V → B un haz vectorial complejo. Definimos el espa-
cio total del haz proyectivo inducido como

P (V ) := {W | W ⊂ Vb, b ∈ B, dimW = 1}

junto con la proyección natural πP : P (V ) → B
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Notemos que una consecuencia inmediata de la definición es que

P (V )b = (πP )
−1(b) = P (Vb) ∼= CP n−1

Proposición 2.1.14. Sea π : V → B un haz vectorial complejo de dimensión n.
El haz proyectivo inducido πP : P (V ) → B es un haz fibrado cuya fibra en cada
punto es homeomorfa a CP n−1.

Ahora bien, nos gustaŕıa calcular la cohomoloǵıa con coeficientes enteros del
espacio total P (V ), para eso nos podemos considerar el haz vectorial tautológico
Γ sobre este espacio total,

Γ = {(W,w) | W ⊂ Vb, b ∈ B, w ∈ W}

junto con la proyección natural q : Γ → P (V ). De esta manera se tiene que

Γb → P (V )b ∼= CP n−1

es el haz tautológico usual sobre el proyectivo complejo (el cual usualmente se
denota como γ → CP n−1). Con este nuevo haz en mente, podemos utilizar el
siguiente teorema que relaciona la cohomoloǵıa del espacio total de un haz fibrado
con la cohomoloǵıa de la base y la fibra.

Teorema 2.1.15 (Leray–Hirsch). Sea p : E → B un haz fibrado con fibra F tal
que para algún anillo conmutativo de coeficientes R se satisfacen las siguientes
condiciones

a) Hn(F ;R) es un R–módulo libre finitamente generado para cada n.

b) Existen clases cj ∈ Hkj(E;R) cuya restricción ι∗(cj) forman una base para
H∗(F ;R) en cada fibra F , en donde ι : F ↪→ E es la inclusión de la fibra.

Entonces el mapeo Φ: H∗(B;R)⊗R H
∗(F ;R) → H∗(E;R), dado por∑

ij

bi ⊗ ι∗(cj) 7→
∑
ij

p∗(bi) ∪ cj

es un isomorfismo de R–módulos.

Una demostración de este teorema la podemos encontrar en la sección 4.D
sobre la cohomoloǵıa de haces fibrados en [25]. La principal consecuencia del teo-
rema es que podemos ver a la cohomoloǵıa H∗(E;R) como un H∗(B;R)–módulo
libre con base {cj}, en donde la estructura de H∗(B;R)–módulo está dada por

b · c := p∗(b) ∪ c b ∈ H∗(B;R) y c ∈ H∗(E;R).
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Regresando a nuestro haz fibrado πP : P (V ) → B, notemos que se cumplen
las hipótesis del teorema utilizando las clases de Chern del haz tautológico. Las
clases caracteŕısticas son una herramienta que relaciona los haces vectoriales con
la cohomoloǵıa del espacio base, de manera que se satisface una condición de
naturalidad con respecto a pull–backs. Para el lector no familiarizado con estos
conceptos, en el Apéndice A se pretende dar una breve introducción a las clases
de Chern aśı como también a sus propiedades.

Notemos que las inclusiones de la fibra

ιb : P (V )b ∼= CP n−1 ↪→ P (V ) b ∈ B

satisfacen
ι∗b(c1(Γ)) = c1(γb) = c1(γ).

Por el teorema 14.4 de [37] sabemos que c1(γ) genera el anillo de cohomoloǵıa
H∗(CP n−1;Z), entonces estamos bajo las hipótesis del teorema de Leray–Hirsch.
Se sigue que cualquier elemento a ∈ H∗(P (V );Z) se puede escribir como

a = π∗
P (b0) + π∗

P (b1)c1(γ) + · · ·+ π∗
P (bn−1)(c1(γ))

n−1 bi ∈ H∗(B;Z).

Otra propiedad importante que relaciona al haz proyectivo inducido con el haz
esférico unitario es el siguiente teorema:

Teorema 2.1.16. Sea π : V → B un haz vectorial complejo, el mapeo

r : S(V ) → S(V )/S1 ∼= P (V )

dado por
r(e) = [e]S1

define un haz S1–principal.

Por otro lado, notemos que se tiene un diagrama conmutativo que nos relaciona
estos tres haces involucrados

S(V ) r //

πS
$$

P (V )

πP
��
B

ya que estas proyecciones no mueven la fibra, es decir

πP r(e) = πP [e] = b = πS(e)
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2.2. El pushforward en cohomoloǵıa

Usualmente pensamos a la cohomoloǵıa como una sucesión de funtores con-
travariantes sobre una cierta categoŕıa de espacios topológicos a la categoŕıa de
grupos abelianos. Los funtores contravariantes sobre esta categoŕıa mandan fun-
ciones continuas a homomorfismos de grupos abelianos, con la particularidad de
que se invierte el dominio y contradominio de la función, este tipo de asignación
usualmente es conocida como el pullback asociado a una función. Cuando el funtor
hace este tipo de asignación se le conoce como contravariante, a diferencia de los
funtores covariantes cuyos mapeos inducidos no cambian el dominio y contrado-
minio de las funciones. Este tipo de asignación es conocida como pushforward.

La integración de formas diferenciables es una herramienta fundamental en el
estudio de las variedades diferenciables, es a partir de esta herramienta que bajo
ciertas circunstancias es posible definir un mapeo en “dirección contraria”. La
circunstancia que más nos interesa en este trabajo es el caso de un haz fibrado
π : E → B, por lo que nos gustaŕıa definir un mapeo adecuado

π! : H
k(E) → H l(B).

Nota. Cuando no escribimos coeficientes para la cohomoloǵıa/homoloǵıa, uno
usualmente se refiere a los coeficientes enteros, es decir,

Hn(B) = Hn(B;Z) y Hn(B) = Hn(B;Z).

Pensamos primero en la cohomoloǵıa de De Rham en la categoŕıa de variedades
diferenciables. Recomendamos [32] y [13] en donde se muestra una definición y
propiedades que satisface la cohomoloǵıa de De Rham, es en esta última referencia
en donde desarrollan un pushforward asociado al mapeo π, también conocido como
la integración a lo largo de la fibra. El nombre se debe a lo siguiente: Consideremos
el haz vectorial real trivial π : E → B diferenciable de rango n, entonces

E = B × Rn y π = pr1,

sean x1, . . . , xn las coordenadas en la fibra Rn, tenemos que cualquier forma dife-
renciable es una combinación lineal de dos tipos de formas.

1. Las formas que contienen como factor a la n–forma dx1 · · · dxn.

η1 = (π∗ω)f(b, x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn

con ω una forma en B.

2. La formas que no contienen como factor a la n–forma dx1 · · · dxn.

η2 = (π∗ω)f(b, x1, . . . , xn)dxi1 · · · dxir , r < n

con ω una forma en B.
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En ambos casos la función f tiene soporte compacto para cada b ∈ B fijo. De esta
manera se define la integración a lo largo de fibra π! con las siguientes asignaciones

π!(η) =

{(∫
Rn f(b, x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

)
ω si η = η1

0 si η = η2

y se extiende por linealidad. Para cualquier haz vectorial π : E → B de rango n
se utiliza la trivialidad local para extender la definición anterior. Posteriormente
se muestra que este mapeo π! conmuta con la derivada exterior para aśı obtener
un mapeo en la cohomoloǵıa de DeRham

π! : H
k(E;R) → Hk−n(B;R).

Este mapeo satisface las siguientes propiedades:

Teorema 2.2.1. La integración a lo largo de la fibra satisface las siguientes pro-
piedades:

a) Sea π : E → B un haz vectorial orientado de rango n, consideremos η ∈
Ωcv(E) (una forma en E con soporte compacto a lo largo de la fibra) y
ω ∈ Ω(B). Entonces

π!(π
∗ω ∧ η) = ω ∧ π!η.

b) Supongamos además que B es una variedad orientada, η ∈ Ωk
cv(E) y ω ∈

ΩdimE+n−k
c (B). Con la orientación local producto en E se tiene que∫

E

(π∗ω) ∧ η =

∫
B

ω ∧ π!(η).

También mencionamos el teorema de la dualidad de Poincaré para variedades
orientadas en su versión para formas diferenciables (el cual podemos encontrar
también en [13]), este nos dice que la asignación

P : Hk(B) → Hom(Hdim B−k(B),R)

dada por

P (β)(ω) =

∫
B

β ∧ ω

es un isomorfismo.

Proposición 2.2.2. Sea π : V → B un haz vectorial de rango n, con B una
variedad diferenciable compacta y orientable, consideremos ω una forma sobre B
y η una forma sobre E, la siguiente propiedad de la integración a lo largo de la
fibra ∫

B

ω ∧ π!(η) =
∫
E

π∗ω ∧ η

es una propiedad que la caracteriza de manera única.
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Demostración. Supongamos que existe otro mapeo de integración π′
! de grado −n

tal que satisface la propiedad anterior, entonces tenemos que∫
B

ω ∧ π!(η) =
∫
E

π∗ω ∧ η =

∫
B

ω ∧ π′
!(η) ∀ω, η

por lo tanto ∫
B

π!(η) ∧ ω =

∫
B

π′
!(η) ∧ ω.

Aśı que
P (π!(η))(ω) = P (π!(η))(ω) ∀ω

luego
P (π!(η) = P (π!(η)).

Pero como P es un isomorfismo entonces

π!(η) = π′
!(η) ∀η

de donde concluimos que
π! = π′

!.

Ahora bien, si uno quiere transportar estas ideas a la cohomoloǵıa singular,
primero uno tiene que pensar en la integración. Por [37] sabemos que la integración
sobre variedades cerradas y orientadas está relacionada con un emparejamiento
⟨·, ·⟩ : Hk(B)×Hk(B) → Z, el cual está dado por

⟨b, c⟩ = h(b)(c)

en donde
h : Hk(B) → Hom(Hk(B),Z)

es el mapeo que aparece en el teorema de coeficientes universales para cohomo-
loǵıa. En el caso en que la cohomoloǵıa y la homoloǵıa no coincidan en dimensión,
el emparejamiento se extiende haciendo que en esos casos sea igual a 0. Utilizando
el emparejamiento anterior, la integración de un elemento a ∈ HdimB(B) sobre la
variedad B está dada por

⟨b, [B]⟩ = h(b)([B])

en donde [B] ∈ HdimB(B) es la clase fundamental en homoloǵıa.
En las referencias [44] y [46], encontramos que el pushforward de un mapeo

f : X → Y con X, Y variedades orientadas, se define para cohomoloǵıa singular
utilizando la dualidad de Poincaré que relaciona la cohomoloǵıa singular con la
homoloǵıa singular y el pushforward en homoloǵıa

f! = P.D−1
Y ◦ f∗ ◦ P.DX ,
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de esta manera obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Hk(X)

P.DX

��

f! // Hk−dimX+dimY (Y )

P.DY

��
HdimX−k(X)

f∗
// HdimX−k(Y ).

Analicemos el caso en que f = π : E → B es un haz fibrado con fibra F , en
donde B y F son variedades orientadas y E tiene la orientación local producto,
afirmamos que se tiene la siguiente igualdad

⟨b ∪ π!(e), [B]⟩ = ⟨π∗(b) ∪ e, [E]⟩

que se traduce en
h(b ∪ π!(e))[B] = h(π∗(b) ∪ e)([E]).

En efecto, utilizando la relación entre el producto cup y cap tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

Hk(B)

−∪π!(e)
��

h // Hom(Hk(B),Z)

(π!(e)∩−)∗

��
Hk+l(B)

h
// Hom(Hk+l(B),Z)

por lo que tenemos la siguiente igualdad

h(b ∪ π!(e))[B] = h(b)(π!(e) ∩ [B]) = h(b)(P.DB ◦ π!(e))
= h(b)(π∗ ◦ P.DE(e)) = h(b)(π∗(e ∩ [E])).

Utilizando la naturalidad del teorema de coeficientes universales para cohomoloǵıa
se tiene el siguiente diagrama

Hk(B)

π∗

��

h // Hom(Hk(B),Z)

(π∗)∗

��
Hk(E)

h
// Hom(Hk(E),Z)

de donde se tiene la siguiente igualdad

h(b)(π∗(e ∩ [E])) = h(π∗(b))(e ∩ [E]) = h(π∗(b) ∩ e)([E]).

A diferencia de lo que sucede en la cohomoloǵıa de DeRham esta propiedad en
general no determina de manera única al mapeo π! ya que los grupos de homoloǵıa
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podŕıan tener torsión, de manera que h no es un isomorfismo, sin embargo si uno
trabaja en los casos en que h es un isomorfismo (si el coeficiente de la cohomoloǵıa
es un campo o Z y todos los grupos de cohomoloǵıa son libres) entonces la igualdad
anterior determina de manera única al pushforward.

Examinemos el siguiente ejemplo: Sea

p̂ = pr2 : T = S1 × Ŝ1 → Ŝ1

entonces p̂ es un haz fibrado trivial con fibra S1. Utilizando el teorema de Künneth
para cohomoloǵıa sabemos que

H0(T ) ∼= H0(S1)⊗H0(Ŝ1) = Z(1⊗ 1̂)

H1(T ) ∼= H1(S1)⊗H0(Ŝ1)⊕H0(S1)⊗H1(Ŝ1) = Z(θ ⊗ 1̂)⊕ Z(1⊗ θ)

H2(T ) ∼= H1(S1)⊗H1(Ŝ1) = Z(θ ⊗ θ̂)

y que además el isomorfismo de Künneth entre los anillos de cohomoloǵıa

× : H∗(S1)⊗H∗(Ŝ1) → H∗(T )

está dado por
a× b = pr∗1(a) ∪ pr∗2(b).

Afirmamos que

p̂!(a⊗ b) = ⟨a, [S1]⟩b a ∈ H∗(S1), b ∈ H∗(Ŝ1).

Dado que los grupos de homoloǵıa involucrados son libres de torsión basta ver
que esta definición satisface la propiedad que define al pushforward

⟨b ∪ p̂!(e), [Ŝ1]⟩ = ⟨p∗(b) ∪ e, [T ]⟩.

Basta ver que se cumple la igualdad anterior para cada generador aditivo e. Te-
nemos los siguientes casos

p̂! : H
2(T ) → H1(Ŝ1), entonces b ∈ H0(Ŝ1), por lo tanto

⟨b ∪ p̂!(e), [Ŝ1]⟩ = ⟨np̂!(θ ⊗ θ̂), [Ŝ1]⟩ = n

⟨p̂∗(b) ∪ e, [T ]⟩ = ⟨p̂∗(n) ∪ (θ ⊗ θ̂), [T ]⟩ = ⟨n(θ ⊗ θ̂), [T ]⟩ = n

p̂! : H
1(T ) → H0(Ŝ1), entonces b ∈ H1(Ŝ1), además en esta situación tene-

mos dos generadores. Primero si e = 1⊗ θ̂

⟨b ∪ p̂!(e), [Ŝ1]⟩ = ⟨(nθ) ∪ p̂!(1⊗ θ̂), [Ŝ1]⟩ = ⟨(nθ) ∪ 0, [Ŝ1]⟩ = 0

⟨p̂∗(b) ∪ e, [T ]⟩ = ⟨p̂∗(nθ) ∪ (1⊗ θ̂), [T ]⟩ = ⟨n(1⊗ θ̂) ∪ (1⊗ θ̂), [T ]⟩ = 0.
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Y si e = θ ⊗ 1̂

⟨(nθ̂) ∪ p̂!(θ ⊗ 1̂), [Ŝ1]⟩ = ⟨nθ̂ ∪ 1̂, [Ŝ1]⟩ = ⟨nθ̂, [Ŝ1]⟩ = n

⟨p̂∗(nθ̂) ∪ θ ⊗ 1̂, [T ]⟩ = ⟨n(θ̂ ⊗ 1) ∪ (θ ⊗ 1̂), [T ]⟩ = ⟨n(θ ⊗ θ̂), [T ]⟩ = n.

Dado que para cualquier otra dimensión de la cohomoloǵıa p̂! = 0 y en los gene-
radores los mapeos coinciden, entonces concluimos que

p̂!(a⊗ b) = ⟨a, [S1]⟩b a ∈ H∗(S1), b ∈ H∗(Ŝ1).

es tal que
p̂! = P.D−1

Ŝ1
◦ p̂∗ ◦ P.DT .

2.3. La sucesión de Gysin

La sucesión de Gysin es una herramienta que utilizaremos a menudo para
poder calcular el pushforward en cohomoloǵıa. Es una sucesión exacta larga en
cohomoloǵıa asociada a un haz fibrado π : E → B cuya fibra es una esfera Sn y en
donde se satisface que π1(B) actúa de manera trivial sobre H∗(Sn). Los mapeos
involucrados son π∗, π! y el producto cup con cierto elemento c ∈ Hn+1(B). Para
demostrar la siguiente proposición utilizaremos sucesiones espectrales.

Proposición 2.3.1. Sea π : E → B un haz fibrado con fibra Sn en donde B
es arcoconexo y π1(B) actúa de manera trivial sobre H∗(Sn). Entonces existe
c ∈ Hn+1(B) tal que el producto c ∪ (−) es parte de una sucesión exacta larga en
cohomoloǵıa de la forma

· · · // Hk(B) π∗
// Hk(E)

π! // Hk−n(B)
c∪(−) // Hk+1(B) // · · ·

Demostración. Dado que π1(B) actúa de manera trivial sobre H∗(Sn) entonces
los coeficientes de la sucesión espectral asociada al haz fibrado π : E → B son no
torcidos. Aśı que utilizando que la cohomoloǵıa de Sn no se anula únicamente en
dimensiones 0 y n, entonces Ep,q

2 = Ep,q
n+1 está dada por
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n H0(B) H1(B) H2(B) · · · Hn(B) Hn+1(B)

...
...

...
...

...
...

...

1 0 0 0 · · · 0 0

0 H0(B) H1(B) H2(B) · · · Hn(B) Hn+1(B)

0 1 2 3 4 5

dn+1

Sea x ∈ H0(B) ∼= E0,n
n+1 un generador y definimos

c := dn+1(x).

Dado que cualquier elemento en E∗,n
n+1 es de la forma x · b para b ∈ E∗,0

n+1
∼= H∗(B)

entonces utilizando la propiedad de derivación de la diferencial dn+1, obtenemos
que

dn+1(x · b) = dn+1(x) · b+ (−1)nx · dn+1(b) = dn+1(x) · b = c ∪ b.

Esto prueba que tenemos el diagrama conmutativo

Hk(B)
c∪(−) //

∼=
��

Hk+n+1(B)

∼=
��

Ek,n
n+1 dn+1

// Ek+n+1,0
n+1 .

Notemos que las sucesiónes exactas

0 // Ker(dn+1) // Ep,n
2

dn+1 // Ep+n+1,0
2

// Coker(dn+1) // 0

dan lugar a las sucesiones exactas

0 // Ep,n
∞

// Ep,n
2

dn+1 // Ep+n+1,0
2

// Ep+n+1,0
∞

// 0.

Por otro lado, de la filtración y la convergencia de la sucesión espectral se tienen
las sucesiones exactas cortas

0 // Ek,0
∞

// Hk(E) // Ek−n,n
∞

// 0.
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Pegando estas sucesiones exactas cortas obtenemos la sucesión exacta larga

· · · // Hk(B) // Hk(E) // Hk−n(B)
c∪(−) // Hk+1(B) // · · · ,

Se tiene que el mapeo Hk(B) → Hk(E) es la composición de los mapeos

Ep+n+1,0
2

r // Ep+n+1
∞

j // Hp+n+1(E)

en donde r es la proyección y j la inclusión, aśı que podemos concluir que es el
mapeo π∗ : Hk(B) → Hk(E). Para ver que la composición

Hk(E) // Ek−n,n
∞

// Ek−n,n
2

es igual al mapeo π! dejamos como referencia [13].

Dado un haz vectorial complejo π : V → B de rango n, podemos considerar el
haz esférico πS : S(V ) → B, de manera que obtenemos un haz fibrado cuya fibra
es S2n−1. Para poder aplicar la proposición anterior basta ver que π1(B) actúa de
manera trivial sobre H∗(S2n−1) y para probar esto necesitamos utilizar el hecho
de que los haces vectoriales complejos son orientados.

Proposición 2.3.2. Sea π : V → B un haz vectorial complejo de rango n, en-
tonces el haz esférico πS : S(V ) → B satisface que π1(B) actúa de manera trivial
sobre la cohomoloǵıa de la fibra, es decir, sobre H∗(S2n−1).

Demostración. Notemos que para un pullback de un haz fibrado la acción del
grupo fundamental de la base se relaciona de la siguiente manera como podemos
observar en el diagrama

F × {0} � � //
� _

��

E //

��

E ′

��
F × I α

//

Hα

;;

H′
fα

66

B
f
// B′

de esta manera
(Hα)1 : F → F

es igual a
(H ′

fα)1 : F → F.
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Ahora bien, como π : V → B es un haz vectorial real orientado, entonces tenemos
el siguiente pullback

S2n−1 Id //

��

S2n−1

��
S(V ) //

��

ESO2n ×SO2n S
2n−1

��
B // BSO2n.

Como BSO2n es simplemente conexo, entonces por el argumento anterior de los
pullbacks y la acción, podemos concluir que π1(B) actúa de manera trivial sobre
H∗(S2n−1).

Nota. En el caso en que tenemos un haz esférico de un haz vectorial complejo
πS : S(V ) → B, a la clase de Euler c ∈ H2n(B) la denotaremos como clase de
Chern cn(S(V )).

El teorema anterior nos permite afirmar que existe una sucesión de Gysin
equivariante en el siguiente sentido:

Supongamos que tenemos un haz vectorial complejo G–equivariante π : V → B
entonces probamos que p : EG ×G V → EG ×G B es un haz vectorial complejo
del mismo rango. Por lo tanto existe una sucesión de Gysin con respecto a la
cohomoloǵıa de Borel G–equivariante

· · · // Hk
G(B) π∗

// Hk
G(S(V ))

π! // Hk−n
G (B)

cG1 (S(V ))
// Hk+1

G (B) // · · ·

2.4. Cohomoloǵıa equivariante

La cohomoloǵıa y K–teoŕıa equivariante surgen como una generalización de las
teoŕıas respectivas no equivariantes para espacios que llevan consigo una acción de
un grupo topológico G. Dichos espacios reciben el nombre de G–espacios (en esta
tesis cuando nos refiramos a G–espacios supondremos que la acción del espacio es
izquierda, a menos que se especifique lo contrario).

En la literatura podemos mencionar varios trabajos en donde se desarrolla
la teoŕıa de cohomoloǵıa equivariante, [15] desarrolla su teoŕıa con el objetivo
de estudiar clases de homotoṕıa de funciones equivariantes entre G–espacios y
como herramienta surge una noción de teoŕıa de cohomoloǵıa G–equivariante, su
teoŕıa se desarrolla restringiendo a los casos en que G es un grupo finito. Quizá la
referencia más importante en este ámbito es [36] en donde podemos encontrar una
generalización importante a las teoŕıas de cohomoloǵıa en su caso equivariante aśı
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como también con teoremas clásicos de homotoṕıa equivariante. En [5] existe un
primer acercamiento entre la cohomoloǵıa equivariante singular y la teoŕıa de De
Rham equivariante. Recientemente surgió una referencia de Loring Tu, en donde
se desarrolla la cohomoloǵıa equivariante y finaliza con una versión del teorema
de De Rham equivariante [45].

La idea de estas teoŕıas de cohomoloǵıa es ser una extensión en el siguiente
sentido: Si G es el grupo trivial entonces obtenemos la teoŕıa de cohomoloǵıa no
equivariante respectiva. Otra idea importante es que estas teoŕıas equivariantes
nos capturen la acción y de cierta manera puedan distinguir espacios que son
iguales pero que tienen distintas acciones. Requerimos que el espacio junto con la
acción de G se pueda codificar a tal punto de que se pierda lo menos posible la
información de la acción en el proceso, con esta idea en mente surge la siguiente
definición:

Definición 2.4.1. Sea G un grupo topológico y X un G–espacio. Definimos la
construcción de Borel de X como el espacio

XG = EG×G X.

Utilizando la definición anterior, podemos definir la cohomoloǵıa equivariante
de un G–espacio.

Definición 2.4.2. Sea G grupo topológico y X un G–espacio, definimos la coho-
moloǵıa G–equivariante de Borel entera como la cohomoloǵıa entera usual de la
construcción de Borel

Hn
G(X;Z) = Hn(XG;Z).

Es posible definir la cohomoloǵıa relativa en el caso en que A ⊆ X es invariante
bajo la G–acción. Como es de esperarse, la cohomoloǵıa equivariante de Borel
satisface propiedades análogas al caso no equivariante [2], [36].

Proposición 2.4.3. Sea G un grupo compacto de Lie, la cohomoloǵıa equivariante
de Borel consiste de una sucesión de funtores Hn

G de la categoŕıa de G–CW–pares
a la categoŕıa de grupos abelianos que satisface las siguientes propiedades:

1. Hn
G es G–invariante homotópico, es decir,

Hn
G(f0) = Hn

G(f1)

si f0, f1 : X → Y son funciones G–homótopas.

2. Si (X,A) es un G–CW–par en la categoŕıa de G–CW–complejos, entonces
existe una sucesión exacta larga y natural de grupos abelianos

· · · → Hn
G(X,A) → Hn

G(X) → Hn
G(A) → Hn+1

G (X,A) → · · ·
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3. Si X =
∐

αXα con Xα un G–CW–complejo y ια : Xα ↪→ X son las inclu-
siones, entonces el mapeo producto∏

α

ι∗α : H
n
G(X) →

∏
α

Hn
G(Xα)

es un isomorfismo para cada n.

4. Si X se obtiene de X1 pegando X2 mediante una G–función celular φ : X0 →
X1 en donde X0 es un subcomplejo de X2, entonces existe una sucesión
exacta larga de Mayer–Vietoris

· · · → Hn−1
G (X0) → Hn

G(X) → Hn
G(X1)⊕Hn

G(X2) → Hn
G(X0) → · · ·

Ahora bien, dado un grupo topológico G y un G–espacio X, consideremos el
haz G–principal universal

π : EG→ BG.

Notemos que podemos ver a la construcción de Borel XG como el espacio total
del haz asociado al haz universal anterior

p : XG = EG×G X → BG

de manera que la fibra del haz seráX, es decir, que podemos considerar la inclusión
de la fibra

ι : X ↪→ XG.

Esta inclusión induce un homomorfismo en cohomoloǵıa

ι∗ : Hn(XG) → Hn(X)

por lo tanto tenemos un mapeo que nos relaciona la cohomoloǵıa equivariante con
la no equivariante

ι∗ : Hn
G(X) → H∗(X).

Decimos que una clase en H∗(X) admite una extensión equivariante si está en
la imagen del homomorfismo anterior.

Definición 2.4.4. Sean X, Y dos G–espacios, decimos que f : X → Y es un
G–mapeo equivariante si

f(g · x) = g · f(x) ∀g ∈ G.

La anterior definición nos permite definir la noción de haces vectoriales que
tienen mayor estructura en el espacio total y en la base, de manera que estos dos
espacios estén relacionados mediante la proyección del haz vectorial.
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Definición 2.4.5. Un haz vectorial π : V → X se dice G–equivariante si V y X
son G–espacios y π : V → X es un G–mapeo tal que para toda g ∈ G y todo
x ∈ X el mapeo

lg : Vx → Vg·x

es un mapeo lineal.

Nota. De ahora en adelante cuando digamos que π : V → X es un haz vectorial
G–equivariante, nos referiremos a un haz vectorial complejo G–equivariante a
menos que se indique lo contrario.

Un primer resultado importante para los haces vectoriales G–equivariantes es
lo siguiente:

Proposición 2.4.6. Sea π : V → X un haz vectorial G–equivariante y conside-
remos {(Uα,Φα)} un atlas de trivializaciones locales, denotemos por

lg : V → V y lg : X → X

a la multiplicación izquierda inducida por la G–acción. Para cada g ∈ G fi-
ja y (Uα,Φα) una carta del atlas, existe una carta (Wαβ,Φα) y una función
ρgαβ : Wαβ → GL(n,C) de manera que tenemos el siguiente diagrama conmuta-
tivo

π−1(Wαβ)
lg //

Φα

��

π−1(Zαβ)

Φβ

��
Wαβ × Cn

l̃g

// Zαβ × Cn

en donde Zαβ ⊂ Uα es un abierto y l̃g : Wαβ × Cn → Zαβ × Cn está dada como

l̃g(x, z) = (g · x, ρgαβ(x)z)

y además

gαγ(g · x) = ρgαβ(x)ρ
g−1

βγ (x) ∀x ∈ l−1
g (Uα ∩ Uγ)

Demostración. Dado que tenemos el siguiente diagrama conmutativo

V
lg //

π
��

V

π
��

X
lg
// X

podemos tomarnos el abierto Wαβ = l−1
g (Uα) ∩ Uβ, en donde Uβ es un abierto del

atlas tal que la intersección es no vaćıa, de manera que

lg(Wαβ) = Uα ∩ lg(Uβ) =: Zαβ.
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Por lo tanto se satisface lo siguiente

lg : π
−1(Wαβ) → π−1(Zαβ),

además las cartas (WαβΦα) y (Zαβ,Φβ) nos permiten tener un diagrama conmu-
tativo

π−1(Wαβ)
lg //

Φβ

��

π−1(Zαβ)

Φα

��
Wαβ × Cn

l̃g

// Zαβ × Cn.

Notemos que

pr1l̃g = pr1ΦαlgΦ
−1
β = πlgΦ

−1
β = l̃gπΦ

−1
β = l̃gpr1

por lo tanto
l̃g(x, z) = (g · x, σ(x, z))

en donde σ : Wαβ×Cn → Cn. Dado que lg es un homeomorfismo tal que restringido
a cada fibra es un isomorfismo, entonces l̃g es homeomorfismo por ser composición
de homeomorfismos. Por lo tanto para cada x ∈ Wαβ fijo, tenemos que

ρgαβ(x) : C
n → Cn

definido como
ρgαβ(x)(z) = σ(x, z)

es un isomorfismo, además se tiene que ρgαβ(x) es homeomorfismo ya que es la
composición de los homeomorfismos

ρgαβ(x) = pr2l
′
gιx = pr2ΦαlgΦ

−1
β ιx

en donde ιx : Cn → {x} × Cn está dado por

ιx(z) = (x, z).

Aśı tenemos definida una función ρgαβ : Wαβ → GL(n,C), esta función también es

continua porque su adjunta (ρgαβ)
⊥ : Wαβ × Cn → Cn está dada por

(ρgαβ)
⊥(x, z) = ρgαβ(x)(z) = σ(x, z)

la cual es continua y como Cn es localmente compacto y Hausdorff, entonces esto
implica que ρgαβ es continua. Finalmente supongamos que x ∈ l−1

g (Uα ∩ Uγ) y
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z ∈ Cn, entonces

ρgαβ(x)(z) = pr2ΦαlgΦ
−1
β (x, z)

= pr2ΦαΦ
−1
γ ΦγlgΦ

−1
β (x, z)

= pr2ΦαΦ
−1
γ (g · x, ρgγβ(x)(z))

= pr2(g · x, gαγ(g · x)ρ
g
γβ(x)(z))

= gαγ(g · x)ρgγβ(x)(z)

aśı
ρgαβ(x) = gαγ(g · x)ρgγβ(x)

lo cual implica
gαγ(g · x) = ρgαβ(x)ρ

g
γβ(x)

−1.

Es claro que

ρgγβ(x)
−1 = ρg

−1

βγ (x)

concluimos entonces

gαγ(g · x) = ρgαβ(x)ρ
g−1

βγ (x) ∀x ∈ l−1
g (Uα ∩ Uγ).

De igual forma podemos definir haces principales G–equivariantes.

Definición 2.4.7. Un haz Γ–principal p : E → X se dice G–equivariante si E y
X son G–espacios izquierdos, p : E → X es un G–mapeo y la acción izquierda de
G en E conmuta con la acción derecha de Γ en E, es decir, para toda a ∈ Γ y
g ∈ G tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

E

ra
��

lg // E

ra
��

E
lg
// E

Mencionamos la siguiente proposición que relaciona estos dos tipos de haces
G–equivariantes:

Proposición 2.4.8. Si p : E → X es un haz S1–principal G–equivariante enton-
ces el haz asociado

q : E ×S1 C → X

es un haz vectorial complejo G–equivariante, en donde estamos dotando a C de
la acción de multiplicación compleja.
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Existe una situación en donde la clase de cohomoloǵıa en Hn(X) automática-
mente tiene una extensión equivariante. Supongamos que π : V → X es un haz
vectorial G–equivariante de rango n, entonces podemos construirnos un nuevo haz

πG : VG → XG

dado por
πG([e, v]) = [e, π(v)].

Notemos que este mapeo está bien definido ya que

πG([eg, g
−1v]) = [eg, π(g−1v)] = [eg, g−1π(v)] = [e, π(v)].

Proposición 2.4.9. El haz πG : VG → XG es un haz vectorial de rango n.

Demostración. Sea p : EG → BG el haz G–principal universal, consideremos
{(Uα,ΦX

α )}, {(Uα, Φ̃V
α )}, {(Wβ,Ψβ)} los atlas de trivializaciones para el haz aso-

ciado pX : XG → BG, el haz asociado pV : VG → BG y el haz vectorial π : V → X
respectivamente, por lo tanto tenemos los mapeos

ΦV
α : p

−1
V (Uα) = p−1(Uα)×G V → Uα × V

ΦX
α : p−1

X (Uα) = p−1(Uα)×G X → Uα ×X

Ψβ : π
−1(Wβ) → Wβ × Cn.

Notemos que
pXπG([e, v]) = pX [e, π(v)] = p(e) = pV ([e, v])

por lo que se tiene el siguiente diagrama conmutativo

VG
πG //

pV ""

XG

pX||
BG.

Dado que pV y pX son haces fibrados con fibra V y X respectivamente, localmente
la función πG es de la forma

π̂G : Uα × V → Uα ×X

y como π : V → X es un haz vectorial, entonces la idea es utilizar que podemos
llegar a

π̂G : Uα ×Wβ × Cn → Uα ×Wβ.
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Supongamos que hemos hecho más pequeñas las cubiertas {Uα} y {Wβ} de manera
queWβ esG–invariante y que ademas podemos considerar la siguiente composición

p−1(Uα)×G π
−1(Wβ)

Φαβ ,,

ΦV
α // Uα × π−1(Wβ)

Id×Ψβ // Uα ×Wβ × Cn

(ΦX
α )−1×Id

��
(p−1(Uα)×GWβ)× Cn.

Entonces la trivialización local

Φαβ : p
−1(Uα)×G π

−1(Wβ) → (α−1(Uα)×GWβ)× Cn.

será el homeomorfismo dado por la composición de homeomorfismos

Φαβ = [(ΦX
α )

−1 × Id] ◦ (Id×Ψβ) ◦ ΦV
α .

Una fórmula expĺıcita para este mapeo es la siguiente

Φαβ[e, v] =
(
(ΦX

α )
−1(p(e), πpr2Φ

V
α [e, v]), pr2Ψβpr2Φ

V
α [e, v]

)
.

La inversa de la trivialización está dada por

Φ−1
αβ = (ΦV

α )
−1 ◦ (Id×Ψ−1

β ) ◦ (ΦX
α × Id),

por lo tanto una fórmula expĺıcita para este mapeo es el siguiente

Φ−1
αβ([e, x], z) = (ΦV

α )
−1
(
p(e),Ψ−1

β (pr2Φ
X
α [e, x], z)

)
.

Si

[e, x] ∈ (p−1(Uα)×GWβ) ∩ (p−1(Uα′)×GWβ′) = p−1(Uα ∩ Uα′)×G (Wβ ∩Wβ′)

entonces la función de transición para estas trivializaciones locales están dadas
por

gαα′ββ′ = pr2ΦαβΦ
−1
α′β′([e, x], z)

= pr2[(Φ
X
α )

−1 × Id] ◦ (Id×Ψβ) ◦ ΦV
α ◦ (ΦV

α )
−1 ◦ (Id×Ψ−1

β ) ◦ (ΦX
α × Id)

=
[
pr2[(Φ

X
α )

−1 × Id] ◦ (Id×Ψβ) ◦ ΦV
α

]
(ΦV

α′)−1(p(e),Ψ−1
β′ (pr2Φ

X
α′ [e, x], z))

= pr2Ψβpr2Φ
V
α (Φ

V
α′)−1(p(e),Ψ−1

β′ (pr2Φ
X
α′ [e, x], z))

= pr2Ψβg
V
αα′(p(e))(Ψ−1

β′ (pr2Φ
X
α′ [e, x], z)

= pr2ΨβlgΨ
−1
β′ (pr2Φ

X
α′ [e, x], z)

= pr2ΨβΨ
−1
β′′Ψβ′′lgΨ

−1
β′ (pr2Φ

X
α′ [e, x], z)

= gββ′′(lgpr2Φ
X
α′ [e, x])ρ

g
β′′β′(pr2Φ

X
α′ [e, x])(z)

de donde obtenemos que gαα′ββ([e, x]) ∈ GL(n,C).
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Sea b0 ∈ BG un elemento fijo, entonces hacemos las identificaciones

V ∼= {b0} × V y X ∼= {b0} ×X.

Queremos mostrar que se tiene un diagrama conmutativo

V �
� ι //

π

��

VG

πG

��

pV

""
BG

X �
�

j
// XG.

pX

<<

Sea {(Uα,Φα)} un atlas de trivializaciones locales para el hazG–principal universal
p : EG→ BG, utilizando las trivializaciones locales anteriores obtenemos que

ι(b0, v) = (ΦV
α )

−1(b0, v) = [Φ−1
α (b0, 1), v]

y
j(b0, x) = (ΦX

α )
−1(b0, x) = [Φ−1

α (b0, 1), x].

Por lo tanto

πG ◦ ι(b0, v) = πG[Φ
−1
α (b0, 1), v] = [Φ−1

α (b0, 1), π(v)]

y
j ◦ π(b0, v) = j(b0, π(v)) = [Φ−1

α (b0, 1), π(v)]

de donde se sigue que el diagrama conmuta.

Corolario 2.4.10. Sea π : V → X un haz vectorial G–equivariante, si j : X ↪→
XG es la inclusión de la fibra, entonces hay un isomorfismo de haces vectoriales

j∗(VG) ∼= V.

Demostración. Utilizamos la propiedad universal del pull–back de un haz.

Notemos que la definición de que una clase admita una extensión equivariante
está relacionada con un pull–back de la inclusión. Es natural preguntarse ¿qué
pasa con las clases caracteŕısticas? En particular, dado que nuestro trabajo se
concentra en el estudio de los haces vectoriales complejos, nos concentraremos en
las clases de Chern.

Definición 2.4.11. Sea π : V → X un haz vectorial G–equivariante, la i–ésima
clase de Chern G–equivariante cG se define como

cGi (V ) := ci(VG) ∈ H2i
G (X).
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Una consecuencia directa de la definición de las clases de Chern equivariantes
es la siguiente: Dado que

j∗(VG) ∼= V

entonces podemos utilizar la naturalidad de las clases de Chern no equivariantes,
por lo tanto

c(V ) = c(j∗(VG)) = j∗(c(VG)) = j∗(cG(V )).

Como consecuencia obtenemos que para los haces vectoriales G–equivariantes, la
i–ésima clase de Chern

ci : Vect
C
G(X) → H2i(X)

siempre tiene como extensión equivariante a

cGi : Vect
C
G(X) → H2i

G (X).

2.4.1. Isomorfismo de Thom equivariante

Para la cohomoloǵıa no equivariante, mencionamos el teorema clásico enun-
ciado en [37] para haces vectoriales reales.

Teorema 2.4.12. Sea π : V → X un haz vectorial real. Existe una y solo una
clase de cohomoloǵıa u ∈ Hn(D(V ), S(V );Z/2) tal que para cada fibra Vx, la
restricción

u ∈ Hn(D(Vx), S(Vx);Z/2)

es la única clase diferente de cero. Además la correspondencia h 7→ h ∪ u define
un isomorfismo

Hk(V ;Z/2) ∼= Hk+n(D(V ), S(V );Z/2) ∀k ∈ Z.

en donde D(V ), S(V ) son el haz de disco y el haz esférico unitario con respecto a
una métrica dada en V .

Notemos que este isomorfismo utiliza coeficientes en Z/2. Si uno quiere hablar
de un isomorfismo de Thom para coeficientes enteros se tiene que hablar de haces
vectoriales orientados para garantizar la existencia de la clase u en cohomoloǵıa.

La cohomoloǵıa torcida Hn(X;M) satisface axiomas semejantes a los axiomas
de Eilenberg–Steenrod, esta teoŕıa extiende los coeficientes de la cohomoloǵıa sin-
gular de grupos abelianos a Zπ1(X, x0)–módulosM (para simplificar denotaremos
π = π1(X, x0)). Una motivación de utilizar cohomoloǵıa torcida (también conocida
como con coeficientes locales) es que existe una versión más general del isomor-
fismo de Thom para haces vectoriales no orientados que involucra coeficientes
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locales. Sea X un CW–complejo, los Zπ–módulos de la forma M = Z, resultan
estar clasificados por elementos de H1(X;Z/2) de la siguiente manera:

{Clases de iso. de Zπ–módulos de la forma M = Z} ∼= PrinAut(Z)(X)
∼= [X,BAut(Z)] ∼= [X,K(Aut(Z), 1)] ∼= H1(X; Aut(Z)) ∼= H1(X;Z/2).

Por lo tanto podŕıamos extender la definición de cohomoloǵıa torcida por elemen-
tos de H1(X;Z/2) siguiendo estas identificaciones, es decir, si h ∈ H1(X;Z/2)
corresponde con la clase de isomorfismo de un Zπ–módulo [M ] de la formaM = Z
entonces definimos

Hh+n(X) := Hn(X;M).

Toda la teoŕıa de coeficientes locales se puede extender a la cohomoloǵıa equiva-
riante, esto se debe a que la definición de la cohomoloǵıa equivariante es sobre
la construcción de Borel, aśı que esta extensión es de manera natural. La prin-
cipal diferencia es que ahora tomamos Zπ–módulos con π el grupo fundamental
de la construcción de Borel, de esta manera los torcimientos (módulos) están en
correspondencia biyectiva con elementos de H1

G(X;Z/2).
Sea G un grupo compacto de Lie, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.4.13. La cohomoloǵıa H1
G(X;Z/2) clasifica a los haces vectoria-

les lineales reales G–equivariantes mediante wG1 (−), la primera clase de Stiefel–
Whitney G–equivariante.

Nota. Denotaremos por
Lin(X) y LinG(X)

al conjunto de clases de isomorfismo de haces lineales reales sobre X y al conjunto
de clases de isomorfismo de haces lineales reales G–equivariantes respectivamente.

De esta manera, los haces reales lineales G–equivariantes L → X pueden ser
considerados como torcimientos para la cohomoloǵıa Hn

G(X) haciendo las identi-
ficaciones

LinG(X) ∼= H1
G(X;Z/2)

∼= {Clases de iso. de Zπ-módulos de la forma M = Z}

en donde LinG(X) es el conjunto de clases de isomorfismo de haces lineales reales
G–equivariantes sobre X. Espećıficamente a L ∈ LinG(X) le corresponde M = Z
con la acción dada por

wG1 (L) ∈ H1
G(X;Z/2) ∼= H1(XG;Z/2) ∼= Hom(π1(XG),Aut(Z)).

Aśı definimos
HL+n
G (X) := H

wG
1 (L)+n

G (X).

En [24] se tiene la siguiente versión del isomorfismo de Thom:
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Teorema 2.4.14. Sea π : V → X un haz vectorial real G–equivariante de rango r
y L → X un haz lineal real G–equivariante, entonces existe un isomorfismo para
cada n ∈ Z

HL+n
G (X) ∼= H

π∗(L⊗detV )+n+r
G (D(V ), S(V ))

en donde D(V ), S(V ) son el haz de disco y el haz esférico unitario, respectivamente
asociados a una métrica G–invariante dada en V .

Una prueba de este teorema en su versión general puede encontrarse en [19],
aśı como también mencionamos [43].

2.5. K–teoŕıa torcida

La K–teoŕıa es una teoŕıa de cohomoloǵıa generalizada que satisface los axio-
mas de Eilenberg–Steenrod, sin embargo aquella que está más ligada al concepto
de T–dualidad es su extensión, la K–teoŕıa torcida. El isomorfismo de T–dualidad
que discutiremos mas adelante nos proporciona un isomorfismo entre K–teoŕıas
torcidas de pares T–duales.

Empezamos mencionando una manera en la que podemos pensar a la K–teoŕıa,
la cual nos ayudará a comprender la definición de K–teoŕıa torcida. Tenemos la
siguiente definición:

Definición 2.5.1 (Operador de Fredholm). SeaH un espacio de Hilbert complejo
separable y de dimensión infinita. Un operador lineal continuo T : H → H es un
operador de Fredholm si los subespacios Ker(T ) y Coker(T ) son de dimensión
finita. Denotaremos por Fred(H) al espacio de los operadores de Fredholm sobre
H con la topoloǵıa asociada a la norma de operadores.

De esta manera para un CW–complejo X, podemos pensar a la K–teoŕıa como:

K−n(X) = [X,ΩnFred(H)], ∀n ≥ 0,

en donde ΩFred(H) es el espacio de lazos asociado al espacio de los operadores
de Fredholm. Como Ω2Fred(H) ≃ Fred(H) entonces la definición se extiende a
grados positivos. Para la K–teoŕıa reducida tenemos una descripción parecida

K̃−n(X) = [X,ΩnFred(H)]∗.

Con esta definición se extiende la definición a CW–pares (X,A) haciendo

K−n(X,A) = K̃−n(X/A).

Cuando se habla de K–teoŕıa torcida, uno piensa como referencia a [7], sin embargo
en el trabajo de Carstens [18] podemos observar un acercamiento más detallado
con relación a la T–dualidad.
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Antes de pasar a la definición de K–teoŕıa torcida, recordemos que el espacio
de operadores unitarios proyectivos es PU(H) = U(H)/U(1), en donde U(H) es el
espacio de los operadores unitarios de un espacio de Hilbert H complejo separable
y de dimensión infinita. Además tenemos que

PU(H) es un K(Z, 2).

En efecto, sabemos que U(1) = S1 es un modelo de un K(Z, 1). Por el teorema
de Kuiper [30] podemos afirmar que U(H) es contráctil. Consideremos la acción

U(1)× U(H) → U(H)

dada por la multiplicación compleja de operadores lineales continuos, notemos que
para z ∈ S1 y T ∈ U(H) se tiene que

(zT )∗(zT ) = (zz)T ∗T = 1

y también
(zT )(zT )∗ = (zz)TT ∗ = 1

aśı que la acción está bien definida. Además esta acción claramente es libre. Por
lo tanto podemos concluir que PU(H) = U(H)/U(1) es un BU(1) = K(Z, 2).

Los torcimientos en la K–teoŕıa torcida están clasificados por elementos de
H3(X;Z). A este elemento es posible asociarle un haz PU(H)–principal (en donde
H es un espacio de Hilbert complejo separable y de dimensión infinita), utilizando
las siguientes biyecciones:

H3(X;Z) ∼= [X,K(Z, 3)] ∼= [X,BK(Z, 2)] ∼= [X,BPU(H)] ∼= PrinPU(H)(X).

Definimos una acción
U(H)× Fred(H) → Fred(H)

dada por
g · T = g ◦ T ◦ g−1.

Como g es un isomorfismo, esta acción está bien definida. Ahora si z ∈ U(1)
entonces

(zg) · T = (zg) ◦ T ◦ (zg)−1 = g ◦ T ◦ g−1,

por lo tanto tenemos una acción de PU(H) = U(H)/U(1) sobre Fred(H). La
anterior acción también induce una acción en ΩnFred(H). Sea P un haz PU(H)–
principal, consideremos el siguiente pullback tomando la función clasificante fP
del haz PU(H)–principal:

P

��

// EPU(H)

��
X

fP
// BPU(H).
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Podemos tomar el haz asociado para construir nuevos haces, de manera que el
diagrama anterior se convierte en el diagrama

P ×PU(H) Ω
nFred(H) //

��

EPU(H)×PU(H) Ω
nFred(H)

��
X

FP

// BPU(H).

Definimos

Fred(0)(P ) := P ×PU(H) Fred(H) → X

Fred(−1)(P ) := P ×PU(H) ΩFred(H) → X

por lo que tenemos la siguiente definición:

Definición 2.5.2. Definimos los grupos de K–teoŕıa torcida de X con torcimiento
P un haz PU(H)–principal como

K0(X,P ) := Γ[X,Fred(0)(P )]

K−1(X,P ) := Γ[X,Fred(−1)(P )],

en donde con Γ[−,−] nos referimos al conjunto de clases de homotoṕıa de secciones
del haz.

Los demás grupos de K–teoŕıa torcida están definidos gracias a que se tiene el
siguiente resultado de [6]:

Ω2Fred(H) ≃PU(H) Fred(H),

es decir

K−n(X,P ) = Γ[X,P ×PU(H) Ω
nFred(H)] ∼= Γ[X,P ×PU(H) Ω

kFred(H)]

en donde

k =

{
0 si n es par

1 en otro caso.

Algunas de las propiedades importantes que satisface la K–teoŕıa torcida [7], [23]
son las siguientes:

Teorema 2.5.3. La K–teoŕıa torcida satisface:

1. Si P es el haz PU(H)–principal trivial entonces K•(X,P ) ∼= K•(X).

2. K•(X,P ) es un modulo sobre K•(X).

46



3. Existe un producto cup

Kp(X,P )⊗Kq(X,P ′) → Kp+q(X,P ⊗ P ′).

4. Si f : Y → X es un mapeo continuo y P es un haz PU(H)–principal sobre
X, entonces tenemos el pull–back

f ∗ : K•(X,P ) → K•(Y, f ∗P ).

5. (Mapeo de Gysin) Sea f : Y → X un mapeo diferenciable entre variedades
diferenciables K–orientado y P un haz PU(H)–principal sobre X entonces
existe un homomorfismo

f! : K
•(Y, f ∗P ) → K•+d(X,P )

con d = dim(Y )− dim(X).

6. Un isomorfismo entre haces PU(H)–principales u : P → P ′ induce un iso-
morfismo u∗ : K

0(X,P ) → K0(X,P ′).

En una sección posterior hablaremos del mapeo push–forward para la K–teoŕıa
no torcida. Para la definición del pushforward en la K–teoŕıa torcida mencionamos
como referencia el trabajo de Carey y Wang [17].

2.5.1. El caso equivariante

La K–teoŕıa torcida equivariante se define de una manera parecida a la no
equivariante, sin embargo existen ciertas modificaciones que comentaremos a con-
tinuación, para esta sección nos basamos en [12]. Empezamos con la siguiente
definición:

Definición 2.5.4. Se dice que un G–espacio X es propio si la función

G×X → X ×X (g, x) 7→ (gx, x)

es una función propia entre espacios topológicos, es decir, esta función satisface
que las preimágenes de compactos son compactos. Además requerimos que la
función G×X → X, (g, x) 7→ gx sea cerrada.

Nos restringimos a G–espacios izquierdos propios X en donde X es una varie-
dad diferenciable de manera que el grupo compacto de Lie G actúa diferenciable-
mente.
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Definición 2.5.5. Un haz PU(H)–principal G–equivariante P → X se dice que
es estable si ∀x ∈ X existe una G–vecindad U de x y un subespacio Gx–invariante
S que es Gx–contráctil de manera que U es homeomorfa de manera equivariante
a S ×Gx G con la acción

Gx × (S ×G) → S ×G, h · (s, g) = (hs, gh−1),

junto con una trivialización local

Φ: P |U
∼=→ (PU(H)× S)×Gx G

en donde la acción del grupo de isotroṕıa

Gx × [(PU(H)× S)×G] → (PU(H)× U)×G

está dada por
h · [(T, s), g] = [(fx(h)T, hs), gh

−1]

con fx : Gx → PU(H) un homomorfismo estable fijo.

Para un haz PU(H)–principalG–equivariante estable, dotamos al haz asociado

Fred(−n)(P ) = P ×PU(H) Ω
nFred(H)

con la G–acción dada por
g · [e, T ] := [ge, T ].

La prueba de la periodicidad de Bott se adapta a cuando un grupo de Lie compacto
G actúa sobre un espacio de HilbertH que contiene cada representación irreducible
de G un número infinito de veces. Tomando operadores de Fredholm equivariantes
Fred(H)K obtenemos la equivalencia homotópica

Ω2Fred(H)K ≃PU(H) Fred(H)K

para todo subgrupo cerrado K de G. Aśı que una vez más se cumple la periodici-
dad de Bott y se define la K–teoŕıa torcida G–equivariante del G–espacio X con
torcimientos los haces PU(H)–principales G–equivariantes estables sobre X como

K−n(X,P ) := ΓG[X,Fred
(−n)(P )]G,

es decir, lo definimos como clases de homotoṕıa G–equivariantes de secciones G–
equivariantes del haz Fred(−n)(P ).

Otras referencias sobre la K–teoŕıa torcida G–equivariante son [11], [1] aśı
como también el art́ıculo clásico de Atiyah y Segal [7]. Una clasificación de los
haces PU(H)–principales estables sobre X por elementos de H3

G(X;Z) podemos
encontrarla en [34], [11] y [7].

A continuación enunciamos las propiedades importantes que satisface la K–
teoŕıa torcida G–equivariante
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Teorema 2.5.6. La K–teoŕıa G–equivariante torcida consiste de funtores con-
travariantes Kn

G(−,−,−) en la categoŕıa de tripletas (X,A, τ) de G–espacios y
torcimientos TG(X) tal que se satisfacen las siguientes propiedades:

(Axioma de homotoṕıa) Para una homotoṕıa (H, h) : (X × I, pr∗1τX) →
(Y, τY ) tenemos que (H0, h0)

∗ = (H1, h1)
∗, es decir, se tiene un diagrama

conmutativo

Kn
G(Y, τY )

H∗
0 //

H∗
1

��

Kn
G(X,H

∗
0 (τY ))

h∗0
��

Kn
G(X,H

∗
1 (τY )) h∗1

// Kn
G(X, τX).

Existe una sucesión exacta larga natural

· · · → Kn
G(X,A, τ) → Kn

G(X, τ) → Kn
G(A, τ) → Kn+1

G (X,A, τ) → · · ·

Si Z ⊂ A es un subespacio invariante tal que Z ⊂ Int(A) entonces la res-
tricción

Kn
G(X,A, τ) → Kn

G(X − Z,A− Z, τ)

es un isomorfismo.

Si (X,A, τ) =
∐

α∈J(Xα, Aα, τα) entonces el mapeo natural

Kn
G(X,A, τ) =

∏
α∈J

Kn
G(Xα, Aα, τα)

es un isomorfismo.

Una demostración de estas propiedades la podemos encontrar en [23].

2.5.2. Isomorfismo de Thom

En el caso de la K–teoŕıa equivariante torcida también podemos hablar del iso-
morfismo de Thom, sin embargo a diferencia del que uno tiene para cohomoloǵıa
equivariante con coeficientes locales, el isomorfismo de Thom en K–teoŕıa equiva-
riante torcida posee unas ligeras modificaciones. Esto se debe a que la K–teoŕıa
equivariante torcida tiene una construcción distinta a la cohomoloǵıa equivariante,
no únicamente estamos considerando la K–teoŕıa sobre la construcción de Borel,
sino que estamos tomando la construcción de Grothendieck asociada a las clases
de isomorfismo de haces equivariantes.

En [10] podemos encontrar una versión del isomorfismo de Thom para la K–
teoŕıa equivariante torcida, sin embargo como nosotros requerimos que aparezcan
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el haz esférico unitario y el haz de discos, entonces como referencia mencionamos
[23], en donde mencionan la existencia del isomorfismo de Thom para teoŕıas de
cohomoloǵıa en general y espećıficamente la K–teoŕıa para grupoides. Para más
detalles de lo mencionado en este art́ıculo de Freed, Hopkins y Teleman tenemos
la primera parte de la tesis [47]. Juntando estos dos trabajos, tenemos el siguiente
teorema

Teorema 2.5.7. Sea π : V → X un haz vectorial real G–equivariante de rango r
y τ ∈ TG(X) un torcimiento, entonces tenemos un isomorfismo para cada n ∈ Z

Kτ+n
G (X) ∼= K

π∗(τ+ρ(V ))+n+r

S1 (D(V ), S(V ))

en donde D(V ), S(V ) son el haz de discos y el haz esférico unitario respectiva-
mente asociado a una métrica G–invariante dada en V y ρ(V ) es un torcimiento
cuya clase de isomorfismo está clasificada por

(wG1 (V ),WG
3 (V )) ∈ H1

G(X;Z/2)×H3
G(X;Z).

2.5.3. La sucesión de Gysin y los mapeos push–forward

Definición 2.5.8. Sea (V, ⟨·, ·⟩) un espacio vectorial euclidiano, el álgebra de
Clifford de V está definido como

Cl(V ) := T (V )/I(V )

en donde T (V ) =
∑

n≥0 V
⊗n es el álgebra tensorial de V e I(V ) es el ideal generado

por v ⊗ v + ∥v∥2, ∀v ∈ V . Definimos el álgebra de Clifford compleja de V como

Cl := Cl(V )⊗R C.

Definición 2.5.9. Sea V → X un haz vectorial real. Un espinor para V es una
tripleta (q, SV , c), en donde

1. q es una métrica en V .

2. SV → X es un haz vectorial complejo hermitiano.

3. c : V → End(SV ) es un mapeo de haces vectoriales R–lineal tal que

a) c(ξ) = −c(ξ)∗ y c(ξ)2 = −q(v, v)2 · 1, ∀ξ ∈ V ,

b) (SV )x es un Cl(Vx, qx)-módulo irreducible, ∀x ∈ X

c) Si V es de rango par, entonces SV es Z2–graduado y c(ξ) es un operador
impar para toda ξ ∈ V , es decir, SV = S0

V ⊕ S1
V y

c(ξ)(S0
V ) ⊆ S1

V y c(ξ)(S1
V ) ⊆ S0

V ∀ξ ∈ V.
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Para comparar espinores introducimos la noción de concordancia:

Definición 2.5.10. Supongamos que S0 = (q0, S0, c0) y S1 = (q1, S1, c1) son
espinores del haz vectorial V → X. Decimos que S0 y S1 son concordantes si
existe un haz vectorial W → X × I equipado con un espinor S tal que

W |X×{0} ∼= V con S|X×{0} ∼= S0 y W |X×{1} ∼= V con S|X×{1} ∼= S1.

De esta manera definimos

Definición 2.5.11 (K–orientación). Sea V → X un haz vectorial real. Una K–
orientación para V es una elección de una clase de concordancia de espinores
sobre V . Una variedad diferenciable se dice K–orientable si TM admite una K–
orientación.

Ejemplo: Una estructura casi compleja en un haz vectorial real V → X es
un endomorfismo J : V → V tal que

J2 = −1.

Usando J podemos definir la multiplicación escalar compleja en las fibras de V
como

(x+ iy) · ξ := xξ + yJ(ξ) ∀x, y ∈ R, ξ ∈ V.

Este tipo de haces están canónicamente K–orientados, tomamos

SV = Λ∗
CV

el álgebra exterior compleja de V y tomamos c : V → End(SV ) como

c(ξ) = λξ − λ∗ξ

en donde
λξ(ω) = ξ ∧ ω

λ∗ξ(ω1 ∧ · · · ∧ ωn) =
m∑
j=1

(−1)j+1q(ωj, ξ)ω1 ∧ · · · ∧ ω̂j ∧ · · · ∧ ωn.

Teorema 2.5.12 (Lema 2 de 3 para K–orientaciones). Supongamos que

0 → V → U → W → 0

es una sucesión exacta corta de haces vectoriales sobre X. Si cualesquiera dos de
los haces son K–orientados, entonces el tercero recibe una K–orientación canónica.
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Demostración. Dado que cualquier sucesión exacta corta de haces vectoriales es-
cinde, podemos suponer que U = V ⊕W . También podemos asumir que todos
los haces son de rango par ya que existe una correspondencia biyectiva entre las
K–orientaciones de un haz vectorial V y las K–orientaciones de V ⊕ (X × R), de
esta manera los espinores son Z/2–graduados.

Si (SV , cv) y (SW , cW ) son K–orientaciones de V yW respectivamente entonces
podemos dotar a U por la K–orientación (SU , cU) dada por

SV ⊗̂SW ,

en donde ⊗̂ es el producto tensorial Z/2–graduado y cU : V ⊕W → End(SU) está
dado por

cU(ξ, η) = cV (ξ)⊗̂1 + 1⊗̂cW (ξ).

Ahora bien, supongamos que (SU , cU) y (SW , cW ) son K–orientaciones de U y W
respectivamente. Denotemos por Homg

Cl(W )(SW , SU) al haz de mapeos entre los
haces complejos que conmutan de manera graduada con respecto a la acción de
Cl(W ). El haz Cl(W ) actúa sobre Homg

Cl(W )(SW , SU) por composición, y dado
que el mapeo de evaluación

Homg
Cl(W )(SW , SU)⊗̂SW → SV⊕W

es una equivalencia cuando SW es irreducible, se sigue que

SV := Homg
Cl(W )(SW , SU)

es un espinor para V .
A continuación mostraremos que dos diferentes elecciones para la escisiónW →

U nos dan lugar a la misma K–orientación. Si T y T ′ son dos escisiones W → U ,
entonces ambas inducen un automorfismo de V ⊕W dada por la matriz(

1 T + T ′

0 1

)
Dado que tenemos el camino α : I → SO(n) de la matriz anterior a la matriz
identidad dado por

α(t) =

(
1 t(T + T ′)
0 1

)
esto prueba que las correspondientes K–orientaciones son concordantes.

Sea π : V → X un haz vectorial K–orientado tal que dim(V ) = d. Consideran-
do el haz trivial de dimensión d sobre X, claramente tenemos la sucesión exacta
corta de haces vectoriales

0 → V → V ⊕ (X × Rd) → X × Rd → 0.
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Dado que los haces triviales son K–orientados, entonces por el Lema 2 de 3 para
K–orientaciones, se sigue que el haz V ⊕ (X × Rd) es un haz K–orientado sobre
X. Recordemos que la suma directa de haces la podemos pensar como el siguiente
pullback

V ⊕ (X × Rd) //

q

��

X × Rd

��
V π

// X.

Como V ⊕ (X × Rd) es el pullback de un haz trivial entonces es un haz trivial
sobre V , es decir,

V ⊕ (X × Rd) ∼= V × Rd.

Sea SV×Rd el haz espinor, como la dimensión del haz es 2d entonces

SV×Rd = S0
V×Rd ⊕ S1

V×Rd

es Z/2–graduado. Tenemos un complejo sobre V × Rd dado por

λV : 0 → q∗π∗S0
V×Rd

c→ q∗π∗S1
V×Rd → 0.

Como
q∗π∗(S0

V×Rd) ⊂ (V × Rd)× S0
V×Rd

entonces c está dado por

c(v, η) = (v, cV×Rd(η)(v)).

Uno puede mostrar que el soporte de este complejo es exactamente la imagen de
la sección cero de π : V → X que es homeomorfa a X. De esta manera λV induce
una clase en K0(V ×Rd) ∼= K−dim(V )(V ) cuando X es compacto. Si a η ∈ K0(X)
le asociamos un complejo con soporte compacto sobre X, entonces el producto
π∗(η)⊗ λV tiene soporte compacto y por lo tanto

π∗(η)⊗ λV ∈ K−dim(V )(X)

Utilizando el producto en la K–teoŕıa tenemos definido un mapeo

λV∗ : K∗(X) → K∗−dim(V )(V ).

Teorema 2.5.13 (Isomorfismo de Thom). Para cualquier haz vectorial
K–orientado V sobre X una variedad diferenciable, el homomorfismo

λV∗ : K∗(X) → K∗−dim(V )(V )

es un isomorfismo.
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Una vez obtenido el isomorfismo de Thom, es posible definir lo que se conoce
como la sucesión de Gysin. Antes de ver el resultado principal demostraremos el
siguiente teorema

Teorema 2.5.14. Sea π : V → X un haz vectorial complejo S1–equivariante,
entonces el haz de disco unitario p : D(V ) → X es una equivalencia homotópica.

Nota. En ocasiones, denotaremos

Kτ+n
G (X) := Kn

G(X, τ) τ ∈ TG(X).

Inspirados en el trabajo de Milnor y Stasheff, [37] obtenemos el siguiente teo-
rema

Teorema 2.5.15. (Sucesión de Gysin) Sea π : V → X un haz vectorial com-
plejo G–equivariante de rango r y τ ∈ TG(X) un torcimiento, entonces tenemos
asociada una sucesión exacta larga en K–teoŕıa G–equivariante:

→ K
τ−ρ(V )+n−2r
G (X) → Kτ+n

G (X)
p∗→ Kπ∗τ+n

G (S(V ))
p!→ K

τ−ρ(V )+n−2r+1
G (X) →

Definición 2.5.16. Dado π : V → X un haz vectorial complejo, definimos el
push–forward del mapeo p : S(V ) → X como el mapeo p! que aparece en la
sucesión de Gysin.
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Caṕıtulo 3

T–dualidad

Existen al menos dos modelos de T–dualidad en la literatura, en primer lugar
mencionamos el trabajo de Bouwknegt, Evslin y Mathai [14] en donde se define T–
dualidad en términos de la cohomoloǵıa de De Rham. Por otro lado mencionamos
el trabajo de Bunke y Schick [16] con un punto de vista más topológico, el cual
será el enfoque de T–dualidad en este trabajo.

3.1. Pares T–duales

Empezaremos definiendo la noción de pares.

Definición 3.1.1. Un par (E, h) sobre un espacio topológico B consiste de un
haz S1–principal π : E → B y un elemento h ∈ H3(E;Z).

A continuación definimos la noción de T–dualidad para pares

Definición 3.1.2 (Pares T–duales). Decimos que los pares (E, h) y (Ê, ĥ) sobre
B son T–duales si

c1(E) = π̂!ĥ, c1(Ê) = π!h, c1(E) ∪ c1(Ê) = 0 y p∗h = p̂∗ĥ,

en donde
E ×B Ê

p

{{

p̂

##
E

π
##

Ê

π̂
{{

B

.

y
E ×B Ê := {(x, y) ∈ E × Ê | π(x) = π̂(y)}
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Ahora bien, consideremos dos pares (E, h), (Ê, ĥ) sobre B. Podemos construir
los haces asociados

E ×S1 C y Ê ×S1 C

y aśı tenemos dos haces vectoriales lineales complejos

π′ : L := E ×S1 C → B y π̂′ : L̂ := Ê ×S1 C → B,

con los que podemos formar un nuevo haz vectorial

V := L⊕ L̂ = (E ×S1 C)⊕ (Ê ×S1 C).

Consideremos las métricas ⟨·, ·⟩L y ⟨·, ·⟩L̂ sobre los haces vectoriales L y L̂ respec-
tivamente inducidas por las trivializaciones locales. Nos fijaremos en la métrica
sobre V definida de la siguiente manera:

⟨l + l̂, l′ + l̂′⟩V := ⟨l, l′⟩L + ⟨l̂, l̂′⟩L̂.

De esta manera podemos pensar en el haz esférico S(V ) cuyas fibras consisten de
esferas de dimensión tres, denotaremos este haz por πS : S(V ) → B. En particular,
tenemos un pushforward para cohomoloǵıa

(πS)! : H
3(S(V );Z) → H0(B;Z).

Definición 3.1.3. Una clase Th ∈ H3(S(V );Z) se llama clase de Thom si satis-
face la propiedad

(πS)!Th = 1.

Consideremos ahora las inclusiones i : E → S(V ) y î : Ê → S(V ) de los haces
S1–principales en el haz S3–principal. Una expresión para estas inclusiones está
dada por

i(e) = ([e, 1], [ê0, 0]) para algún ê0 ∈ Ê

y
î(e) = ([e0, 0], [ê, 1]) para algún e0 ∈ E.

Notemos que i no depende de la elección de ê0 ya que como la acción derecha en
Ê es transitiva en las fibras, si escogemos otro ê′0 entonces existe u ∈ S1 tal que

ê′0 = ê0 · u

por lo tanto
[ê′0, 0] = [ê0 · u, 0] = [ê0, u · 0] = [ê0, 0].

Análogamente la expresión de î no depende de la elección de e0. Ahora bien,
nos gustaŕıa ver que i(e) ∈ S(V ), en efecto, sea {(Uα,Φα)} un atlas para el haz
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π : E → B y sea {(Vα,Ψα)} un atlas para el haz π̂ : Ê → B, aśı que existe una
carta (Vα,Ψα) de manera que ê0 ∈ π̂−1(Vα), por lo tanto la expresión local de i
está dada por el siguiente diagrama conmutativo

E
i //

Φα
��

V

Φ′
α⊕Ψ′

α
��

(Uα ∩ Vα)× S1

i

// (Uα ∩ Vα)× S3

por lo tanto

i(b, z) = ((Φ′
α ⊕Ψ′

α)ιΦ
−1
α )(b, z) = (Φ′

α ⊕Ψ′
α)([Φ

−1
α (b, z), 1], [ê0, 0])

= (b, z · 1, pr2Ψα(ê0) · 0)
= (b, z, 0).

De manera análoga vemos que

î(b, z) = (b, 0, z).

Como primer resultado, tenemos el siguiente lema

Lema 3.1.4. El siguiente diagrama es conmutativo salvo homotoṕıa

E ×B Ê
p

||

p̂

##
E

i
// S(V ) Ê,

î

oo

es decir, i ◦ p ≃ î ◦ p̂.

Demostración. Definimos el mapeo H : (E ×B Ê)× I → S(V ) dado por

H(e, ê, t) =
([
e, cos

(π
2
t
)]
,
[
ê, sen

(π
2
t
)])

el cual es continuo por ser composición de funciones continuas. Esta homotoṕıa
satisface

H(e, ê, 0) = ([e, 1], [ê, 0]) = i ◦ p(e, ê)

y
H(e, ê, 1) = ([e, 0], [ê, 1]) = î ◦ p̂(e, ê)
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La inclusión i induce dos secciones s, ŝ sobre el haz proyectivo πP : P (V ) → B.
La sección s está dada por

s(b) = [[e, 1], [ê0, 0]] e ∈ π−1(b)

en donde escogemos cualquier elemento e ∈ π−1(b). La elección no depende del
elemento de la fibra ya que si e′ ∈ π−1(b) entonces como π : E → B es un haz S1–
principal, la acción derecha en e es transitiva en cada fibra, de donde obtenemos
que e′ = eu con u ∈ S1, aśı que

[[e′, 1], [ê0, 0]] = [[eu, 1], [ê0, 0]] = [([e, 1], [ê0, 0]) · u] = [[e, 1], [ê0, 0]].

De igual forma î induce una sección

ŝ(b) = [[e0, 0], [ê, 1]] ê ∈ π−1(b).

A partir de estos mapeos es claro que obtenemos un diagrama conmutativo

E ι //

π

��

S(V )

r

��

Ê

π̂

��

ι̂oo

B s
// P (V ) B

ŝ
oo

en donde además tenemos que las columnas son haces S1–principales.
Del teorema de Leray–Hirsch en el primer caṕıtulo vimos que H∗(P (V )) es

un H∗(X)–módulo, aún más, utilizando la definición de las clases de Chern de
Grothendieck (ver Apéndice A) obtenemos que la clase de Chern c̃ := c1(S(V )) =
c1(Γ) ∈ H2(P (V )) (en donde Γ → P (V ) es el haz tautológico) satisface

−(−c̃)2 = c1(V ) · (−c̃) + c2(V )

de donde obtenemos
0 = c̃2 − c1(V )c̃+ c2(V ).

Gracias al diagrama conmutativo tenemos las siguientes igualdades

s∗(c̃) = c1(E) y ŝ∗(c̃) = c1(Ê).

Finalmente, el teorema de Leray–Hirsch nos facilita el siguiente cálculo

(πP )!(c̃) = (πP )!(1⊗ c1(γ)) = ⟨c1(γ), [CP 1]⟩ = h(c1(γ))([CP 1]) = −1

en donde h : H2(CP 1) → Hom(H2(CP 1),Z) es el mapeo del teorema de coeficien-
tes universales para cohomoloǵıa, γ → B es el haz tautológico sobre la fibra y
[CP 1] es la clase fundamental de orientación de CP 1. La última igualdad se debe
a que estamos utilizando la orientación utilizada en [37].
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Lema 3.1.5. Sean π : E → B y π̂ : Ê → B haces S1–principales sobre B tales
que c1(E) ∪ c1(Ê) = 0, consideremos V := (E ×S1 C) ⊕ (Ê ×S1 C) → B el haz
vectorial como antes

a) Existe una clase Th ∈ H3(S(V )) tal que

r!(Th) = −c̃+ π∗
P (c1(E) + c1(Ê))

b) Si Th y Th′ son clases que satisfacen la condición del inciso a), entonces
Th′ − Th = π∗

Sη para algún η ∈ H3(B).

c) Si Th satisface a), entonces Th es una clase de Thom tal que

π!(i
∗Th) = c1(Ê), π̂!(̂i

∗Th) = c1(E) y p∗i∗(Th) = p̂∗î∗(Th)

Demostración. Para el inciso a), primero utilicemos la propiedad de la clase total
de Chern con respecto a suma de haces

c(V ) = c(E ⊕ Ê) = c(E) ∪ c(Ê)

lo cual nos dice que

1 + c1(V ) + c2(V ) = (1 + c1(E))(1 + c1(Ê)) = 1 + c1(E) + c1(Ê) + c1(E) ∪ c1(Ê).

Por lo tanto

c1(V ) = c1(E) + c1(Ê) y c2(V ) = c1(E) ∪ c1(Ê).

Por hipótesis tenemos que c2(V ) = c1(E)∪ c1(Ê) = 0, aśı que se tiene la igualdad

0 = c̃2 − c1(V )c̃+ c2(V ) = c̃2 − c1(V )c̃ = c̃2 − (c1(E) + c1(Ê))c̃.

Utilizando la estructura de H∗(X)–módulo de H∗(P (V )) se tiene que

c̃(c̃− π∗
P (c1(E) + c1(Ê))) = c̃2 − π∗

P (c1(E) + c1(Ê))c̃ = 0

aśı que por la sucesión de Gysin para el haz r : S(V ) → P (V ) existe Th ∈
H3(S(V )) tal que

r!(Th) = −c̃+ π∗
P (c1(E) + c1(Ê)).

Para el inciso b), supongamos que Th′ ∈ H3(S(V )) satisface

r!(Th
′) = −c̃+ πP (c1(E) + c1(Ê))

entonces
r!(Th′ − Th) = 0.
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Por lo tanto, una vez más de la sucesión de Gysin para r : S(V ) → P (V ) existe
η̃ ∈ H3(P (V )) con

Th′ − Th = r∗η̃

pero como H∗(P (V )) es un módulo libre, entonces

η̃ = π∗
P (η) + π∗

P (b) ∪ c̃, η ∈ H3(B), b ∈ H1(B).

De esta manera

π∗
Sη = r∗π∗

Pη

= r∗(η̃ − π∗
P (b) ∪ c̃)

= r∗(η̃)− r∗(π∗
P (b)) ∪ r∗(c̃)

= r∗(η̃) = Th′ − Th

en donde hemos utilizado que r∗(c̃) = 0 ya que r∗(c1(S(V ))) = c1(r
∗S(V )) y

r∗S(V ) ∼= S(V )×B S(V ) es trivial por tener a la sección diagonal

∆: S(V ) → S(V )×B S(V ).

Finalmente, para el inciso c) primero veamos que Th es una clase de Thom, en
efecto

(πS)!Th = (πP )!r!Th

= (πP )!(−c̃+ π∗
P (c1(E) + c1(Ê)))

= −(πP )!(c̃) = −(−1) = 1.

Por otro lado, utilizando la naturalidad de la sucesión de Gysin para el diagrama
anterior se tiene el siguiente diagrama con cuadrados conmutativos

· · · // H3(P (V )) r∗ //

s∗

��

H3(S(V ))
r! //

i∗

��

H2(P (V )) c̃∪ //

s∗

��

H4(P (V ))

s∗

��

// · · ·

· · · // H3(B)
π∗

// H3(E) π!
// H2(B)

c1(E)∪
// H4(B) // · · ·

aśı que

π!i
∗(Th) = s∗r!(Th) = s∗(−c̃+ π∗

P (c1(E) + c1(Ê)))

= −s∗c̃+ s∗π∗
P (c1(E) + c1(Ê))

= −c1(E) + c1(E) + c1(Ê)

= c1(Ê).
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De manera similar se tiene que

π̂!̂i
∗(Th) = ŝ∗r!(Th) = c1(Ê).

Del lema anterior se tiene
p∗i∗(Th) = p̂∗î∗(Th)

El lema anterior nos ayuda a para probar uno de los teoremas principales de
esta sección.

Teorema 3.1.6 (Existencia de pares T–duales). Sea (E, h) un par sobre B, en-
tonces existe otro par (Ê, ĥ) sobre B tal que (E, h) y (Ê, ĥ) son pares T–duales.

Demostración. Dado el par (E, h), consideremos la clase π!h ∈ H2(B), aśı que por
la clasificación de los haces S1–principales sobre B podemos afirmar que existe un
haz S1–principal π̂ : Ê → B tal que

c1(Ê) = π!h.

Por la sucesión de Gysin para π : E → B tenemos que c1(E) ∪ c1(Ê) = 0 aśı que
por el lema anterior obtenemos una clase de Thom Th′ ∈ H3(S(V )) tal que

r!Th
′ = −c̃+ π∗

P (c1(E) + c1(Ê)).

Notemos que
π!(i

∗(Th′)− h) = c1(Ê)− c1(Ê) = 0

aśı que existe a ∈ H3(B) tal que i∗(Th′)− h = π∗a. Definimos la clase de Thom

Th := Th′ − π∗
Sa,

además Th satisface

r!Th = r!(Th
′)− r!π

∗
Sa = r!Th

′ − r!(r
∗π∗

Pa)

= −c̃+ π∗
P (c1(E) + c1(Ê))

y

i∗Th = i∗Th′ − i∗π∗
Sa

= i∗Th′ − π∗a

= h

en donde hemos utilizado la conmutatividad del diagrama

E
i //

π ��

S(V )

πS||
B.

Por el inciso c) del lema podemos concluir que los pares (E, h) y (Ê, ĥ := î∗Th)
son T–duales.
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Siguiendo la demostración del teorema anterior hemos probado además el si-
guiente lema

Lema 3.1.7. Sea (E, h) un par sobre B y π̂ : Ê → B un haz S1–principal tal que
c1(Ê) = π!h, entonces existe una clase de Thom Th ∈ H3(S(V )) tal que

r!Th = −c̃+ π∗
P (c1(E) + c1(Ê)) y i∗Th = h.

Para la demostración del siguiente lema, tomamos como referencia el lema 5.3
de [24] y el lema 4.4 de [8].

Lema 3.1.8. Sean π : E → B y π̂ : Ê → B haces S1–principales. Para cualquier
µ ∈ H3(Ê) tal que π̂!µ = 0 y p̂∗µ = 0, existe α ∈ H1(B) tal que

µ = π̂∗(c1(E) ∪ α).

Demostración. Consideremos el diagrama pull–back

E ×B Ê
p

{{

p̂

##
q

��

E

π
##

Ê

π̂
{{

B

Notemos que q : E ×B Ê → B es un haz fibrado con fibra S1 × S1 de manera
que π1(B) actúa trivialmente sobre H∗(S1 × S1) ya que π1(B) actúa trivialmente
sobre cada S1 de los haces S1–principales π : E → B y π̂ : Ê → B (ver la sección
de la sucesión de Gysin para cohomoloǵıa). De esta manera nos fijaremos en el
siguiente diagrama

Ŝ1

��

î // S1 × Ŝ1

��

pr2 // Ŝ1

��

E ×B Ê
Id //

p̂
��

E ×B Ê
p̂ //

q

��

Ê

π̂

��
Ê

π̂
// B

Id
// B.

Este diagrama induce mapeos entre las siguientes sucesiones espectrales
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2 0 0 0 0 0

1 H0(B) H1(B) H2(B) H3(B) H4(B)

0 H0(B) H1(B) H2(B) H3(B) H4(B)

0 1 2 3 4

d2 d2 d2

E2(π̂)

2 0 0 0 0 0

1 Ker(d2) Ker(d2) Ker(d2) Ker(d2) Ker(d2)

0 H0(B) H1(B)
H2(B)

Im(d2)

H3(B)

Im(d2)

H4(B)

Im(d2)

0 1 2 3 4

E3(π̂) = E∞(π̂)

2 H0(B) H1(B) H2(B) H3(B)

1 H0(B;Z⊕ Z) H1(B;Z⊕ Z) H2(B;Z⊕ Z) H3(B;Z⊕ Z)

0 H0(B) H1(B) H2(B) H3(B)

0 1 2 3

d2 d2

d2 d2

E2(q)
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2 Ker(d2) Ker(d2) Ker(d2) Ker(d2)

1 Ker(d2) Ker(d2) Ker(d2)
Ker(d2)

Im(d2)

0 H0(B) H1(B)
H2(B)

Im(d2)

H3(B)

Im(d2)

0 1 2 3

d3

E3(q)

E4(q) = E∞(q) E3,0
4 (q) =

H3(B)/Im(d2)

Im(d3)

2 0 0 0 0 0

1 Ker(d2) Ker(d2) Ker(d2) Ker(d2) Ker(d2)

0 H0(Ê) H1(Ê)
H2(Ê)

Im(d2)

H3(Ê)

Im(d2)

H4(Ê)

Im(d2)

0 1 2 3 4

E3(p̂) = E∞(p̂)

Por la segunda columna del cuadrado conmutativo y utilizando la naturalidad de
la sucesión espectral, tenemos el diagrama conmutativo

E3,0
3 (π̂) π̂•

//

(Id,pr1)
∗

��

H3(Ê)

p̂∗

��

E3,0
3 (q)

q•
// H3(E ×B Ê)

aśı que como π̂(µ) = 0 entonces por la sucesión de Gysin tenemos que existe
ν ∈ H3(B) tal que π̂∗(ν) = µ, es decir que

π̂•([ν]) = µ
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Como por hipótesis también p̂∗(µ) = 0, entonces utilizando el diagrama conmu-
tativo se tiene

0 = p̂∗(µ) = π̂•([ν]) = q•([ν])

como q• es inyectiva, entonces

ν = d2(α1, α2), (α1, α2) ∈ E1,1
2 (q) = H1(B;Z⊕ Z) ∼= H1(B)⊕H1(B).

Por la primera columna del diagrama tenemos el mapeo

(π̂, î)∗ : E3,0
2 (q) → E3,0

2 (p̂)

el cual conmuta con las diferenciales por la naturalidad de la sucesión espectral,
de aqúı obtenemos que

π̂∗(ν) = (π̂, î)∗d2(α1, α2) = d2(π̂, î)
∗(α1, α2) = d2(π̂

∗α2).

Dado que la sucesión espectral Ep,q
r (p̂) induce la sucesión de Gysin para el haz

S1–principal p̂ : E ×B Ê → Ê, entonces

µ = π̂∗(ν) = π̂∗c1(E) ∪ (π̂∗a2) = π̂∗(c1(E) ∪ α2) α2 ∈ H1(B).

El lema anterior nos permite demostrar lo siguiente

Lema 3.1.9. Sean (E, h) y (Ê, ĥ) pares T–duales sobre B. Existe una clase de
Thom Th ∈ H3(S(V )) tal que

r!Th = −c̃+ π∗
P (c1(E) + c1(Ê)), i∗Th = h y î∗Th = ĥ.

Demostración. Como (E, h) y (Ê, ĥ) son pares T–duales tenemos que

c1(Ê) = π!h,

entonces por el lema anterior sabemos que existe una clase de Thom Th′ ∈
H3(S(V )) tal que

r!(Th
′) = −c̃+ π∗

P (c1(E) + c1(Ê)) y i∗Th′ = h.

Como (Ê, î∗Th′) también es T–dual a (E, h) entonces tenemos que

π̂!(̂i
∗Th− ĥ) = c1(E)− c1(E) = 0 y p̂∗(̂i∗Th− ĥ) = p∗h− p∗h = 0

aśı que por el lema anterior obtenemos que

î∗Th′ − ĥ = π̂(c1(E) ∪ α) α ∈ H1(B).
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Hacemos
Th := Th′ − π∗

S(c1(E) ∪ α),
se tiene que

r!(Th) = r!(Th
′)− r!(π

∗
S(c1(E) ∪ α)) = r!(Th

′)− r!(r
∗π∗

P (c1(E) ∪ α)) = r!(Th
′),

i∗Th = i∗Th′ − i∗(π∗
S(c1(E) ∪ α)) = h− π∗(c1(E) ∪ α) = h

y
î∗Th = î∗Th′ − î∗(π∗

S(c1(E) ∪ α)) = î∗Th′ − π̂∗(c1(E) ∪ α) = ĥ.

Es posible definir una noción de isomorfismo entre pares. Hay que tener en
mente que existe una noción de isomorfismo entre haces principales, lo que falta
es pedir que la clase h se preserve en cierto sentido. Con esta idea viene la siguiente
definición

Definición 3.1.10. Un isomorfismo de pares Φ: (E, h) → (E ′, h′) sobre B es un
isomorfismo de haces S1–principales

E Φ //

π ��

E ′

π′
~~

B

tal que h = Φ∗h′.

Uno podŕıa preguntarse si existe alguna relación entre la T–dualidad de pares
y su clase de isomorfismo, el siguiente teorema nos da la respuesta

Teorema 3.1.11. Sea (E, h) un par sobre el espacio B.

a) La clase de isomorfismo de un par (Ê, ĥ) T–dual a (E, h) es única.

b) La clase de isomorfismo de un par (Ê, ĥ) T–dual a (E, h) depende única-
mente de la clase de isomorfismo de (E, h).

Demostración. Para el inciso a) supongamos (Ê, ĥ) y (Ê ′, ĥ′) son pares T–duales
a (E, h), tenemos que ver que (Ê, ê) ∼= (Ê ′, ĥ′). Por la definición de pares T–duales
tenemos que

c1(Ê) = π!h = c1(Ê
′)

por lo tanto Ê ∼= Ê ′ como haces S1–principales, de esta manera podemos suponer
que Ê ′ = Ê. Tenemos que mostrar que existe un automorfismo de haces S1–
principales

Ê
Φ //

π̂ ��

Ê

π̂��
B
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tal que
Φ∗(ĥ) = ĥ′.

Cualquier automorfismo Φ está determinado por la multiplicación por un mapeo
g : B → S1. Podemos factorizar Φ como la composición

Ê
(Id,π̂) // Ê ×B

Id×g // Ê × S1 m // Ê

en donde
m(e, z) = e · z.

Notemos que se tiene el siguiente pullback

Ê × S1 m //

pr1
��

Ê

π̂
��

Ê
π̂

// B.

Por el teorema de Künneth tenemos que

H3(Ê × S1) ∼= H3(Ê)⊕ [H2(Ê)⊗H1(S1)]

por lo tanto
m∗(ĥ) = pr∗1(a) + pr∗1(b) ∪ pr∗2(θ)

en donde a ∈ H3(Ê), b ∈ H2(Ê) y θ ∈ H1(S1) es el generador canónico. Por la
naturalidad del push–forward se tiene que

pr1!m
∗ = π̂∗π̂!

aśı que

π̂∗π̂!(ĥ) = pr1!m
∗(ĥ) = pr1!pr

∗
1(a) + pr1![pr

∗
1(b) ∪ pr∗2(θ)]

= 0 + b ∪ pr1!pr
∗
2(θ)

= b ∪ ⟨θ, [S1]⟩
= b

por otro lado, si denotamos por ι1 : Ê → Ê × S1 a

ι1(e) = (e, 1)

entonces tenemos los diagramas conmutativos

Ê × S1

m

""
Ê

ι1

<<

Id
// Ê

Ê × S1

pr1

""
Ê

ι1

<<

Id
// Ê

Ê × S1

pr2

##
Ê

ι1

<<

C1

// S1
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de manera que

ĥ = ι∗1m
∗(ĥ) = ι∗1pr

∗
1(a) + ι∗1pr

∗
1(π̂

∗π!(ĥ)) ∪ ι∗1pr∗2(θ)
= a+ ι∗1pr

∗
1(π̂

∗π!(ĥ)) ∪ 0

= a

Hemos obtenido que

m∗(ĥ) = pr∗1(ĥ) + pr∗1(π̂
∗π̂!(ĥ)) ∪ pr∗2(θ).

Como π̂(ĥ− ĥ′) = 0 y p̂(ĥ− ĥ′) = 0 entonces por un lema anterior tenemos que

ĥ− ĥ′ = π̂∗(c1(E) ∪ α) α ∈ H1(B).

Como tenemos la biyección [B, S1] = [B,K(Z, 1)] ∼= H1(B;Z) dada por

[g] 7→ g∗(θ) ∈ H1(B;Z)

entonces tomamos g : B → S1 que corresponda a −α ∈ H1(B). Usando que
π̂!(ĥ) = c1(E), y por la naturalidad del teorema de Künneth tenemos lo siguiente

(Id× g)∗m∗(ĥ) = pr∗1(ĥ) + pr∗1[π̂
∗(c1(E))] ∪ pr∗2(−α)

= pr∗1(ĥ)− pr∗1[π̂
∗(c1(E))] ∪ pr∗2(α)

y

Φ∗(ĥ) = (Id, π̂)∗(Id× g)∗m∗(ĥ) = ĥ− π̂∗(c1(E)) ∪ π̂∗(α)

= ĥ− π̂∗(c1(E) ∪ α)
= ĥ′.

Para el inciso b) supongamos que (E, h), (Ê, ĥ) son pares T–duales, que (E ′, h′),
(Ê ′, ĥ′) también son pares T–duales y que (E, h) ∼= (E ′, h′). Sea

E ′ Φ //

π′
  

E

π��
B

un isomorfismo de haces S1–principales tal que Φ∗h = h′. Notemos que Φ: E ′ → E
induce un isomorfismo entre los haces esféricos

ΦS : S(LE′ ⊕ LÊ) → S(LE ⊕ LÊ)
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dado por
ΦS([e

′, z], [ê, w]) = ([Φ(e′), z], [ê, w]).

Por lo tanto tenemos un diagrama conmutativo

Ê
î

%%

î′

yy
S(LE′ ⊕ LÊ) ΦS

// S(LE ⊕ LÊ),

en efecto, tenemos que

ΦS î
′(ê) = ([ΦS(e

′), 0], [ê, 1]) = î(ê)

porque î(ê) es independiente de la elección de un elemento e en la fibra π−1(π̂(ê)).
Por el Lema 3.1.9 tenemos que existe Th ∈ H3(S(LE ⊕ LÊ)) tal que

i∗(Th) = h y î∗(Th) = ĥ.

Definimos
Th′ := Φ∗

S(Th),

notemos que
(̂i′)∗(Th′) = (̂i′)∗Φ∗

S(Th) = î∗(Th) = ĥ.

Dado que los pares (E ′, h′), (Ê ′, ĥ′) son T–duales, si mostramos que los pares
(E ′, h′), (Ê, ĥ) también son T–duales, entonces podemos concluir por el inciso a)
que (Ê, ĥ) ∼= (Ê ′, ĥ′). En efecto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en
donde los cuadrados son pull–backs:

E ′ ×B Ê
p̃′

{{

p̂′

##

(Φ,Id) // E ×B Ê
p̂

##

p

{{
E ′

Φ ))

π′
$$

Ê
Id
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π̂
{{

E

π
##

Ê

π̂{{
B

Id
// B,

aśı tenemos que

π′
!(h

′) = π′
!(Φ

∗(h)) = π!(h) = c1(Ê) y π̂!(ĥ) = c1(E) = c1(E
′),

c1(E
′) ∪ c1(Ê) = c1(E) ∪ c1(Ê) = 0

y

(p̃′)∗h′ = (p̃′)∗Φ∗h = (Φ, Id)∗p∗h = (Φ, Id)∗p̂∗ĥ = (p̂′)∗(ĥ).

Concluimos que (E ′, h′), (Ê, ĥ) son pares T–duales y que (Ê, ĥ) ∼= (Ê ′, ĥ′).
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3.2. La transformación de T–dualidad

Ahora explicaremos acerca de la transformación de T–dualidad, la cual nos
proporciona un isomorfismo entre las K–teoŕıas torcidas de los pares duales.

Denotemos por T (X) al conjunto de haces PU(H)–principales sobreX para un
espacio de Hilbert complejo, separable y de dimensión infinita H. Consideremos
ahora dos pares T–duales (E, h) y (Ê, ĥ) sobre B y una clase de Thom Th ∈
H3(S(V );Z), escogemos un haz K ∈ T (S(V )) tal que

c(K) = Th

en donde c es la transformación natural de la sección de K–teoŕıa torcida que
surge de la biyección entre elementos del tercer grupo de cohomoloǵıa y clases de
isomorfismo de haces. Por lo tanto tenemos dos nuevos haces principales

P := i∗(K) ∈ T (E) y P̂ := î∗(K) ∈ T (Ê)

Se tiene entonces que

c(P ) = c(i∗(K)) = i∗(c(K)) = h y c(P̂ ) = c(̂i∗(P̂ )) = î∗(c(K)) = ĥ

Consideramos el haz q : E ×B Ê → B construido a partir de los haces π : E → B
y π̂ : Ê → B de donde tenemos el diagrama

E ×B Ê

q

��

p

{{

p̂

##
E

π
##

Ê

π̂
{{

B

Notemos que la homotoṕıa h : (S1 × S1)× I → S3 dada por

h(z, ẑ, t) = (
√
1− t2z, tẑ)

induce la homotoṕıa H : (E ×B Ê)× I → S(V ) de i ◦ p a î ◦ p̂.
A continuación explicaremos el mapeo u(h) inducido por una homotoṕıa y que

nos va a permitir relacionar los torcimientos P y P̂ Supongamos que h : Y ×I → X
es una homotoṕıa entre f0, f1 : Y → X, luego

fk = h ◦ ik k = 0, 1

en donde ik : Y → Y ×I está dado por ik(y) = (y, k). Definamos F : Y ×I → X×I
dado por

F (y, t) = (h(y, t), t).
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Consideremos Q ∈ T (X) y consideremos los pullbacks (f0 × IdI)
∗pr∗1(Q) y

F ∗pr∗1(Q) ambos en T (Y × I), notemos que

(f0 × IdI)
∗pr∗1(Q)

∼= (pr1 ◦ (f0 × IdI))
∗(Q) = f ′∗

0 (Q)

en donde f ′
0 : Y × I → X está dado por

f ′
0(y, t) = f0(y).

Por otro lado, se tiene que

F ∗pr∗1(Q)
∼= (pr1 ◦ F )∗(Q) = h∗(Q)

pero h y f ′
0 son homótopas ya que H : (Y × I)× I → X dada por

H(y, t, s) = h(y, st)

satisface que

H(y, t, 0) = h(y, 0) = f0(y) = f ′
0(y, t) y H(y, t, 1) = h(y, t).

Aśı que H es una homotoṕıa entre f ′
0 y h, por lo tanto

(f0 × IdI)
∗pr∗1(Q)

∼= F ∗pr∗1(Q).

Definimos v : (f0 × IdI)
∗pr∗1(Q) → F ∗pr∗1(Q) como el único isomorfismo tal que la

composición de los isomorfismos siguientes es la identidad

f ∗
0 (Q)

∼= i∗0(f0 × IdI)
∗pr∗1(Q)

i∗0(v)∼= i∗0F
∗pr∗1(Q)

∼= f ∗
0 (Q),

podemos garantizar la existencia de este isomorfismo v(h) gracias a la estructura
de H2(−)–torsor que tiene Hom(H1, H2) para cualesquiera H1, H2 ∈ T (−) y que
además esta estructura de torsor es compatible con los pullbacks. Finalmente
definimos

u(h) : f ∗
0 (Q)

∼= i∗1(f0 × IdI)
∗pr∗1(Q)

i∗1(v)∼= i∗1F
∗pr∗1(Q)

∼= f ∗
1 (Q).

En el caso de la homotoṕıa h : E ×B Ê × I → S(V ) entre i ◦ p y î ◦ p tenemos
entonces el isomorfismo inducido entre torcimientos

u(h) : p̂∗(P̂ ) = p̂∗î∗(K) ∼= (̂i ◦ p̂)∗K
u(h)∼= (i ◦ p)∗(K) ∼= p∗i∗(K) = p∗(P )

Definición 3.2.1. Definimos la transformación de T–dualidad

T := p̂! ◦ u(h)∗ ◦ p∗ : K∗(E,P ) → K∗−1(Ê, P̂ ).

Todav́ıa más general, se puede definir una transformación de T–dualidad para
el caso de teoŕıas de cohomoloǵıa torcidas generalizadas h en el sentido de [16]
(enuncian los axiomas y propiedades que una teoŕıa torcida debe cumplir), en don-
de T (X) seŕıan los torcimientos de la teoŕıa y en la definición de la transformación
se intercambiaŕıa la K por h.
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3.3. T–admisibilidad

Una teoŕıa de cohomoloǵıa torcida generalizada T–admisible guarda una es-
trecha relación con la transformación de T–dualidad. A continuación veremos a
detalle esta relación.

Sea S ⊂ C2 la esfera unitaria y consideremos las dos esferas de dimensión
uno S1, Ŝ1 ⊂ C. Consideremos los encajes i : S1 → S, i(z) = (z, 0) y î : Ŝ1 → S,

î(ẑ) = (0, ẑ). Sea T := S1 × Ŝ1 el toro y p : T → S1, p̂ : T → Ŝ1 las respectivas
proyecciones.

Sea K ∈ T (S) un torcimiento tal que c(K) ∩ [S] = 1 y definimos

P := i∗(K) y P̂ := î∗(K)

La homotoṕıa h : T × I → S de la función i ◦ p a la función î ◦ p̂ dada por

h(z, ẑ, t) := (
√
1− t2z, tẑ)

induce un isomorfismo canónico

u(h) : p̂∗(P̂ ) = p̂∗ ◦ î∗(K) ∼= (̂i ◦ p̂)∗K
u(h)∼= (i ◦ p)∗(K) ∼= p∗ ◦ i∗(K) = p∗(P ).

Si h es una teoŕıa de cohomoloǵıa torcida generalizada entonces

Definición 3.3.1. Decimos que una teoŕıa de cohomoloǵıa torcida generalizada
es T–admisible si

p̂! ◦ u(h)∗ ◦ p∗ : h(S1, P ) → h(Ŝ1, P̂ )

es un isomorfismo.

En este trabajo nos interesa el caso en que la teoŕıa de cohomoloǵıa torcida h
es la K–teoŕıa torcida, en este caso tenemos las siguientes propiedades sobre los
torcimientos:

Proposición 3.3.2. a) Existe una transformación natural

c : T (−) → H3(−;Z),

entre torcimientos y el tercer grupo de cohomoloǵıa de manera que la trans-
formación clasifica las clases de isomorfismo de torcimientos.

b) Sea P ∈ T (B), se tiene una biyección natural ν : Aut(P ) → H2(B;Z) que
mapea composiciones a sumas.
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c) Sea K̃ ∈ T (ΣB+), en donde ΣB+ := B × I/(B × {0} ∪ B × {1}) es la
suspensión reducida. Para la homotoṕıa h : B×I → ΣB+ dada por h(b, t) =
[b, t] notemos que

h0 = h1 = C : B 7→ ∗ ↪→ ΣB+, ∗ = B × {0} ∪B × {1},

el morfismo inducido u(h) : C∗K̃ → C∗K̃ ∈ Aut(C∗K̃) satisface que

ν(u(h)) = Susp(c(K̃))

en donde Susp : H3(ΣB+) → H2(B) es el isomorfismo de suspensión.

Antes de probar el teorema de T–admisibilidad para la K–teoŕıa probaremos
el siguiente lema:

Lema 3.3.3. Para la homotoṕıa h : T × I → S dada por

h(z, ẑ, t) = (
√
1− t2z, tẑ)

el morfismo
u(h) : θT ∼= p̂∗î∗(K) → p∗i∗(K) ∼= θT ∈ Aut(θT )

satisface que
ν(u(h)) ∈ H2(T ) ∼= Z

es un generador.

Demostración. Notemos que

ΣT+ ∼= S3/(S1 ∪ Ŝ1).

En efecto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

T × I h //

��

S3 q // S3/(S1 ∪ Ŝ1)

ΣT+

h̃

55

en donde la flecha punteada existe porque el mapeo q ◦ h es constante en cada
clase de equivalencia, es decir, se cumple

q ◦ h(z, ẑ, 0) = [z, 0], q ◦ h(z, ẑ, 1) = [0, ẑ] y [z, 0] = [0, ẑ] ∈ S3/(S1 ∪ Ŝ1).

Nos gustaŕıa construir r : S3/(S1 ∪ Ŝ1) → ΣT+ que sea la inversa de h̃. Conside-
remos

r[z, w] =


[
z

|z|
,
w

|w|
, |w|

]
z ̸= 0 y w ̸= 0

[z, 0, 0] w = 0

[0, w, 1] z = 0
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notemos que si z ̸= 0 y w ̸= 0

(h̃ ◦ r)[z, w] = h̃

[
z

|z|
,
w

|w|
, |w|

]
=

[√
1− |w|2

(
z

|z|

)
, |w|

(
w

|w|

)]
=

[
|z|
(
z

|z|

)
, w

]
= [z, w].

Si w = 0
(h̃ ◦ r)[z, 0] = h̃[z, 0, 0] = [z, 0],

mientras que si z = 0

(h̃ ◦ r)(0, w) = h̃[0, w, 1] = [0, w].

De igual forma si t ∈ (0, 1) entonces

(r ◦ h̃)[z, ẑ, t] = r[
√
1− t2z, tẑ] =

[√
1− t2z√
1− t2

,
tw

t

]
= [z, w].

Si t = 0, entonces

(r ◦ h̃)[z, ẑ, 0] = r[z, 0] = [z, 0, 0] = [z, ẑ, 0]

mientras que si t = 1, entonces

(r ◦ h̃)[z, ẑ, 1] = r[0, ẑ] = [0, ẑ, 1] = [z, ẑ, 1].

Por otro lado, de la sucesión exacta larga del par se tiene que

0 = H2(S1 ⨿ Ŝ1)
δ→ H3(S3/(S1 ∪ Ŝ1))

q∗→ H3(S3)
ι∗→ H3(S1 ⨿ Ŝ1) = 0

aśı que q∗ es un isomorfismo. Luego la composición

H3(ΣT+)
r∗→ H3(S3/(S1 ∪ Ŝ1))

q∗→ H3(S3)

es un isomorfismo. Sea K̃ ∈ T (ΣT+) tal que

q∗r∗K̃ = K

en donde K era un torcimiento tal que

⟨c([K]), [S3]⟩ = 1.
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Consideremos la siguiente homotoṕıa

T × I
h //

r◦q◦h
))

S3 q // S3/(S1 × Ŝ1)

r

��
ΣT+.

Esta homotoṕıa satisface

r ◦ q ◦ h(z, ẑ, t) = r ◦ q(
√
1− t2z, tẑ)

= r[
√
1− t2z, tẑ]

= [z, ẑ, t]

Por la Proposición 3.3.2 inciso c) tenemos que

ν(u(r ◦ q ◦ h)) = Susp(c(K̃)).

Finalmente, dado que

(rqhι0)
∗K̃ = (rqip)∗K̃

can∼= p∗ι∗q∗r∗K̃ = p∗i∗(K) ∼= θT

y

(rqhι1)
∗K̃ = (rqîp̂)∗K̃

can∼= p̂∗ι̂∗q∗r∗K̃ = p̂∗î∗(K) ∼= θT

entonces podemos concluir que ν(u(h)) es un generador de H2(T ) ∼= Z

Teorema 3.3.4. La K–teoŕıa torcida es T–admisible.

Demostración. Dado que las clases de isomorfismo de torcimientos en T (S1) están
en correspondencia biyectiva con elementos de H3(S1) = 0 entonces

c([P ]) ∈ H3(S1) = 0 y c([P̂ ]) ∈ H3(Ŝ1) = 0

de donde obtenemos que existe una única clase de isomorfismo de torcimientos,
por lo tanto

Kn(S1, P ) ∼= Kn(S1, θS1) ∼= Kn(S1) y Kn(Ŝ1, P̂ ) ∼= Kn(Ŝ1, θŜ1) ∼= Kn(Ŝ1).

También tenemos que

p∗(P ) ∼= p∗(θS1) ∼= θT y p̂∗(P̂ ) ∼= p̂∗(θŜ1) ∼= θT ,

entonces el isomorfismo de torcimientos inducido por la homotoṕıa h

u(h) : p̂∗(P̂ ) → p∗(P )
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es tal que
u(h) ∈ Aut(θT ),

de esta manera u(h) debe corresponder con la clase de un haz vectorial lineal [L]
sobre T (véase [7]) de manera que el mapeo inducido en K–teoŕıa

u(h)∗ : Kn(T, p̂∗(P̂ )) → Kn(T, p∗(P ))

es el producto tensorial con la clase [L], es decir, está dado por el mapeo

−⊗ [L] : Kn(T, p̂∗(P̂ )) → Kn(T, p∗(P )),

(véase la Proposición 3.4 de [23] o [7]). Por lo tanto tenemos un diagrama conmu-
tativo

Kn(S1, P )
p∗ //

∼=
��

Kn(T, p∗(P ))
u(h)∗ //

∼=
��

Kn(T, p̂∗(P̂ ))
p̂! //

∼=
��

Kn−1(Ŝ1, P̂ )

∼=
��

Kn(S1)
p∗

// Kn(T )
−⊗[L]

// Kn(T )
p̂1

// Kn−1(Ŝ1).

Pero aún más, por el lema anterior L → T es un haz lineal complejo tal que
c1(L) ∈ H2(T ) = Z es un generador. No es necesario saber exactamente cuál
es para demostrar que la transformación de T–dualidad es un isomorfismo. Sin
embargo, en [14] se menciona exactamente cuál de los dos generadores le corres-
ponde. Primero calcularemos el mapeo dado por − ⊗ [L] : Kn(T ) → Kn(T ), en
este caso tenemos otro diagrama conmutativo utilizando el caracter de Chern

K∗(T )
−⊗[L] //

ch
��

K∗(T )

ch
��

H∗(T ;Q)
∪ch[L]

// H∗(T ;Q)

en donde la flecha de abajo se tiene porque el caracter de Chern separa productos
tensoriales de clases de isomorfismo de haces vectoriales

ch([E]⊗ [F ]) = ch[E] ∪ ch[F ].

Dado que el haz vectorial L sobre T es lineal, entonces su caracter de Chern es
igual a

ch[L] = ec1(L) = 1 + c1(L).

Sean θ y θ̂ generadores de H1(S1;Q) y H1(Ŝ1;Q). Por el teorema de Künneth
para cohomoloǵıa se sigue que θ ⊗ θ̂ es un generador de H2(T ;Q) = Q, por lo
tanto escogemos θ y θ̂ de manera que

c1(L) = θ ⊗ θ̂.
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De esta manera tenemos los siguientes cálculos

(1⊗ 1̂) ∪ ch[L] = (1⊗ 1̂) ∪ (1 + θ ⊗ θ̂) = 1⊗ 1̂ + θ ⊗ θ̂,

(1⊗ θ̂) ∪ ch[L] = (1⊗ θ̂) ∪ (1 + θ ⊗ θ̂) = 1⊗ θ̂,

(θ ⊗ 1̂) ∪ ch[L] = (θ ⊗ 1̂) ∪ (1 + θ ⊗ θ̂) = θ ⊗ 1̂,

(θ ⊗ θ̂) ∪ ch[L] = (θ ⊗ θ̂) ∪ (1 + θ ⊗ θ̂) = θ ⊗ θ̂.

Nos gustaŕıa probar que el caracter de Chern es un isomorfismo en el toro,
pero primero veamos que es un isomorfismo en S1. En efecto, sea

ch: K0(S1) → Hev(S1;Q).

Notemos que K0(S1) está generado por el haz trivial [S1 × C], de manera que

ch([S × C]) = ec1([S
1×C]) = e0 = 1

por lo tanto es un isomorfismo en dimensión 0. Ahora sea

ch: K−1(S1) → Hodd(S1;Q),

notemos que por definición del caracter de Chern en dimensión −1 primero utili-
zamos la definición de la K–teoŕıa en dimensión −1:

K−1(S1) = K̃0(ΣS1
+) = K̃0(S2) ∼= Z(H − 1).

De esta manera se tiene

ch: K̃0(S2) → H̃ev(S2;Q)
susp∼= Hodd(S1;Q)

por lo tanto

ch(H − 1) = ec1(H) − ec1(1) = 1 + c1(H)− 1 = c1(H) ∈ H̃2(S2;Z) ⊂ H̃2(S2;Q),

como c1(H) es un generador, entonces al tomar el isomorfismo de suspensión se-
guirá siendo un generador, aśı que el caracter de Chern también es un isomorfismo
en dimensión −1. Con lo anterior además obtenemos que el caracter de Chern en
S1 tiene imagen en la cohomoloǵıa con coeficientes enteros.

Ahora para ver que es un isomorfismo en el toro, utilizamos el teorema de
Künneth para K–teoŕıa desarrollado por Atiyah en [3]. Este teorema nos dice un
resultado análogo a cohomoloǵıa: Dados dos CW–complejos finitos X, Y , en donde
además K∗(Y ) es libre, se cumple que

K∗(X)⊗K∗(Y )
µ→ K∗(X × Y )
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es un isomorfismo, en donde µ es el producto externo. Tenemos entonces un dia-
grama conmutativo

K∗(S1)⊗K∗(Ŝ1)

ch⊗ch ∼=
��

µ

∼=
// K∗(T )

ch

��
H∗(S1)⊗H∗(Ŝ1)

∼=
×
// H∗(T )

de donde se sigue que la flecha de la derecha es un isomorfismo.
Sean e0, e1 ∈ K0(S1), ê0, ê1 ∈ K0(Ŝ1) tales que

e0 = ch−1(1), e1 = ch−1(θ)

y
ê0 = ch−1(1̂), ê1 = ch−1(θ̂).

Tenemos entonces la siguiente correspondencia bajo el diagrama conmutativo an-
terior:

ch⊗ ch(e0 ⊗ ê0) = 1⊗ 1̂, ch⊗ ch(e1 ⊗ ê1) = θ ⊗ θ̂,

ch⊗ ch(e1 ⊗ ê0) = θ ⊗ 1̂, ch⊗ ch(e0 ⊗ ê1) = 1⊗ θ̂.

El mapeo ⊗[L] está dado por

(e0 ⊗ ê0)⊗ [L] = e0 ⊗ ê0 + e1 ⊗ ê1,

(e0 ⊗ ê1)⊗ [L] = e0 ⊗ ê1,

(e1 ⊗ ê0)⊗ [L] = e1 ⊗ ê0,

(e1 ⊗ ê1)⊗ [L] = e1 ⊗ ê1.

Por el teorema de Künneth, p∗ : Kn(S1) → Kn(T ) es la inclusión respectiva, sin
embargo no es tan claro a dónde env́ıa p̂! a los generadores. En [22] se nos pre-
senta el teorema de Grothendieck–Riemann–Roch diferenciable el cual relaciona
el pushforward en K–teoŕıa con el pushforward en cohomoloǵıa, este nos dice lo
siguiente

ch(p̂!(e)) · Todd(Ŝ1) = p̂!(ch(e) · Todd(S1 × Ŝ1)), e ∈ Kn(T )

en donde la clase Todd(X) está dada en términos de las clases de Chern de la
variedad. Supongamos que el haz tangente complexificado de la variedad es suma
directa de haces lineales TX ⊗ C = L1 ⊕ · · · ⊕ Ln, entonces

Todd(X) =
n∏
i=1

c1(Li)

1− ec1(Li)
.
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También podemos calcular esta clase con la siguiente igualdad

Todd(X) = 1 +
c1(TX)

2
+
c21(TX) + c2(TX)

12
+
c1(TX)c2(TX)

24
+ · · · .

Notemos que la cohomoloǵıa de S1 en dimensiones pares distintas de cero se anula
aśı que

Todd(Ŝ1) = 1.

También tenemos que el haz tangente de S1 × S̃1 es trivial, ya que

T (S1 × Ŝ1) ∼= T (S1)⊕ T (Ŝ1) ∼= (S1 × Ŝ1)× R2

por lo tanto la complexificación está dada por

T (S1 × Ŝ1)⊗ C ∼= [(S1 × Ŝ1)× R2]⊗ C = (S1 × Ŝ1)× C2

aśı que c1(T (S
1× S̃1)⊗C) = 0 y la cohomoloǵıa de S1× S̃1 en dimensiones pares

mayores que 2 es cero, por lo tanto

Todd(S1 × S̃1) = 1,

luego en este caso tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Kn(T )
p̂! //

ch

��

Kn−1(Ŝ1)

ch
��

H∗(T )
p̂!
// H∗(Ŝ1)

.

Por los cálculos del pushforward en cohomoloǵıa del segundo caṕıtulo, con ayuda
del teorema de Künneth, tenemos lo siguiente

p̂!(1⊗ 1̂) = ⟨1, [S1]⟩1̂ = 0

p̂!(1⊗ θ̂) = ⟨1, [S1]⟩θ̂ = 0

p̂!(θ ⊗ 1̂) = ⟨θ, [S1]⟩1̂ = ±1̂

p̂!(θ ⊗ θ̂) = ⟨θ, [S1]⟩θ̂ = ±θ̂.

De esta manera

p̂!(e0 ⊗ ê0) = 0

p̂!(e0 ⊗ ê1) = 0

p̂!(e1 ⊗ ê0) = ±ê0
p̂!(e1 ⊗ ê1) = ±ê1.
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Finalmente se tiene que el mapeo de T–dualidad T = p̂! ◦ u∗ ◦ p∗ satisface

T (e0) = p̂! ◦ u∗ ◦ p∗(e0) = p̂! ◦ u∗(e0 ⊗ ê0) = p̂!(e0 ⊗ ê0 + e1 ⊗ ê1) = ±ê1
T (e1) = p̂! ◦ u∗ ◦ p∗(e1) = p̂! ◦ u∗(e1 ⊗ ê0) = p̂!(ê1 ⊗ ê0) = ±ê0,

concluimos que T es un isomorfismo.

Ahora bien, bajo las condiciones en que la base B es un CW–complejo finito,
entonces:

Teorema 3.3.5 (Bunke–Schick). Dados (E,P ), (Ê, P̂ ) pares T–duales sobre B,
la transformación de T–dualidad

T = p̂! ◦ u(h)∗ ◦ p∗ : K∗(E,P ) → K∗(Ê, P̂ )

es un isomorfismo.

Antes de probar este teorema de Bunke–Schick enunciamos unas propiedades
que satisface la K–teoŕıa torcida.

Proposición 3.3.6. Sea p : Y → X un mapeo orientado en K–teoŕıa y P ∈ T (X).
Denotamos por Ψf,g al isomorfismo de torcimientos dado por

Ψf,g(−) : f ∗ ◦ g∗(−) → (g ◦ f)∗(−)

en donde f, g son funciones entre espacios que se pueden componer. El pushfor-
ward para K–teoŕıa torcida satisface las siguientes propiedades:

1. (Funtorialidad). Si q : Z → Y es un mapeo propio orientado en K–teoŕıa,
entonces tenemos que

p! ◦ q! ◦Ψp,q(P )
∗ = (q ◦ p)! : Kn(Z, (q ◦ p)∗P ) → Kn(X,P )

2. (Naturalidad). Si g : Z → X es un mapeo de manera que tenemos el siguiente
diagrama pullback

Z ×X Y

g∗p
��

p∗g // Y

p

��
Z g

// X

entonces

(g∗p)! ◦Ψg,g∗p(P )
∗ ◦ (Ψp,p∗g(P )

∗)−1 ◦ (p∗g)∗ = g∗ ◦ p!

Para una demostración de estas propiedades del pushforward en K–teoŕıa tor-
cida véanse [17] y [10].
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Proposición 3.3.7. (Mayer–Vietoris) Si B = U ∪ V es una descomposición por
conjuntos abiertos, entonces existe una función ϕ : B → R tal que

ϕ|B−U = 1 y ϕ|B−V = −1.

Definimos el conjunto
A := {b ∈ B | ϕ(b) = 0}

de manera que tenemos las inclusiones

j : A ↪→ B y i : A ↪→ U ∩ V

Definimos las inclusiones

U
jU // B

U ∩ V
iU

OO

iV
//

r

;;

V

jV

OO

Sea P ∈ T (B), la siguiente sucesión es exacta

· · · // Kn−1(U ∩ V, r∗P ) δ // Kn(B,P )
(j∗U ,j

∗
V )
// Kn(U, j∗UP )⊕Kn(V, j∗V P )

i∗U−i∗V
��

· · · Kn(U ∩ V, r∗P )oo

en donde δ = j! ◦ i∗ (δ no depende de la función ϕ).

Sea f : A→ B un mapeo, utilizamos el pullback de K para definir la transfor-
mación de T–dualidad T sobre A, de manera que tenemos el siguiente diagrama:

f ∗E ×A f
∗Ê

F ∗p

yy

F̂ ∗p̂

%%

G // E ×B Ê
p̂

""

p

||
f ∗E

F
**

&&

f ∗Ê
F̂

55

xx

E

π
##

Ê

π̂
{{

A
f

// B

Para demostrar los siguientes lemas ignoraremos los mapeos Ψf,g que puedan
aparecer.

Lema 3.3.8. La transformación de T–dualidad satisface las siguientes propieda-
des:

81



a) T ◦ F ∗ = F̂ ∗ ◦ T

b) T ◦ δ = δ̂ ◦ T
Demostración. Para el inciso a) utilizamos la propiedad de naturalidad del push-
forward

F̂ ◦ T = F̂ ∗ ◦ p! ◦ u(h)∗ ◦ p∗

= (F̂ ∗p̂)! ◦G∗ ◦ u(h)∗ ◦ p∗.

Utilizando la naturalidad con respecto a pullbacks del mapeo inducido por iso-
morfismos de torcimientos, dado el diagrama

G∗p̂∗P̂
G∗u(h) //

&&

G∗p∗P

xx

p̂∗P̂
u(h) //

##

p∗P

{{

f ∗E ×A f
∗Ê

G
// E ×B Ê

tenemos que

(F̂ ∗p̂)! ◦G∗ ◦ u(h)∗ ◦ p∗ = (F ∗p̂)! ◦ (G∗u(h))∗ ◦G∗ ◦ p∗

= (F ∗p̂)! ◦ (G∗u(h))∗ ◦ (F ∗p)∗ ◦ F ∗

= T ◦ F ∗.

Para el inciso b), dada la descomposición de B por conjuntos abiertos

B = U ∪ V

para un subconjunto X ⊂ B hacemos

EX := π−1(X) y ÊX := π̂−1(X).

Sea ϕ : B → R una función tal que ϕ|B−U = 1, ϕ|B−V = −1 y

j : (A := {ϕ = 0}) ↪→ B.

Notemos que

j : A
i
↪→ U ∩ V r

↪→ B

de manera que tenemos los diagramas

EA ×A ÊA
I∗R∗p

zz

Î∗R̂∗p̂

$$

Ĩ // EU∩V ×U∩V ÊU∩V
R̂∗p̂

''

R∗p

ww
EA

I **

%%

ÊA
Î

33

yy

EU∩V

((

ÊU∩V

vv
A

i
// U ∩ V
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EU∩V ×U∩V ÊU∩V
R∗p

ww

R̂∗p̂

''

R̃ // E ×B Ê
p̂

""

p

||
EU∩V

R
++

((

ÊU∩V
R̂

55

vv

E

π
##

Ê

π̂
{{

U ∩ V r
// B

y la composición de estos dos diagramas da como resultado el diagrama

EA ×A ÊA
J∗p

zz

Ĵ∗p̂

$$

J̃ // E ×B Ê
p̂

""

p

||
EA

J
))

%%

ÊA
Ĵ

55

yy

E

π
##

Ê

π̂
{{

A
j

// B

por lo tanto, los mapeos de coborde están dados por

δ = J! ◦ I∗ y δ̂ = Ĵ! ◦ Î∗

aśı que

δ̂ ◦ T = Ĵ! ◦ I∗ ◦ (R̂∗p̂)! ◦ (R̃∗u(h))∗ ◦ (R∗p)∗

= Ĵ! ◦ (Î∗R̂∗p̂)! ◦ (Ĩ∗R̃∗u(h))∗ ◦ (I∗R∗p)∗ ◦ I∗

= Ĵ! ◦ (Ĵ∗p̂)! ◦ (J̃∗u(h))∗ ◦ (J∗p) ◦ I∗

= p̂! ◦ J̃! ◦ (J∗u(h))∗ ◦ (J∗p)∗ ◦ I∗

= p̂! ◦ u(h)∗ ◦ J̃! ◦ (J∗p)∗ ◦ I∗

= p̂! ◦ u(h)∗ ◦ p∗ ◦ J! ◦ I∗

= T ◦ δ.

Lema 3.3.9. El enunciado del teorema de Bunke–Schick se cumple para B = Sn

para toda n ≥ 0.

Demostración. Por inducción sobre n, supongamos que n = 0, entonces por la T–
admisibilidad de la K–teoŕıa torcida se tiene que la transformación de T–dualidad
es un isomorfismo. Supongamos que el resultado es valido para n, entonces toma-
mos la descomposición por abiertos de Sn+1 dada por

Sn+1 = U ∪ V
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en donde
U ≃ ∗, V ≃ ∗ y U ∩ V ≃ Sn,

luego utilizando la sucesión de Mayer–Vietoris y el Lema 3.3.2 tenemos los si-
guientes cuadrados conmutativos:

Kn−1(EU , PU)⊕Kn−1(EV , PV ) //

T⊕T
��

Kn−1(EU∩V , PU∩V )
δ //

T
��

Kn(E,P ) //

T
��

Kn−2(ÊU , P̂U)⊕Kn−2(ÊV , P̂V ) // Kn−2(ÊU∩V , P̂U∩V )
δ̂ // Kn−1(Ê, P̂ ) //

// Kn(EU , PU)⊕Kn(EV , PV ) //

T⊕T
��

Kn(EU∩V , PU∩V )

T
��

// Kn−1(ÊU , P̂U)⊕Kn−1(ÊV , P̂V ) // Kn−1(ÊU∩V , P̂U∩V ).

Entonces T es un isomorfismo en EU , EV por la T–admisibilidad y también es un
isomorfismo en EU∩V por la hipótesis de inducción. Por el Lema de los 5 podemos
concluir que

T : Kn(E,P ) → Kn−1(Ê, P̂ ), ∀n = 0, 1

es un isomorfismo.

Demostración del teorema de Bunke–Schick. Sea B un CW–complejo finito y to-
memos subcomplejos de B

B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Bn = B

de manera que n es el número total de celdas de todas las dimensiones de B,

B1 = e1

es una 0–celda y
Bi+1 = Bi ∪ ei+1

para alguna celda ei+1 de dimensión di+1. Por inducción sobre n, supongamos que
n = 0, entonces por la T–admisibilidad de la K–teoŕıa torcida se tiene que la
transformación de T–dualidad es un isomorfismo. Supongamos que el resultado
es válido para n, dado que

Bn+1 = Bn ∪ en+1

entonces tomamos una descomposición por abiertos de B := Bn+1 = U ∪ V tal
que

U ≃ Bn, V ≃ ∗ y U ∩ V ≃ Sdn+1−1,
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luego utilizando la sucesión de Mayer–Vietoris y el Lema 3.3.8 tenemos los si-
guientes cuadrados conmutativos

Kn−1(EU , PU)⊕Kn−1(EV , PV ) //

T⊕T
��

Kn−1(EU∩V , PU∩V )
δ //

T
��

Kn(E,P ) //

T
��

Kn−2(ÊU , P̂U)⊕Kn−2(ÊV , P̂V ) // Kn−2(ÊU∩V , P̂U∩V )
δ̂ // Kn−1(Ê, P̂ ) //

// Kn(EU , PU)⊕Kn(EV , PV ) //

T⊕T
��

Kn(EU∩V , PU∩V )

T
��

// Kn−1(ÊU , P̂U)⊕Kn−1(ÊV , P̂V ) // Kn−1(ÊU∩V , P̂U∩V ).

Notemos que T es un isomorfismo en EU por la hipótesis de inducción, es un
isomorfismo en EV por la T–admisibilidad y también es un isomorfismo en EU∩V
por el Lema 3.3.9. Por el Lema de los 5 podemos concluir que

T : Kn(E,P ) → Kn−1(Ê, P̂ ), ∀n = 0, 1

es un isomorfismo cuando la base B de los haces S1–principales es un CW–
complejo finito.

El teorema anterior en realidad tiene una versión más general para teoŕıas de
cohomoloǵıa torcida en el sentido de [16], dicho teorema general nos dice que basta
que la transformación de T–dualidad sea un isomorfismo en la fibra para que sea
un isomorfismo sobre los pares duales (el caso de las fibras resulta ser el primer
paso de la inducción).
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Caṕıtulo 4

T–dualidad equivariante

Una generalización inmediata de la T–dualidad en el caso equivariante para
un grupo de Lie compacto G, seŕıa trabajar ahora con G–espacios y con haces S1–
principales G–equivariantes. Para este tipo de espacios la cohomoloǵıa y K–teoŕıa
torcida correspondiente seŕıan los funtores G–equivariantes HG(−) y KG(−,−).
Empezamos haciendo cálculos cuando la base B = {∗} para ver la posible gene-
ralización. Consideremos la siguiente definición:

Definición 4.0.1. Sea G un grupo de Lie compacto y B un G–espacio. Un par
(E, h) sobre B consiste de un haz S1–principal G–equivariante y una clase h ∈
H3
G(E).

Durante esta sección analizaremos posibles T–dualidades para distintos grupos
compactos de Lie G.

4.1. El caso del grupo ćıclico de orden primo

Primero supongamos que G = Z/p con p primo. Los pares (E, h) y (Ê, ĥ)
sobre B = {∗} seŕıan T–duales si tenemos un diagrama:

E ×B Ê
q

{{

q̂

##
E

π ##

Ê

π̂{{
B = ∗

de manera que

c
Z/p
1 (Ê) = π!(h), c

Z/p
1 (E) = π̂!(ĥ), c

Z/p
1 (E) ∪ cZ/p1 (Ê) = 0 y q∗h = q̂∗ĥ.
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Primeramente calcularemosH2
Z/p(∗) para conocer los posibles haces S1–principales

Z/p–equivariantes. Recordemos que

H∗(BZ/p) ∼=
Z[α]
(pα)

, |α| = 2

aśı que
H2

Z/p(∗) = H2(EZ/p×Z/p ∗) ∼= H2(BZ/p) = Z/p.

Por lo que la primera diferencia al caso no equivariante es que ahora existe más
de un haz S1–principal sobre ∗, en este caso tenemos p posibles haces. Estos
haces están relacionados con las representaciones complejas de Z/p, aśı que para
0 < l ≤ p− 1 denotamos por S1

l al ćırculo cuya acción de Z/p está dada por

[k] · z = ωkz en donde ω = e2πli/p y [k] ∈ Z/p

de manera que
c
Z/p
1 (S1

l ) = l ∈ H2
Z/p(∗) = Z/p.

A continuación veremos la demostración de esta afirmación. Denotemos por

wl : S
1 → S1, j : Z/p→ S1

a los mapeos dados por

wl(z) = zl, j([k]) = e2πik/p

y a
γl : Z/p→ S1

a la composición de los mapeos. Aśı tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Z/p j //

γl !!

S1

wl

��
S1.

Tomando espacios clasificantes obtendremos un diagrama que conmuta salvo ho-
motoṕıa

BZ/p Bj //

Bγl $$

BS1

Bwl

��
BS1.
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Veremos cuál es el mapeo (Bwl)
∗ : H2(BS1) → H2(BS1). Escogemos 1 := c1(ES

1)
como generador de H2(BS1), de esta manera utilizando el teorema de coeficientes
universales tenemos que

H2(BS1)

∼=
��

(Bwl)
∗

// H2(BS1)

∼=
��

Hom(H2(BS
1),Z)

[(Bwl)∗]
∗
// Hom(H2(BS

1),Z).

Utilizando el teorema de Hurewicz obtenemos

H2(BS
1)

∼=
��

(Bwl)∗// H2(BS
1)

∼=
��

π2(BS
1)

∼=
��

(Bwl)∗ // π2(BS
1)

∼=
��

π1(S
1)

wl∗=×l
// π1(S

1),

por lo tanto concluimos que (Bwl)
∗ es multiplicación por l. A continuación veremos

que el mapeo Bj∗ : H2(BS1) → H2(BZ/n) manda el 1 = c1(ES
1) a un generador

y aśı tomaremos el isomorfismo H2(BZ/p) ∼= Z/p tal que [1] = Bj∗(1). Tenemos
una fibración

S1 = S1/Z/p // BZ/p Bj // BS1

por lo tanto las páginas E2 y E3 de la sucesión espectral están dadas por

1 Z 0 Z 1 0 0 · · ·

0 Z 0 Z 0 Z 0 Z/p

0 1 2 0 1 2

±p

respectivamente. Recordemos que tenemos un diagrama conmutativo

Z ∼= H2(BS1)

ϕ ((

Bj∗ // H2(BZ/p) ∼= Z/p

E2,0
∞

∼= Z/p
ψ

66
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en donde ϕ es sobreyectivo y ψ es inyectivo. Aśı ϕ manda el 1 a un generador por
ser sobre y ψ manda un generador en un generador por ser inyectiva, luego Bj∗

manda el 1 en un generador de H2(BZ/p). Utilizaremos la siguiente propiedad
de funciones inducidas entre espacios clasificantes y pull–backs: Si f : H → G
entonces

Bf ∗(EG) ∼= EH ×f G,

como haces G–principales. En nuestro caso obtenemos que

(Bγl)
∗(ES1) = EZ/p×γl S

1 = EZ/p×Z/p S
1
l .

Luego

c
Z/p
1 (S1

l ) = c1(EZ/p×Z/p S
1
l ) = c1((Bγl)

∗(ES1)) = (Bγl)
∗c1(ES

1)

= Bj∗(Bwl)
∗c1(ES

1) = Bj∗(l) = [l].

Notemos que S1
0 = S1, es decir, es el ćırculo con la acción trivial de Z/p, de

esta manera
c
Z/p
1 (S1) = 0.

Si queremos que (S1
k , h) y (S1

l , ĥ) sean pares T–duales entonces se debe cumplir
la propiedad

c
Z/p
1 (S1

k) ∪ c
Z/p
1 (S1

l ) = 0,

por la estructura del anillo de cohomoloǵıa de BZ/p tenemos

c
Z/p
1 (S1

k) ∪ c
Z/p
1 (S1) = kα ∪ lα = (kl)α2,

luego se debe cumplir la condición

klα2 = 0.

Se sigue que
p|kl, 0 ≤ k, l ≤ p− 1 ⇒ p|k ó p|l.

Concluimos que
k = 0 ó l = 0.

Supongamos que k = 0 y l ̸= 0, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

S1 × S1
l

q

{{

q̂

##
S1

π
$$

S1
l

π̂zz
B = ∗
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Ahora los posibles valores que puede tomar ĥ son los siguientes:

ĥ ∈ H3
Z/p(S

1
l )

∼= H3(S1
l /(Z/p)) ∼= H3(S1) ∼= 0

en donde hemos utilizado que la acción de Z/p sobre S1
l es libre. Los posibles

valores de h son los siguientes

h ∈ H3
Z/p(S

1) ∼= H3(BZ/p× S1) ∼= H2(BZ/p)⊗H1(S1) ∼= Z/p⊗ Z ∼= Z/p.

De la sucesión de Gysin para S1 → ∗ tenemos que π! es un isomorfismo. Para de-
terminar con exactitud cómo es el mapeo π! utilizamos el mapeo entre coeficientes

ρ : Z → Z/p

inducido en cohomoloǵıa y la inclusión del espacio lente L2n+1 = S2n+1/Z/p en el
espacio clasificante S∞/Z/p = BZ/p la cual denotaremos por

j : L2n+1 ↪→ BZ/p,

de esta manera tenemos los cuadrados conmutativos

H3(BZ/p× S1;Z)
ρ∗
��

π! // H2(BZ/p,Z)
ρ∗
��

H3(BZ/p× S1;Z/p)

(j×1)∗

��

π! // H2(BZ/p;Z/p)

j∗

��
H3(L2n+1 × S1;Z/p) π! // H2(L2n+1;Z/p).

Recordemos que la cohomoloǵıa del espacio L2n+1 con coeficientes en Z/p está
dada por Z/p hasta 2n+1 y es 0 después de 2n+1, aún más dados los generadores

α ∈ H1(L2n+1;Z/p) y β ∈ H2(L2n+1;Z/p)

tenemos que

Hj(L2n+1;Z/p) ∼=

{
Z/p(βi) j = 2i

Z/p(αβi) j = 2i+ 1.

Por el teorema de Künneth notemos que

H3(L2n+1 × S1;Z/p) ∼= Z/p(β ⊗ γ)⊕ Z/p(αβ ⊗ 1)

en donde γ es un generador de H1(S1;Z/p). Con esta descomposición podemos
calcular la flecha de abajo del diagrama proponiendo que

π!(β ⊗ γ) = β y π!(αβ ⊗ 1) = 0
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y viendo que

⟨bπ!(a), [L2n+1]⟩ = ⟨π∗(b)a, [L2n+1×S1]⟩ a ∈ H3(L2n+1×S1), b ∈ H2n−1(L2n+1).

Basta probarlo para a, b generadores. Notemos que

⟨(αβn−1)π!(β ⊗ γ), [L2n+1]⟩ = ⟨αβn, [L2n+1]⟩ = 1

⟨π∗(αβn−1)(β ⊗ γ), [L2n+1 × S1]⟩ = ⟨(αβn−1 ⊗ 1)(β ⊗ γ), [L2n+1 × S1]⟩
= ⟨(−1)|1|·|β|(αβn)⊗ γ, [L2n+1 × S1]⟩
= ⟨(αβn)⊗ γ, [L2n+1 × S1]⟩ = 1

⟨απ!(αβ ⊗ 1), [L2n+1]⟩ = 0

⟨π∗(αβn−1)(αβ ⊗ 1), [L2n+1 × S1]⟩ = ⟨(αβn−1 ⊗ 1)(αβ ⊗ 1), [L2n+1 × S1]⟩
= ⟨(−1)|1|·|αβ|αβn−1αβ ⊗ 1, [L2n+1 × S1]⟩
= ⟨(−1)|1|·|αβ|α2βn, [L2n+1 × S1]⟩
= ⟨0, [L2n+1 × S1]⟩ = 0

Dado que nosotros queremos calcular π! en la cohomoloǵıa con coeficientes enteros,
entonces debemos ver lo que hacen los mapeos q∗. Notemos que de la sucesión
exacta larga en cohomoloǵıa asociada a la sucesión exacta corta de coeficientes

0 → Z ·p→ Z ρ→ Z/p→ 0

podemos concluir que

ρ∗ : H
2(BZ/p;Z) → H2(BZ/p;Z/p)

es inyectiva. Además por la naturalidad del teorema de Künneth tenemos que el
mapeo

ρ∗ : H
3(BZ/2× S1;Z) → H3(BZ/2× S1;Z/p)

es la inclusión en el primer sumando, luego es inyectiva. Aśı obtenemos que π! en
la cohomoloǵıa con coeficientes enteros es la identidad.

Notemos que l ∈ H3
Z/p(S

1
l ) satisface

π!(l) = c
Z/p
1 (S1

l ),

aśı h = l y ĥ = 0. Finalmente

q∗ : H3
Z/p(S

1) → H3
Z/p(S

1 × S1
l )

∼= H3(S1 × S1
l /(Z/p)) ∼= H3(S1 × S1

l ) = 0
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por lo tanto
q∗(l) = 0 = q̂∗(0),

luego (S1, l) y (S1
l , 0) seŕıan pares duales. La T–dualidad nos diŕıa que la siguiente

composición de mapeos es un isomorfismo

K0
Z/p(S

1, l)
q∗→ K0

Z/p(S
1 × S1

l , q
∗l)

u(h)→ K0
Z/p(S

1 × S1
l , q̂

∗0)
q̂!→ K1

Z/p(S
1
l , 0).

A continuación calcularemos el mapeo p∗. Consideremos la descomposición de S1

por cerrados Z/p–invariantes, como el hemisferio norte D1
+ cerrado y el hemisferio

sur cerrado D1
− de manera que

D1
+ ∪D1

− = S1 y D1
+ ∩D1

− = S0.

Esta descomposición es posible gracias a que S1 tiene acción trivial. Por la sucesión
de Mayer–Vietoris tenemos la siguiente sucesión

K0
Z/p(S

1, l) // K0
Z/p(D

1
+, l)⊕K0

Z/p(D
1
−, l) // K0

Z/p(S
0, l)

��
K1

Z/p(S
0, l)

OO

K1
Z/p(D

1
+, l)⊕K1

Z/p(D
1
−, l)oo K1

Z/p(S
1, l).oo

Dado que la restricción del torcimiento l a D1
± se anula ya que H3

Z/p(D
1
±) = 0

entonces l es un haz PU(H)–principal trivial sobre los hemisferios y de igual
forma sobre S0. Ahora bien, para destorcer la K–teoŕıa torcida, necesitamos com-
poner con los isomorfismos (φ+)∗, (φ−)∗ inducidos por las trivializaciones globales
φ+, φ−, de manera que tendremos el siguiente diagrama

K0
Z/p(S

1, l) // K0
Z/p(D

1
+, l)⊕K0

Z/p(D
1
−, l)

i∗+−i∗− //

((φ+)∗,(φ−)∗)

��

K0
Z/p(S

0, l)

(φ+)∗
��

// K1
Z/p(S

1, l)

K0
Z/p(D

1
+)⊕K0

Z/p(D
1
−)i∗+−f∗i∗−

// K0
Z/p(S

0),

en donde f = (φ−|S0)(φ+|S0)−1 es la función de engranaje

f : S0 × PU(H) → S0 × PU(H)

asociada al torcimiento l, la cual induce f∗ : K
0
Z/p(S

0) → K0
Z/p(S

0). Notemos que
se tiene la siguiente identificación

H3
Z/p(S

1) ∼= H2(BZ/p)⊗H1(S1)
1⊗Susp∼= H2(BZ/p)⊗ H̃0(S0) ∼= H̃2

Z/p(S
0)
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por lo tanto tenemos el siguiente diagrama

ProjZ/p(S
1) //

∼=
��

Proj(EZ/p×Z/p S
1) //

∼=
��

H3
Z/p(S

1)

∼=
��

L̃in
C
Z/p(S

0) // L̃in
C
(EZ/p×Z/p S

0) // H̃2
Z/p(S

0)

en donde con
L̃in

C
Z/p y L̃in

C
(EZ/p×Z/p S

0)

nos referimos a clases de haces lineales complejos tales que el haz es trivial sobre
−1 ∈ S0. Con lo anterior y con ayuda de un teorema conocido, el mapeo f∗

coincide con la multiplicación por el haz lineal L ∈ L̃in
C
Z/p(S

0) que le corresponde
a l en el diagrama anterior. Notemos que

L = (C⨿ Cl) → S0 = {−1} ⨿ {1}

en donde C es un haz vectorial lineal con acción trivial, mientras que Cl son los
complejos con la acción de multiplicar por potencias de ω = e2πli/p.

Nota. Con el haz lineal

(C⨿ Cl) → S0 = {−1} ⨿ {1}

nos referimos a que C es el haz lineal complejo que se encuentra sobre el −1 y Cl es
el haz lineal complejo que se encuentra sobre 1. De ahora en adelante utilizaremos
esta notación.

Utilizando la descomposición de la K–teoŕıa equivariante cuando el espacio
tiene acción trivial, tenemos el diagrama conmutativo

K0
Z/p(D

1
+)⊕K0

Z/p(D
1
−)

i∗+−f∗i∗− //

∼=
��

K0
Z/p(S

0)

∼=
��

K0(D1
+)⊗R(Z/p)⊕K0(D1

−)⊗R(Z/p)
i∗+−f∗i∗−

// K0(S0)⊗R(Z/p)

Dado que en los siguientes cuadrados conmutativos

K0(D1
±)⊗R(Z/p)

��

i∗±⊗1
// K0(S0)⊗R(Z/p)

��
Z⊗R(Z/p) //

��

Z2 ⊗R(Z/p)

��
R(Z/p) // R(Z/p)2
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la flecha de abajo manda x 7→ (x, x), entonces podemos olvidarnos del producto
tensorial. Denotemos por ρj a la representación compleja de multiplicación por
potencias de e2πij/p. De esta manera ρ0 seŕıa la representación trivial y

R(Z/p) ∼=
p−1⊕
i=0

Zρi.

Entonces el mapeo

i∗+ − f∗i
∗
− : R(Z/p)⊕R(Z/p) → R(Z/p)2

está dado por

i∗+ − f∗i
∗
−

(
p−1∑
i=0

miρi,

p−1∑
i=0

niρi

)
=

(
p−1∑
i=0

(mi − ni)ρi,

p−1∑
i=0

(mi − n[i−l])ρi

)

aśı que

Ker(i∗+ − f∗i
∗
−) =

{(
p−1∑
i=0

miρi,

p−1∑
i=0

niρi

)∣∣∣∣∣mi = ni, mi = n[i−l]

}

=

{(
p−1∑
i=0

miρi,

p−1∑
i=0

niρi

)∣∣∣∣∣m0 = m[−l] = m[−2l] = · · · = m[−(p−1)l]

}

=

{(
p−1∑
i=0

mρi,

p−1∑
i=0

mρi

)∣∣∣∣∣m ∈ Z

}
= Z.

Podemos identificar Ker(i∗+− f∗i
∗
−) = K0(S1, l) por unos ceros que aparecen en la
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sucesión de Mayer–Vietoris, como vemos a continuación

K1
Z/p(S

0) = 0

��
K0

Z/p(S
1, l)

��
K0

Z/p(D
1
+)⊕K0

Z/p(D
1
−)

i∗+−f∗i∗−
��

K0
Z/p(S

0)

��
K1

Z/p(S
1, l)

��
K1

Z/p(D
1
+)⊕K1

Z/p(D
1
−) = 0

Para calcular el mapeo q∗ utilizaremos la naturalidad de la sucesión de Mayer–
Vietoris, de manera que utilizamos la misma descomposición del ćırculo S1 con
acción trivial pero ahora visto como una descomposición del toro S1×S1

l , notemos
que en este caso el torcimiento sobre el toro satisface

q∗(l) = 0.

De esta manera este cálculo se reduce a la K–teoŕıa Z/p–equivariante no torcida,
aśı tendremos la sucesión de Mayer–Vietoris

K0
Z/p(S

1 × S1
l )

// K0
Z/p(D

1
+ × S1

l )⊕K0
Z/p(D

1
− × S1

l )
i∗+−f ′∗i∗−// K0

Z/p(S
0 × S1

l )

��
K1

Z/p(S
0 × S1

l )

OO

K1
Z/p(D

1
+ × S1

l )⊕K1
Z/p(D

1
− × S1

l )
oo K1

Z/p(S
1 × S1

l )
oo

y q∗ induce un mapeo entre estas sucesiones exactas.
Para identificar estos grupos de K–teoŕıa equivariante en el toro utilizamos el

siguiente teorema de Künneth desarrollado por Haruo Minami [38]

Teorema 4.1.1 (Minami). Sean X y Y espacios compactos Hausdorff en los
cuales actúan los grupos de Lie G y H respectivamente. Si los espacios de órbitas
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X/G y Y/H son de dimensión de recubrimiento finita y X (ó Y ) es localmente
G–(ó H–) contráctil entonces tenemos una sucesión exacta

0 →
⊕
i+j=k

Ki
G(X)⊗Kj

H(Y )
µ→ Kk

G×H(X×Y ) →
⊕

i+j=k+1

Tor(Ki
G(X), Kj

H(Y )) → 0

en donde i, j, k ∈ Z/2 y µ es el producto externo.

Con ayuda del teorema, por ejemplo podŕıamos calcular el mapeo inducido
por la función de engranaje f ′

∗ : K
0
Z/p(S

0 ×S1
l ) → K0

Z/p(S
0 ×S1

l ), el cual se espera
sea la identidad ya que la K–teoŕıa equivariante torcida se redujo a la K–teoŕıa
equivariante no torcida. Tenemos el diagrama conmutativo:

K0
Z/p(S

0 × S1
l )

f ′∗=−⊗L′
// K0

Z/p(S
0 × S1

l )

K0(S0)⊗K0
Z/p(S

1
l )

µ

OO

// K0(S0)⊗K0
Z/p(S

1)

µ

OO

en donde L′ = q∗(L) = S1
l × (C⨿ Cl) → S0 × S1

l , por lo tanto

µ[(Cx ⨿ Cy)⊗ (S1
l × Cm)] = q∗(Cx ⨿ Cy)⊗ q̂∗(S1

l × Cm)

= [S1
l × (Cx ⨿ Cy)]⊗ (S0 × S1

l × Cm)

= S1
l × (Cmx ⨿ Cmy)

luego

[S1
l × (Cmx ⨿ Cmy)]⊗ L′ = S1

l × (Cmx ⨿ Cmy
l )

dado que
µ[(Cx ⨿ Cy)⊗ (S1

1 × Cm
l )] = S1

l × (Cmx ⨿ Cmy
l )

y además como [S1
l ×Cm

l ] = [S1
l ×Cm] ∈ K0

Z/p(S
1
l )

∼= K0(S1
l /Z/p) = K0(S1) = Z

entonces podemos concluir que la flecha de abajo del diagrama es la identidad.
Tenemos el diagrama conmutativo

K0
Z/p(D

1
+ × S1

l )⊗K0
Z/p(D

1
− × S1

l )
∼= //

i∗+−i∗−
��

K0(D1
+)⊕K0(D1

−)

i∗+−i∗−
��

K0
Z/p(S

0 × S1
l )

∼= // K0(S0)

por lo tanto
(i∗+ − i∗−)(m,n) = (m− n,m− n).
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Aśı que el diagrama entre sucesiones de Mayer–Vietoris inducido por q∗ es el
siguiente

0

��

K1
Z/p(S

0 × S1
l )

��
K0

Z/p(S
1, l)

��

q∗ // K0
Z/p(S

1 × S1
l , )

(j∗+,j
∗
−)

��
K0

Z/p(D
1
+)⊕K0

Z/p(D
1
−)

i∗+−f∗i∗−
��

(q∗,q∗)// K0
Z/p(D

1
+ × S1

l )⊕K0
Z/p(D

1
− × S1

l )

i∗+−i∗−
��

K0
Z/p(S

0)

��

q∗ // K0
Z/p(S

0 × S1
l )

��
K1

Z/p(S
1, l)

��

q∗ // K1
Z/p(S

1 × S1
l , l)

��
0 K1

Z/p(D
1
+ × S1

l )⊕K1
Z/p(D

1
− × S1

l ).

De la misma manera, con la ayuda del teorema de Minami calculamos el mapeo

(q∗, q∗) : K0
Z/p(D

1
+)⊕K0

Z/p(D
1
−) → K0

Z/p(D
1
+ × S1

l )⊕K0
Z/p(D

1
− × S1

l )

de manera que tenemos el diagrama conmutativo

K0
Z/p(D

1
+)⊕K0

Z/p(D
1
−)

(q∗,q∗)// K0
Z/p(D

1
+ × S1

l )⊕K0
Z/p(D

1
− × S1

l )

K0
Z/p(∗)⊕K0

Z/p(∗)

(µ,µ)

OO

(c∗,c∗)
// K0

Z/p(S
1
l )⊕K0

Z/p(S
1
l )

(µ,µ)

OO

por lo tanto

(q∗, q∗)
(∑

miρi,
∑

niρi

)
= (c∗, c∗)

(∑
miρi,

∑
niρi

)
=
(∑

mi,
∑

ni

)
Por la identificación de K0

Z/p(S
1, l) = Ker(i∗+ − f∗i

∗
−) y el primer diagrama con-

mutativo de arriba tenemos que la composición

(j∗+, j
∗
−)p

∗
(∑

mρi,
∑

mρi

)
= (q∗, q∗)

(∑
mρi,

∑
mρi

)
= (pm, pm).

Utilizando la naturalidad del producto externo en el teorema de Minami vemos
que

j∗± : K
0
Z/p(S

1 × S1
l ) → K0

Z/p(D
1
± × S1

l ),
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se reduce a

j∗± : [K
0(S1)⊗K0

Z/p(S
1
l )]⊕ [K1(S1)⊗K1

Z/p(S
1
l )] → K0(D1

±)⊕K0
Z/p(S

1
l )

por lo tanto
(j∗+, j

∗
−)(m,n) = (m,m).

Por desgracia el cuadrado conmutativo de la sucesión de Mayer–Vietoris solo
muestra que el homomorfismo

q∗ : Z ∼= K0
Z/p(S

1, l) → K0
Z/p(S

1 × S1
l )

∼= Z⊕ Z

es de la forma
q∗(m) = (pm,φ(m))

para cierto homomorfismo φ : Z → Z.
Para terminar el cálculo del mapeo q∗ y saber exactamente quién es el homo-

morfismo φ anterior, utilizaremos la descripción de la K–teoŕıa torcida K0
Z/p(X,α)

como la construcción de Grothendieck del conjunto de clases de isomorfismo de
Z/p–haces α–torcidos sobre X. Como referencia mencionamos el art́ıculo de Dw-
yer [21] en donde se desarrolla la K–teoŕıa torcida para torcimientos α que son
elementos de torsión, el cual resulta ser nuestro caso. Otra referencia que reco-
mendamos es [9].

Nuestro primer paso es calcular el mapeo inducido por la función
Z/p–equivariante

i : ∗ → S1

utilizando una vez más la naturalidad de la sucesión de Mayer–Vietoris. Tenemos
el diagrama siguiente

Z ∼= K0
Z/p(S

1, l) i∗ //

ψ

��

K0
Z/p(∗, i∗l) ∼= R(Z/p)

∆

��
R(Z/p)2 ∼= K0

Z/p(D
1
+)⊕K0

Z/p(D
1
−) ∼=

// K0
Z/p(∗)⊕K0

Z/p(∗) ∼= R(Z/p)2

en donde la flecha de abajo es un isomorfismo ya que D1
± ≃Z/p ∗. Aśı calculamos

que

∆i∗(m) = ψ(m) =
(∑

mρi,
∑

mρi

)
es decir

(i∗(m), i∗(m)) =
(∑

mρi,
∑

mρi

)
y por lo tanto

i∗(m) =
∑

mρi.
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En particular, es inyectiva. Tenemos que

K0
Z/p(∗, i∗l) ∼=

p−1⊕
i=0

ZVi

en donde Vi son haces torcidos lineales sobre ∗ que corresponden a las represen-
taciones ρi bajo el isomorfismo de destorcimiento. De esta manera se tiene que el
haz torcido S1 × (V0 ⊕ · · · ⊕ Vp−1) es tal que

i∗
(
S1 × (V0 ⊕ · · · ⊕ Vp−1)

)
= ∗ × (V0 ⊕ · · · ⊕ Vp−1).

De esta manera podemos calcular

q∗ : K0
Z/p(S

1, l) → K0
Z/p(S

1 × S1
l , q

∗l)
F∼= K0

Z/p(S
1 × S1

l )
(r∗)−1

∼= K0(S1 × S1),

tenemos que

(r∗)−1Fq∗(S1 × (V0 ⊕ · · · ⊕ Vp−1)) = (r∗)−1F (S1 × S1
l × (V0 ⊕ · · · ⊕ Vp−1))

= (r∗)−1(S1 × S1
l × (ρ0 ⊕ · · · ⊕ ρp−1))

= S1 × S1 × Cp.

Como
K0(S1 × S1) ∼= Z1⊕ ZH,

en donde H es el pullback del haz de Bott bajo el cociente

S1 × S1 → S2,

podemos concluir que q∗ : Z → Z⊕ Z es

q∗(m) = (pm, 0).

Con el resultado anterior vemos que la transformación de T–dualidad

q̂! ◦ u(h)∗ ◦ q∗ : K∗
Z/p(S

1, l) → K1
Z/p(S

1
l , 0)

nunca será un isomorfismo, a pesar de que ambos grupos son isomorfos.

K0
Z/p(S

1, l) ∼= ker(i∗+ − f∗i
∗
−)

∼= Z y K1
Z/p(S

1
l , 0)

∼= K1(S1
l /Z/p) ∼= K1(S1) ∼= Z

Con lo anterior hemos probado el siguiente teorema

Teorema 4.1.2. En general la transformación de T–dualidad no necesariamente
es un isomorfismo en el caso Z/p–equivariante con p primo.

Este teorema muestra que la conjetura hecha por Gomi en la Sección 5.7 del
art́ıculo [24] es falsa con la generalización equivariante directa de la transformación
de T–dualidad. Él realiza el siguiente comentario: “Debe existir una T–dualidad
equivariante en donde un haz S1–principal equivariante aparece como T–dual de
otro haz S1–principal equivariante y únicamente está involucrada la cohomoloǵıa
equivariante de Borel” y menciona que este resultado al menos se debe cumplir
para Z/2.
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4.1.1. Existencia de una clase de Thom equivariante

Las clases de Thom son importantes para la T–dualidad ya que nos permiten
conectar las clases h y ĥ de los pares T–duales, de hecho Bunke y Schick utilizan
estas clases de Thom para definir a los pares T–duales (ver la Definición 2.9
de [16]). A continuación analizaremos la existencia de una clase de Thom en la
cohomoloǵıa equivariante de S3, es posible que necesitemos tomar una acción de
Z/p sobre S3 de manera que la homotoṕıa h : S1 ×S1

l → S3 sea equivariante. Por
este motivo una acción sobre S3 que hace equivariante a la homotoṕıa anterior es
la siguiente:

[k] · (z, w) = (z, ωkw) en donde ω = e2πli/p y [k] ∈ Z/p.

Lo primero que hay que notar de esta acción es que no es libre ya que hay puntos
fijos para cada [k]

[k](z, 0) = (z, 0).

Para calcular H3
Z/p(S

3
l ) utilizamos el haz fibrado

S3 → EZ/p×Z/p S
3
l → BZ/p.

De esta manera la acción de π1(BZ/p) ∼= Z/p sobreH∗(S3) está dada simplemente
por los mapeos inducidos en cohomoloǵıa de los homeomorfismos L[k] : S

3 → S3.
Estos mapeos son rotaciones en la segunda entrada compleja. Como una rota-
ción es composición de dos reflexiones, podemos concluir que el grado de estos
homeomorfismos es (−1)2 = 1, luego la acción del grupo fundamental sobre la co-
homoloǵıa de la fibra es trivial. Tenemos la siguiente sucesión espectral en donde
Ep,q

2 = Ep,q
3 = Ep,q

4

3 H0(BZ/p) 0 H2(BZ/p) 0 H4(BZ/p)

2 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 H0(BZ/p) 0 H2(BZ/p) 0 H4(BZ/p)

0 1 2 3 4

d4
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y la única diferencial que podŕıa ser distinta de cero es d4, pero dado que estamos
en un haz esférico, se sigue que d4 es multiplicación por la segunda clase de Chern
equivariante de S3

l ,

c
Z/p
2 (S3

l ) = c
Z/p
2 (S(C⊕ Cl)) = c

Z/p
2 (C⊕ Cl) = c

Z/p
1 (C) ∪ cZ/p1 (Cl) = 0 ∪ l = 0

aśı obtenemos
H3

Z/p(S
3
l )

∼= H0(BZ/p;H3(S3)) ∼= Z.

Por otro lado, recordemos que el segundo grupo de cohomoloǵıa de S1 × S1
l lo

podemos calcular sin la sucesión espectral, ya que la acción en este toro es libre:

H2
Z/p(S

1 × S1
l )

∼= H2(S1 × S1
l /(Z/p)) = H2(S1 × S1) ∼= Z.

Ahora bien, si seguimos el procedimiento análogo al caso no equivariante nos
gustaŕıa saber qué hace el mapeo inducido en cohomoloǵıa por la proyección

S3
l

q // S3
l /(S

1 ∪ S1
l )

r
∼=
// Σ(S1 × S1

l )

Para calcular q∗, utilizamos primero la descomposición usual de la 3–esfera co-
mo la unión de dos toros sólidos, pero hay que ver que esta descomposición es
equivariante. Tenemos que

S3
l = A ∪B ∼= S1 ×D2

l ∪D2 × S1
l

en donde

A =

{
(z, w) ∈ S3

l

∣∣∣ |z|2 ≥ 1

2
≥ |w|2

}
y B =

{
(z, w) ∈ S3

l

∣∣∣ |z|2 ≤ 1

2
≤ |w|2

}
.

Notemos queA yB son invariantes bajo la acción. Por otro lado, la descomposición
φ : S3

l → S1 ×D2
l ∪D2 × S1

l está dada por

φ(z, w) =


(
z
|z| ,

√
2w
)

(z, w) ∈ A

(√
2z, w|w|

)
(z, w) ∈ B,

y es fácil ver que es una descomposición equivariante. Utilizando la sucesión de
Mayer–Vietoris para cerrados, obtenemos la sucesión

· · ·H2
Z/p(S

1 × S1
l ) → H3

Z/p(S
3
l )

(j∗A,j
∗
B)

→ H3
Z/p(S

1)⊕H3
Z/p(S

1
l )

i∗A−i∗B→ H3(S1 × S1
l ) · · ·
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Como H3
Z/p(S

1 × S1
l ) = 0 y H3

Z/p(S
1
l ) = 0, entonces i∗A − i∗B = 0, aśı que

j∗A : H
3
Z/p(S

3
l ) → H3

Z/p(S
1) es sobre. Aśı que

j∗A(m) = [km] para algún k con 0 < k ≤ p− 1

aśı
Kerj∗A = pZ.

Ahora utilizando la sucesión del par para

q : S3
l → S3

l /(S
1 ∪ S1

l )

tenemos la sucesión

· · · → H3
Z/p(S

3
l /(S

1 ∪ S1
l ))

q∗→ H3
Z/p(S

3
l )

(j∗A,j
∗
B)

→ H3
Z/p(S

1)⊕H3
Z/p(S

1
l ) → · · ·

en donde hemos utilizado que la inclusión j : S1 → S3
l satisface

φjpr1 ≃Z/p jA : S
1 ∪D2

l → S1 ×D2
l ∪D2 × S1

l .

Aprovechando el cálculo del kernel de j∗A obtenemos que

Im q∗ = Ker j∗A = pZ

aśı que q∗ : Z → Z es multiplicación por p.
Con el cálculo anterior podemos observar una diferencia al caso no equiva-

riante, ya no podemos identificar la cohomoloǵıa equivariante en dimensión 3 de
S3
l con la cohomoloǵıa equivariante en dimensión 3 de Σ(S1 × S1

l ) por medio del
mapeo

S3
l

q // S3
l /(S

1 ∪ S1
l )

r
∼=
// Σ(S1 × S1

l )

como hicimos en la demostración del Lema 3.3.3.

4.2. El caso del grupo ćıclico de orden 4

En el apartado anterior estudiamos la T–dualidad en el caso en que G = Z/p,
de igual manera nos gustaŕıa analizar que sucede en un ámbito más general. Des-
afortunadamente los cálculos que veremos a continuación muestran la dificultad
que pueden llegar a tener ciertos casos.

Supongamos que G = Z/4 y haremos un cálculo parecido al que hicimos en
la sección anterior. Los pares (E, h) y (Ê, ĥ) sobre B = {∗} seŕıan T–duales si
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tenemos un diagrama:

E ×B Ê
p

{{

p̂

##
E

π ##

Ê

π̂{{
B = {∗}

de manera que

c
Z/4
1 (Ê) = π!(h), c

Z/4
1 (E) = π̂!, (ĥ) c

Z/4
1 (E) ∪ cZ/41 (Ê) = 0 y p∗h = p̂∗ĥ

Recordemos que el anillo de cohomoloǵıa de BZ/4 con coeficientes enteros está
dado por

H∗(BZ/4) ∼=
Z[α]
(4α)

, |α| = 2,

aśı que
H2

Z/4(∗) = H2(BZ/4) = Z/4.

Los haces S1–principales Z/4–equivariantes están clasificados por este grupo,
además estos haces están relacionados con las representaciones complejas de Z/4.
Siguiendo la notación del apartado anterior, consideremos ahora S1

2 , el cual con-
siste del ćırculo cuya acción de Z/4 está dada por

[k] · z = ωkz en donde ω = e4πi/4 y [k] ∈ Z/4

es decir, si [k] ∈ Z/4 se tiene

[k] · z = (−1)kz.

Este haz S1–principal Z/4–equivariante satisface

c
Z/4
1 (S1

2) = 2 y c
Z/4
1 (S1

2) ∪ c
Z/4
1 (S1

2) = 4α2 = 0

aśı que podemos considerar el diagrama conmutativo

S1
2 × S1

2

p

{{

p̂

##
S1
2

π
##

S1
2

π̂{{
B = {∗}
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La dificultad para mostrar las propiedades de T–dualidad se debe a que esta acción
no es libre porque [2] deja fijo a todo el ćırculo. Para calcular H3

Z/4(S
1
2) utilizamos

la sucesión de Gysin asociada al haz π : S1
2 → {∗}, de esta manera obtenemos

· · · // H3
Z/4(∗)

π∗
// H3

Z/4(S
1
2)

π! // H2
Z/4(∗)

c
Z/4
1 (S1

2)// H4
Z/4(∗) // · · ·

Como
H3

Z/4(∗) = 0, H2
Z/4(∗) = Z/4 = H4

Z/4(∗) y c
Z/4
1 (S1

2) = 2

entonces H3
Z/4(S

1
2) es el kernel de multiplicar por 2 entre Z/4, es decir

H3
Z/4(S

1
2)

∼= Ker(2×) = {0, 2} ∼= Z/2

y además π! es la inclusión del kernel en Z/4, es decir

π!(1) = 2.

Por lo tanto los candidatos a pares T–duales, seŕıan (S1
2 , 1) y (S1

2 , 1), sin embargo
tenemos que probar que

p∗(1) = p̂∗(1).

Calcularemos los grupos de cohomoloǵıa Z/4–equivariante de S1
2 utilizando la

sucesión espectral asociada al haz fibrado

S1 → EZ/4×Z/4 S
1
2

π→ BZ/4.

El grupo π1(BZ/4) = Z/4 actúa de manera trivial sobre H∗(S1) ya que única-
mente estamos actuando por rotaciones y el grado de las rotaciones es 1. Por lo
tanto tenemos la siguiente sucesión espectral

2 0 0 0 0 0

1 Z 0 Z/4 0 Z/4

0 Z 0 Z/4 0 Z/4

0 1 2 3 4

d2 d2
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en donde la diferencial d2 está dada por

d2 = c
Z/4
1 (S1

2) ∪ − = 2×−.

Aśı que

H1
Z/4(S

1
2) = Ker(2×) = 2Z ∼= Z

H2
Z/4(S

1
2) = Coker(2×) = (Z/4)/{0, 2} ∼= Z/2

H3
Z/4(S

1
2) = Ker(×2) = {0, 2} ∼= Z/2

H2
Z/4(S

1
2) = Coker(2×) = (Z/4)/{0, 2} ∼= Z/2

por lo tanto

Hk
Z/4(S

1
2) =

{
Z k = 0, 1

Z/2 k ̸= 0, 1.

Utilizando la sucesión de Gysin obtenemos

H0
Z/4(∗)

2×− // H2
Z/4(∗)

π∗
// H2

Z/4(S
1
2)

π! // H1
Z/4(∗)

que se convierte en

Z 2×− // Z/4 π∗
// Z/2 π! // 0

luego
{0, 2} = Im(2×) = Ker(π∗) ⇒ π∗(2) = 0.

Notemos que p : S1
2 ×S1

2 → S1
2 es un haz S1–principal Z/4–equivariante. Luego la

clase de Chern c
Z/4
1 (S1

2 × S1
2) ∈ H2

Z/4(S
1
2) satisface

c
Z/4
1 (S1

2 × S1
2) = c

Z/4
1 (π∗(S1

2)) = π∗c
Z/4
1 (S1

2) = π∗(2) = 0

Utilizando la sucesión de Gysin para p

H1
Z/4(S

1
2)

0 // H3
Z/4(S

1
2)

p∗ // H3
Z/4(S

1
2 × S1

2)
p! // H2

Z/4(S
1
2)

0 // H4(S1
2)

de donde obtenemos la sucesión exacta corta

0 // Z/2 p∗ // H3
Z/4(S

1
2 × S1

2)
p! // Z/2 // 0.

Análogamente obtenemos

0 // Z/2 p̂∗ // H3
Z/4(S

1
2 × S1

2)
p̂! // Z/2 // 0.
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Para calcularH3
Z/4(S

1
2×S1

2) utilizamos la sucesión espectral asociada al haz fibrado

S1 × S1 → EZ/4×Z/4 (S
1
2 × S1

2) → BZ/4

identificando
H1(S1

2 × S1
2)

∼= Zx⊕ Zy
obtenemos la sucesión espectral

3 0 0 0 0 0

2 Zxy 0 Z/4 0 Z/4

1 Zx⊕ Zy 0 (Z/4)αx⊕ (Z/4)αy 0 (Z/4)⊕ (Z/4)

0 Z1 0 (Z/4)α 0 (Z/4)α2

0 1 2 3 4

d′2

d′′2d2

Aprovechando el cálculo de d2 en la sucesión espectral de π : S1
2 → {∗} tenemos

que
d2(x) = 2α y d2(y) = 2α.

Utilizando la estructura multiplicativa de la sucesión espectral y la propiedad de
derivación de d2, d

′
2, d

′′
2 tenemos que

d′2(xy) = d2(x)y + (−1)|x|xd2(y)

= (2α)y − x(2α)

= 2αy − 2αx

= 2αy + 2αx

d′′2(αx) = d2(α)x+ (−1)|α|αd2(x)

= 2α2.

De la misma manera
d′′2(αy) = 2α2.

Como consecuencia los mapeos están dados por

d′2(m) = (2m, 2m), d′′2(m,n) = 2m+ 2n
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calculando el kernel y la imagen de d′′2 y d′2 respectivamente obtenemos

Ker(d′′2) = {(m,n) ∈ Z/4⊕ Z/4 | m+ n = 2k}
= {(0, 0), (0, 2), (1, 1), (1, 3), (2, 0), (2, 2), (3, 3), (3, 1)}

Im(d′2) = {(2m, 2m) ∈ Z/4⊕ Z/4 | m ∈ Z}
= {(0, 0), (2, 2)}.

De la sucesión espectral se tiene que

H3
Z/4(S

1
2 × S1

2)
∼=

Ker(d′′2)

Im(d′2)
.

Notemos que el orden de este cociente es 4 y además todos los elementos de este
grupo tienen orden 2, luego

H3
Z/4(S

1
2 × S1

2)
∼= Z/2⊕ Z/2.

Por la naturalidad de la sucesión espectral, obtenemos mapeos

p∗∞ : E2,1
∞ (S1

2) → E2,1
∞ (S1

2 × S1
2) y p̂∗∞ : E2,1

∞ (S1
2) → E2,1

∞ (S1
2 × S1

2)

de manera que

p∗(1) = p∗∞(2) = [(2, 0)] y p̂∗(1) = p̂∗∞(2) = [(0, 2)].

Notemos que

(2, 0)− (0, 2) = (2,−2) = (2, 2) ⇒ [(2, 0)] = [(0, 2)],

luego
p∗(1) = p̂∗(1).

Lo anterior nos permite concluir que los pares (S1
2 , 1) y (S1

2 , 1) son T–duales.

4.3. El caso del ćırculo

Finalmente analizaremos un caso T–admisible cuando G = S1. Empezamos
calculando H2

S1(∗) que clasifica a los haces S1–principales S1–equivariantes:

H2
S1(∗) = H2(CP∞) ∼= Z.
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Por el cálculo anterior hay una clase de isomorfismo de haces S1–principales
S1–equivariantes por cada entero, estos haces lo denotaremos como S̃1

n en donde
la acción de S1 está dada por

z · w = zn · w.

De esta manera se tiene que

cS
1

1 (S1
n) = n ∈ H2

S1(∗).

El caso que analizaremos es el siguiente

S̃1
0 × S̃1

1

p̂

##

p

{{
S̃1
0

π
##

S̃1
1

π̂{{
B = {∗}

en donde identificaremos S̃1
0 = S1 el ćırculo con la acción trivial de S1. Notemos

que la acción de S1 sobre S̃1
1 es libre, aśı que

H3
S1(S̃1

1) = H3
S1(S̃1

1/S
1) = H3(∗) = 0.

Por otro lado S1 tiene acción trivial

H3
S1(S1) = H3(CP∞ × S1) = H2(CP∞)⊗H1(S1) ∼= Z

Utilizando el cálculo anterior obtenemos que

π̂! : H
3
S1(S̃1

n) → H2
S1(∗)

es el homomorfismo cero y
ĥ = 0 ∈ H3

S1(S1).

De la sucesión de Gysin para π : S1 → ∗ obtenemos que π! es un isomorfismo.
Sin embargo, con este argumento aún no podemos saber si es el isomorfismo
multiplicación por −1 o la identidad. Veremos a continuación que es la identidad.
Tenemos el diagrama conmutativo

H3
S1(S1)

π! //

∼=
��

H2
S1(∗)

∼=
��

H3(CP∞ × S1)
π! //

(ι×1)∗

��

H2(CP∞)

ι∗

��
H3(CP n × S1) π!

// H2(CP n)
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en donde ι : CP n ↪→ CP∞ es la inclusión. Sean α ∈ H2(CP n) y β ∈ H1(S1)
generadores, podemos calcular la flecha de abajo del diagrama proponiendo que

π!(α⊗ β) = α

y veremos que

⟨bπ!(a), [CP n]⟩ = ⟨π∗(b)a, [CP n × S1] a ∈ H3(CP n × S1), b ∈ H2n−2(CP n).

Basta probarlo para a, b generadores. Notemos que

⟨αn−1π!(α⊗ β), [CP n]⟩ = ⟨αn, [CP n]⟩ = 1

⟨π∗(αn−1)(α⊗ β), [CP n × S1]⟩ = ⟨(αn−1 ⊗ 1)(α⊗ β), [CP n × S1]⟩
= ⟨(−1)|1|·|α|(αn ⊗ β), [CP n × S1]⟩
= ⟨(αn ⊗ β), [CP n × S1]⟩ = 1.

Finalmente notemos que

p∗ : H3
S1(S1) → H3

S1(S1 × S̃1
1)

∼= H3(S1 × S̃1
1/S

1) ∼= H3(S1) = 0

de donde obtenemos que p∗(h) = 0 = p̂∗(ĥ). Concluimos que los pares (S1, 1) y

(S̃1
1 , 0) son T–duales.
A continuación calcularemos el mapeo p∗ de una manera similar al caso Z/p–

equivariante. Consideremos la descomposición de S1 de la sección anterior por
cerrados D1

+ y D1
− de manera que

D1
+ ∪D1

− = S1 y D1
+ ∩D1

− = S0.

Una vez más esto es posible gracias a que S1 tiene acción trivial. Como

H3
S1(D1

±) = 0

entonces la restricción del torcimiento 1 sobre D1
± es un haz PU(H)–principal

trivial y de igual forma sobre S0. Una vez más tenemos el siguiente diagrama
utilizando la sucesión de Mayer–Vietoris:

K0
S1(S1, 1) // K0

S1(D1
+, 1)⊕K0

S1(D1
−, 1)

i∗+−i∗−//

((φ+)∗,(φ−)∗)
��

K0
S1(S0, 1)

(φ+)∗
��

// K1
S1(S1, 1)

K0
S1(D1

+)⊕K0
S1(D1

−) i∗+−f∗i∗−
// K1

S1(S1),
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en donde f es la función de engranaje f : S0 × PU(H) → S0 × PU(H) asociada
al torcimiento 1, la cual induce f∗ : K

0
S1(S0) → K0

S1(S0). Dado que tenemos la
identificación

H3
S1(S1) ∼= H2(BS1)⊗H1(S1)

1⊗Susp∼= H2(BS1)⊗ H̃0(S0) ∼= H̃2
S1(S0)

entonces tenemos el siguiente diagrama

ProjS1(S1) //

∼=
��

Proj(ES1 ×S1 S1) //

∼=
��

H3
S1(S1)

∼=
��

L̃in
C
S1(S0) // L̃in

C
(ES1 ×S1 S0) // H̃2

S1(S0)

por lo tanto f∗ coincide con multiplicación por el haz lineal L ∈ L̃in
C
S1(S0) que le

corresponde a 1 en el diagrama anterior. Por lo tanto tenemos que

L = C⨿ C̃1 → S0 = {−1} ⨿ {1}

en donde C es el haz vectorial lineal trivial sobre {−1} con acción trivial, mientras
que C̃1 es el haz vectorial lineal trivial sobre {1} con la acción de S1 dada por
multiplicación compleja. Utilizando la descomposición de la K–teoŕıa equivariante
cuando el espacio tiene acción trivial, tenemos el diagrama conmutativo

K0
S1(D1

+)⊕K0
S1(D1

−)
i∗+−f∗i∗− //

∼=
��

K0
S1(S0)

∼=
��

K0(D1
+)⊗R(S1)⊕K0(D1

−)⊗R(S1)
i∗+−f∗i∗−

//

∼=
��

K0(S0)⊗R(S1)

∼=
��

R(S1)⊕R(S1)
i∗+−f∗i∗−

// R(S1)⊕R(S1).

Denotemos por ρj a la representación compleja de multiplicación por elementos
de S1 a la potencia j, de esta manera ρ0 seŕıa la representación trivial y además

R(S1) ∼=
⊕
j∈Z

Zρj.

De esta manera vemos que el mapeo

i∗+ − f∗i
∗
− : R(S

1)⊕R(S1) → R(S1)⊕R(S1)

está dado por

(i∗+ − f∗i
∗
−)((mj)j∈Z, (nj)j∈Z) = ((mj − nj)j∈Z, (mj − nj−1)j∈Z).
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Aśı obtenemos que
Ker(i∗+ − f∗i

∗
−) = 0.

Como

(i∗+ − f∗i
∗
−)(ρj, 0) = (ρj, ρ

′
j) y (i∗+ − f∗i

∗
−)(0, ρ

′
j) = (−ρ′j,−ρ′j+1)

entonces

Coker(i∗+ − f∗i
∗
−) =

(
⊕

Zρj)⊕
(⊕

Zρ′j
)(⊕

Z(ρj, ρ′j)
)
⊕
(⊕

Z(ρj, ρ′j+1)
)

=

(⊕
Z(ρj, ρ′j)

)
⊕
(⊕

Zρ′j
)(⊕

Z(ρj, ρ′j)
)
⊕
(⊕

Z(ρ′j+1 − ρ′j)
)

=

⊕
Zρ′j⊕

Z(ρ′j+1 − ρ′j)

=
(Zρ′0)⊕

(⊕
Z(ρ′j+1 − ρ′j)

)⊕
Z(ρ′j+1 − ρ′j)

= Zρ′0,

en donde el isomorfismo φ : Coker(i∗+ − f∗i
∗
−) → Z está dado por

φ[(mj)j∈Z, (nj)j∈Z] =
∑

(nj −mj)

y
φ−1(a) = [0, aρ′0]

Utilizando la misma descomposición del ćırculo S1 con acción trivial anterior pero
ahora vista como una descomposición del toro S1 × S̃1

1 tendremos la sucesión de
Mayer–Vietoris una vez más con la ventaja de que el torcimiento p∗(1) satisface

p∗(1) = 0.

Este cálculo se reduce entonces a la K–teoŕıa S1–equivariante no torcida y p∗

induce un mapeo entre estas sucesiones exactas, pero hay que tener en cuenta la
descomposición de p∗(l). Notemos que

K1
S1(S0) = K1(S0)⊗R(S1) = 0

K1
S1(D1

±) = K(D1
±)⊗R(S1) = 0

K1
S1(S0 × S̃1

1) = (K0(S0)⊗K1
S1(S̃1

1))⊕ (K1(S0)⊗K0
S1(S̃1

1)) = 0

K1
S1(D1

± × S̃1
1) = (K0(D1

±)⊗K1
S1(S̃1

1))⊕ (K1(D1
±)⊗K0

S1(S̃1
1)) = 0,
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en donde hemos utilizado propiedades de la K–teoŕıa cuando la acción es libre y
cuando es trivial.

Ahora bien, calcularemos el mapeo inducido por la función engranaje

f ′
∗ : K

0
S1(S0 × S̃1

1) → K0
S1(S0 × S̃1

1).

Es claro que f ′
∗ es producto tensorial con el haz lineal

L′ = p∗(L) = S̃1
1 × (C⨿ C̃1) → S0 × S̃1

1 ,

aśı que tenemos el diagrama

K0
S1(S0 × S̃1

1)
−⊗L′

// K0
S1(S0 × S̃1

1)

K0(S0 × ∗)

q∗

OO

// K0(S0 × ∗)

q∗

OO

en donde q : S0 × S̃1
1 → (S0 × S̃1

1)/S
1 ∼= S0 × ∗ es el cociente. Luego

q∗[∗ × (Cm ⨿ Cn)]⊗ L′ = [S̃1
1 × (Cm ⨿ Cn)]⊗ L′

= S̃1
1 × (Cm ⨿ C̃n

1 )

y como
(q∗)−1[S̃1

1 × (Cm ⨿ C̃n
1 )] = S̃1

1 × (Cm ⨿ Cn)

concluimos que la flecha de abajo es la identidad. Continuando con lo anterior,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo utilizando la naturalidad de la sucesión
de Mayer–Vietoris, en donde las columnas son sucesiones exactas cortas:

0

��

0

��

K0
S1(S1, 1)

��

p∗ // K0
S1(S1 × S̃1

1)

��

K0
S1(D1

+)⊕K0
S1(D1

−)
(p∗,p∗)//

i∗+−f∗i∗−
��

K0
S1(D1

+ × S̃1
1)⊕K0

S1(D1
− × S̃1

1)

i∗+−i∗−
��

K0
S1(S0)

p∗ //

��

K0
S1(S0 × S̃1

1)

��

K1
S1(S1, 1)

p∗ //

��

K1
S1(S1 × S̃1

1)

��
0 0
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El mapeo p∗ : K0
S1(S1, 1) → K0

S1(S1 × S̃1
1) es cero ya que

K0
S1(S1, 1) ∼= Ker(i∗+ − f∗i

∗
−) = 0.

Como
K1
S1(S̃1

1) = K1(S̃1
1/S

1) = K1(∗) = 0,

en este caso el mapeo de T–dualidad es un isomorfismo por ser un mapeo entre
grupos triviales

T = p̂! ◦ u(h)∗ ◦ p∗ : K0
S1(S1, 1) → K1

S1(S̃1
1).

Por otro lado para calcular p∗ : K1
S1(S1, 1) → K0

S1(S1 × S̃1), por el diagrama ya
tenemos que

K1
S1(S1, 1) ∼= Coker(i∗∗ − f∗i

∗
−) = Z

aśı que de igual manera podemos calcular K1
S1(S1 × S̃1

1) como Coker(i∗+ − i∗−) de
la segunda columna. Notemos que

i∗+ − i∗− : K
0(∗)⊕K0(∗) → K0(∗)⊕K0(∗)

está dado por
(i∗+ − i∗−)(m,n) = (m− n,m− n)

aśı obtenemos

Coker(i∗+ − i∗−) =
Z⊕ Z
Z(1, 1)

∼= Z

en donde el isomorfismo ψ : Coker(i∗+ − i∗−) → Z está dado por

ψ([m,n]) 7→ n−m

Aśı que lo único que nos falta es calcular el mapeo

p∗ : K0
S1(S0) → K0

S1(S0 × S̃1
1)

el cual podemos calcular gracias a que la acción de S1 sobre S0 es trivial y sobre
S0 × S̃1

1 es libre. Por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo

K0
S1(S0)

p∗ // K0
S1(S0 × S̃1

1)

K0(S0)⊗R(S1) //

µ ∼=

OO

K0(S0 × {∗})

q∗∼=

OO

de esta manera

p∗µ((Ck ⨿ Cl)⊗ Σmjρj) = p∗
(
⊕C̃kmj

j ⨿⊕C̃lmj

j

)
= S̃1

1 ×
(
⊕C̃kmj

j ⨿⊕C̃lmj

j

)
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y notemos que

(q∗)−1
[
S̃1
1 ×

(
⊕C̃kmj

j ⨿⊕C̃lmj

j

)]
=
S̃1
1 ×

(
⊕C̃kmj

j ⨿⊕C̃lmj

j

)
S1

= {∗} ×
(
⊕Ckmj ⨿⊕Clmj

)
= {∗} ×

(
CΣkmj ⨿ CΣlmj

)
= (Ck ⨿ Cl)⊗ ({∗} × CΣmj)

en donde en la última igualdad estamos haciendo la identificación

K0(S0 × {∗}) ∼= K0(S0)⊗K0(∗)

por lo tanto p∗ : R(S1)2 → K0(∗)2 está dado por

p∗((mj)j∈Z, (nj)j∈Z) =
(∑

mj,
∑

nj

)
y aśı podemos calcular p∗ : Z → Z con los isomorfismos entre Z y los conúcleos,
es decir

K1
S1(S1, 1)

φ

��

p∗ // K1
S1(S1 × S̃1

1)

ψ

��
Z

p∗
// Z

aśı que
p∗(a) = (ψp∗φ−1)(a) = (ψp∗)([0, aρ′0]) = ψ[0, a] = a.

4.4. Una posible T–dualidad equivariante

Como pudimos notar en el caso de G = Z/p, la transformación de T–dualidad
G–equivariante falla en ser un isomorfismo, esto es porque el mapeo p∗ de la
composición manda el 1 al (p, 0) de manera que la transformación de T–dualidad
es la composición de homomorfismos

Z p∗→ Z⊕ Z u(h)∗→ Z⊕ Z p̂!→ Z

y esto nunca será un isomorfismo de Z en Z, sin embargo, los grupos involucrados
aún siguen siendo isomorfos. Lo anterior nos permite conjeturar que al tomar
el producto tensorial con Q logremos obtener un isomorfismo, haciendo esto el
mapeo de multiplicación por 2 nos dará un isomorfismo. Los pasos a seguir para
probar la T–dualidad equivariante tomando los grupos de K–teoŕıa involucrados
tensorizados con Q seŕıan los siguientes:
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1. T–dualidad Z/p–equivariante con K–teoŕıa Z/p–equivariante tensorizada
con Q.

2. T–dualidad Z/pk–equivariante y lo interesante seŕıa ver si es posible redu-
cirse al caso 1 mediante la sucesión exacta

0 // Z/pk−1 // Z/pk // Z/p // 0

3. T–dualidad Z/n–equivariante n = pk11 · · · pklr .

4. T–dualidad S1–equivariante.

En el trabajo nos concentramos en realizar cálculos cuando B = ∗ porque en
la demostración del teorema de Bunke y Schick este fue el primer paso de la
inducción sobre el número total de celdas del CW–complejo B, para probar que
la transformación de T–dualidad era un isomorfismo. En el caso S1–equivariante
nos debeŕıamos de concentrar en hacer una inducción sobre el número de celdas
ahora de un S1–CW–complejo finito B y en el caso base nos reducimos a un
espacio de órbitas, de manera que también nos tenemos que fijar en los subgrupos
cerrados de S1 de una manera similar a la que realiza Gomi en la demostración
del Teorema 1.2 de [24]. Es por esta razón que debemos de analizar la T–dualidad
en el caso Z/n–equivariante.

4.5. La cohomoloǵıa y K–teoŕıa R

Una generalización exitosa de T–dualidad equivariante para el caso de Z/2–
espacios la podemos encontrar en [24]. En este contexto, el autor desarrolla iso-
morfismos de T–dualidad para el caso de haces S1–principales π : E → X, en
donde E,X son Z/2–espacios tal que π es una función equivariante, de manera
que la acción τ : E → E del elemento no trivial en Z/2, satisface la siguiente
propiedad con respecto a la S1–acción derecha en E:

τ(eu) = τ(e)u−1 ∀e ∈ E, u ∈ S1

Gomi llama a estos haces, haces Reales de ćırculos y Reales en el sentido de
Atiyah [4]. Resulta que estos haces están clasificados por una teoŕıa de cohomo-
loǵıa Z/2–equivariante H±, la cual está muy relacionada con la cohomoloǵıa Z/2–
equivariante HZ/2. De igual forma Gomi establece el isomorfismo de T–dualidad
utilizando la K–teoŕıa K± que de igual forma esta relacionada con la K–teoŕıa
Z/2 equivariante KZ/2. En esta sección proponemos un candidato de K–teoŕıa
S1–equivariante análogo a K± y de cohomoloǵıa S1–equivariante análoga a H±
que podŕıan dar lugar a una T–dualidad en un futuro trabajo.
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4.5.1. La cohomoloǵıa R

Generalizando las ideas en [24] para el caso de S1–espaciosX, nos va a interesar
entonces la siguiente variante de la cohomoloǵıa equivariante de Borel entera para
S1.

Definición 4.5.1. Sea X un S1–espacio, entonces definimos la siguiente cohomo-
loǵıa

Hn
R(X) := Hn+2

S1 (X × D̃2, X × S̃1;Z)

en donde D̃2 y S̃1 están dotados de la acción por multiplicación compleja viendo
a D2, S1 ⊆ C y el producto de espacios está dotado por la acción en cada entrada.

En el caso en que tenemos un subespacio invariante Y ⊂ X, definimos los
grupos relativos Hn

R(X, Y ) como

Hn
R(X, Y ) = Hn

R(X, Y ;Z) = Hn+2
S1 (X × D̃2, Y × D̃2 ∪X × S̃1;Z)

la anterior definición nos permite recuperar H∗
S1 a partir de H∗

R.

Proposición 4.5.2. Para cualquier S1–espacio y n ∈ Z, tenemos un isomorfismo

Hn
S1(X) = Hn+2

R (X × D̃2, X × S̃1)

Demostración. Sea X un S1–espacio, entonces definimos el siguiente haz vectorial
complejo S1–equivariante

π : C2 := X × C2 → X

en donde la acción izquierda en C2 está dada por

lu(x, z1, z2) = (l̃u(x), uz1, uz2).

Notemos que olvidando la S1–acción en C2, este haz vectorial es trivial, por lo
tanto

detV ∼= X × C

y aśı utilizando el isomorfismo de Thom para el caso en que el torcimiento es
trivial, obtenemos que

Hn
S1(X) ∼= H

π∗(detV )+n+4

S1 (D(C2), S(C2))

∼= Hn+4
S1 (X × D̃4, X × S̃3)

∼= Hn+4
S1 (X × D̃2 × D̃2, (X × S̃1 × D̃2) ∪X × D̃2 × S̃1)

∼= Hn+2
R (X × D̃2, X × S̃1)
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Por la definición de HR utilizando la cohomoloǵıa S1–equivariante, tenemos
que HR consiste de una teoŕıa de cohomoloǵıa S1–equivariante, por lo tanto se
cumplen los axiomas de homotoṕıa, escisión, la sucesión exacta larga del par y el
axioma de aditividad. También tenemos que

Hn
R(ΣX) ∼= Hn−1

R (X)

que se hereda directamente del isomorfismo de suspensión para Hn
S1 .

Lema 4.5.3. D̃2 es contráctil de manera S1–equivariante.

Demostración. Consideremos la homotoṕıa que se utiliza para probar que D2 sin
acción es contráctil y veamos que es S1–equivariante. Tenemos que H : D̃2 × I →
D̃2 está dada por

H(z, t) = tz

notemos que
H(z, 0) = 0 y H(z, 1) = z = IdD̃2(z)

aśı que basta probar que H es S1–equivariante. Sea u ∈ S1, notemos que

H(lu(z, t)) = H(uz, t) = t(uz) = u(tz) = uH(z, t) = lu(H(z, t)).

Para calcular los grupos HR el siguiente resultado es útil

Proposición 4.5.4. Sea X un S1–espacio, entonces existen sucesiones exactas
largas naturales

· · · → Hn−2
R (X)

δ→ Hn
S1(X)

ι∗→ Hn(X) → Hn−1
R (X) → · · ·

y

· · · → Hn−2
S1 (X)

δ′→ Hn
R(X)

j∗→ Hn(X) → Hn−1
S1 (X) → · · ·

en donde ι∗, j∗ son los mapeos naturales que olvidan la acción.

Demostración. Utilizando la sucesión exacta larga del par (X × D̃2, X × S̃1) para
la cohomoloǵıa S1–equivariante Hn

S1 obtenemos la sucesión exacta

· · · → Hn
S1(X × D̃2, X × S̃1) → Hn

S1(X × D̃2)
ι∗→ Hn

S1(X × S̃1) → · · · .

Por definición tenemos que

Hn
S1(X × D̃2, X × S̃1) = Hn−2

R (X).

Del lema anterior tenemos

Hn
S1(X × D̃2) ∼= Hn

S1(X).
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mientras que

Hn
S1(X × S̃1) = Hn((X × S̃1)S1) = Hn(ES1 ×S1 (X × S̃1))

Dado que S1 actúa de manera libre sobre S̃1, entonces S1 actúa de manera libre
sobre X × S̃1 ya que si

(x, z) = lu(x, z) = (lu(x), uz)

entonces uz = z de donde obtenemos que u = 1. Como la acción es libre, entonces

ES1 ×S1 (X × S̃1) ≃ (X × S̃1)/S1

Consideremos el mapeo φ : (X × S̃1)/S1 → X dado por

φ([x, z]) = z−1 · x.

Notemos que este mapeo está bien definido ya que

φ([u · x, uz]) = (uz)−1u · x = z−1u−1u · x = z−1 · x,

además claramente es continua por ser composición de funciones continuas y por
la topoloǵıa cociente. Su inversa está dada por ψ : X → (X × S̃1)/S1

ψ(x) = [x, 1],

en efecto, notemos que
(φ ◦ ψ)(x) = φ([x, 1]) = x

y
ψ ◦ φ([x, z]) = ψ(z−1 · x) = [z−1 · x, 1] = [x, z].

Por lo tanto
(X × S̃1)/S1 ∼= S1

luego
Hn
S1(X × S̃1) ∼= Hn(X).

Para la otra sucesión exacta, nos fijamos en la sucesión exacta para el par
(X × D̃2, X × S̃1) pero ahora para la cohomoloǵıa Hn

R, por lo tanto tenemos

· · · → Hn
R(X × D̃2, X × S̃1) → Hn

R(X × D̃2) → Hn
R(X × S̃1) → · · · .

Por la proposición anterior sabemos que

Hn
R(X × D̃2, X × S̃1) ∼= Hn−2

S1 (X).
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por el Lema 4.5.3, también

Hn
R(X × D̃2) ∼= Hn

R(X),

finalmente notemos que

Hn
R(X × S̃1) = Hn+2

S1 (X × S̃1 × D̃2, X × S̃1 × S̃1)

= Hn+2((X × S̃1 × D̃2)S1 , (X × S̃1 × S̃1)S1)

∼= Hn+2(X × D̃2, X × S̃1)
∼= Hn+2(Σ2X+) ∼= Hn(X)

4.5.2. La K–teoŕıa R

De la misma manera que definimos la cohomoloǵıa R podemos definir de ma-
nera análoga la K–teoŕıa R.

Definición 4.5.5. Sea X un S1–espacio, τ ∈ TS1(X) entonces definimos la si-
guiente K–teoŕıa

Kτ+n
R (X) := Kτ+n

S1 (X × D̃2, X × S̃1).

Cuando τ es trivial, escribimos Kn
R(X) = Kτ+n+1

R (X).

Nota. Dado que τ ∈ TS1(X) cuando nos referimos a la K–teoŕıa S1 equivariante
del par (X × D̃2, X × S̃1) estrictamente τ debe ser un torcimiento sobre X × D̃2,
pero como

X × D̃2 ≃S1 X

entonces podemos hacer la identificación

TS1(X × D̃2) ∼= TS1(X).

Si X contiene un subespacio invariante Y definimos

Kτ+n
R (X, Y ) := Kτ+n+2

S1 (X × D̃2, Y × D̃2 ∪X × S̃1).

Como primer resultado tenemos lo siguiente

Proposición 4.5.6. Sea X un S1–espacio, para cualquier τ ∈ T 0
S1(X) y n ∈ Z

existe un isomorfismo

K
ρ(C1)+τ+n

S1 (X) ∼= Kτ+n
R (X)
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Demostración. Tenemos que el haz vectorial S1–equivariante π : C1 = X×C → X
tiene la acción de S1 bajo multiplicación en C. El rango de este haz vectorial
complejo como haz real es 2, aśı que por el isomorfismo de Thom tenemos que

K
ρ(C1)+τ+n

S1 (X) ∼= K
π∗(ρ(C1)+τ+ρ(C1))+n+2

S1 (D(C1), S(C1))

∼= K
π∗(2ρ(C1)+τ)+n+2

S1 (X × D̃2, X × S̃1).

Notemos que el torcimiento 2ρ(C1) está clasificado por

(2wS
1

1 (C1), 2W
S1

3 (C1)) = (0, 2β(wS
1

2 (C1)) = (0, β(2wS
1

2 (C1)) = (0, 0)

aśı que la clase de isomorfismo de 2ρ(C1) es la trivial, por lo tanto

K
π∗(2ρ(C1)+τ)+n+2

S1 (X × D̃2, X × S̃1) ∼= K
π∗(τ)+n
S1 (X × D̃2, X × S̃1)

∼= Kτ+n
R (X).

De igual forma que en el caso de la cohomoloǵıa, tenemos las siguientes suce-
siones exactas largas

Proposición 4.5.7. Para cualquier S1–espacio X y τ ∈ T 0
S1(X) existen sucesio-

nes exactas largas

· · · → Kτ+n−2
R (X) → Kτ+n

S1 (X)
ι∗→ Kτ+n(X) → Kτ+n

R (X) → · · ·

y

· · · → Kτ+n−2
S1 (X) → Kτ+n

R (X)
j∗→ Kτ+n(X) → Kτ+n

S1 (X) → · · ·

en donde ι∗, j∗ son los mapeos naturales que olvidan la acción.
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Apéndice A

Clases de Chern

El objetivo de este apéndice es mostrar brevemente las propiedades de las clases
de Chern y mencionar cómo es la construcción para haces vectoriales complejos.
Tenemos entonces el siguiente teorema:

Teorema A.0.1. Existe una sucesión de funciones c1, c2, . . . que asignan a cada
haz vectorial complejo π : E → B una clase ci(E) ∈ H2i(B;Z) que depende única-
mente de la clase de isomorfismo de E, de manera que se satisfacen las siguientes
propiedades:

1. Dado f : A → B, se tiene que ci(f
∗(E)) = f ∗(ci(E)) para el pullback de

haces vectoriales f ∗E.

2. c(E1 ⊕ E2) = c(E1) ∪ c(E2) para c = 1 + c1 + c2 + · · · ∈ H∗(B)

3. ci(E) = 0 si i es mayor que el rango de E.

4. El anillo de cohomoloǵıa H∗(Gn(C∞);Z) está dado por el anillo polinomial

Z[c1(γn), . . . , cn(γn)]

en donde γn → Gn(C∞) es el haz vectorial canónico de n–planos.

Los axiomas de Grothendieck para las clases de Chern son los siguientes:

(Naturalidad) Dado f : A → B, se tiene que ci(f
∗(E)) = f ∗(ci(E)) para el

pullback de haces vectoriales f ∗(E).

(Aditividad) Si 0 → E ′ → E → E ′′ → 0 es una sucesión exacta de haces
vectoriales, entonces c(E) = c(E ′) ∪ c(E ′′).

(Normalización) Si E es un haz lineal, entonces c(E) = 1 + e(ER) en donde
e(ER) es la clase de Euler del haz vectorial real asociado.
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La construcción de Grothendieck para las clases de Chern es la siguiente: Utili-
zando el teorema de Leray–Hirsch para calcular la cohomoloǵıa del haz proyectivo
P (V ) asociado al haz vectorial complejo π : V → B, sea Γ el haz tautológico sobre
P (V ), entonces define únicamente la clase

c1(Γ) ∈ P (V )

cuya restricción a cada fibra genera la cohomoloǵıa de CP n−1 de manera que

a := −c1(Γ)|CPn−1 .

Las clases 1, a, a2, . . . , an−1 ∈ H∗(P (V )) son los generadores que aparecen en el
teorema de Leray–Hirsch, por lo tanto cualquier clase en H∗(P (V )) se puede
escribir de manera única como combinación lineal de 1, a, a2, . . . , an−1. Define las
clases de Chern del haz vectorial π : V → B como los coeficientes

−an = c1(V ) · an−1 + · · ·+ cn−1(V ) · a+ cn(V ).

Teorema A.0.2. Ambas construcciones de las clases de Chern coinciden.
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245–248. MR 150780

[4] , K-theory and reality, Quart. J. Math. Oxford Ser. (2) 17 (1966),
367–386. MR 206940

[5] M. F. Atiyah and R. Bott, The moment map and equivariant cohomology,
Topology 23 (1984), no. 1, 1–28. MR 721448

[6] M. F. Atiyah and I. M. Singer, Index theory for skew-adjoint Fredholm ope-
rators, Inst. Hautes Études Sci. Publ. Math. (1969), no. 37, 5–26. MR 285033

[7] Michael Atiyah and Graeme Segal, Twisted K-theory, Ukr. Mat. Visn. 1
(2004), no. 3, 287–330. MR 2172633

[8] David Baraglia, Topological T-duality for general circle bundles, Pure Appl.
Math. Q. 10 (2014), no. 3, 367–438. MR 3282986
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[38] Haruo Minami, A Künneth formula for equivariant K-theory, Osaka Math.
J. 6 (1969), 143–146. MR 259897

125



[39] Gregory Moore, K-theory from a physical perspective, Topology, geometry
and quantum field theory, London Math. Soc. Lecture Note Ser., vol. 308,
Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2004, pp. 194–234. MR 2079376

[40] Gregory Moore and Edward Witten, Self-duality, Ramond-Ramond fields and
K-theory, J. High Energy Phys. (2000), no. 5, Paper 32, 32. MR 1769467

[41] Ashwin S. Pande, Topological T -duality and Kaluza-Klein monopoles, Adv.
Theor. Math. Phys. 12 (2008), no. 1, 185–215. MR 2369414

[42] Graeme Segal, Equivariant K-theory, Inst. Hautes Études Sci. Publ. Math.
(1968), no. 34, 129–151. MR 234452

[43] E. G. Sklyarenko, The Thom isomorphism for nonorientable bundles, Fun-
dam. Prikl. Mat. 9 (2003), no. 4, 55–103. MR 2093413

[44] Loring W. Tu, Computing the Gysin map using fixed points, Algebraic geo-
metry and number theory, Progr. Math., vol. 321, Birkhäuser/Springer,
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