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2.4. G-categoŕıas y categoŕıa transportadora . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3. Transfer en cohomoloǵıa simplicial 47
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Introducción

En [9] se menciona que un transfer es una construcción que toma el lado contrario de un morfismo
X → Y . En el mismo art́ıculo se afirma que probablemente el primer “prototipo de transfer” fue definido
por Schur en 1902 como una construcción en teoŕıa de grupos. Medio siglo después, el concepto fue tras-
ladado a la topoloǵıa algebraica como un morfismo del lado contrario en cohomoloǵıa.

Beno Eckmann le dió el nombre de transfer a un homomorfismo τ : Hi(X̃)→ Hi(X) en cohomoloǵıa,

para un espacio cubriente p : X̃ → X, con fibra finita, cuya composición con el inducido por la proyección
en cohomoloǵıa p∗ es la multiplicación por el número de elementos en la fibra. Esta idea fue ampliada por
Becker y Gottlieb para definir un transfer para haces fibrados suaves con fibra compacta y fue usada para
demostrar la conjetura de Adams ([1]).

La construcción del transfer para espacios cubrientes se puede encontrar en [8], donde hallamos el
siguiente resultado:

Teorema. Sea π : X̃ → X un espacio cubriente de n hojas, con n finito. Existe un homomorfismo en
la dirección opuesta τ : Ck(X) → Ck(X̃), el cual induce un homomorfismo τ∗ : Hk(X̃,G) → Hk(X,G),
entre los grupos de cohomoloǵıa. Este homomorfismo es llamado transfer y cumple τ∗π∗ = n para cualquier
grupo abeliano G.

Donde Ck(X) y Ck(X̃) son los complejos singulares de X y X̃, es decir, los grupos abelianos libres

que tienen como base los k simplejos de X y X̃ respectivamente.

Esto se debe a que τ asigna a un simplejo singular σ : ∆n → X la suma de los n levantamientos
distintos σ̃ : ∆k → X̃, de esta forma, la composición π#τ es la multiplicación por n y por tanto τ∗π∗ = n,

donde π# : Ck(X̃)→ Ck(X) es el morfismo de cadenas inducido por π entre los complejos singulares.

La utilidad de este transfer se puede ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Sabemos que π : S2 → RP 2 es un espacio cubriente de 2 hojas. Por lo anterior, la composición
τ∗π∗ = ·2, multiplicación por 2, siendo τ∗ el transfer. Viendo la composición en un diagrama nos quedaŕıa:

H1(RP 2,Z3)
·2 //

π∗ ''

H1(RP 2,Z3)

H1(S2,Z3)

τ∗

77

sin embargo, H1(S2,Z3) ∼= 0, aśı que la composición τ∗π∗ ≡ 0 también y la única forma que esto suceda
es que H1(RP 2,Z3) ∼= 0 porque 2 es invertible en Z3.

En 1976, Becker y Gottlieb construyen en [2] un morfismo de transfer en cohomoloǵıa teniendo en
cuenta un triángulo conmutativo

E
f //

p
  

E

p
��

B

1
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donde p : E → B es una fibración de Hurewicz que tiene como fibra F un complejo finito y la base B es un
complejo conexo de dimensión finita. La composición de este transfer con el inducido por p en cohomoloǵıa
es la multiplicación por el número de Lefschetz de la restricción de f a la fibra F .

Dwyer y Wilkerson en [5] dan una nueva versión del transfer hecho por Becker y Gottlieb en [2]. En
este caso lo hacen para una fibración f : E → B cuya fibra F es Fp-finita. Para este transfer construyen
un morfismo DW : Fp → C∗, donde C∗ es un complejo de cadena no negativo sobre Fp. La composición
del transfer con el inducido por f en cohomoloǵıa es la multiplicación por la caracteŕıstica de Euler de la
fibra F .

Xu en [20] modela combinatoriamente fibraciones por medio de categoŕıas y funtores. Utilizando la
teoŕıa de cohomoloǵıa de categoŕıas y la idea de Dwyer y Wilkerson, obtiene un morfismo de transfer para
cohomoloǵıa simplicial y uno para cohomoloǵıa de Hochschild. Al componer el transfer en cohomoloǵıa
simplicial con un morfismo de restricción se obtiene la multiplicación por la caracteŕıstica de Euler, al
igual que el transfer de Becker y Gottlieb.

En esta tesis se establecen generalizaciones de los resultados de Xu. Más concretamente, se demuestra
el siguiente teorema

Teorema. Sea C una G-categoŕıa finita cuyo complejo asociado C∗(C) es de tipo finito y de dimensión
finita y F un G-funtor de C a C. Existen morfismos

Ext∗kG(M,N)
resM,NC // Ext∗k(G∝C)(ResπM,ResπN)

trM,NC // Ext∗kG(M,N)

llamados restricción y transfer respectivamente cuya composición es multiplicación por el número de Lefs-
chetz de F .

En este caso kC denota el álgebra de la categoŕıa C, donde k es un campo. G ∝ C es la categoŕıa
transportadora, un caso particular de la construcción de Grothendieck ([19]). Para más detalles, se puede
consultar el Caṕıtulo 2. Esta categoŕıa G ∝ C es un modelo combinatorio para la construcción de Bo-
rel EG ×G |C|. Para poder demostrar que la composición de la restricción y el transfer es el número de
Lefschetz de F se demuestra que la restricción está inducida por el morfismo de aumentación ε : C0(C)→ k.

Además, calculamos de forma expĺıcita el morfismo de transfer para la Z2-categoŕıa

x

f

  

g

== y

También se compara este transfer con el caso cuando C es el G-poset G/H donde H es un subgrupo de
G.

Para la cohomoloǵıa de Hochschild se tiene el siguiente resultado

Teorema. Existe un morfismo llamado transfer:

Ext∗k(G∝C)e(k(G ∝ C), k(G ∝ C))
htrC // Ext∗kGe(kG, kG).

Aqúı kCe = kCe ⊗ (kC)op es el álgebra envolvente de kC.

Para demostrar estos resultados, seguimos las ideas del art́ıculo [20], aunque hay que mencionar que
se corrige la acción que Xu le da a la sobrecategoŕıa π/• pues es necesario que esa acción sea compatible
con el isomorfismo LKπB

G∝C
∗

∼= C∗(π/•). También corregimos el isomorfismo π/• ∼= (1¡G/•) × C para
que sea un G-isomorfismo.
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Queda pendiente como trabajo a futuro construir un morfismo transfer

Ext∗k(G∝C)e(k(G ∝ C), k(G ∝ C)∗)
htrC // Ext∗kGe(kG, (kG)∗).

donde (kG)∗ y k(G ∝ C)∗ denotan los k duales de kG y k(G ∝ C) respectivamente, pues en este caso ya
hay un morfismo de restricción. Esto se necesita si se quiere construir un morfismo de transfer en coho-
moloǵıa ćıclica ya que esta teoŕıa de cohomoloǵıa se define a partir de un bicomplejo donde las columnas
del bicomplejo calculan la cohomoloǵıa de Hochschild con coeficientes en el k dual.

Esta construcción no es tan fácil de realizar ya que la construcción que realizamos se hace a través
del isomorfismo ExtkCe(kC, kC) ∼= ExtF (C)(k,Res∇kC), donde F (C) es la categoŕıa de factorizaciones
de C y ∇ : F (C) → Ce es un funtor. Para poder llegar a la cohomoloǵıa de Hochschild debemos tener
morfismos de kF (G ∝ C)-módulos ResF (π)Res∇(kG)∗ → Res∇(k(G ∝ C))∗ → ResF (π)Res∇(kG)∗ lo cual
no se obtiene de manera obvia.

Esta tesis se compone de 4 caṕıtulos. En el caṕıtulo 1 se encuentra la teoŕıa básica de categoŕıas y
funtores y álgebra homológica. El caṕıtulo 2 se centra en las teoŕıas de cohomoloǵıa para categoŕıas pe-
queñas que utilizamos, es decir, se estudia cómo se puede calcular la cohomoloǵıa simplicial y cohomoloǵıa
de Hochschild para una categoŕıa pequeña. En el caṕıtulo 3 se construye el morfismo de transfer para
cohomoloǵıa simplicial, se calcula el transfer con un ejemplo sencillo y se estudia el caso del G-poset G/H.
Por último, en el caṕıtulo 4 se construye el morfismo de transfer para la cohomoloǵıa de Hochschild.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se presentan preliminares sobre teoŕıa de categoŕıas y álgebra homológica con el
propósito de hacer el documento autocontenido, aśı como fijar la notación. Las principales referencias que
se usaron para este caṕıtulo fueron [15] y [11].

1.1. Categoŕıas y funtores

Para evitar confusiones presentamos las definiciones básicas junto con ejemplos para comprenderlas.
Las principales definiciones de la Teoŕıa de categoŕıas dependen de la Teoŕıa de clases y de la Teoŕıa de
conjuntos. Pero no nos adentraremos en estos aspectos porque se sale de nuestros propósitos.

Definición 1.1.1. Una categoŕıa (localmente pequeña) C consiste de una clase de objetos Obj(C), junto
con un conjunto de morfismos Mor(A,B) para cada par de objetos A,B ∈ Obj(C). El conjunto Mor(A,B)
es llamado el conjunto de morfismos de A a B. La categoŕıa C también incluye una función llamada
composición:

◦ : Mor(B,D)×Mor(A,B) // Mor(A,D)

(g, f)
� // g ◦ f = gf.

Finalmente, cada Mor(A,A) contiene un elemento distinguido 1A. Los axiomas que se deben cumplir son:

1. La composición es asociativa. Esto es, si f ∈ Mor(E,D), g ∈ Mor(B,E), y h ∈ Mor(A,B) entonces
(fg)h = f(gh).

2. Cada 1A es una identidad. Es decir, si f ∈ Mor(A,B), entonces f = f1A = 1Bf.

Nota 1.1.2. Algunos autores requieren una tercera condición: Mor(A,B) es disjunto de Mor(D,E) a
menos que A = D y B = E. Sin embargo, esto se puede arreglar pidiendo que un morfismo sea un
elemento de {A} ×Mor(A,B)× {B}. Muchas veces se utiliza, en vez de Mor, Hom. Si se quiere enfatizar
la categoŕıa, se escribe MorC u HomC . Un morfismo f ∈ Mor(A,B), es generalmente, denotado como

f : A→ B, o A
f // B .

Ahora podemos mencionar unos ejemplos importantes que tal vez nos sean muy familiares.

Ejemplo 1.1.3. Los conjuntos y las funciones entre conjuntos con la regla de composición de siempre
forman la categoŕıa Set.

Ejemplo 1.1.4. Los espacios topológicos, junto con las funciones continuas como morfismos y la compo-
sición habitual forman la categoŕıa Top.

4
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Ejemplo 1.1.5. R-Mód es la categoŕıa con los R-módulos izquierdos como objetos, los morfismos son los
R-homomorfismos con la composición de funciones. Y R-mód representa la categoŕıa de los R-módulos
izquierdos finitamente generados.

Ejemplo 1.1.6. V ectk es la categoŕıa de espacios vectoriales sobre k de dimensión finita, los morfismos
en esta categoŕıa son las transformaciones lineales.

La mayoŕıa de estos ejemplos los hemos utilizados sin saber que eran categoŕıas, pero hemos estudiado
algunas de sus propiedades que los hacen categoŕıas, por ejemplo los axiomas de la regla de composición
o la existencia de las identidades junto con sus propiedades. Siguiendo con los ejemplos, ahora veremos
que a partir de una categoŕıa, podemos construir otras.

Ejemplo 1.1.7. Si tenemos una categoŕıa C, definimos la categoŕıa opuesta Cop cuyos objetos son
los mismos que C. MorCop(A,B) lo definimos como el conjunto MorC(B,A), siendo más espećıfico un
morfismo f : B → A en C da a lugar a un morfismo fop : A → B en Cop. La regla de composición esta
dada por fopgop = (gf)op. De inmediato podemos ver que los morfismos identidades existen en Cop, y
que todos los axiomas se cumplen.

Ejemplo 1.1.8. A partir de dos categoŕıas C y D podemos construir la categoŕıa C×D tomando parejas
de objetos (A,B) ∈ Obj(C)×Obj(D) y parejas de morfismos (f, g) : (A,B)→ (A′, B′) ∈ MorC(A,A′)×
MorD(B,B′), junto con la composición correspondiente en cada entrada. En particular, denotamos Ce =
C × Cop y la llamamos la categoŕıa envolvente de C.

Se debe prestar atención cuando se trabaja con categoŕıas debido a que están definidas por medio de
clases de objetos y clases de morfismos. Como es de esperarse existen ciertas categoŕıas que estas clases
no son propias, es decir, son en realidad conjuntos y tal vez conjuntos finitos.

Definición 1.1.9. Una categoŕıa C se dice que es pequeña si Obj(C) es un conjunto y se dice finita si
los morfismos de la categoŕıa forman un conjunto finito.

Definición 1.1.10. Un morfismo α : x → y es un isomorfismo si existe β : y → x, tal que αβ = 1y y
βα = 1x.

Vemos también que empezamos a distinguir entre morfismos con ciertas condiciones.

Ejemplo 1.1.11. Si se tiene un grupo G, este se puede ver como una categoŕıa con un solo objeto • y
cuyos morfismos son los elementos de G, denotamos esta categoŕıa como ¡G. La regla de composición está
dada por la operación del grupo, de esta manera la composición es asociativa, y el morfismo identidad del
objeto • será la identidad del grupo.

Notemos que en esta categoŕıa todo morfismo es un isomorfismo y si G es un grupo finito, la categoŕıa
¡G es finita.

Para ciertas categoŕıas es posible utilizar diagramas para representarlas. Por ejemplo,

•x
f
''
•y

g

gg

se utiliza para una categoŕıa que tiene por objetos y y x. Las flechas indican que hay un morfismo f : x→ y
y otro g : y → x. Aunque no aparecen, los morfismos identidades 1x y 1y también existen. Lo que śı hay
que especificar son las composiciones no obvias, es decir, qué son fg y gf . Una opción es que ambas
composiciones sean las identidades respectivas, de esta manera f y g son isomorfismos.

Otro concepto que vale la pena mencionar es el de funtor.

Definición 1.1.12. Un funtor covariante H : C → D entre categoŕıas C y D, le asigna a un objeto x de
C un objeto H(x) en Obj(D). A un morfismo α : x→ y en C le asigna un morfismo H(α) : H(x)→ H(y)
en D . Y cumple
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1. H(1x) = 1H(x)

2. Si α, β ∈ Mor(C) y βα existe, entonces H(βα) = H(β)H(α).

Generalmente, la palabra funtor se utiliza para referirse a un funtor covariante. La forma en que
representaremos un funtor H será con un diagrama como el siguiente

H : C // D

x
� // H(x)

x1

α

��

H(x1)

H(α)

��

� //

x2 H(x2)

Esto quiere decir que x es un objeto y α : x1 → x2 es un morfismo de C. Unos ejemplos muy sencillos de
funtores son los siguientes.

Ejemplo 1.1.13. Tomemos una categoŕıa C y definamos 1C

1C : C // C

x � // x

x1

α

��

1C(x1) = x1

α

��

� //

x2 1C(x2) = x2

Claramente 1C es un funtor y se le conoce como el funtor identidad.

Ejemplo 1.1.14. Si tenemos un anillo R, podemos definir el funtor constante R. Este funtor se define
de la siguiente manera:

R : C // R-mód

x
� // R

x1

α

��

R

1R

��

� //

x2 R

Ahora, teniendo los conceptos de categoŕıas y funtores, podemos obtener más ejemplos de categoŕıas
y de construcciones sobre categoŕıas.

Ejemplo 1.1.15. Cat es la categoŕıa cuyos objetos son las categoŕıas pequeñas y un morfismo entre dos
categoŕıas C y C ′ es un funtor covariante H : C → C ′.

Una manera de relacionar dos categoŕıas es mediante funtores. De la misma forma como pasa en
muchas estructuras matemáticas que conocemos, entre categoŕıas existe una noción de isomorfismo. Dos
categoŕıas C y D se dicen isomorfas si existen funtores F : C → D y G : D → C tal que F ◦ G = 1D y
G◦F = 1C y se denota C ∼= D. También entre funtores existen relaciones diferentes a que uno sea inverso
del otro y nos sirve para obtener una noción más débil de isomorfismo de categoŕıas.
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Definición 1.1.16. Sean H,E : C → D dos funtores covariantes. Una transformación natural η : H → E
de H a E asigna a cada objeto x de C un morfismo ηx : H(x) → E(x) en D, tal que si α : x → y es un
morfismo en C, el diagrama

H(x)
ηx //

H(α)

��

E(x)

E(α)

��
H(y)

ηy
// E(y)

conmuta. Si cada ηx es un isomorfismo, se dice que η es una equivalencia natural o isomorfismo natural
y se denota como H ' E.

Ejemplo 1.1.17. Para todo funtor covariante H : C → D existe una transformación natural de H a H
llamada la transformación identidad. Esta asigna a cada x en Obj(C) el morfismo identidad 1H(x) : H(x)→
H(x).

Definición 1.1.18. Dos categoŕıas C y D se dicen equivalentes si existen dos funtores H : C → D y
T : D → C tales que H ◦ T ' 1D y T ◦ H ' 1C . Si dos categoŕıas son equivalentes entonces escribimos
C ' D.

Esta es otra manera de establecer una relación entre categoŕıas, es decir, saber si hay un isomorfismo
o una equivalencia entre dos categoŕıas aporta información importante de dichas categoŕıas, pero esto no
es lo único para lo que nos sirve las transformaciones naturales.

Ejemplo 1.1.19. Sea C una categoŕıa pequeña y D una categoŕıa. La categoŕıa DC es una categoŕıa
cuyos objetos son los funtores covariantes H : C → D. Un morfismo de H a E es una transformación
natural η : H → E. La composićıon entre dos transformaciones naturales η : H → E y τ : E → K, es la
transformación natural τη que en cada objeto x ∈ Obj(C), asigna el morfismo τx ◦ ηx.

Definición 1.1.20. Un esqueleto de una categoŕıa C es una categoŕıa [C] cuyos objetos consisten en tomar
un objeto en cada clase de isomorfismo de C y Mor[C](x, y) = MorC(x, y) para todo x, y en Obj([C]).

Proposición 1.1.21. Sea C una categoŕıa. Entonces C y su esqueleto [C] son equivalentes.

Demostración. Para un objeto x de C, denotemos x∗ al objeto que fijamos en la clase de isomorfismo
a la que pertenece x. Además para cada par de objetos x, y en una clase de isomorfismo también fijaremos
un isomorfismo αxy : x → y y su inverso αyx : y → x, cuando tengamos el mismo objeto el isomorfismo
fijado será la identidad y de esta manera nuestra notación tiene sentido. Sea

Φ: C // [C]

c
� // c∗

x

α

��

x∗

αyy∗ααx∗x

��

� //

y y∗

Φ env́ıa la identidad 1x de un objeto x a αxx∗1xαx∗x = 1x∗ . También podemos ver que para los morfismos
α : x→ y y γ : y → z en C,

Φ(γα) = αzz∗γααx∗x

y

Φ(γ)Φ(α) = (αzz∗γαy∗y)(αyy∗ααx∗x)

= αzz∗γ(αy∗yαyy∗)ααx∗x

= αzz∗γααx∗x.
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Esto prueba que Φ está bien definido como funtor de C a [C]. Consideremos Ψ: [C]→ C como el funtor
inclusión, es decir, todo objeto en [C] lo env́ıa al mismo en C y lo mismo para morfismos. Notemos que
la composición ΦΨ es la identidad, pues para cada objeto x, x∗ está fijo.

Por último, el diagrama

ΨΦ(x) = x∗
αx∗x //

αyy∗ααx∗x

��

x

α

��
ΨΨ(y) = y∗ αy∗y

// y

conmuta porque αy∗yαyy∗ = 1y. Con esto tenemos que ΨΦ ' 1C y una equivalencia entre C y [C].

1.2. Funtores adjuntos

Una motivación descrita por Saunders-Mac Lane en [11] de los funtores adjuntos es la siguiente si-
tuación: Dado un conjunto X y un campo k, podemos obtener un espacio vectorial VX cuya base sea
el conjunto X, es decir, los elementos del espacio vectorial son sumas formales finitas

∑n
i=1 rixi, donde

xi ∈ X y ri ∈ k. Entonces podemos definir dos funtores V : Set → V ctk y U : V ctk → Set, donde V ctk
es la categoŕıa de espacios vectoriales, de tal forma que V (X) = VX y para una función de conjuntos
f : X → Y , V (f) es la transformación lineal que definida sobre la base de VX env́ıa x a f(x). Por otro
lado, U es el funtor de olvido, es decir, para un espacio vectorial W se tiene que U(W ) es el conjunto
de todos los vectores en W y para una función lineal g : W → W ′ el funtor U env́ıa g a la función g
entre conjuntos U(W ) y U(W ′). Una función h de un conjunto X a U(W ) se extiende de manera úni-
ca a una transformación lineal h′ : VX → W que en un vector v =

∑n
i=1 rixi de VX , está definido como

h′(v) =
∑n
i=1 rih(xi). Esto define una asignación ϕ : h 7→ h′. Esta asignación tiene una inversa la cual lleva

una transformación natural T : VX →W a la restricción de T sobre X. Entonces tenemos un isomorfismo

MorV ctk(V (X),W ) ∼= MorSet(X,U(W ))

el cual es natural en el sentido de que dada una función entre conjuntos h : X → X ′ y una transformación
lineal t : W →W ′ se tiene que los diagramas

MorV ctk(V (X),W )
ϕ // MorSet(X,U(W ))

MorV ctk(V (X ′),W )

V (h)∗

OO

ϕ
// MorSet(X

′, U(W ))

h∗

OO

y

MorV ctk(V (X),W )

t∗

��

ϕ // MorSet(X,U(W ))

U(t)∗

��
MorV ctk(V (X),W ′)

ϕ
// MorSet(X,U(W ′))

donde ()∗ significa precomponer y ()∗ componer, son conmutativos. Estas caracteŕısticas son las que
definen a dos funtores adjuntos.

Definición 1.2.1. Sean Ψ: C → D y Φ: D → C dos funtores. Se dice que Ψ y Φ son funtores adjuntos,
espećıficamente, Ψ es adjunto izquierdo de Φ y Φ es adjunto derecho de Ψ cuando existe un isomorfismo
llamado adjunción

ΩA,B : MorD(Ψ(A), B)
∼= // MorC(A,Φ(B))
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para todo A ∈ Obj(C) y B ∈ Obj(D), el cual es natural en el sentido de que para todo α : A → A′, el
diagrama

MorD(Ψ(A), B)
∼= //

OO

Ψ(α)∗

MorC(A,Φ(B))
OO

α∗

MorD(Ψ(A′), B) ∼=
// MorC(A′,Φ(B))

conmuta y de que si tenemos β : B → B′ obtenemos un diagrama

MorD(Ψ(A), B)
∼= //

β∗

��

MorC(A,Φ(B))

Φ(β)∗

��
MorD(Ψ(A), B′) ∼=

// MorC(A,Φ(B′))

conmutativo. En estos diagramas Ψ(α)∗ y α∗ estan definidas como la precomposición con Ψ(α) y α
respectivamente, por ejemplo, Ψ(α)∗(f) = f ◦Ψ(α). Mientras que Φ(β)∗ y β∗ llevan a la composición con
Φ(β) y β respectivamente.

Ejemplo 1.2.2. Un ejemplo importante de funtores adjuntos es el caso del funtor Hom y el funtor tensor
⊗. En este caso siempre tenemos un isomorfismo

Hom(A⊗B,C) ∼= Hom(A,Hom(B,C)).

Ahora vamos a obtener otras definiciones a partir de la definición de adjunción.

Definición 1.2.3. Consideremos al funtor Ψ: C → D como adjunto izquierdo del funtor Φ: D → C,
con adjunción Ω. Para x ∈ Obj(C) definimos Σx = Ω(1Ψ(x)) : x → ΦΨ(x), esto es, de la Definición 1.2.1
hacemos A = x y B = Ψ(x). De la misma manera, cuando tenemos y ∈ Obj(D) y ponemos B = y y
A = Φ(y), obtenemos Λy = Ω−1(1Φ(y)) : ΨΦ(y)→ y.

Como Ω es natural, tenemos que para objetos x y x′ en C, y morfismos α : x→ x′ el diagrama

MorD(Ψ(x),Ψ(x))
Ω //

Ψ(α)∗

��

MorC(x,ΦΨ(x))

(ΦΨ(α))∗

��
MorD(Ψ(x),Ψ(x′))

Ω
// MorC(x,ΦΨ(x′))

conmuta y por tanto

ΦΨ(α) ◦ Σx = ΦΨ(α) ◦ Ω(1Ψ(x))

= Ω(Ψ(α) ◦ 1Ψ(x))

= Ω(Ψ(α)).

También tenemos la conmutatividad de

MorD(Ψ(x′),Ψ(x′))
Ω //

Ψ(α)∗

��

MorC(x′,ΦΨ(x′))

α∗

��
MorD(Ψ(x),Ψ(x′))

Ω
// MorC(x,ΦΨ(x′))

Y aśı,

Σx′ ◦ α = Ω(1Ψ(x′)) ◦ α
= α∗Ω(1Ψ(x′))

= Ω(1Ψ(x′) ◦Ψ(α))

= Ω(Ψ(α)).
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Esto nos sirve para obtener el siguiente diagrama conmutativo

x
Σx //

α

��

ΦΨ(x)

ΦΨ(α)

��
x′

Σx′
// ΦΨ(x′)

y darnos cuenta que los Σx nos inducen una transformación natural Σ: 1C → ΦΨ la cual es llamada
la unidad de la adjunción Ω. Análogamente, las Λy nos dan una transformación natural Λ: ΨΦ → 1D
llamada la counidad de la adjunción.

Proposición 1.2.4. Si Ψ es adjunto izquierdo de Φ con adjunción Ω, entonces la unidad Σ y counidad
Λ nos dan los siguientes diagramas conmutativos de funtores

Ψ
ΨΣ //

1Ψ

##
ΨΦΨ

ΛΨ // Ψ y Φ
ΣΦ //

1Φ

##
ΦΨΦ

ΦΛ // Φ

Demostración. Recordemos que para x en Obj(C), la unidad es un morfismo Σx : x → ΦΨ(x), aśı
que aplicando el funtor Ψ obtenemos un morfismo Ψ(Σx) : Ψ(x) → ΨΦΨ(x) en D. La counidad nos
da un morfismo ΛΨ(x) : ΨΦΨ(x) → Ψ(x). Por la propiedad de naturalidad de la adjunción, tenemos la
conmutatividad del diagrama:

MorD(ΨΦΨ(x),Ψ(x))
Ω //

Ψ(Σx)∗

��

MorC(ΦΨ(x),ΦΨ(x))

Σ∗x
��

MorD(Ψ(x),Ψ(x))
Ω

// MorC(x,ΦΨ(x))

Debido a lo anterior y con las definiciones de unidad y counidad, tenemos que

Ω(ΛΨ(x) ◦Ψ(Σx)) = Ω(ΛΨ(x)) ◦ Σx

= Ω(Ω−1(1ΦΨ(x))) ◦ Σx

= 1ΦΨ(x) ◦ Σx

= Σx

= Ω(1Ψ(x)).

Recordemos que Ω es un isomorfismo natural, entonces ΩΦΨ(x),Ψ(x) es un isomorfismo. Se sigue que
ΛΨ(x) ◦Ψ(Σx) = 1Ψ(x). Para demostrar la conmutatividad del segundo diagrama se utiliza el mismo méto-
do.

La unidad y counidad de una adjunción son importantes porque determinan dicha adjunción y precisa-
mente la proposición anterior nos permite dar una caracterización como veremos en el siguiente resultado.

Teorema 1.2.5. Supongamos que tenemos dos funtores Ψ: C → D y Φ: D → C. Si existen dos trans-
formaciones naturales Σ: 1C → ΦΨ y Λ: ΨΦ→ 1D tales que

Ψ
ΨΣ //

1Ψ

##
ΨΦΨ

ΛΨ // Ψ y Φ
ΣΦ //

1Φ

##
ΦΨΦ

ΦΛ // Φ

conmutan, entonces Ψ es adjunto izquierdo de Φ con la adjunción Ω: MorD(Ψ(x), y) → MorC(x,Φ(y))
definida por Ω(ϕ) = Φ(ϕ) ◦ Σx, donde Σ y Λ son la unidad y counidad de la adjunción respectivamente.
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Demostración. Tomemos x en Obj(C) , y en Obj(D), morfismos φ : Ψ(x)→ y en D y φ′ : x→ Φ(y)
en C. Primero notemos que Ωx,y es un isomorfismo, pues su inverso es Ω−1

x,y(φ′) = Λy ◦Ψ(φ′):

(Ω−1Ω)(φ) = Ω−1(Φ(φ) ◦ Σx)

= Λy ◦Ψ(Φ(φ) ◦ Σx)

= Λy ◦ΨΦ(φ) ◦Ψ(Σx).

Al utilizar que Λ es una transformación natural y φ : Ψ(x) → y es un morfismo, obtenemos que Λy ◦
ΨΦ(φ) = φ ◦ ΛΨ(x) y tenemos que

Λy ◦ΨΦ(φ) ◦Ψ(Σx) = φ ◦ ΛΨ(x) ◦Ψ(Σx)

= φ,

usando la conmutatividad del primer diagrama de la hipótesis. Con argumentos similares

(ΩΩ−1)(φ′) = Ω(Λy ◦Ψ(φ′))

= Φ(Λy ◦Ψ(φ′)) ◦ Σx

= Φ(Λy) ◦ ΦΨ(φ′) ◦ Σx

= Φ(Λy) ◦ ΣΦ(y) ◦ φ′

= φ′.

Ahora veamos que es natural. Para un morfismo α : x→ x′ y φ′′ : Ψ(x′)→ y

α∗ ◦ Ωx′,y(φ′′) = Ωx′,y(φ′′) ◦ α
= Φ(φ′′) ◦ Σx′ ◦ α,

por otro lado,

(Ωx,yΨ(α)∗)(φ′′) = Ωx,y(φ′′ ◦Ψ(α))

= Φ(φ′′ ◦Ψ(α)) ◦ Σx

= Φ(φ′′) ◦ Φ(Ψ(α)) ◦ Σx,

pero φΨ(α) ◦Σx = Σx′ ◦ α pues Σ es una transformación natural. Con lo anterior demostramos que Ω es
natural en x. Cuando tenemos un morfismo β : y → y′

(Φ(β)∗ ◦ Ωx,y)(φ) = Φ(β) ◦ Φ(φ) ◦ Σx

y

(Ωx,y′ ◦ β∗)(φ) = Ωx,y′(β ◦ φ)

= Φ(β ◦ φ) ◦ Σx

= Φ(β) ◦ Φ(φ) ◦ Σx,

obteniendo la naturalidad de Ω en la variable y. Por lo tanto Ω es una adjunción entre Ψ y Φ.

1.3. Ĺımites y coĺımites

Algunas veces podemos realizar construcciones relacionados con funtores H : C → D y que resultan ser
objetos de la categoŕıa D. Un caso especial son los de los ĺımites y coĺımites de funtores, estos objetos están
definidos de manera abstracta para cumplir una propiedad universal. Construcciones como los productos
y coproductos en R-Mód se pueden definir como ĺımites o coĺımites de cierto funtor.

Definición 1.3.1. Sea C una categoŕıa pequeña, D una categoŕıa, H : C → D un funtor covariante y d
un objeto de D. Se dice que H tiene un ĺımite directo o coĺımite d si
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Para cada objeto x de C, existe un morfismo θx : H(x)→ d tales que para morfismos α : x→ y, los
diagramas

H(x)

θx

!!
H(α)

��

d

H(y)

θy

==

conmutan.

Tiene la propiedad universal: Si existe un objeto T en D tal que existen morfismos θ′x : H(x) → T
en D que hacen que los diagramas

H(x)
θ′x

!!
H(α)

��

T

H(y)

θ′y

==

conmuten, entonces existe un único morfismo θ : d→ T que hace conmutar los diagramas

H(x)

H(α)

��

θx

!!

θ′x

��
d

θ // T

H(y)

θy

==

θ′y

AA

Al objeto d se le denota como d = ĺım−→
C

H.

De forma similar se define el ĺımite inverso o ĺımite ĺım←−
C

H, con morfismos ιx : ĺım←−
C

H → H(x) que

hacen diagramas conmutativos

H(x)

H(α)

��

ĺım←−
C

H

ιx

<<

ιy
""
H(y)

y con la propiedad universal que consiste en que si existe un objeto T y morfismos ιx : T → H(x)
que hacen conmutar

H(x)

H(α)

��

T

ι′x
==

ι′y !!
H(y)
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existe un único morfismo ι : T → ĺım←−
C

H que hace conmutar los diagramas

H(x)

H(α)

��

T
ι //

ι′x
11

ι′y --

ĺım←−
C

H

ιx

<<

ιy ""
H(y)

Un ĺımite es único salvo isomorfismo cuando existe, ya que está definido con una propiedad universal.
Lo mismo pasa para los coĺımites.

Definición 1.3.2. Una categoŕıa C es completa (co-completa) si todo funtor covariante de una categoŕıa
pequeña D a C tiene ĺımite inverso (coĺımite).

Algunas de las categoŕıas más usuales son co-completas o completas. Un ejemplo es el siguiente resul-
tado.

Teorema 1.3.3. Sea R un anillo, la categoŕıa de los R-módulos izquierdos R-Mód es co-completa.

Demostración. Sea H : C → R-Mód un funtor covariante con C una categoŕıa pequeña. Se demos-
trará que

L =

 ⊕
x∈ObjC

H(x)


N

es el ĺımite de H, donde N es el R-submódulo generado por los elementos de la forma a − H(α)(a);
α : x→ y es un morfismo en C y a ∈ H(x).

Es claro que L es un R-módulo izquierdo. Para un objeto x en la categoŕıa C, θx : H(x) → L es el
homomorfismo que env́ıa un elemento a ∈ H(x) a su clase a+N en L. Si tenemos un morfismo β : x→ y
en C, el diagrama

H(x)

H(β)

��

θx

!!
L

H(y)

θy

==

conmuta porque si b ∈ H(x), la clase H(β)(b) +N en L es la misma que la clase de b.

Además, si existe un R-módulo L′ junto con homomorfismos θx : H(x) → L′ que hacen conmutar los
diagramas

H(x)

H(β)

��

θ′x

""
L′

H(y)

θ′y

<<
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podemos definir θ =
∑

x∈Obj(C)

θ′x : L → L′. Es facil ver que θ cumple con las condiciones para ser un

homomorfismo de R-módulos. Para un generador aj −H(αj)(aj) ∈ N , tenemos que θ(aj −H(αj)(aj)) =
θ′x(aj)− θ′y(H(αj)(aj)) = 0 debido a que por hipótesis el diagrama

H(x)

H(αj)

��

θ′x

""
L′

H(y)

θ′y

<<

conmuta. Con esto comprobamos que θ está bien definido. También tenemos que θθx = θ′x. Por último, si
existiera θ′ : L→ L′ que haga conmutar los mismos diagramas que θ, entonces tendŕıamos que θθx = θ′θx

para todo x ∈ Obj(C). Un elemento

 ∑
x∈Obj(C)

ax

+N ∈ L, se puede ver como
∑

x∈Obj(C)

θx(ax), entonces

θ

 ∑
x∈Obj(C)

ax +N

 = θ

 ∑
x∈Obj(C)

θx(ax)

 =
∑

x∈Obj(C)

θθx(ax)) =
∑

x∈Obj(C)

θ′θx(ax)),

pero θx(ax) = ax +N , aśı que

∑
x∈Obj(C)

θ′θx(ax)) = θ′

 ∑
x∈Obj(C)

ax +N

 ,

por lo tanto θ = θ′.

1.4. Complejos de cadena

A partir de ahora, R denotará un anillo con unitario. Además en la categoŕıa de R-Mód los módulos
proyectivos tienen varias caracterizaciones, por ejemplo, P es proyectivo si y solo si el funtor Hom(P, )
es exacto y si y solo si es un sumando directo de un módulo libre, esto es, si existe un R-módulo M tal
que

⊕
R ∼= P ⊕M .

Definición 1.4.1. Una sucesión de R-módulos A
d // B

∂ // C es exacta si Im(d) = Ker(∂). Es un
complejo si ∂d = 0, es decir, Im(d) ⊂ Ker(∂).

Definimos ahora, la homoloǵıa en B como H = Ker(∂)/Im(d).

Proposición 1.4.2. Supongamos que el siguiente diagrama conmuta y que sus renglones son complejos

A
d //

ϕ

��

B
∂ //

ψ

��

C

η

��
A′

d′
// B′

∂′
// C ′

denotemos H = Ker(∂)/Im(d) y H ′ = Ker(∂′)/Im(d′). Usando ψ podemos definir un homomorfismo ψ∗
de H a H ′ como sigue: ψ∗(x+ Im(d)) = ψ(x) + Im(d′).
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Demostración. Primero veamos que ψ∗ está bien definido: Si x + Im(d) = y + Im(d) entonces
x−y ∈ Im(d) aśı que para alguna z en A, d(z) = x−y. Pero ψ(x−y) = ψ(d(z)) = d′ϕ(z) por la conmuta-
tividad del diagrama. Por lo cual ψ(x)−ψ(y) = ψ(x−y) ∈ Im(d′), es decir, ψ(x)+Im(d′) = ψ(y)+Im(d′).
Ahora veamos que ψ∗ toma valores en H ′: Si x es un elemento de Ker(∂), utilizando el diagrama conmu-
tativo tenemos que ∂′ψ(x) = η∂(x) = 0, entonces ψ(x) ∈ Ker(∂′) y ψ(x) + Im(∂′) ∈ H ′.

Definición 1.4.3. Supongamos que tenemos diagramas conmutativos

A
d //

ϕ

��

B
∂ //

ψ

��

C

η

��
A′

d′
// B′

∂′
// C ′

y

A
d //

ϕ′

��

B
∂ //

ψ′

��

C

η′

��
A′

d′
// B′

∂′
// C ′

Una homotoṕıa entre los morfismos ϕ,ψ, η y ϕ′, ψ′, η′ es una pareja de homomorfismos D : B → A′ y
∆: C → B′ que satisfacen ψ − ψ′ = d′D + ∆∂.

Esto es de gran utilidad pues cuando se tiene una homotoṕıa, los homomorfismos inducidos en la
homoloǵıa coinciden: Si tomamos x ∈ Ker(∂), obtenemos

ψ(x) + Im(d′) = ψ′(x) + d′D(x) + ∆∂(x) + Im(d′)

= ψ′(x) + d′D(x) + Im(d′)

= ψ′(x) + Im(d′).

Definición 1.4.4. Supongamos que B es un R-módulo izquierdo. Una resolución proyectiva de B, deno-
tada por 〈Pn, dn〉 es una sucesión exacta de R-módulos,

... // Pn+1

dn+1 // Pn
dn // ...

d2 // P1
d1 // P0

p // B // 0

donde cada Pi para i ≥ 0 es proyectivo.

La categoŕıa R-Mód es muy buena en este sentido ya que para cualquier R-módulo podemos obtener
una resolución proyectiva. En cierto modo, todas las resoluciones proyectivas están relacionadas, como se
puede concluir del siguiente resultado.

Proposición 1.4.5. Supongamos que B y B′ son dos R-módulos y ϕ : B → B′ es un homomorfismo
de R-módulos. Supongamos también que 〈Pn, dn〉 es una resolución proyectiva de B y 〈P ′n, d′n〉 es una
sucesión exacta de R-módulos, para la cual existe un homomorfismo suprayectivo p′ : P ′0 → B′. Entonces
existen morfismos ϕi ∈ Hom(Pi, P

′
i ) haciendo

... // Pn+1

ϕn+1

��

dn+1 // Pn
dn //

ϕn

��

...
d2 // P1

d1 //

ϕ1

��

P0
p //

ϕ0

��

B //

ϕ

��

0

... // P ′n+1

d′n+1 // P ′n
d′n // ...

d′2 // P ′1
d′1 // P ′0

p′ // B′ // 0

conmutar. Además, si ϕ′n ∈ Hom(Pn, P
′
n) sirven también como rellenos, entonces ϕn y ϕ′n son homotópi-

cos.

Demostración. Primero vamos a definir ϕ0 como el morfismo que surge del hecho de que P0 es
proyectivo:

P0

p

��
ϕ0

��

B

ϕ

��
P ′0

p′
// B′ // 0.
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Supongamos que hemos definido ϕ0, .., ϕn, entonces vamos a definir ϕn+1 de forma recursiva. Notemos
que si x ∈ Im(dn+1) entonces x ∈ Ker(dn), y por tanto 0 = dn(x) = ϕn−1dn(x) = d′nϕn(x), esto quiere
decir que ϕn(Im(dn+1)) ⊂ Ker(d′n) = Im(d′n+1). Cuando n = 0, reemplazamos d0 por p y el argumento
funciona. De este modo, como Pn+1 es proyectivo podemos encontrar ϕn+1 que hace conmutar el diagrama

Pn+1

dn+1

��
ϕn+1

��

Im(dn+1) ⊂ Pn
ϕn

��
P ′n+1

d′n+1 // Im(d′n+1) // 0.

Ahora, supongamos que existen otros morfismos ϕ′n : Pn → P ′n. Vamos a construir Dn : Pn → P ′n+1 tales
que ϕn − ϕ′n = d′n+1Dn + Dn−1dn para n ≥ 0 y D−1 = 0. Notemos que p′ϕ0 = ϕp = p′ϕ′0, entonces
p′(ϕ0−ϕ′0) = 0. De este modo, ϕ0−ϕ′0 toma valores en Ker(p′) = Im(d′1) y nos da un morfismo que hace
conmutar el diagrama

P0

ϕ0−ϕ′0
��

D0

||
P ′1

d′1 // Im(d′1) // 0.

Supongamos que ya hemos definido D0, ..., Dn. Para estos sabemos que se cumple ϕn − ϕ′n = d′n+1Dn +
Dn−1dn aśı que

d′n+1(ϕn+1 − ϕ′n+1 −Dndn+1) = d′n+1ϕn+1 − d′n+1ϕ
′
n+1 − d′n+1Dndn+1

= ϕndn+1 − ϕ′ndn+1 − d′n+1Dndn+1

= (ϕn − ϕ′n − d′n+1Dn)dn+1

= Dn−1dndn+1

= 0,

esto nos dice que Im(ϕn+1 − ϕ′n+1 − Dndn+1) ⊂ Kerd′n+1 = Imd′n+2. De aqúı vamos a construir Dn+1

para que el diagrama
Pn+1

ϕn+1−ϕ′n+1−Dndn+1

��

Dn+1

yy
P ′n+2

d′n+2// Im(d′n+2) // 0

sea conmutativo, lo que concluye la prueba.

Definición 1.4.6. Supongamos que tenemos una resolución proyectiva 〈Pn, dn〉 para el R-módulo iz-
quierdo B, y sea C un R-módulo izquierdo. Aplicamos a la resolución 〈Pn, dn〉 el funtor HomR( , C) y
obtenemos

... HomR(Pn+1, C)
(dn+2)∗oo HomR(Pn, C)

(dn+1)∗oo ...
(dn)∗oo HomR(P1, C)

(d2)∗oo HomR(P0, C)
(d1)∗oo 0oo

donde (di)
∗ denota el morfismo precomposición, esto es, para un homomorfismo f ∈ HomR(Pi−1, C),

(di)
∗(f) = f ◦ di ∈ HomR(Pi, C). La homoloǵıa n-ésima de la sucesión anterior, es decir, la homoloǵıa en

Hom(Pn, C) es ExtnR(B,C). Cuando no hay confusión sobre el anillo R sobre el cual se trabaja, entonces
se puede omitir y escribir solamente Extn(B,C).

En la notación utilizada para esta construcción, ExtnR(B,C) no aparece qué resolución proyectiva se
esta tomando, esto se debe a que, hasta cierto sentido, no importa cuál resolución proyectiva se tome para
B.
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Proposición 1.4.7. ExtnR(B,C) es independiente, salvo isomorfismo, de la resolución proyectiva escogida
para B.

Demostración. Supongamos que tenemos dos resoluciones proyectivas 〈Pn, dn〉 y 〈P ′n, d′n〉 para B.
Por la Proposición 1.4.5 tenemos morfismos ϕi : Pi → P ′i para el morfismo identidad 1B que hacen

... // Pn+1

ϕn+1

��

dn+1 // Pn
dn //

ϕn

��

...
d2 // P1

d1 //

ϕ1

��

P0
p //

ϕ0

��

B //

1B

��

0

... // P ′n+1

d′n+1 // P ′n
d′n // ...

d′2 // P ′1
d′1 // P ′0

p′ // B // 0

conmutar. Aplicando nuevamente la Proposición 1.4.5, obtenemos un diagrama

... // Pn+1

ϕn+1

��

dn+1 // Pn
dn //

ϕn

��

...
d2 // P1

d1 //

ϕ1

��

P0
p //

ϕ0

��

B //

1B

��

0

... // P ′n+1

ψn+1

��

d′n+1 // P ′n

ψn

��

d′n // ...
d′2 // P ′1

ψ1

��

d′1 // P ′0

ψ0

��

p′ // B

1B

��

// 0

... // Pn+1

dn+1 // Pn
dn // ...

d2 // P1
d1 // P0

p // B // 0

Además, como los morfismos 1Pn y ψnϕn hacen conmutar el mismo diagrama, la segunda parte de la
Proposición 1.4.5 nos dice que ψnϕn y 1Pn son homotópicos. Llamemos a los morfismos que definen esta
homotoṕıa Dn. Al aplicarle Hom( , C) al diagrama anterior nos queda

... HomR(Pn+1, C)
(dn+2)∗oo HomR(Pn, C)

(dn+1)∗oo ...
(dn)∗oo HomR(P1, C)

(d2)∗oo HomR(P0, C)
(d1)∗oo 0oo

... HomR(Pn+1, C)

(ϕn+1)∗

OO

(d′n+2)∗

oo HomR(Pn, C)

(ϕn)∗

OO

(d′n+1)∗

oo ...
(d′n)∗oo HomR(P1, C)

(ϕ1)∗

OO

(d′2)∗oo HomR(P0, C)

(ϕ0)∗

OO

(d′1)∗oo 0oo

... HomR(Pn+1, C)

(ψn+1)∗

OO

(dn+2)∗oo HomR(Pn, C)

(ψn)∗

OO

(dn+1)∗oo ...
(dn)∗oo HomR(P1, C)

(ψ1)∗

OO

(d2)∗oo HomR(P0, C)

(ψ0)∗

OO

(d1)∗oo 0oo

Una homotoṕıa entre (ϕn)∗(ψn)∗ y 1Hom(Pn,C) está dada por los morfismos (Dn)∗ : Hom(Pn+1, C) →
Hom(Pn, C) . Esto es debido a que ψnϕn − 1Pn = dn+1Dn + Dn−1dn, por lo que fψnϕn − f1Pn =
fdn+1Dn + fDn−1dn, para f : Pn → C. Pero

((ϕn)∗(ψn)∗ − 1Hom(Pn,C))(f) = fψnϕn − f1Pn

= fdn+1Dn + fDn−1dn

= ((dn)∗(Dn−1)∗ + (Dn)∗(dn+1)∗)(f).

De lo anterior, (ϕn)∗(ψn)∗ − 1Hom(Pn,C) = (dn)∗(Dn−1)∗ + (Dn)∗(dn+1)∗. Entonces los morfismos induci-
dos en homoloǵıa ((ϕn)∗(ψn)∗)∗ son iguales a 1Hn , con Hn la homoloǵıa en Hom(Pn, C). Invirtiendo los
roles de las resoluciones 〈Pn, dn〉 y 〈P ′n, d′n〉 obtenemos que ((ψn)∗(ϕn)∗)∗ = 1H′n , siendo H ′n la homoloǵıa
en Hom(P ′n, C).

Similarmente al caso de Ext se obtiene Tor de la siguiente manera.

Definición 1.4.8. Supongamos que tenemos una resolución proyectiva 〈Pn, dn〉 para el R-módulo izquier-
do B, y sea A un R-módulo derecho. Aplicamos a la resolución 〈Pn, dn〉 el funtor A⊗R , obteniendo

... // A⊗R Pn+1

1A⊗Rdn+1// A⊗R Pn
1A⊗Rdn// ...

1A⊗Rd2// A⊗R P1
1A⊗Rd1// A⊗R P0

// 0
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La homoloǵıa n-ésima de la sucesión anterior, es decir, la homoloǵıa en A⊗R Pn es TorRn (A,B). Cuando
no hay confusión sobre el anillo R sobre el cual se trabaja, entonces se puede omitir y escribir solamente
Torn(A,B).

También como en el caso de Ext, Torn(A,B) es independiente, salvo isomorfismo, de la resolución
proyectiva que tomemos para B.

La categoŕıa de complejos de cadena

Dado que ya vimos lo que para una sucesión A
d // B

∂ // C quiere decir ser un complejo, ahora
veremos una categoŕıa que utiliza este concepto en sus objetos, los cuales son llamados complejos de
cadena.

Definición 1.4.9. Un complejo de cadenas es un complejo de R-módulos

...
∂n+2 // Cn+1

∂n+1 // Cn
∂n // ...

∂2 // C1
∂1 // C0

∂0 // C−1

∂−1 // ...
∂−n+1// C−n

∂−n // C−n−1

∂−n−1 // ...

denotado (Ci, ∂i) si se quiere indicar los morfismos ∂i, donde i ∈ Z. Si no hay confusión se denota
simplemente C•.

Definición 1.4.10. Una colección de homomorfismos de R-módulos fi : Ci → C ′i, forman un morfismo
de cadenas de R-módulos f• : (Ci, ∂i)→ (C ′i, ∂

′
i) si las fi hacen conmutar el diagrama

...
∂n+2 // Cn+1

fn+1

��

∂n+1 // Cn

fn

��

∂n // ...
∂2 // C1

f1

��

∂1 // C0

f0

��

∂0 // C−1

f−1

��

∂−1 // ...
∂−n+1// C−n

f−n

��

∂−n // C−n−1

f−n−1

��

∂−n−1 // ...

...
∂′n+2 // C ′n+1

∂′n+1 // C ′n
∂′n // ...

∂′2 // C ′1
∂′1 // C ′0

∂′0 // C ′−1

∂′−1 // ...
∂′−n+1// C ′−n

∂′−n // C ′−n−1

∂′−n−1 // ...

La categoŕıa ChR tiene como objetos los complejos de cadena de R-módulos y los morfismos en esta ca-

tegoŕıa son los morfismos de cadena. La regla de composición para (Ci, ∂i)
f• // (C ′i, ∂

′
i)

f ′• // (C ′′i , ∂
′′
i )

es la composición usual en cada i, es decir, será la colección de homomorfismos f ′i ◦ fi.

En esta categoŕıa podemos definir ciertas operaciones entre los objetos cuyo resultado vuelve a ser un
complejo de cadena aunque no necesariamente de R-módulos.

Definición 1.4.11. Dados dos complejos de cadena C• = (Ci, ∂i) y C ′• = (C ′i, ∂
′
i) definimos el producto

tensorial entre (Ci, ∂i) y (C ′i, ∂
′
i) de la siguiente manera: Para cada n,

(C• ⊗ C ′•)n =
⊕
p+q=n

Cp ⊗R C ′q,

además, definimos para c ∈ Cp y e ∈ C ′q, con p+ q = n,

Dn(c⊗ e) = (∂p(c)⊗ e) + (−1)p(c⊗ ∂′q(e)).

Y luego extendemos por linealidad.

Lo anterior es un complejo de Z-módulos. Para ver esto calculemos la composición Dn−1Dn. En un
elemento de la base de Cp ⊗ Cq, a⊗ b con p+ q = n tenemos

Dn−1Dn(a⊗ b) = Dn−1((∂p(a)⊗ b) + (−1)p(a⊗ ∂′q(b)))
= (∂n−1∂n(a)⊗ b) + (−1)p−1(∂p(a)⊗ ∂′q(b)) + (−1)p[(∂p(a)⊗ ∂′q(b))
+ (−1)p(a⊗ ∂′q−1∂

′
q(b))]

= 0.
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Definición 1.4.12. Dados dos complejos de R-módulos C• = (Ci, ∂i) y C ′• = (C ′i, ∂
′
i) podemos definir un

complejo de cadenas de grupos abelianos llamado Hom(C•, C
′
•) como

Hom(C•, C
′
•)n =

∏
i∈Z

HomR(Ci, C
′
i+n)

y la diferencial D′n la definimos de tal manera que al aplicar D′n a una colección de R-homomorfismos
(fi : Ci → C ′i+n)i∈Z en la posición i nos queda

∂′i+n ◦ fi − (−1)nfi−1 ◦ ∂i.

De esta forma obtenemos una colección (∂′i+n ◦ fi − (−1)nfi−1 ◦ ∂i)i∈Z. La diferencial D′n está bien
definida: Tanto ∂′i+nfi como fi−1 ◦ ∂i son homomorfismos de Ci a C ′i+n−1. A D′n((fi)i∈Z) = (∂′i+n ◦ fi −
(−1)nfi−1 ◦ ∂i)i∈Z ∈

∏
i∈Z

HomR(Ci, C
′
i+n−1) le aplicamos D′n−1 y nos resulta en la posición i

∂′i+n−1(∂′i+nfi − (−1)nfi−1∂i)− (−1)n−1(∂′i−1+nfi−1 − (−1)nfi−2∂i−1)∂i,

cuando desarrollamos esta expresión obtenemos

∂′i+n−1∂
′
i+nfi − (−1)n∂i+n−1fi−1∂i − (−1)n−1(∂′i−1+nfi−1∂i − (−1)nfi−2∂i−1∂i),

finalmente, la expresión anterior es lo mismo que

(−1)n+1∂′i+n−1fi−1∂i + (−1)n∂′i+n−1fi−1∂i = 0.

1.5. Extensiones de Kan y sobrecategoŕıas

Existen ciertos tipos de funtores adjuntos llamados extensiones de Kan. En esta sección se demostrará
su existencia y algunas de las propiedades que tienen.

1.5.1. Sobrecategoŕıas

Para poder definir las extensiones de Kan es necesario estudiar dos tipos de categoŕıas llamadas las
sobrecategoŕıas y bajocategoŕıas. Esto se debe a que dichos funtores adjuntos se definen sobre estas cate-
goŕıas.

Si tenemos un funtor H : D → C entre categoŕıas pequeñas, para cada objeto x ∈ Obj(C) podemos
definir la sobrecategoŕıa

H/x

como la categoŕıa cuyos objetos son los pares {(d, α) : d ∈ Obj(D), α ∈ MorC(H(d), x)}, un morfismo
(d, α)→ (d′, β) es un morfismo f ∈ MorD(d, d′) el cual hace conmutar el siguiente diagrama

H(d)

H(f)

��

α

""
x

H(d′)

β

<<

Dualmente se define la bajocategoŕıa x/H cuyos objetos son pares (β, d) con d ∈ Obj(D) y β : x→ H(d)
es un morfismo en C. Un morfismo γ : (β, d)→ (β′, d′) es un morfismo γ : d→ d′ en D que hace conmutar
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el diagrama

H(d)

H(γ)

��

x

β
<<

β′ ""
H(d′)

La composición en estas categoŕıas está dada por la composición en D. Veamos un ejemplo sencillo pero
importante.

Ejemplo 1.5.1. La sobrecategoŕıa 1¡G/•
Recordemos que ¡G es una categoŕıa con un objeto •. Aśı tenemos que la sobrecategoŕıa 1¡G/• tiene
como objetos los elementos de la forma (•, g) y un morfismo (•, g)→ (•, h) es un morfismo f en ¡G que
hace conmutar el siguiente diagrama

•

f

��

g

��
•

•
h

??

es decir, f es un elemento de G tal que f = h−1g.

Las sobrecategoŕıas dependen de los objetos que tomemos en el codominio del funtor para construirlas,
aśı que cuando dos objetos estén relacionados por medio de un morfismo, también las sobrecategoŕıas que
construyamos con esos objetos estarán relacionadas.

Proposición 1.5.2. Sea Ψ: C → D un funtor covariante entre categoŕıas pequeñas y γ : d → d′ un
morfismo en la categoŕıa D. Entonces γ induce funtores γ∗ : Ψ/d→ Ψ/d′ y γ∗ : d/Ψ→ d′/Ψ. Si γ es un
isomorfismo, entonces las categoŕıas Ψ/d y Ψ/d′ son isomorfas.

Demostración. Solo demostraremos la existencia de γ∗, para el caso de γ∗ la demostración es similar.
La definición de γ∗ es

γ∗ : Ψ/d // Ψ/d′

(c, α)
� // (c, γα)

(c, α)

ϕ

��

(c, γα)

ϕ

��

� //

(c′, α′) (c′, γα′)

En objetos es muy claro que γ∗ está bien definido, pues γα : Ψ(c)→ d′ es un morfismo en D y por tanto
la pareja (c, γα) es un objeto de la sobrecategoŕıa Ψ/d′. Para un morfismo ϕ : (c, α) → (c′, α′) en Ψ/d,
tenemos que el diagrama

Ψ(c)

α

!!
Ψ(ϕ)

��

d

Ψ(c′)

α′

==
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debe ser conmutativo. Al añadirle el morfismo γ el diagrama resultante

Ψ(c)

γα

!!
Ψ(ϕ)

��

d′

Ψ(c′)

γα′

==

sigue siendo conmutativo. Claramente γ∗ manda identidad a identidad. De esta manera, está bien defini-
do como funtor. Si γ es un isomorfismo, el funtor γ−1

∗ inducido por el morfismo inverso γ−1 es el funtor
inverso de γ∗.

1.5.2. Extensiones de Kan

No todos los funtores tienen un funtor adjunto, sin embargo, veremos que para un funtor llamado
restricción si lo hay. Entonces primero veremos las herramientas necesarias para poder demostrar esta
afirmación. Por ejemplo, definiremos funtores que nos ayudan a la demostración y en la definición de estos
funtores adjuntos.

Definición 1.5.3. Sean C y D dos categoŕıas pequeñas y T una categoŕıa, Ψ: C → D un funtor.
Definimos el funtor restricción ResΨ : TD → TC por medio de la precomposición con Ψ, siendo más
espećıficos, está definido por tomar un funtor τ : D → T y enviarlo al funtor τ ◦ Ψ: C → T . Si tenemos
una transformación natural η : τ → τ ′ nos induce una transformación natural de funtores en TC tomando
para cada x ∈ Obj(C) el morfismo ηΨ(x).

Lema 1.5.4. Sea Ψ: C → D un funtor entre categoŕıas pequeñas. Para cualquier funtor M : D → T , con
T completa y cocompleta, existen morfismos canónicos

ĺım−→
C

ResΨM → ĺım−→
D

M y ĺım←−
D

M → ĺım←−
C

ResΨM

Demostración. Primero debemos darnos cuenta que ResΨM : C → T es, por definición, M ◦ Ψ.
Denotemos los morfismos de la definición del ĺımte del funtor M como θd : M(d)→ ĺım−→

D

M y los morfismos

del ĺımite de ResΨM como ιx : (ResΨM)(x)→ ĺım−→
C

ResΨM . La propiedad universal del ĺımite directo nos

asegura la existencia de θ : ĺım−→
C

ResΨM → ĺım−→
D

M que hace el diagrama

(ResψM)(x) = M(Ψ(x))

ιx

��

θΨ(x)

&&
(ResΨM)(α)=M(Ψ(α))

��

ĺım−→
C

ResΨM
θ // ĺım−→

D

M

(ResΨM)(y) = M(Ψ(y))
ιy

;;

θΨ(x)

77

conmutativo con α : x→ y un morfismo en C. El morfismo canónico para los ĺımites inversos son obtenidos
de la misma forma.
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Definición 1.5.5. Consideremos Ψ: C → D un funtor entre categoŕıas pequeñas. Para un objeto d ∈
Obj(D) el funtor canónico βd : Ψ/d→ C está definido de la siguiente manera

βd : Ψ/d // C

(c, α) � // c

(c1, α1)

γ

��

c1

γ

��

� //

(c2, α2) c2

También definimos el funtor
βd : d/Ψ // C

(α, c)
� // c

(α1, c1)

γ

��

c1

γ

��

� //

(α2, c2) c2

Notemos que βd en objetos es la proyección a la primera coordenada y en morfismos solo cambian su
dominio y codominio, mientras que para βd es la proyección a la segunda componente y para morfismos
pasa lo mismo que para βd.

El funtor ResΨ que vimos en la Definición 1.5.3 es muy importante porque tiene un funtor adjunto
izquierdo LKΨ, llamado la extensión de Kan izquierda a lo largo de Ψ y un adjunto derecho RKΨ llamado
la extensión de Kan derecha a lo largo de Ψ. La forma en que se definen estos funtores adjuntos dependen
de ĺımites y coĺımites. Definiremos LKΨ y RKΨ y veremos las propiedades que cumplen.

Proposición 1.5.6. Sea Ψ: C → D un funtor covariante entre categoŕıas pequeñas y T una categoŕıa
abeliana completa y cocompleta. Para todo funtor M : C → T existen funtores

LKΨM = ĺım−→
Ψ/

Resβ M : D → T y RKΨM = ĺım←−
/Ψ

Resβ−M : D → T.

Demostración. Lo demostraremos para LKΨM pues la demostración para RKΨM es muy parecida.
Definimos

LKΨM(d) = ĺım−→
Ψ/d

ResβdM

para cada objeto d en D, y para un morfismo γ : d→ d′, LKΨM(γ) se construye de la siguiente manera:
Por la Proposición 1.5.2, el morfismo γ : d → d′ induce un funtor γ∗ : Ψ/d → Ψ/d′. Este funtor cumple
que βd′ ◦ γ∗ = βd, pues en cada objeto (c, α) en Ψ/d, βd′γ∗(c, α) = βd′(c, γα) = c = βd(c, α) y en
morfismos todos los funtores γ∗, βd′ y βd son como identidades. Aplicando el Lema 1.5.4 con el funtor
Resβd′M : Ψ/d′ → T tenemos el morfismo canónico

ĺım−→
Ψ/d

Resγ∗Resβd′M → ĺım−→
Ψ/d′

Resβd′M.

Pero por definición del funtor restricción, Resγ∗Resβd′M = ResβdM . De este modo tenemos un morfismo
canónico

LKΨM(γ) : LKΨM(d) = ĺım−→
Ψ/d

ResβdM → ĺım−→
Ψ/d′

Resβd′M = LKΨM(d′).
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Ahora, veamos que en verdad LKΨM es un funtor de D a T . Por la forma en que construimos este

morfismo, tenemos que LKΨM(1x) = 1LKΨM(x). Si tomamos dos morfismos d
γ // d′

γ′ // d′′ en C,

nos inducen funtores Ψ/d
γ∗ // Ψ/d′

γ′∗ // Ψ/d′′ . De manera inmediata vemos que (γ′γ)∗ = γ′∗γ∗. Por

una parte, tenemos morfismos canónicos

ĺım−→
Ψ/d

Resγ∗Resβd′M
LKΨ(γ)// ĺım−→

Ψ/d′

Resβd′M = ĺım−→
Ψ/d′

Resγ′∗Resβd′′M
LKΨ(γ′)// ĺım−→

Ψ/d′′

Resβd′′M,

lo mismo pasa para el morfismo γ′γ, obteniendo

LKΨ(γ′γ) : ĺım−→
Ψ/d

Resγ′∗γ∗Resβd′M → ĺım−→
Ψ/d′′

Resβd′′M.

Los morfismos LKΨM(γ′γ) y LKΨM(γ′)LKΨM(γ) tienen el mismo dominio y codominio porque Resγ′∗γ∗Resβd′′M =
ResβdM como ya vimos anteriormente. En la prueba del Lema 1.5.4 tenemos diagramas conmutativos de
la forma

(Resβd′M)(γ∗(c, α)) = Mβd(c, α)
ι(c,α)

##

θγ∗(c,α)

((
Resβ

d′
M(ϕ)

��

LKΨM(d)
LKΨM(γ)// LKΨM(d′)

(Resβd′M)(γ∗(c
′, α′)) = Mβd(c

′, α′)

ι(c′,α′)

;;

θγ∗(c′,α′)

66

De esta misma forma podemos obtener diagramas conmutativos

(Resβd′M)(γ′∗(a, ε)) = Mβd′(a, ε)

ι′(a,ε)

��

θ′
γ′∗(a,ε)

##
LKΨM(d′)

LKΨM(γ′)

// LKΨM(d′′)

y

(ResβdM)(γ∗γ
′
∗(a
′, ε′)) = Mβd(a

′, ε′)

ι′′
(a′,ε′)

��

θ′′
γ∗γ′∗(a

′,ε′)

$$
LKΨM(d)

LKΨM(γ′γ)

// LKΨM(d′′)

Los morfismos ι, ι′, ι′′, θ, θ′, θ′′ son los estructurales de sus respectivos ĺımites, aśı que ι′′(a′,ε′) = ι(a′,ε),

θ′′γ′∗γ∗(a′,ε′)
= θ′γ′∗(γ′∗(a′,ε′))

y θγ∗(c,α) = ι′γ∗(c,α), con esto tenemos

LKΨM(γ′)LKΨM(γ)ι′′(a′,ε′) = LKΨM(γ′)LKΨM(γ)ι(a′,ε′)

= LKΨM(γ′)θγ∗(a′,ε′)

= θ′γ′∗(γ(a′,ε))

= θ′′γ′∗γ(a′,ε).

Por la propiedad universal del ĺımite LKΨM(d′′), se debe cumplir LKΨM(γ′γ) = LKΨM(γ′)LKΨM(γ) y
por lo tanto LKΨM : D → T es un funtor.

De igual forma que en la proposición anterior, las siguientes propiedades se demostrarán para la
extensión de Kan izquierda ya que para RKΨ es muy similar. Lo primero que veremos es que con la
definición de LKΨM recién dada definimos un funtor tomando a M : C → T como un objeto en TC .
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Proposición 1.5.7. Existen funtores LKΨ : TC → TD y RKΨ : TC → TD definidos en objetos como en
la Proposición 1.5.6.

Demostración. Sean M,M ′ : C → T funtores y η : M →M ′ una transformación natural.
Usando la propiedad universal del ĺımite, construimos un morfismo como se muestra en el siguiente
diagrama conmutativo

Mβd(c, α)
ηβd(c,α) //

ι(c,α)

��

M ′βd(c, α)

ι(c,α)

��
ĺım−→
Ψ/d

ResβdM LKΨ(η)d

// ĺım−→
Ψ/d

ResβdM
′

Juntando el diagrama anterior con los que surgieron de la construcción de los LKΨM(γ), obtenemos

Mβd′γ∗(c, α) = Mβd(c, α)

ηβd (c,α)

..

ι(c,α)

((
θγ∗(c,α)

��

M ′βd(c, α) = M ′βd′γ∗(c, α)

ι′(c,α)uu
θ′γ∗(c,α)

		

ĺım−→
Ψ/d

ResβdM
LK(η)d//

LKΨM(γ)

vv

ĺım−→
Ψ/d

ResβdM
′

LKΨM
′(γ)

((
ĺım−→
Ψ/d′

Resβd′M 11 ĺım−→
Ψ/d′

Resβd′M
′

donde el morfismo ĺım−→
Ψ/d′

Resβd′M → ĺım−→
Ψ/d′

Resβd′M
′ es el único que hace conmutar el cuadrado más grande

del diagrama. Además tenemos el diagrama que surge de la construcción de LK(η)d′ :

Mβd′(c
′, α′)

ηβ
d′ (c
′,α′)

//

θ(c′,α′)

��

M ′βd′(c
′, α′)

θ′
(c′,α′)

��
ĺım−→
Ψ/d′

Resβd′M LKΨ(η)d′
// ĺım−→
Ψ/d′

Resβd′M
′

Calculamos

LKΨ(η)d′LKΨM(γ)ι(c,α) = LKΨ(η)dθγ∗(c,α)

= θ′γ∗(cα)ηβd′ (γ∗(c,α))

= θ′γ∗(c,α)ηβd(γ∗(c,α)).

El morfismo LKΨM
′(γ)LKΨ(η)d : ĺım−→

Ψ/d

ResβdM → ĺım−→
Ψ/d

ResβdM
′ es el único tal que LKΨM

′(γ)LKΨ(η)dι(c,α) =

θ′γ∗(c,α)ηβd(c,α). El cálculo anterior nos muestra que LKΨ(η)d′LKΨM(γ) lo cumple y por lo tanto tenemos
el cuadrado conmutativo

LKΨM(d)
LKψ(η)d//

LKΨM(γ)

��

LKΨM
′(d)

LKΨM
′(γ)

��
LKΨM(d′)

LKΨ(η)d′
// LKΨM

′(d′)
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por el cual podemos afirmar que definimos una transformación natural LKΨ(η) : LKΨM → LKΨM
′. Más

aún, se comporta bien con respecto a la composición de transformaciones naturales de funtores C → T , es

decir, M
η // M

η′ // M ′′ nos produce la transfomación natural LKΨ(ηη′) = LKΨ(η′)LKΨ(η). Esto
se debe a la forma en que se contruye LKΨ(η′η)d con la propiedad universal del ĺımte directo como se ve
en el siguiente diagrama:

ResβdM(c, α)
η //

η′η

++

ι(c,α)

��

ResβdM
′(c, α)

η′ //

ι′(c,α)

��

ResβdM
′′(c, α)

ι′′(c,α)

��
ĺım−→
Ψ/d

ResβdM LKΨ(η)d

//

LKΨ(η′η)d

33
ĺım−→
Ψ/d

ResβdM
′

LKΨ(η′)d

// ĺım−→
Ψ/d

ResβdM
′′

Entonces podemos concluir que LKΨ es un funtor de TC a TD.

Después de verificar los detalles anteriores podemos demostrar que el funtor restricción ResΨ tiene dos
funtores adjuntos, un adjunto derecho y un adjunto izquierdo.

Proposición 1.5.8. LKΨ es adjunto izquierdo del funtor ResΨ y RKΨ es adjunto derecho de ResΨ.

Demostración. Para cada funtor M : C → T definimos el funtor

ΣM : M → ResΨLKΨM,

de forma que para cada c en Obj(C) obtenemos el morfismo

(ΣM )c : M(c) = ResβΨ(c)
M(c, 1Ψ(c))→ ĺım−→

Ψ/Ψ(c)

ResβΨ(c)
M

de la definición del ĺımite. Para cada funtor N : D → T definimos

ΛN : LKΨResΨN → N,

de tal manera que para cada objeto d en D, el morfismo

(ΛN )d : ĺım−→
Ψ/d

ResβdResΨN → N(d)

proviene de la propiedad universal del ĺımite directo utilizando los morfismos N(ε) : ResβdResΨN(a, ε)→
N(d). Notemos que ΣM es una transformación natural, siempre tenemos que

ResβΨ(c)
M(c, 1Ψ(c)) = M(c)

(ΣM )c //

θΨ(γ)∗(c,1Ψ(c))

((

Resγ∗ResβΨ(c)
M(c,1Ψ(c))=M(γ)

��

ĺım−→
Ψ/Ψ(c)

ResβΨ(c)
M

LKΨM(Ψ(γ))

��
ResβΨ(c′)M(c′, 1Ψ(c′))

(ΣM′ )c′
// ĺım−→
Ψ/Ψ(c′)

ResβΨ(c′)M

conmuta porque es el diagrama que se utilizó para construir el morfismo LKΨM(Ψ(γ)). El caso de ΛN
es parecido. ΛN es una transformación natural pues para cada d ∈ Obj(D), (ΛN )d está definido con una
propiedad universal.
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El diagrama que utilizamos para definir LKΨ(η)Ψ(c) en la Proposición 1.5.7

ResβΨ(c)
M(c, 1Ψ(c))

ι(c,1Ψ(c))

//

ηβΨ(c)

��

ĺım−→
Ψ/Ψ(c)

ResβΨ(c)
MΨ

LKψ(η)Ψ(c)

��
ResβΨ(c)

M ′
ι′(c,1Ψ(c))

// ĺım−→
Ψ/Ψ(c)

ResβΨ(c)
M ′

es exactamente el mismo que el diagrama

M(c)

ηc

��

(ΣM )c // LKΨM(Ψ(c))

LKΨ(η)Ψ(c)

��
M ′(c)

(ΣM′ )c

// LKΨM
′(Ψ(c))

por lo tanto, ΣM definen una transformación natural Σ: 1TC → ResΨLKΨ. Para ver que las ΛN definen
una transformación natural de LKΨResΨ a 1TD tenemos que analizar el siguiente diagrama que surge de
hacer las construcciones (ΛN )d, (ΛN ′)d y LKΨ(ResΨ)d,

ResβdResΨN(a, ε)
ι(a,ε)

))

N(ε)

$$

ηΨ(a)

��

LKΨ(NΨ)(d)
(ΛN )d //

LKΨ(ResΨη)d

��

N(d)

ηd

��
LKΨ(N ′Ψ)(d)

(ΛN′ )d

// N ′(d)

ResβdResΨN
′(a, ε)

ι′(a,ε)

55

N ′(ε)

::

ηd(ΛN )d es el único morfismo tal que ηd(ΛN )dι(a,ε) = ηdN(ε). Pero utilizando las partes del diagrama que
sabemos que conmutan tenemos

(ΛN ′)dLKΨ(ResΨη)dι(a,ε) = N ′(ε)ηΨ(a)

= ηdN(ε).

La última igualdad se debe a la definición de η como transformación natural pues ε : Ψ(a) → d. Aśı que
(ΛN ′)dLKΨ(ResΨη)d = ηd(ΛN )d.

Ahora veremos que ResΨ
ResΨΣ // ResΨLKΨResΨ

ΛResΨ // ResΨ es 1ResΨ . Para cada objeto c de C tenemos
que el diagrama conmuta por definición de (ΛResΨN)c

ResβΨ(c)
N(a, 1a)

N(1Ψ(c))
((

(ResΨΣ)c// ĺım−→
Ψ/Ψ(c)

ResβΨ(c)
ResΨN

(ΛResΨ
N)c

��
(ResΨN)(c)

Ahora veremos que LKΨ
ΣLKΨ // LKΨResΨLKΨ

LKΨΛ // LKΨ es la transformación natural 1LKΨ
. Para un

funtor M : C → T y d ∈ Obj(D), calculamos

(LKΨM)(d)
(LKΨΛM )d // (LKΨResΨLKΨM)(d)

(ΛLKΨM
)d // (LKΨM)(d)
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pero reescribiéndolo queda como

ĺım−→
Ψ/d

ResβdM → ĺım−→
Ψ/d

ResβdResΨLKΨM → ĺım−→
Ψ/d

ResβdM

el cual es igual a aplicarle ĺım−→
Ψ/d

Resβd a

M → ResΨLKΨM →M

el cual es la identidad porque en

ResβΨ(c)
M(c, 1Ψ(c)) = M(c)→ ĺım−→

Ψ/Ψ(c)

ResβΨ(c)
M →M(c) = ResβΨ(c)

(c, 1Ψ(c))

(c, 1Ψ(c)) es un objeto terminal de Ψ/Ψ(c).

Por el Teorema 1.2.5, LKΨ es adjunto izquierdo de ResΨ.

Cuando tenemos un grupo G y un subgrupo H, la inclusión determina un funtor Ψ: ¡H → ¡G, del
cual podemos calcular LKΨ y RKΨ. Para el siguiente ejemplo • denotará el único objeto de ¡H y el
único objeto de ¡G. Veremos que en este caso las extensiones de Kan corresponden a las construcciones
de inducción y coinducción.

Ejemplo 1.5.9. Tomamos T = R-mód, y M : ¡H → R-mód. Por definición LKΨM(•) = ĺım−→
Ψ/•

Resβ•M .

Demostraremos que ĺım−→
Ψ/•

Resβ•M
∼= RG ⊗RH M . Cabe señalar que, aunque M es un funtor, se tiene el

abuso de notación con M(•) = M y más adelante veremos que esto lo convierte en un RH-módulo iz-
quierdo, donde RH y RG son los anillos de grupo de H y G respectivamente.

Notemos que los objetos de Ψ/• son de la forma (•, g) con g ∈ G y un morfismo de (•, g)→ (•, g′) es
un morfismo g′−1g que está en ¡H. Definimos un homomorfismo ι(•,g) : Mβ•(•, g) = M → RG ⊗RH M
como m 7→ g ⊗m. Calculando, tenemos que ι(•,g′)Mβ•(g

′−1g)(m) = ι(•,g′)(g
′−1gm) = g′ ⊗ g′−1gm. Ya

que RG lo vemos como un RH-módulo derecho, tenemos que g′ ⊗ g′−1gm = g′g′−1g ⊗m = g ⊗m, pues
g′−1g ∈ H. Esto quiere decir que las ι(•,g) hacen conmutar el diagrama

Mβ•(•, g)
ι(•,g)

''
Mβ•(g

′−1g)

��

RG⊗RH M

Mβ•(•, g′)
ι(•,g′)

77

Supongamos que existe un R-módulo L junto con morfismos ι′(•,g) que hacen conmutar el diagrama

anterior. Definimos θ : RG ⊗RH M → L definiéndolo en los elementos de la forma (g ⊗m) como θ(g ⊗
m) = ι′(•,g)(m) y luego extendiéndolo linealmente. El morfismo θ está bien definido porque el morfismo

RG ×M → L definido por (g,m) 7→ ι′(•,g)(m) es RH-bilineal. De inmediato se ve que θι(•,g) = ι′(•,g).

Si existiera θ′ : RH ⊗RH M → L con θ′ι(•,g) = ι′(•,g), entonces θι(•,g) = θ′ι(•,g), de aqúı se sigue que

θ(g ⊗ m) = θ′(g ⊗ m). Por lo tanto RG ⊗RH M ∼= LKΨM(•). Además este isomorfismo define un
isomorfismo natural de LKΨM a RG⊗RH M si se ve a RG⊗RH M como un funtor de ¡G a R-mód, con
(RG⊗RH M)(g)(g′ ⊗m) = gg′ ⊗m. Esto quiere decir que el diagrama

LKΨM(•)
∼= //

LKΨM(g)

��

RG⊗RH M

(RG⊗RHM)(g)

��
LKΨM(•) ∼=

// RG⊗RH M
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conmuta, lo cual se puede ver tomando un elemento [m] en LKΨM(•) tal que m ∈Mβ•(•, g′) y calculando
θLKΨM(g)([m]) = θ([m]) con m ∈ Mβ•(•, gg′) y θ([m]) = gg′ ⊗ m es el isomorfismo LKΨM(•) ∼=
RG⊗RHM . Por otro lado, (RG⊗RHM)(g)θ([m]) = (RG⊗RHM)(g)(g′⊗m) = gg′⊗m lo que comprueba
la conmutatividad del diagrama. RG⊗RH es llamada la inducción, aśı que ahora comprobaremos que LKΨ

es equivalente a la inducción. Para esto solo nos falta ver que el isomorfismo θ define una transformación
natural de LKΨ a RG ⊗RH . Tomamos una transformación natural η : M → M ′ y [m] ∈ LKΨM con
m ∈ Mβ•(•, g). El elemento m es enviado, por medio del isomorfismo θ, a g ⊗ m el cual, a su vez, es
enviado por RG⊗ η• a g ⊗ η•(m). Por otro lado, LKΨ(η)([m]) = [η•(m)], y θ([η•(m)]) = g ⊗ η•(m). Esto
nos dice que el diagrama

LKΨM
θ //

LKΨ(η)

��

RG⊗RH M

RG⊗η
��

LKΨM
′

θ
// RG⊗RH M ′

es conmutativo.

En el caso de RKΨM tenemos un isomorfismo RKΨM ∼= HomRH(RG,M) que se puede ver tomando
los morfismos estructurales del ĺımite como θ(g,•) : HomRH(RG,M) → Mβ•(g, •) con θ(g,•)(f) = f(g),
donde (g, •) es un objeto en la bajocategoŕıa •/Ψ y f : RG→M es un homomorfismo G-equivariante. Ya
que un morfismo de (g, •) a (g′, •) en •/Ψ es de la forma g′g−1 ∈ H, tenemos que Mβ•(g′g−1)θ(g,•)(f) =
Mβ•(g′g−1)(f(g)) = g′g−1f(g) = f(g′g−1g) = f(g′) = θ(g′,•). Si existiera L junto con morfismos
θ′(g,•) : L → Mβ•(g, •) tal que Mβ•(g′g−1)θ′(g,•) = θ′(g′,•), entonces podemos definir un morfismo τ : L →
HomRH(RG,M) como τ(a) el morfismo de RG a M que env́ıa g ∈ RG a θ′(g,•)(a). Esto hace que

θ(g,•)τ = θ′(g,•) y que sea único cumpliendo esta propiedad. Por lo tanto RKΨM ∼= HomRH(RG,M).

Mas aún, define una equivalencia viendo a HomRH(RG,M) como el funtor que env́ıa g ∈ Mor(¡G) al
morfismo f 7→ gf , con (gf)(g′) = (f(g−1g′)). El funtor HomRH(RG, ) es llamado la coinducción y similar
al caso de LKΨ, tenemos que RKΨ es equivalente a la coinducción.

El hecho de que un funtor tenga un adjunto izquierdo es muy bueno. Pero que tenga, además, un
adjunto derecho hace que dicho funtor se convierta en una excelente herramienta. Por ejemplo, tenemos
que ResΨ preserva epimorfismos y por consiguiente que LKΨ preserva proyectivos.

Definición 1.5.10. Sea C una categoŕıa. Un morfismo f : x → y es un epimorfismo (o es épico) si para
cualesquiera h, g : y → z con hf = gf implica que h = g. Es un monomorfismo (o es mónico) si para
cualesquiera r, s : w → x con fr = fs implica que r = s.

Si R es un anillo con unitario, en la categoŕıa R-mód los morfismos épicos son los homomorfismos
suprayectivos, esto no suele ser aśı siempre.

Definición 1.5.11. Sea C una categoŕıa. Un objeto P en Obj(C) es proyectivo si para todo diagrama

P

f

��
x

κ
// y

con κ épico, existe un morfismo f ′ : P → x que hace conmutar el diagrama

P

f

��

f ′

��
x

κ
// y

En la categoŕıa R-mód con R un campo, cada R-módulo es proyectivo, incluso son R-módulos libres.

Proposición 1.5.12. Adjuntos izquierdos preservan epimorfismos.
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Demostración. Sean Ψ: C → D adjunto izquierdo de Φ: D → C con adjunción Ω, α : x → y un
epimorfismo en C y τ, τ ′ : Ψ(y)→ z morfismos en D tales que τΨ(α) = τ ′Ψ(α).
Notemos que Ω(τ) y Ω(τ ′) son morfismos de y a Φ(z) en C. Además, la naturalidad de Ω nos da un
diagrama conmutativo

MorD(Ψ(x), z) // MorC(x,Φ(z))

MorD(Ψ(y), z) //

Ψ(α)∗

OO

MorC(y,Φ(z))

α∗

OO

lo cual nos dice que ΩΨ(α)∗(τ) = α∗Ω(τ), se sigue que Ω(τΨ(α)) = Ω(τ)α. Similarmente obtenemos que
Ω(τ ′Ψ(α)) = Ω(τ ′)α. Esto implica que Ω(τ)α = Ω(τ ′)α. Ya que α es epimorfismo se tiene Ω(τ) = Ω(τ ′)
y por tanto τ = τ ′.

Con el resultado anterior tenemos una consecuencia inmediata para el funtor restricción.

Corolario 1.5.13. Sea Ψ: C → D un funtor covariante entre categoŕıas pequeñas y T una categoŕıa
completa y cocompleta. Entonces ResΨ : TD → TC preserva epimorfismos.

Demostración. Se sigue directamente de la Proposición 1.5.12 y de que la Proposición 1.5.8 nos dice
que ResΨ es adjunto izquierdo de RKΨ.

Proposición 1.5.14. Sea Ψ: C → D un funtor covariante entre categoŕıas pequeñas y T una categoŕıa
completa y cocompleta. Entonces LKΨ preserva proyectivos.

Demostración. Denotemos por Ω la adjunción del par LKΨ y ResΨ. Recordemos que LKΨ : TD → TC

y ResΨ : TC → TD son funtores contravariantes. Tomemos un objeto proyectivo P en TD y un diagrama

LKΨP

τ

��
A

η
// B

en TC , donde η es un epimorfismo, es decir, es una transformación natural épica. Por adjunción tenemos
que Ω(τ) : P → ResΨB y nos da un diagrama

P

Ω(τ)

��
ResΨA

ResΨη
// ResΨB

en el cual, por el Corolario 1.5.13, ResΨη es un epimorfismo. Entonces existe un morfismo f que hace
conmutar el diagrama

P
f

yy
Ω(τ)

��
ResΨA

ResΨη
// ResΨB

pues P es proyectivo. Con el inverso de la adjunción Ω, tenemos un morfismo Ω−1(f) : LKΨP → A. Por
la naturalidad de Ω, para los funtores P , A y el morfismo η : A→ B tenemos el diagrama

MorTD (LKΨP,A) //

η∗

��

MorTC (P,ResΨA)

(ResΨη)∗

��
MorTD (LKΨP,B) // MorTC (P,ResΨB)
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Aśı que para el morfismo Ω−1(f), tenemos que (ResΨη)∗Ω(Ω−1(f)) = Ω(η∗Ω
−1(f)), esto es, Ω(ηΩ−1(f)) =

ResΨη ◦ f , pero ResΨη ◦ f = Ω(τ), por lo tanto ηΩ−1(f) = τ .



Caṕıtulo 2

Cohomoloǵıa de categoŕıas

A partir de una categoŕıa y un anillo conmutativo con unidad R podemos obtener una R-álgebra.
Dependiendo si la categoŕıa es finita esta R-álgebra será unitaria o no.

Para calcular la homoloǵıa o cohomoloǵıa simplicial de una categoŕıa podemos asociarle un espacio
topológico a dicha categoŕıa que respete equivalencias entre categoŕıas e isomorfismos. También se le puede
asociar un complejo con el cual obtengamos este cálculo sin tener que llevarlo a un espacio topológico.

En este caṕıtulo veremos algunas herramientas que nos servirán para calcular la homoloǵıa o cohomo-
loǵıa de una categoŕıa pequeña. Aunque la mayoŕıa del contenido de este caṕıtulo es estándar, también
contiene algunos resultados importantes para el desarrollo de los caṕıtulos 3 y 4 como lo es el isomorfismo
LKτB

C
∗
∼= C∗(τ/ ) para un funtor τ : C → D.

2.1. Álgebras de categoŕıas

Sea C una categoŕıa pequeña y R anillo conmutativo con unitario, se define RC como el R-módulo
libre cuya base es el conjunto de morfismos en C. Definimos el producto de los elementos de la base de
RC como α ·β = α◦β si α◦β existe y 0 en otro caso. Se extiende el producto a RC de manera R-bilineal.
De esta manera RC se convierte en una R-álgebra asociativa.

Notemos que si Obj(C) es finito y 1x es el morfismo identidad del objeto x en C,
∑

x∈Obj(C)

1x es la

identidad de RC, pues dado un morfismo α,∑
x∈Obj(C)

1x · α =
∑

x∈Obj(C)

1xα = α

ya que todos los productos 1xα serán 0 excepto cuando x sea el codominio de α y en este caso 1xα = α.

Teorema 2.1.1 (B. Mitchell). Sea R un anillo con unitario. Si C es una categoŕıa finita, existe una
equivalencia entre la categoŕıa de RC-módulos por la izquierda y la categoŕıa de funtores covariantes
R-módC .

Demostración. Primero definamos un funtor Ψ: RC-mód→ R-módC de la siguiente manera: Ψ(M) =

31
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ΨM donde

ΨM : C // R-módC

x � // 1x ·M

x

α

��

1x ·M

lα

��

� //

y 1y ·M

donde lα es el homomorfismo k-lineal que env́ıa m ∈M a α ·m = (1yα1x) ·m ∈ 1y ·M.
Para un homomorfismo de RC-módulos γ : M →M ′, definimos Ψ(γ) como la transformación natural

τγ : ΨM → ΨM ′ que asigna a un objeto x en C, el homomorfismo

τγx : 1x ·M // 1x ·M ′

1x ·m � // 1x · γ(m).

Este homomorfismo está bien definido pues γ es un homomorfismo de RC-módulos. Además, si tomamos
1xm ∈ 1x ·M , y f : x→ y

ΨM ′(f)τγx (1xm) = ΨM ′(f)(1xγ(m))

= fγ(m)

y

τγy ΨM (f)(1xm) = τγy (fm)

= τγx (1yf1xm)

= 1yγ(fm)

= 1yfγ(m)

= fγ(m),

la penúltima igualdad es cierta pues γ es un homomorfismo de RC-módulos. Esto quiere decir que el
siguiente diagrama conmuta y por lo tanto ψ(γ) es una transformación natural

1x ·M
τγx //

ΨM (f)

��

1x ·M ′

ΨM′ (f)

��
1y ·M

τγy

// 1y ·M ′
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Ahora definimos el funtor

φ : R-módC // RC-mód

H
� //

⊕
x∈Obj(C)

H(x)

H

η

��

⊕
x∈Obj(C)

H(x)

(ηx)x∈Obj(C)

��

� //

D
⊕

x∈Obj(C)

D(x)

La acción de un elemento α : z → y de RC sobre
⊕

x∈Obj(C)

H(x) está dada por α(mx)x = (αmx)x donde

αmx =

{
0 si x 6= y

H(α)(mz) si α : x→ y.

Ya que η es una transformación natural, se cumple que D(α)ηx = ηyH(α), aśı (ηx)x es un homomorfismo
de RC-módulos con la acción descrita anteriormente.

Ahora calculamos las composiciones: Para un RC-módulo M tenemos

φΨ(M) = φ(ΨM )

=
⊕

x∈Obj(C)

ΨM (x)

=
⊕

x∈Obj(C)

1x ·M

= M.

Esto es debido a que dado m ∈M ,

m =

 ∑
x∈Obj(C)

1x

m

=
∑

x∈Obj(C)

1xm ∈
⊕

x∈Obj(C)

1x ·M.

Y por otra parte, si α es un morfismo de RC-módulos

φΨ(α) = φ(τα)

= (ταx )x

= α.

Por otro lado, para un funtor F : C → R-mód,

Ψφ(F ) = Ψ

 ⊕
x∈Obj(C)

F (x)


= Ψ ⊕

x∈Obj(C)

F (x).
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Notemos que

Ψ ⊕
x∈Obj(C)

F (x)
(y) = 1y ·

⊕
x∈Obj(C)

F (x)

∼= 1y · F (y)

dado por la proyección µy en la coordenada y ∈ Obj(C), debido a la acción definida sobre
⊕

x∈Obj(C)

F (x).

Aśı que este isomorfismo lo usamos para definir un isomorfismo natural µ, entre el funtor Ψ ⊕
x∈Obj(C)

F (x)

y el funtor F . Puesto que si tenemos un morfismo β : y → z en C y 1ym ∈ 1y · F (y),

F (β)µy(1ym) = F (β)(m)

y
µzΨ ⊕

x∈Obj(C)

F (x)
(β)(1ym) = F (β)(m).

Por último se verifica que para cualquier transformación natural η : F → F ′, el siguiente diagrama conmuta

Ψ ⊕
x∈Obj(C)

F (x)

∼= //

Ψφ(η)

��

F

η

��
Ψ ⊕
x∈Obj(C)

F ′(x) ∼=
// F ′

Por lo tanto, tenemos que Ψφ ' 1R-módC .

Esto quiere decir que no existe gran diferencia entre los funtores C → R-mód y los RC-módulos. En
el Ejemplo 1.5.9, el Teorema de Mitchell, nos dice que si H es un grupo finito, M es un RH-módulo
izquierdo. Además, si G es finito, al demostrar que existe una equivalencia entre LKΨM y RG ⊗RH M ,
probamos que el isomorfismo era un isomorfismo de RG-módulos.

2.2. Cohomoloǵıa simplicial de categoŕıas.

Empezaremos definiendo un concepto que nos es útil para poder calcular la cohomoloǵıa de una
categoŕıa pequeña.

Definición 2.2.1. Un conjunto simplicial es una sucesión de conjuntos X0, X1, ..., junto con funciones

di : Xn → Xn−1,

si : Xn → Xn+1,

para 0 ≤ i ≤ n, llamadas caras y degeneraciones, respectivamente, que cumplen las siguientes ecuaciones
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simpliciales:

didj = dj−1di si i < j

disj = sj−1di si i < j

djsj = dj+1sj = 1

disj = sjdi−1 si i > j + 1

sisj = sj+1si si i ≤ j.

A los elementos de Xn se les llama n-śımplices. Un n-śımplex x es degenerado si x = sjy para algún j y
no degenerado en otro caso.

Ahora veremos que a toda categoŕıa pequeña se le puede asociar un conjunto simplicial de una manera
muy sencilla.

Definición 2.2.2. Definimos el nervio de una categoŕıa pequeña C, como el conjunto simplicial NC
definido de la siguiente manera: NC0 = Obj(C) y para n > 0, NCn es el conjunto de las n-cadenas de
morfismos de C que se pueden componer. Las caras di : NCn+1 → NCn con 0 < i < n están definidas de
la siguiente manera:

di( x0
// x1

// · · · // xi−1
αi // xi

αi+1 // xi+1
// · · · // xn+1 )

= x0
// x1

// · · · // xi−1

αi+1αi // xi+1
// · · · // xn+1

y las degeneraciones si : NCn → NCn+1 están dadas por:

si( x0
// x1

// · · · // xi−1
αi // xi

αi+1 // xi+1
// · · · // xn

= x0
// x1

// · · · // xi−1
αi // xi

1xi // xi
αi+1 // xi+1

// · · · // xn+1

Para i = 0,

d0( x0
// x1

// · · · // xi−1
αi // xi

αi+1 // xi+1
// · · · // xn+1 )

= x1
// · · · // xi−1

αi // xi
αi+1 // xi+1

// · · · // xn+1

Para i = n,

dn( x0
// x1

// · · · // xi−1
αi // xi

αi+1 // xi+1
// · · · // xn+1 )

= x0
// x1

// · · · // xi−1
αi // xi

αi+1 // xi+1
// · · · // xn

Generalmente la cara i es denotada como

x0 → · · · → xi−1 → x̂i → xi+1 → · · · → xn+1

Es fácil ver que el nervio de una categoŕıa es, en verdad, un conjunto simplicial.

A partir del nervio de una categoŕıa nos falta un paso para poder calcular su homoloǵıa.

Definición 2.2.3. Sea C una categoŕıa pequeña, NC su nervio y R un anillo conmutativo con elemento
unitario. Se puede construir un complejo (normalizado) de R-módulos, denotado por C∗(C,R), tomando
Cn(C,R) como el R-módulo libre generado por los elementos no degenerados de NCn, es decir, las cadenas
de morfismos en C que se pueden componer que no contienen identidades.

Este complejo de R-módulos tiene como diferencial ∂n : Cn(C,R)→ Cn−1(C,R), con ∂n =

n∑
i=0

(−1)idi.
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La homoloǵıa n-ésima de este complejo es la homoloǵıa n-ésima de la categoŕıa C con coeficientes en
R y se denota Hn(C,R). Para calcular la cohomoloǵıa de C, basta con tomar el cocomplejo C∗(C,R) =
HomZ(C∗(C,Z), R).

Ejemplo 2.2.4. Sea C la siguiente categoŕıa:

•a
f

''

g

77 •b

Su nervio NC está dado por:
NC0 = {a, b}
NC1 = {f, g, 1a, 1b}

NC2 = { a 1a // a
f // b , a

1a // a
g // b , a

f // b
1b // b , a

g // b
1b // b ,

a
1a // a

1a // a , b
1b // b

1b // b }
A partir de n = 2 todos los elementos de NCn son degenerados. Todo lo que se necesita calcular son d0,
y d1 para los 1-śımplices f y g:

d0(f) = b

d0(g) = b

d1(f) = a

d1(g) = a

Si tomamos R = Z tenemos que C∗(C,Z) seŕıa el complejo:

· · · // 0 // Z{f} ⊕ Z{g} ∂ // Z{a} ⊕ Z{b} // 0

donde ∂ = d0 − d1, aśı que ∂(f) = b− a y ∂(g) = b− a.

Ahora calculamos los grupos de homoloǵıa de C:

Hn(C,Z) =



Ker(0)

Im(∂)
=

Z{a} ⊕ Z{b}
Z{b− a}

∼= Z si n = 0

Ker(∂)

Im(0)
=

Z{f − g}
0

∼= Z si n = 1

0 si n ≥ 2.

Proposición 2.2.5. Sea C una categoŕıa pequeña, R un anillo con unitario. Si C tiene un objeto final,
C∗(C,R) es exacto.

Demostración. Sea z ∈ Obj(C) el objeto final. Denotaremos Cn(C,R) como Cn.

Por definición Cn es el R-módulo libre generado por las n-cadenas de morfismos que se pueden com-
poner en C. Ahora definimos

sn : Cn // Cn+1

a0 → · · · → an
� // a0 → · · · → an → z.

Esta función está bien definida ya que el morfismo an → z existe siempre y es único. Luego extendemos
por linealidad. Ahora calculamos

∂n+1sn( a0
γ1 // · · ·

γn−1 // an−1
γn // an ) = ∂n+1( a0

γ1 // · · ·
γn // an // z )
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= ( a1
γ2 // · · ·

γn // an // z ) +

n∑
i=1

(−1)i(a0 → · · · → ai−1 → âi → ai+1 → · · · → an → z)

+(−1)n+1( a0
γ1 // · · ·

γn−1 // an−1
// an )

Por otro lado

sn−1∂n( a0
γ1 // · · ·

γn−1 // an−1
// an ) = sn−1(( a1

γ2 // · · ·
γn−1 // an−1

// an )

+

n−1∑
i=1

(−1)i(a0 → · · · → ai−1 → âi → ai+1 → · · · → an)

+(−1)n( a0
γ1 // · · ·

γn−2 // an−2
// an−1 ))

= ( a1
γ2 // · · ·

γn // an // z ) +

n−1∑
i=1

(−1)i(a0 → · · · ai−1 → âi → ai+1 → · · · → an → z)

+(−1)n( a0
γ1 // · · ·

γn−1 // an−1
// z )

Ya que los morfismos aj → z son únicos, tenemos que

(∂n+1sn − sn−1∂n)( a0
γ1 // · · ·

γn−1 // an−1
// an ) = (−1)n+1( a0

γ1 // · · ·
γn−1 // an−1

// an ).

Como (C∗, ∂∗) es un complejo, se sigue que ∂n∂n+1 = 0, es decir, Im(∂n+1) ⊆ Ker(∂n).

Si tomamos ( a0
γ1 // · · ·

γn−1 // an−1
γn // an ) ∈ Ker(∂n), entonces

∂n+1sn+1( a0
γ1 // · · ·

γn−1 // an−1
γn // an ) = (−1)n+1( a0

γ1 // · · ·
γn−1 // an−1

γn // an )

Aśı que (−1)n+1( a0
γ1 // · · ·

γn−1 // an−1
γn // an ) ∈ Im(∂n+1) y consecuentemente

( a0
γ1 // · · ·

γn−1 // an−1
γn // an ) ∈ Im(∂n+1), de esta forma tenemos que Ker(∂n) ⊆ Im(∂n+1). Por lo

tanto el complejo es exacto.

Sin embargo, podemos definir los n-ésimos grupos de cohomoloǵıa de una categoŕıa pequeña C con
coeficientes en un funtor M : C → R-mod por medio de un funtor derivado:

Hn(C;M) ∼= ExtnRC(R,M).

Para poder calcularlo, necesitamos una resolución de RC-módulos para el RC-módulo R. Donde R es el
funtor constante definido en el Ejemplo 1.1.14.

Definición 2.2.6. Sea C una categoŕıa pequeña. Definimos BC∗ = C∗(1C/ ,R), es decir, para cada
objeto x de C, tenemos que BC∗ (x) = C∗(1C/x,R). Esto es, para cada n ≥ 0,

BCn (x) =
⊕

R{ (a0, α0) // · · · // (an, αn) },

donde cada αi : ai → x, i = 0, ..., n. Si tenemos ε : x→ y

BCn (ε)( (a0, α0)
γ1 // · · ·

γn // (an, αn) ) = (a0, εα0)
γ1 // · · ·

γn // (an, εαn),
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pues si (a, β) es un objeto en 1C/x, β : a → x, entonces εβ : a → y y por lo tanto (a, εβ) es un ob-
jeto en 1C/y. Además cuando tenemos una n-cadena de morfismos que se pueden componer en 1C/x,

(a0, α0)
γ1 // · · ·

γn // (an, αn) , cada γi debe hacer conmutar el siguiente diagrama:

ai−1

αi−1

''γi

��

x

ai

αi

77

es decir, αi−1 = αiγi, se sigue que εαi−1 = εαiγi y por tanto la n-cadena de morfismos

(a0, εα0)
γ1 // · · ·

γn // (an, εαn)

existe en 1C/y.

Este complejo resulta ser una resolución proyectiva de RC-módulos para R, llamado la resolución
barra de C.

Proposición 2.2.7. BC∗ es una resolución proyectiva de RC-módulos para R.

Demostración. BC∗ es un complejo de RC-módulos, pues de la definición podemos ver que es un
funtor de C a R-mód. Ahora veamos que cada BCn es proyectivo como RC-módulo. Para ello, notemos
que una n-cadena de morfismos en 1C/x, tiene la siguiente forma

a0

γ1 ��
α0

&&...

γn

��

x

an

αn

88

con todos los posibles triángulos conmutativos, lo cual nos da la n+1-cadena a0
γ1 // · · ·

γn // an
αn // x ,

rećıprocamente si tenemos la n+1-cadena a0
γ1 // · · ·

γn // an
αn // x , podemos recuperar la n-cadena

original escribiendo (a0, αnγn · · · γ1)
γ1 // · · ·

γn−1 // (an−1, αnγn)
γn // (an, αn) . Entonces la asignación

(a0, α0)
γ1 // · · ·

γn // (an, αn) 7→ a0
γ1 // · · ·

γn // an
αn // x nos determina un isomorfismo de R-

módulos. Ahora si ordenamos la nueva base de BCn visto como RC-módulo, es decir,
⊕

x∈Obj(C)

BCn (x) de

tal manera que tengamos R-módulos libres generados por los conjuntos { a0
γ1 // · · ·

γn // an // x }

tal que cuando se elimina el último objeto x, queda la misma cadena a0
γ1 // · · ·

γn−1 // an−1
γn // an .
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Esto nos determina un funtor

R{a0 → · · · → an} : C // R−mód

x
� // R{a0 → · · · → an

α→ x}

x

ε

��

R{a0 → · · · → an
α→ x}

Tε
��

� //

y R{a0 → · · · → an
α′→ y}

Tε está definido en la base como

Tε : R{a0 → · · · → an
α→ x} // R{a0 → · · · → an

α′→ y}

a0 → · · · → an
α→ x

� // a0 → · · · → an
εα→ y.

Este funtor está bien definido y hay una equivalencia natural entre R{a0 → · · · → an} y el funtor
RMor(an, ) pues la asignación (a0 → · · · an → x) 7→ (an → x) determina un isomorfismo de R-módulos

entre R{a0 → · · · → an
α→ x} y RMor(an, x). Además este isomorfismo hace que el diagrama

R{a0 → · · · → an}(x)

Tε

��

∼= // RHom(an, x)

ε∗

��
R{a0 → · · · → an}(y) ∼=

// RHom(an, y)

conmute. Con esto tenemos un isomorfismo de RC-módulos

BCn
∼=

⊕
a0→···→an

RHomC(an, ).

Esto termina la prueba ya que RHomC(an, ) es un módulo proyectivo, puesto que RC = RMorC =⊕
x∈Obj(C)

HomC(x, ) como RC-módulo. Como suma de proyectivos es proyectivo, podemos concluir que

BCn es un RC-módulo proyectivo.

Solo nos falta que es una resolución de R . Para esto notemos que el objeto (x, 1x) es un objeto final
en la categoŕıa 1C/x: dado un objeto (a, α) el único morfismo (a, α) → (x, 1x) es α pues necesariamente
para que β sea morfismo en esta categoŕıa debe hacer conmutar este diagrama

a
α

''
β

��

x

x
1x

77

Como toda categoŕıa con objeto final es contráctil, la homoloǵıa n-ésima de BC∗ es igual a cero para n > 0,
esto pasa si y solo si BC∗ es exacta. Para finalizar tomamos la aumentación ε : BC0 (c)→ R, la cual manda
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un elemento de la base, (x, α) ∈ Obj(1C/c), al 1 de R. Es fácil ver que la aumentación es sobreyectiva y
define un homomorfismo de RC-módulos. Además ε∂1 = 0 y si tomamos un elemento

x = r1(x1, α1)→ ...→ rn(xn, αn) ∈ Ker(ε),

con (xi, αi) ∈ BC0 (c), entonces tomamos los morfismos αi : (xi, αi)→ (c, 1c), aśı

∂1(−r1α1 − ...− rnαn) = −r1(c, 1c)− ...− rn(c, 1c) + r1(x1, α1) + ...+ rn(xn, αn).

Ya que ε(x) = 0, se cumple que r1 + ...+ rn = 0, aśı que −r1(c, 1c)− ...− rn(c, 1c) = 0 y tenemos que

∂1(−r1α1 − ...− rnαn) = x.

Con esto ya tenemos que BC∗
ε // R // 0 es exacto.

Para finalizar este caṕıtulo, tenemos un resultado importante acerca de la resolución barra y de la
extensión de Kan izquierda.

Proposición 2.2.8. Sean τ : C → D un funtor covariante entre categoŕıas pequeñas. Entonces LKτB
C
∗
∼=

C∗(τ/ ,R) como RD-complejos.

Demostración. Fijemos n ≥ 0. Entonces por definición LKτB
C
n = ĺım−→

τ/

Resβ Cn(1C/ ,R). Para cada

objeto d ∈ Obj(D), y cada objeto (c, α) ∈ Obj(τ/d) podemos definir un morfismo ι(c,α) : Cn(1C/ )βd(c, α) =

Cn(1C/c) → Cn(τ/d) mandando una n-cadena (c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn) de 1C/c a la n-cadena

(c0, ατ(α0))
f1 // · · ·

fn // (cn, ατ(αn)) . Si tenemos un morfismo γ : (c, α)→ (c′, α′), este induce un mor-

fismo γ∗ : Cn(1C/c)→ Cn(1C/c
′) el cual hace conmutar el siguiente diagrama

Cn(1C/c)
ι(c,α)

&&
γ∗

��

Cn(τ/d)

Cn(1C/c
′)

ι(c′,α′)

88

Para verificar lo anterior, tomemos un elemento de la base (c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn) en Cn(1C/c).

Por un lado ι(c,α)( (c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn) ) = (c0, ατ(α0))
f1 // · · ·

fn // (cn, ατ(αn)) . Por otro

lado, γ∗ env́ıa el elemento (c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn) a (c0, γα0)
f1 // · · ·

fn // (cn, γαn) y por últi-

mo, ι(c′,α′) env́ıa el elemento anterior a (c0, α
′τ(γα0))

f1 // · · ·
fn // (cn, α′τ(γαn)) . Ya que γ : (c, α) →

(c′.α′) es un morfismo en τ/d, tenemos que α′τ(γ) = α, y el diagrama conmuta.

Ahora notemos que si (b0, β0)
h1 // · · ·

hn // (bn, βn) es una n-cadena de τ/d, podemos obtener una

en 1C/bn de la siguiente manera: Cuando n = 0, un objeto (b0, β0) se env́ıa a (b0, 1b0), en general,

(b0, β0)
h1 // · · ·

hn // (bn, βn) es enviada a (b0, hnhn−1 · · ·h1)
h1 // (b1, hn · · ·h2)

h2 // · · ·
hn // (bn, 1bn) .

Esta asignación cumple que

ι(bn,βn)( (b0, hnhn−1 · · ·h1)
h1 // (b1, hn · · ·h2)

h2 // · · ·
hn // (bn, 1bn) ) = (b0, β0)

h1 // · · ·
hn // (bn, βn)

De esta manera, si existe otroR-módulo L junto con morfismos ι′(c,α) : Cn(1C/c)→ L tal que para cualquier

morfismo γ : (c, α) → (c′, α′) tenemos que ι′(c′,α′)γ
∗ = ι′(c,α), entonces podemos definir un homomorfismo
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θ : Cn(τ/d)→ L como

θ( (b0, β0)
h1 // · · ·

hn // (bn, βn) ) = ι′(bn,βn)( (b0, hnhn−1 · · ·h1)
h1 // (b1, hn · · ·h2)

h2 // · · ·
hn // (bn, 1bn) )

Este homomorfismo esta bien definido. Además, si empezamos tomando un elemento

(c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn)

en Cn(1C/c), le aplicamos ι(c,α) y posteriormente θ, obtenemos

ι′(cn,ατ(αn))( (c0, fn · · · f1)
f1 // · · ·

fn // (cn, 1an) ),

pero αn : (cn, ατ(αn))→ (c, α) es un morfismo en τ/d, esto significa que

ι(c,α)α∗( (c0, fn · · · f1)
f1 // · · ·

fn // (cn, 1an) ) = ι(cn,ατ(αn))( (c0, fn · · · f1)
f1 // · · ·

fn // (cn, 1an) ),

ya que α∗( (c0, fn · · · f1)
f1 // · · ·

fn // (cn, 1an) ) = (c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn) tenemos que θ hace

conmutar los diagramas

Cn(1C/c)

γ∗

��

ι(c,α)

&&

ι′(c,α)

##
Cn(τ/d)

θ
// L

Cn(1C/c
′)

ι(c′,α′)

88

ι′
(c′,α′)

;;

y como consecuencia Cn(τ/d) cumple los axiomas de la definición del ĺımite directo. Si tomamos como defi-
nición del coĺımite ĺım−→

τ/d

ResβdCn(1C/d,R) el R-módulo visto en el Teorema 1.3.3, la propiedad universal del

ĺımite directo nos da el isomorfismo θ : LKτB
C
n (d)→ Cn(τ/d) que env́ıa [ (c0, α0)

f1 // · · ·
fn // (cn, αn) ]

con (c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn) ∈ BCn βd(c, α) a (c0, ατ(α0))
f1 // · · ·

fn // (cn, ατ(αn)) . Ahora veri-

ficaremos que θ define una transformación natural y por lo tanto el isomorfismo LKτB
C
n
∼= Cn(τ/ ,R)

es de RD-módulos. Sea γ : d→ d′ un morfismo en D. Entonces el morfismo LKτB
C
n (γ) env́ıa

[ (c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn) ])

con (c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn) ∈ BCn βd(c, α) a

[ (c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn) ]),

pero con (c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn) ∈ BCn βd(c, γα) y aplicándole el isomorfismo tenemos que

θ([ (c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn) ]) = (c0, γατ(α0))
f1 // · · ·

fn // (cn, γατ(αn)) ).

Por otro lado, si primero aplicamos el isomorfismo,

θ([ (c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn) ]) = (c0, ατ(α0))
f1 // · · ·

fn // (cn, ατ(αn)) ,

y por medio del morfismo Cn(τ/ )(γ) obtenemos la n-cadena

(c0, γατ(α0))
f1 // · · ·

fn // (cn, γατ(αn)) ,
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obteniendo que el diagrama

LKτB
C
n (d)

θ //

LKτBnC(γ)

��

Cn(τ/d)

Cn(τ/ )(γ)

��
LKτB

C
n (d′)

θ
// Cn(τ/d′)

es conmutativo. Para finalizar, debemos comprobar que este isomorfismo de kD-módulos define un iso-
morfismo de complejos de cadena, es decir, que conmuta con las diferenciales. Sea ∂n : BCn → BCn−1

la diferencial de BC∗ , entonces LKτ (∂n) : LKτB
C
n → LKτB

C
n−1 es la diferencial del complejo LKτB

C
∗ ,

el cual toma un elemento [xn] en LKτB
C
n (d) con xn ∈ BCn βd(c, α) y lo env́ıa a [∂n(xn)], ahora con

∂n(xn) ∈ BCn−1βd(c, α). De esta manera,

LKτ (∂n)([ (c0, α0)
f1 // · · ·

fn // (cn, αn) ]) =

[
n∑
i=0

(c0, α0)
f1 // · · ·

fi // ̂(ci, αi)
fi+1 // · · ·

fn // (cn, αn)

]

y con el isomorfismo θ, obtenemos
∑n
i=0 (c0, ατ(α0))

f1 // · · ·
fi // ̂(ci, ατ(αi))

fi+1 // · · ·
fn // (cn, ατ(αn)) . Aho-

ra, aplicando primero el isomorfismo θ, obtenemos (c0, ατ(α0))
f1 // · · ·

fn // (cn, ατ(αn)) y con la dife-

rencial ∂′n : Cn(τ/d)→ Cn−1(τ/d) resulta

n∑
i=0

(c0, ατ(α0))
f1 // · · ·

fi // ̂(ci, ατ(αi))
fi+1 // · · ·

fn // (cn, ατ(αn)).

Esto quiere decir que θ hace que el diagrama

LKτB
C
n (d)

LKτ (∂n)//

θ

��

LKτB
C
n−1(d)

θ

��
Cn(τ/d)

∂′n

// Cn−1(τ/d)

conmute.

2.3. Cohomoloǵıa de Hochschild

En esta sección tendremos las principales definiciones y resultados sobre la homoloǵıa y cohomoloǵıa
de Hochschild. En toda la sección k denotará un anillo conmutativo y A una k-álgebra la cual es proyectiva
como k-módulo. Un A-bimódulo M es equivalente a un Ae = A⊗kAop-módulo izquierdo v́ıa (a⊗a′op)m =
ama′. También, Sn(A) = A⊗k · · · ⊗k A︸ ︷︷ ︸

n+2 veces

para n ≥ −1 es un Ae-módulo izquierdo con

(a⊗ a′op)(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an+1) = (aa0)⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ (an+1a
′)

Definimos la diferencial b′n : Sn(A)→ Sn−1(A) como

b′n(a0 ⊗ · · · ⊗ an+1) =

n∑
i=0

(−1)ia0 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1

Con estas definiciones (S∗(A), b′) se convierte en un complejo, para ello veremos que bn−1bn = 0. Notemos
que

b′n =

n∑
i=0

(−1)idi
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con di(a0 ⊗ · · · ⊗ an+1) = a0 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1.

b′n−1b
′
n =

n−1∑
j=0

(−1)j
n∑
i=0

(−1)idjdi

Pero

djdi(a0 ⊗ · · · ⊗ an) = dj(a0 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1)

= a0 ⊗ · · · ⊗ ajaj+1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1

y

di−1dj(a0 ⊗ · · · ⊗ an) = di−1(a0 ⊗ · · · ⊗ ajaj+1 ⊗ · · · ⊗ an+1)

= a0 ⊗ · · · ⊗ ajaj+1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1,

esto es, djdi = di−1dj para 0 ≤ j < i ≤ n. Por lo tanto b′n−1b
′
n = 0.

Proposición 2.3.1. (S∗(A), b′∗) es exacto.

Demostración. Definimos sn : Sn−1(A)→ Sn(A) por sn(a0 ⊗ · · · ⊗ an) = a0 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ 1. Ya que

b′n+1sn+1(a0 ⊗ · · · ⊗ an) =

n+1∑
i=0

di(a0 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ 1)

y

snb
′
n(a0 ⊗ · · · ⊗ an) =

n∑
i=0

sndi(a0 ⊗ · · · ⊗ an),

entonces b′n+1sn+1 − snb′n = 1Sn(A). Esto indica que el complejo (S∗(A), b′∗) es contráctil con homotoṕıa
(−1)nsn, y por tanto exacto.

Ahora definimos S̃n(A) = A⊗ · · · ⊗A︸ ︷︷ ︸
n veces

. Entonces existe un isomorfismo de Ae-módulos

Sn(A) ∼= (A⊗Aop)⊗ S̃n(A),

definido como a0⊗· · ·⊗an+1 7→ (a0⊗aopn+1)⊗a1⊗· · ·⊗an. Como A es proyectivo como k-módulo, entonces

S̃n(A) es proyectivo como k-módulo y (A⊗ Aop)⊗ S̃n(A) es un Ae-módulo proyectivo, por consecuencia
Sn(A) es un Ae-módulo proyectivo. Aśı que S∗(A) es una resolución proyectiva de A por Ae-módulos.
Si M es un A-bimódulo o equivalentemente un Ae-módulo derecho con la acción m(a⊗ a′op) = a′ma, se
define el complejo de Hochschild Sn(A,M) = M ⊗Ae Sn(A) con diferencial bn = 1M ⊗ b′n.

Definición 2.3.2. El n-ésimo grupo de homoloǵıa de Hochschild HHn(A,M) se define como la homoloǵıa
del complejo de Hochschild Sn(A,M)

Ya que Sn(A) es una resolución proyectiva de A se sigue de la definición anterior que

HHn(A,M) ∼= TorA
e

n (M,A).

La cohomoloǵıa de Hochschild HHn(A,M) se define como la cohomoloǵıa del complejo

HomAe(Sn(A),M)

Y ya que Sn(A) es una resolución proyectiva, se sigue que

HHn(A,M) ∼= ExtnAe(A,M).
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Si se tiene un homomorfismo de k-álgebras f : A′ → A, para un A-módulo M adquiere la estructura de
A′-módulo a través de f , es decir, si a′ ∈ A entonces a′ ·m = f(a′) ·m. Este A′-módulo es denotado f∗M .
De esta forma existe un morfismo

f∗ : HH∗(A,M)→ HH∗(A′, f∗M).

Por otro lado, cuando consideramos M = A, no necesariamente existe un morfismo f∗A→ A′ para poder
obtener un morfismo inducido en la cohomoloǵıa de Hochschild HH∗(A,A) → HH∗(A′, A′). Esto nos
dice que la cohomoloǵıa de Hochschild HH∗(A) = HH∗(A,A) no es funtorial en A.

Para el caso de la cohomoloǵıa de Hochschild de una categoŕıa finita C, tomamos k como un campo,
aśı tenemos que kC es una k-álgebra que es libre como k-módulo, es asociativa y tiene unidad. De esta
forma se define la cohomoloǵıa de Hochschild de C como

HHn(kC) = HHn(kC, kC) ∼= ExtnkCe(kC, kC).

2.4. G-categoŕıas y categoŕıa transportadora

Algunas categoŕıas admiten una acción de un grupo G. Esta acción esta definida a través de un funtor
de ¡G a Cat. Esto nos permite obtener nuevas categoŕıas que en cierta forma reflejen esta acción.

Definición 2.4.1. Sea G un grupo. Se dice que C es una G-categoŕıa, si existe un funtor H : ¡G→ Cat,
tal que H(•) = C.

Como H es un funtor, y g ∈ G es un morfismo de • a •, tenemos un funtor H(g) : C → C, aśı que
podemos tener una acción de G sobre la categoŕıa C, tanto en objetos como en morfismos, definiendo
g · x = H(g)(x) y para un morfismo α : x → y, g · α = H(g)(α). La mayoŕıa de las veces evitaremos
usar g · x para denotar la acción y simplemente lo denotaremos como gx, de igual forma para morfismos
gα = g · α.

Si tenemos una G-categoŕıa C, podemos construir la categoŕıa transportadora, G ∝ C, la cual tiene
los mismos objetos que C y un morfismo de x a y es un par (g, α), donde g es un morfismo de ¡G y α es
un morfismo en C de gx a y. La regla de composición está dada por

x
(g,α) //

(hg,β◦(hα))

88y
(h,β) // z

pues como α es un morfismo de gx a y, β un morfismo de hy a z, podemos tomar la composición βhα el
cual será un morfismo de hgx a z.

Ejemplo 2.4.2. Si tomamos el grupo Z2 = {1, σ} y la categoŕıa P:

•x •z

•y

f

YY

g

FF

podemos definir el funtor H : ¡Z2 → Cat dado por H(•) = P , H(1) = 1P , donde 1P es el funtor identidad
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en P , y H(σ) es el funtor:

H(σ) : P // P

x � // z

y � // y

z � // x

f � // g

g � // f

y que env́ıa identidades a identidades. Es decir, P es una Z2-categoŕıa con la acción determinada por
σx = z, σy = y, σz = x, σf = g y σg = f . La categoŕıa transportadora Z2 ∝ P es

•x
(σ,1z)

++ •z

(σ,1x)

~~

•y

(σ,1y)

kk

(1,f)

TT

(σ,f)

^^ (σ,g) @@

(1,g)

JJ

y las identidades, (1, 1x), (1, 1y) y (1, 1z). Un ejemplo de la composición es (σ, 1z)(σ, f) = (1, g) : y → z.

La categoŕıa transportadora proviene de una construcción más general llamada la construcción de
Grothendieck ([19]). Para realizarla necesitamos una categoŕıa pequeña C y un funtor F : C → Cat.
Con esto obtenemos una categoŕıa pequeña GrCF , cuyos objetos son pares (x, a) con x ∈ Obj(C) y
a ∈ Obj(F (x)). Un morfismo (x, a) → (x, b) es un par (α, f) donde α : x → y es un morfismo en C y
f : F (α)(a)→ b es un morfismo en F (y). Si (α, f) ∈ Mor((x, a), (x, b)) y (β, g) ∈ Mor((y, b), (z, c)), la com-
posición (β, g)(α, f) = (βα, gF (β)(f)). Esto tiene sentido porque g : F (β)(b)→ c es un morfismo en F (z)
y F (β) : F (y)→ F (z) es un funtor. Como f va de F (β)(a) a b, se tiene que F (β)(f) : F (βα)(a)→ F (β)(b)
es un morfismo en F (z).

Toda G-categoŕıa viene equipada, por definición, con un funtor F : ¡G → Cat. Al realizar Gr¡GF
obtenemos una categoŕıa isomorfa a G ∝ C de la manera obvia.

Sin embargo, la notación de la categoŕıa transportadora se debe al producto semidirecto. Cuando
se tiene una acción de un grupo G sobre otro grupo N a través de un homomorfismo θ : G → Aut(N)
podemos inducir un funtor F : ¡G→ Cat del cual podemos obtener la categoŕıa transportadora G ∝ ¡N .
Además existe un grupo N o G llamado el producto semidirecto de G y N con la acción θ ([21]). Este
grupo es N×G con la operación (x, g)(y, h) = (xθ(g)(y), gh), donde θ(g)(y) es gy en términos de la acción.
Existe un isomorfismo de categoŕıas H : G ∝ ¡N → ¡(N oG). En este caso H(•) = • y H(g, x) = (x, g)
para un morfismo (g, x). Es facil ver que la identidad va a identidad y

H((g, x)(h, y)) = H(gh, x(gy)) = (x(gy), gh) = (x, g)(y, h) = H(g, x)H(h, y).
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De la misma manera se puede definir el funtor ψ : ¡(NoG)→ G ∝ ¡N . En objetos es obvia su definición,
y ψ(x, g) = (g, x) para un morfismo (x, g). De forma inmediata se ve que H y ψ son inversos.

Nota 2.4.3. Teniendo en cuenta la categoŕıa transportadora podemos definir dos funtores muy impor-
tantes. Sea C una G-categoŕıa y G ∝ C su categoŕıa transportadora. Existen dos funtores ι : C → G ∝ C
y π : G ∝ C → ¡G. Primero vamos a definir ι.

ι : C // G ∝ C

c � // c

c

α

��

c

(e,α)

��

� //

c′ c′

Claramente ι(1c) = 1ι(c) = (e, 1c), y ι(αβ) = (e, αβ) = (e, α)(e, β) = ι(α)ι(β). Ahora π es una proyección:

π : G ∝ C // ¡G

c � // •

c

(g,α : gc→c′)
��

•

g

��

� //

c′ •

En este caso es más facil verificar que π es un funtor.



Caṕıtulo 3

Transfer en cohomoloǵıa simplicial

En este caṕıtulo veremos condiciones que aseguran la existencia de un transfer en cohomoloǵıa simpli-
cial para categoŕıas transportadoras. La idea principal es utilizar el morfismo de Dwyer-Wilkerson ([5]), es
decir, tomar cierta composición de morfismos de complejos que a su vez está motivada por Becker-Gottlieb
([2]). Los morfismos que Dwyer y Wilkerson utilizaron se pueden modificar ligeramente. Al final, obtene-
mos una manera de construir un morfismo llamado restricción y otro llamado transfer cuya composición
es el número de Lefchetz de un G-funtor.

En este caṕıtulo consideraremos un campo k, un grupo finito G y C una categoŕıa finita.

3.1. Morfismos de Dwyer-Wilkerson

La herramienta más importante para la construcción del morfismo de transfer es el morfismo de Dwyer-
Wilkerson, que es la composición de varios morfismos de cadena los cuales veremos en esta sección.

Recordemos que dado un grupo finito G, k representa el kG-módulo trivial. También podemos ver
a k como el complejo ... → 0 → k → 0 → ..., donde k está en dimensión 0. El primer morfismo que
analizaremos es

µ : k // Hom(C∗(C),C∗(C))

a � // a · 1C∗(C),

el cual corresponde a un morfismo de cadenas porque a · 1C∗(C) está en Hom(C∗(C),C∗(C))0.

Hom y ⊗ de complejos.

Nuestros complejos C∗(C) son muy particulares, en las dimensiones negativas lo definimos como 0.
Además de que C sea una categoŕıa finita queremos que a partir de un número natural m se tenga que
Cm(C) = 0. Y cuando tomamos los coeficientes en un campo k (como en el caso de todo este caṕıtulo),
tenemos que cada Ck(C) es finitamente generado. Estas caracteŕısticas motivan la siguiente definición.

Definición 3.1.1. Sea C∗ un complejo de cadena de R-módulos. Diremos que C∗ es acotado si los módulos
Cj son distintos de cero solo para un número finito de j. Es llamado de tipo finito si es acotado y todos
los Cj son finitamente generados como R-módulos.

Los resultados para estos complejos de cadena son bastantes. Uno importante es el que presentamos a
continuación, que es una generalización de un resultado en R-módulos (con ciertas condiciones).

Proposición 3.1.2. Sea k un campo y (C∗, ∂∗) es un complejo de cadenas de k-módulos de tipo finito.
Entonces Hom(C∗,C∗) ∼= C∗∗ ⊗ C∗, donde C∗∗ = Homk(C∗, k).

47
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Demostración. Para poder verificar esto, debemos hacer algunas precisiones. Primero, podemos asu-
mir que el complejo Cj = 0 para j < 0 y que d es el entero más grande para el cual Cd 6= 0. Lo
segundo es que al ser C∗ un complejo, C∗∗ es un cocomplejo. Para que tenga sentido C∗∗ ⊗ C∗, debemos
tener dos complejos. Esto se logra volviendo a indexar el cocomplejo C∗∗ de tal forma que como com-
plejo, en los ı́ndices positivos sea 0 y en el ı́ndice −j con j > 0 se encuentra el módulo C∗j . Además,
la diferencial ∂∗i+1 : C∗i → C∗i+1 del complejo C∗∗ se obtiene de calcular la diferencial vista en la Defini-
ción 1.4.12 del complejo Hom(C∗∗, k) viendo a k como el complejo · · · → 0 → k → 0 → · · · , resultando
que ∂∗i+1(f) = (−1)i+1f ◦ ∂i+1, donde f : Ci → k es un homomorfismo de k-módulos.

De esta forma, (C∗∗ ⊗ C∗)n =

d−n⊕
j

C∗j ⊗ Cj+n. Mientras que Hom(C∗,C∗)n =

d−n⊕
i=0

Homk(Ci,Ci+n). Al

módulo C∗j ⊗Cj+n le corresponde el módulo Homk(Cj ,Cn+j), de aqúı podemos ver que los ı́ndices están
en correspondencia.

Podemos utilizar los isomorfismos Hom(Ci,Ci+n) ∼= C∗i ⊗Ci+n dado por f 7→
di∑
j=1

[(cik)∗⊗f(cij)], donde

{ci1, ...cidi} es una base de Ci. El isomorfismo de cadenas se define como sigue: Si f ∈ Hom(C∗,C∗)n,
podemos descomponer a f como una suma de fi : Ci → Ci+n. El isomorfismo está determinado por

f 7→
d−n∑
i=0

(−1)(n+1)i

 di∑
j=1

(cij)
∗ ⊗ fi(cij)

 ,

donde di es la dimensión de Ci y las cij forman una base de Ci. Para que este isomorfismo sea un
isomorfismo entre complejos debemos ver que conmuta el diagrama

Hom(C∗,C∗)n
Dn //

∼=
��

Hom(C∗,C∗)n−1

∼=
��

(C∗∗ ⊗ C∗)n
D′n

// (C∗∗ ⊗ C∗)n−1

Sea Γ: Hom(C∗,C∗)n → (C∗∗ ⊗ C∗)n el isomorfismo anterior y f ∈ Hom(C∗,C∗)n, es decir f = (fi) con
fi : Ci → Ci+n. Entonces

ΓDn(f) = Γ(∂i+nfi − (−1)nfi−1∂i)i

=

d−n+1∑
i=0

(−1)ni

 di∑
j=1

(cij)
∗ ⊗ (∂i+nfi − (−1)nfi−1∂i)(c

i
j)


=

d−n+1∑
i=0

(−1)ni

 di∑
j=1

(cij)
∗ ⊗ (∂i+nfi)(c

i
j)− (−1)n

di∑
j=1

(cij)
∗ ⊗ (fi−1∂i)(c

i
j)


=

d−n+1∑
i=0

(−1)ni
di∑
j=1

(cij)
∗ ⊗ (∂i+nfi)(c

i
j) +

d−n+1∑
i=0

(−1)ni(−1)n+1
di∑
j=1

(cij)
∗ ⊗ (fi−1∂i)(c

i
j),
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y

D′nΓ(f) = D′n

d−n∑
i=0

(−1)(n+1)i
di∑
j=1

(cij)
∗ ⊗ fi(cij)


=

d−n∑
i=0

(−1)(n+1)i

 di∑
j=1

∂∗i+1(cij)
∗ ⊗ fi(cij) + (−1)i(cij)

∗ ⊗ ∂i+nfi(cij)


=

d−n∑
i=0

(−1)(n+1)i

 di∑
j=1

∂∗i+1(cij)
∗ ⊗ fi(cij) + (−1)i

di∑
j=1

(cij)
∗ ⊗ ∂i+nfi(cij)


=

d−n∑
i=0

(−1)(n+1)i
di∑
j=1

∂∗i+1(cij)
∗ ⊗ fi(cij) +

d−n∑
i=0

(−1)(n+1)i(−1)i
di∑
j=1

(cij)
∗ ⊗ ∂i+nfi(cij)

=

d−n∑
i=0

(−1)(n+1)i
di∑
j=1

∂∗i+1(cij)
∗ ⊗ fi(cij) +

d−n∑
i=0

(−1)ni
di∑
j=1

(cij)
∗ ⊗ ∂i+nfi(cij).

Notemos que fd−n+1 = 0, aśı que (cd−n+1
j )∗ ⊗ (∂d+1fd−n+1)(cd−n+1

j ) = 0, por lo que

d−n+1∑
i=0

(−1)ni
di∑
j=1

(cij)
∗ ⊗ (∂i+nfi)(c

i
j) =

d−n∑
i=0

(−1)ni
di∑
j=1

(cij)
∗ ⊗ ∂i+nfi(cij).

Como ∂∗i+1(cij)
∗ es un morfismo de Ci+1 a k, se puede escribir como

∂∗i+1(cij)
∗ =

di+1∑
l=1

∂∗i+1(cij)
∗(ci+1

l ) · (ci+1
l )∗.

Utilizando propiedades del producto tensorial se cumple que

∂∗i+1(cij)
∗ ⊗ fi(cij) =

di+1∑
l=1

(
∂∗i+1(cij)

∗(ci+1
l ) · (ci+1

l )∗ ⊗ fi(cij)
)
.

Pero ∂∗i+1(cij)
∗(ci+1

l ) ∈ k y cada fi es un homomorfismo de k-módulos, de esta manera se sigue que

di+1∑
l=1

(
∂∗i+1(cij)

∗(ci+1
l ) · (ci+1

l )∗ ⊗ fi(cij)
)

=

di+1∑
l=1

(
(ci+1
l )∗ ⊗ ∂∗i+1(cij)

∗(ci+1
l )fi(c

i
j)
)

= (−1)i+1

di+1∑
l=1

(
(ci+1
l )∗ ⊗ (cij)

∗∂i+1(ci+1
l )fi(c

i
j)
)

= (−1)i+1

di+1∑
l=1

(
(ci+1
l )∗ ⊗ fi((cij)∗∂i+1(ci+1

l )cij)
)
,

entonces

di∑
j=1

(∂∗i+1(cij)
∗ ⊗ fi(cij) = (−1)i+1

di∑
j=1

di+1∑
l=1

(
(ci+1
l )∗ ⊗ fi((cij)∗∂i+1(ci+1

l )cij)
)

= (−1)i+1

di+1∑
l=1

di∑
j=1

(
(ci+1
l )∗ ⊗ fi((cij)∗∂i+1(ci+1

l )cij)
)

= (−1)i+1

di+1∑
l=1

(ci+1
l )∗ ⊗ fi(

di∑
j=1

(cij)
∗∂i+1(ci+1

l )cij)

 .
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Ya que

di∑
j=1

(cij)
∗∂i+1(ci+1

l )cij = ∂i+1(ci+1
l ) concluimos que

di∑
j=1

∂∗i+1(cij)
∗ ⊗ fi(cij) = (−1)i+1

di+1∑
l=1

(ci+1
l )∗ ⊗ fi(∂i+1(ci+1

l ))

y por tanto,

d−n∑
i=0

(−1)(n+1)i
di∑
j=1

∂∗i+1(cij)
∗ ⊗ fi(cij) =

d−n∑
i=0

(−1)(n+1)i(−1)i+1

di+1∑
l=1

(ci+1
l )∗ ⊗ fi(∂i+1(ci+1

l ))

=

d−n∑
i=0

(−1)ni+1

di+1∑
l=1

(ci+1
l )∗ ⊗ fi(∂i+1(ci+1

l ))

Ahora notemos que f−1 = 0, aśı que (cij)
∗ ⊗ (fi−1∂i)(c

i
j) = 0 y

d−n+1∑
i=0

(−1)ni(−1)n+1
di∑
j=1

(cij)
∗ ⊗ (fi−1∂i)(c

i
j) =

d−n∑
i=0

(−1)ni+n(−1)n+1

di+1∑
j=1

(ci+1
j )∗ ⊗ (fi∂i+1)(ci+1

j )

=

d−n∑
i=0

(−1)ni+1

di+1∑
j=1

(ci+1
j )∗ ⊗ (fi∂i+1)(ci+1

j )

=

d−n∑
i=0

(−1)(n+1)i
di∑
j=1

∂∗i+1(cij)
∗ ⊗ fi(cij).

Esto nos dice que D′nΓ(f) = ΓDn(f).

De inmediato podemos ver que 1C∗ es un elemento de Hom(C∗,C∗)0. En general, todos los morfismos
de cadenas se encuentran en Hom(C∗,C∗)0. Pero también hay que no son de cadenas.

El morfismo de Alexander-Whitney y el morfismo de Eilenber-Zilber.

Ahora vamos a definir dos morfismos de cadenas que nos serán de gran utilidad al momento de
relacionar los complejos de dos categoŕıas C y D. El primero es el morfismo AW : C∗(C ×D)→ C∗(C)⊗
C∗(D) de Alexander-Whitney definido como sigue: Dada una n-cadena σ = (x0, y0) → ... → (xn, yn) de
C ×D definimos

AW (σ) =

n∑
j=0

zj(σ)⊗ zj(σ),

donde zj(σ) = x0 → ... → xj y zj(σ) = yj → ... → yn. Podemos ver de forma facil que zj(σ) ⊗ zj(σ) ∈
(C∗(C)⊗ C∗(D))n además que este es un morfismo de cadenas.

Notemos que podemos definir funciones s : [p + q] → [p] × [q], donde [n] = {0, 1, ..., n} para n ∈ N,
tal que en cada coordenada sea monótona, s(0) = (0, 0), s(p + q) = (p, q) y en cada paso p(n) a
p(n + 1) solo cambie una coordenada. Esto se puede ver pensándolo como si tuvieramos una cuadŕıcu-
la de p por q y entonces s seŕıa un camino del (0, 0) al punto (p, q) de tal forma que solo podamos
avanzar hacia arriba o hacia la derecha un cuadro a la vez. Hay dos caminos canónicos que podemos
seguir el primero es avanzar p pasos a la derecha para luego avanzar q hacia arriba. Este camino es
s0 = ((0, 0), (1, 0), ..., (p, 0), (p, 1), (p, 2), ..., (p, q)). El camino s1 es avanzar q pasos arriba y luego p hacia
la derecha. Se define el signo de s como sgn(s) = (−1)k donde k es el área de la cuadŕıcula comprendida
entre el camino s0 y s. A estos caminos se les llama (p, q)-reordenamientos (también llamados (p, q)-shuffles
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en [14]).

El segundo morfismo es EZ : C∗(C)⊗ C∗(D)→ C∗(C ×D) llamado el morfismo de Eilenberg-Zilber.
Para un elemento x0 → ...→ xp ∈ Cp(C) y y0 → ...→ yq ∈ Cq(D) con p+ q = n, tenemos que

EZ((x0 → ...→ xp)⊗ (y0 → ...→ yq)) =
∑

(p,q)−shuffles,s

(−1)sgn(s)(s∗(x0 → ...→ xp), s
∗(y0 → ...→ yq)).

Con s∗(x0 → ... → xp) = (x0 → xπ1s(1) → ... → xπ1s(i) → ... → xp), s
∗(y0 → ... → yq) = (y0 →

yπ2s(1) → ...→ yπ2s(i) → ...→ yq), esto es, s∗ y s∗ aplican una degeneración i (se añade una identidad del
objeto en la posición i) cada vez que un camino s(i) a s(i + 1) es constante. Los morfismos π1 y π2 son
las proyecciones a la primera y segunda coordenada respectivamente y los complejos Cp(C) y Cp+q(C)
no se toman normalizados. Aún aśı, EZ es un morfismo de cadenas y cuando se toman los complejos
normalizados, EZ sigue siendo un morfismo de cadena. Mas aún, es un hecho muy conocido que los
morfismos EZ y AW son inversos homotópicos ([10, 14]).

Ejemplo 3.1.3. Sea s = ((0, 0), (1, 0), (2, 0), (2, 1), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (4, 3), (5, 3)). Entonces el signo de s
es 7. Si x ⊗ y = (x0 → x1 → x2 → x3 → x4 → x5) ⊗ (y0 → y1 → y2 → y3) es un elemento de la base de
(C∗(C)⊗ C∗(D))8, entonces

s∗(x⊗ y) = (x0 → x1 → x2 → x2 → x3 → x3 → x3 → x4 → x5)

y
s∗(x⊗ y) = (y0 → y0 → y0 → y1 → y1 → y2 → y3 → y3 → y3).

Dada una categoŕıa C existe un funtor diagonal D : C → C × C, el cual env́ıa c ∈ Obj(C) a (c, c) ∈
Obj(C × C) y un morfismo α a (α, α). Con ayuda del morfismo de Alexander-Whitney AW : C∗(C ×
C) → C∗(C) ⊗ C∗(C) y el morfismo de cadenas D∗ : C∗(C) → C∗(C × C) inducido por D, obtenemos
∆: C∗(C)→ C∗(C)⊗ C∗(C) definido en una n-cadena x = x0 → ...→ xn como

∆(x) =

n∑
j=0

zj(x)⊗ zj(x),

donde zj(x) = x0 → ...→ xj y zj(x) = xj → ...→ xn.

El morfismo evaluación.

El último morfismo a considerar lo definiremos sobre C∗∗ ⊗ C∗ donde C∗ es un complejo de cadenas.
Cuando vemos a k como un complejo, el morfismo ev : C∗∗ ⊗ C∗ → k está definido como 0 en (C∗∗ ⊗ C∗)n
si n 6= 0 y para un elemento f ⊗ x de la base de (C∗∗ ⊗C∗)0, es decir, f ∈ Cp(C)∗ y x ∈ Cp(C), definimos
ev(f⊗x) = f(x). Esta asignación define un morfismo de cadenas que se verifica calculando que ev◦D1 = 0,
con D1 : (C∗∗ ⊗ C∗)1 → (C∗∗ ⊗ C∗)0 la diferencial vista en la Definición 1.4.11:

evD1(f ⊗ x) = ev((∂n+1)∗f ⊗ x+ (−1)pf ⊗ ∂p+1(x))

= (−1)p+1ev(f∂p+1 ⊗ x) + (−1)pev(f ⊗ ∂p+1(x))

= (−1)p+1f∂p+1(x) + (−1)pf∂p+1(x)

= 0.

Sea G un grupo finito. Dada una G-categoŕıa finita C, tal que C∗(C) sea acotado y de tipo finito, podemos
definir el morfismo de Dwyer-Wilkerson, DW : k → C∗(C) como la composición

k
µ // Homk(C∗(C),C∗(C))

Γ // C∗(C)∗ ⊗ C∗(C)
1⊗∆ // C∗(C)∗ ⊗ C∗(C)⊗ C∗(C)

ev⊗1 // k ⊗ C∗(C).

Para fines prácticos, identificamos k ⊗ C∗(C) con C∗(C) pues son naturalmente isomorfos.
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Un G-funtor F induce un morfismo de cadenas F∗ : C∗(C)→ C∗(C) que env́ıa una n-cadena x0 → ...→
xn a F (x0) → ... → F (xn). Podemos modificar el primer morfismo de cadenas k → Hom(C∗(C),C∗(C))
que conforma el morfismo DW por a 7→ a · F∗, todos los demás morfismos en la composición per-
manecen iguales. A este nuevo morfismo lo llamaremos DWF . Notemos que a · F∗ es un elemento de
Hom(C∗(C),C∗(C))0, entonces el isomorfismo Homk(C∗(C),C∗(C)) ∼= C∗(C)∗ ⊗ C∗(C) env́ıa a · F∗ a

d∑
i=0

(−1)i

(
di∑
l=1

(cil)
∗ ⊗ aF∗(cil)

)
=

d∑
i=0

(−1)i

(
di∑
l=1

a(cil)
∗ ⊗ F∗(cil)

)

Por medio de 1⊗∆ obtenemos

d∑
i=0

(−1)i

 di∑
l=1

a(cil)
∗ ⊗ [

i∑
j=0

zj(F∗(c
i
l))⊗ zj(F∗(cil))]

 .

Cuando le aplicamos (ev ⊗ 1) a

d∑
i=0

(−1)i

 di∑
l=1

a(cil)
∗ ⊗ [

i∑
j=0

zj(F∗(c
i
l))⊗ zj(F∗(cil))]


nos queda

d∑
i=0

(−1)i

(
di∑
l=1

[a(cil)
∗(F∗(c

i
l))]⊗ zi(F∗(cil))

)
7→ a

d∑
i=0

(−1)i

(
di∑
l=1

[(cil)
∗(F∗(c

i
l))] · zi(F∗(cil))

)
∈ C0(C).

Donde (cil)
∗(F∗(c

i
l)) son 1 o 0 dependiendo si F∗(c

i
l) = cil.

Por último, veremos que DWF es G-equivariante. Ya que k tiene una G-acción trivial, lo que tenemos
que verificar es que

a

d∑
i=0

(−1)i

(
di∑
l=1

[(cil)
∗(F∗(c

i
l))] · zi(F∗(cil))

)
= g ·

{
a

d∑
n=0

(−1)i

(
di∑
l=1

[(cil)
∗(F∗(c

i
l))] · zl(F∗(cil))

)}
.

Pero

g ·

{
a

d∑
i=0

(−1)i

(
di∑
l=1

[(cil)
∗(F∗(c

i
l))] · zi(F∗(cil))

)}
= a

d∑
n=0

(−1)i

(
di∑
l=1

[(cil)
∗(F∗(c

i
l))] · zi(F∗(g · cil))

)

porque F es G-equivariante. El resultado se sigue del hecho de que si tenemos un sumando zi(F∗(c
i
l)), es

decir F∗(c
i
l) = cil, entonces zi(F∗(gc

i
l)) también es un sumando, pues gcil es una i-cadena que cumple que

F∗(gc
i
l) = gF∗(c

i
l) = gcil.

3.2. Construcción del transfer

Consideremos el funtor π : G ∝ C → ¡G visto anteriormente. Los objetos de π/• son los pares
(c, g), donde c es un objeto de C y g un morfismo en ¡G. Un morfismo (c, g) → (c′, g′) es un morfismo
(h, α) : c→ c′ en G ∝ C, tal que el siguiente diagrama conmuta

•

h

��

g

��
•

•
g′

??
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es decir, h = g′−1g. La composición en π/• está dada de la siguiente manera: Para (h, α) : (c, g)→ (c′, g′)
y (h′, β) : (c′, g′)→ (c′′, g′′)

(h′, β) ◦ (h, α) = (h′h, β ◦ h′α) : (c, g)→ (c′′, g′′).

Además la Proposición 1.5.2 nos describe una única G-acción sobre π/•. Para ser más espećıfico,

u · (x, g) = (x, ug).

Para un morfismo (h−1g, α) : (x, g)→ (y, h),

u · (h−1g, α) = (h−1g, α) : (x, ug)→ (y, uh).

Esta acción concuerda con el isomorfismo de la Proposición 2.2.8, es decir, hace conmutar el diagrama

LKπB
G∝C
0 (•)

LKπB
G∝C
0 (u) // LKπB

G∝C
0 (•)

C0(π/•)

∼=

OO

// C0(π/•)
��
∼=

Para ver esto primero tomemos (x, g) en Obj(π/•). Este objeto es enviado por el isomorfismo C0(π/•) ∼=
LKπB

G∝C
0 (•) a [(x, (e, 1x))] con (x, (e, 1x)) ∈ C0(1G∝C/ )β•(x, g). Ahora, el morfismo LKπB

G∝C
0 (u)

env́ıa [(x, (e, 1x))] a [(x, (e, 1x))] ∈ C0(1G∝C/ )β•(x, ug). Por último, teniendo una 0-cadena en C0(1G∝C/x)
obtenemos una 0-cadena en π/• por medio de ι(x,ug), que es el morfismo que define a C0(π/•) como
ĺım−→
π/•

Resβ•B
G∝C
0 . Ya que

ι(x,ug)(x, (e, 1x)) = (x, ugπ(e, 1x)) = (x, ug)

se tiene el resultado.

En [20], Xu propone una acción sobre π/• diferente a esta, pero hay que mencionar que es incorrecta
ya que no concuerda con el isomorfismo de la Proposición 2.2.8.

Sabemos aún mas de la categoŕıa π/•. Los objetos en esta categoŕıa son muy particulares, ya que si
(x, h) 6= (x, e) siempre existe otro objeto isomorfo a él. Esto puede servirnos de mucho en el momento de
buscar morfismos entre dos objetos

Proposición 3.2.1. (x, h) es isomorfo a (hx, e) en π/•.

Demostración. Empezaremos tomando el morfismo (h, 1hx) : (x, h) → (hx, e). El inverso de este
morfismo es (h−1, 1x). Debemos notar que h1x = 1hx. El resultado se tiene calculando las composiciones:

(h−1, 1x) ◦ (h, 1hx) = (h−1h, 1x ◦ h−11hx)

= (e, 1x)

y

(h, 1hx) ◦ (h−1, 1x) = (hh−1, 1hx ◦ h1x)

= (e, 1hx)

las cuales son las identidades para los objetos (x, h) y (hx, e) respectivamente.

La gran ventaja de la categoŕıa π/• es que su complejo C∗(π/•) está estrechamente relacionado con
la resolución barra BG∗ , la cual se define mediante la sobrecategoŕıa 1¡G/•. Aunque π/• y 1¡G/• no son
isomorfas, la siguiente proposición nos da una descripción de la relación existente.

Proposición 3.2.2. La categoŕıa π/• es G-isomorfa a (1¡G/•)× C.
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Demostración. Recordemos que los objetos de 1¡G/• son de la forma (•, g) donde g es un morfismo
en ¡G, sin embargo para no hacer tan pesada la notación identificaremos (•, g) con g.

Ahora, definimos

φ : (1¡G/•)× C // π/•

(g, c) � // (g−1c, g)

(g, c)

(h−1g,α)

��

(g−1c, g)

(h−1g,h−1α)

��

� //

(h, d) (h−1d, h)

donde h−1g : g → h y α : c → d son morfismos en 1¡G/• y C respectivamente. Primero notemos
que (g−1c, g) es un objeto de π/•, y que (h−1g, h−1α) : (g−1c, g) → (h−1d, h) es un morfismo, pues
h−1α : h−1gg−1c → g−1d, es decir, (h−1g, h−1α) es un morfismo en G ∝ C de g−1c a h−1d. De manera
inmediata vemos que identidades son enviadas a identidades. Además, ya que φ env́ıa la composición

(g, c)

(k−1g,βα)

44
(h−1g,α)// (h, d)

(k−1h,β)// (k, e)

a (k−1g, k−1βα) y la composición de las imágenes de cada uno de los morfismos bajo φ es

(k−1h, k−1β)(h−1g, g−1α) = (k−1g, k−1βk−1hh−1α)

= (k−1g, k−1βα),

podemos asegurar que φ es un funtor covariante. Más aún, este funtor es un G-funtor: Sea u ∈ G. Para
objetos (g, c) tenemos

φ(u(g, c)) = φ(ug, uc)

= (g−1u−1uc, ug)

= (g−1c, ug)

= u(g−1c, g)

= uφ(g, c),

y para un morfismo (h−1g, α) : (g, c)→ (h, d)

φ(u(h−1g, α)) = φ(h−1u−1ug, uα)

= (h−1u−1ug, h−1u−1uα)

= (h−1u−1ug, h−1α)

= uφ(h−1g, α).

También definimos
ψ : π/• // (1G/•)× C

(c, g) � // (g, gc)

(c, g)

(h−1g,α)

��

(g, gc)

(h−1g,hα)

��

� //

(d, h) (h, hd)
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Puesto que α es un morfismo de h−1gc a d, hα es un morfismo en C que va de gc a hd. Verificamos
primero que ψ(g−1g, 1c) = (e, 1gc) el cual es la identidad del objeto (g, gc) . La composición

(c, g)

(k−1g,βk−1hα)

44
(h−1g,α)// (d, h)

(k−1h,β)// (e, k)

es enviada mediante ψ al morfismo (k−1g, kβhα), y

ψ(k−1h, β)ψ(h−1g, α) = (k−1h, kβ)(h−1g, hα)

= (k−1g, kβhα).

Por tanto, ψ es un funtor covariante. Cuando tomamos un elemento u ∈ G, las identidades

ψ(u(c, g)) = ψ(c, ug)

= (ug, ugc)

= u(g, gc)

= uψ(c, g)

y

ψ(u(h−1g, α)) = ψ(h−1u−1ug, α)

= (h−1u−1ug, uhα)

= u(h−1g, hα)

= uψ(h−1g, α)

nos sirven para afirmar que ψ es un G-funtor.

Por último, veamos que φ y ψ son inversos uno del otro. En objetos tenemos

ψφ(g, c) = ψ(g−1c, g) = (g, gg−1c) = (g, c)

y
φψ(c, g) = φ(g, gc) = (g−1gc, g) = (c, g).

Y en morfismos
ψφ(h−1g, α) = ψ(h−1g, h−1α) = (h−1g, hh−1α) = (h−1g, α)

y
φψ(h−1g, α) = φ(h−1g, hα) = (h−1g, h−1hα) = (h−1g, α).

Por lo tanto la categoŕıa π/• es G-isomorfa a (1G/•)× C.

Esta es otra razón por la cual la acción sobre π/• que describimos es correcta. Necesitamos que el
isomorfismo anterior sea G-equivariante. Esto no se tendŕıa con la acción descrita en [20]. También hay
que mencionar que el isomorfismo anterior también es diferente al que aparece en [20].

Antes de seguir con los resultados que se obtienen a partir de la Proposición 3.2.2, veamos una defi-
nición.

Definición 3.2.3. Sea F : C → D un funtor covariante. Se dice que F es un encaje si F es inyectivo en
objetos y la función

Fx,y : HomC(x, y) // HomD(F (x), F (y))

α � // F (α)

inducida por F , es biyectiva para todo x, y ∈ Obj(C).
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El siguiente corolario nos ayuda a dar una caracterización de la extensión de Kan izquierda en términos
de ĺımites sobre la categoŕıa C en vez de sobre la categoŕıa π/• que nos será de gran utilidad.

Corolario 3.2.4. 1. El funtor π/• → C inducido por la proyección 1¡G/ • ×C → C es un G-funtor

2. Existe un encaje C ↪→ π/• el cual es una equivalencia de categoŕıas. Como consecuencia LKπM ∼=
ĺım−−→
C

Mι y RKπM ∼= ĺım←−−
C

Mι como kG-módulos, para cualquier M ∈ k(G ∝ C)−mod, donde ι es el

funtor definido en la Nota 2.4.3.
Demostración.

1. El funtor al que se refiere el enunciado es

F : π/• // C

(x, g) � // gx

(x, g)

(h−1g,α)

��

gx

hα

��

� //

(y, h) hy

teniendo en cuenta que (h−1g, α) : (x, g)→ (y, h) y por tanto α : h−1gx→ y. Para objetos tenemos

F (u · (x, g)) = F (x, ug) = ugx

uF (x, g) = u(gx) = ugx,

y para morfismos
F (u(h−1g, α)) = F (h−1g, α) = uhα

pues el segundo (h−1g, α), tiene de dominio (x, ug) y de codominio a (y, uh),

uF (h−1g, α) = u(hα) = uhα.

Por tanto F es un G-funtor.

2. Empezaremos definiendo el siguiente funtor:

H : C // π/•

x � // (x, e)

x

α

��

(x, e)

(e,α)

��

� //

y (y, e)

Este funtor es un encaje pues la función

Hx,y : HomC(x, y) // Homπ/•((x, e), (y, e))

α � // (e, α)
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es inyectiva y suprayectiva, además que H cumple ser inyectiva en objetos.

Ahora, consideraremos otro funtor:

F : π/• // C

(c, g) � // gc

(c, g)

((g′)−1g,β)

��

gc

g′β

��

� //

(c′, g′) g′c′

Considerando que β es un morfismo de (g′)−1gc a c′ aseguramos la existencia de g′β : gc→ g′c′.

F ◦H : C → C es la identidad pues en objetos tenemos

(F ◦H)(x) = F (H(x))

= F (x, e)

= x,

y en morfismos

(F ◦H)(α) = F (H(α))

= F (e, α)

= eα

= α,

pues tomamos α : x → y en C. Sin embargo, H ◦ F no es el funtor identidad de π/•, aśı que
debemos definir un isomorfismo natural de H ◦ F a 1π/•. Para cada objeto (x, g) de π/• asignamos
el isomorfismo de la Proposición 3.2.1

(g−1, 1x) : (H ◦ F )(x, g) = (gx, e)→ (x, g) = 1π/•(x, g),

Dado un morfismo (h−1g, α) : (x, g) → (y, h), tenemos que (H ◦ F )(h−1g, α) = (e, hα), con α :
h−1gx→ y, con lo que

(h−1g, α) ◦ (g−1, 1x) = (h−1, α ◦ h−1g1x),

y
(h−1, 1y) ◦ (e, hα) = (h−1, 1y ◦ h−1hα),

pero α ◦ h−1g1x = α = 1y ◦ h−1hα, de esta manera tenemos que el siguiente diagrama conmuta

(H ◦ F )(x, g)
(g−1,1x)

∼=
//

(H◦F )(h−1g,α)

��

1π/•(x, g)

1π/•(h
−1g,α)

��
(H ◦ F )(y, h)

(h−1,1y)

∼=
// 1π/•(y, h)

Por lo tanto H es una equivalencia natural entre las categoŕıas π/• y C.



CAPÍTULO 3. TRANSFER EN COHOMOLOGÍA SIMPLICIAL 58

Debido a que existe una equivalencia entre esas categoŕıas, podemos utilizar los isomorfismos de esas
equivalencias para demostrar que LKπM ∼= ĺım−→

C

Mι, siendo M : G ∝ C → k-mod. Recordemos que

para la extensión izquierda de Kan definimos el funtor

β• : π/• // G ∝ C

(x, g)
� // x

(x, g)

(h−1g,α)

��

x

(h−1g,α)

��

� //

(y, h) y

Entonces lo que debemos demostrar es que

ĺım−→
π/•

Mβ• ∼= ĺım−→
C

Mι.

donde ι es el funtor de la Nota 2.4.3. Sea α : x → y en C. Ya que Mι(x) = M(x) = Mβ•(x, e),
Mι(α) = M(e, α) = Mβ•(e, α) y por las definiciones de los ĺımites directos, ĺım−→

C

Mι y ĺım−→
π/•

Mβ•,

tenemos la existencia de θ en el siguiente diagrama conmutativo

Mι(x) = Mβ•(x, e)

Mι(α)=Mβ•(e,α)

tt
rx

�� j(x,e)

��

Mι(y) = Mβ•(y, e) ry
//

j(y,e) //

ĺım−→
C

Mι

θ

&&
ĺım−→
π/•

Mβ•

donde rz y j(z,g) son los morfismos estructurales de los respectivos ĺımites. Ya que

(h, 1hy) ◦ (h−1g, α) ◦ (g−1, 1x) = (h, 1hy) ◦ (h−1, α ◦ h−1g1x)

= (e, 1hy ◦ h(α ◦ h−1g1x))

= (e, hα)

podemos asegurar la existencia de ψ y la conmutatividad del siguiente diagrama
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Mβ•(gx, e) = Mι(gx)

rgx

$$
Mι(hα)

$$

Mβ•(g
−1,1x)∼=

��
Mβ•(x, g)

j(x,g)

$$
Mβ•(h

−1g,α)

��

ĺım−→
π/•

Mβ•
ψ // ĺım−→

C

Mι

Mβ•(y, h)

Mβ•(h,1hy)∼=
��

j(y,h)

99

Mβ•(hy, e) = Mι(hy)

rhy

<<

Sólo nos falta verificar que θ es la inversa de ψ, lo cual es cierto por la propiedad universal del ĺımite
directo y porque

ψθrx = ψj(x,e) = rx

y
θψj(x,g) = θrgx = j(x,g),

es decir, ψθ y θψ hacen conmutar los siguientes diagramas:

Mι(x)

rx

�� rx

��

Mι(α)

ww
Mι(y)

ry
//

ry //

ĺım−→
C

Mι

ψθ

""
ĺım−→
C

Mι

Mβ•(x, g)

Mβ•(h
−1g,γ)

vv

j(x,g)

�� j(x,g)

��

Mβ•(y, h)
j(y,h)

//

j(y,h) //

ĺım−→
π/•

Mβ•

θψ

##
ĺım−→
π/•

Mβ•

igual que las identidades 1 ĺım−→
C

Mι y 1 ĺım−→
π/•

Mβ• respectivamente, lo cual nos dice que esas composi-

ciones son las identidades, aśı
ĺım−→
π/•

Mβ• ∼= ĺım−→
C

Mι.
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Hasta este punto hemos demostrado el isomorfismo como k-módulos. Si queremos que el isomorfis-
mo sea de kG-módulos debemos especificar qué es ĺım−→

C

Mι(g) con g un morfismo de ¡G. El mor-

fismo ĺım−→
C

Mι(g) : ĺım−→
C

Mι→ ĺım−→
C

Mι(g) se construye de la siguiente manera: Sea θ : ĺım−→
π/•

Resβ•M →

ĺım−→
C

Mι el isomorfismo de k-módulos anterior y θ−1 su inverso. Entonces definimos ĺım−→
C

Mι(g) =

θLKπM(g)θ−1. De esta forma para [m] ∈ ĺım−→
C

Mι con m ∈Mι(c) tenemos que

ĺım−→
C

Mι(g)([m]) = θLKπM(g)θ−1([m])

= θLKπM(g)([m]), m ∈Mβ•(c, e)

= θ([m]), m ∈Mβ•(c, g)

= [M(g, 1gc)(m)] = [(g, 1gc) ·m], (g, 1gc) ·m ∈Mι(gc).

Esta definición cumple que ĺım−→
C

Mι(e)([m]) = [(e, 1c)m] = [m], es decir, env́ıa identidades a identi-

dades. Además,

ĺım−→
C

Mι(g) ĺım−→
C

Mι(h)([m]) = ĺım−→
C

Mι(g)([(h, 1hc)m]), (h, 1hc)m ∈Mι(hc)

= [(g, 1ghc)(h, 1hc)m], (g, 1ghc)(h, 1hc)m ∈Mι(ghc)

= [(gh, 1ghc ◦ g1hc)m]

= [(gh, 1ghc)m]

= ĺım−→
C

Mι(gh)([m]), m ∈Mι(c).

Esto define a ĺım−→
C

Mι como un funtor de ¡G a k-mod. Y por definición tenemos que hace conmutar

diagrama

LKπM(•) θ //

LKπM(g)

��

ĺım−→
C

Mι

ĺım−→
C

Mι(g)

��
LKπM(•)

θ
// ĺım−→
C

Mι

De esta forma el isomorfismo es de kG-módulos.

Cabe señalar que el funtor C → π/• no es un G-funtor ya que el elemento ux va a (ux, e) bajo el
funtor y u(x, e) = (x, u), pero no siempre (ux, e) = (x, u), por ejemplo cuando u ∈ G tal que u 6= e, se
tiene que (ux, e) 6= (x, u), aún cuando u actuara trivialmente sobre el objeto x.

Corolario 3.2.5. Existe un casi isomorfismo de kG-complejos entre LKπB
G∝C
∗

∼= C∗(π/•) ' BG∗ ⊗C∗(C)
y C∗(C).

Demostración. Ya que LKπ preserva proyectivos y LKπB
G∝C
∗

∼= C∗(π/•) es un isomorfismo de
kG-complejos, entonces C∗(π/•) un complejo de kG-módulos proyectivos. Por la Proposición 3.2.2 se
sigue que C∗(π/•) ∼= C∗((1¡G/•) × C). El morfismo de Alexander-Whitney nos da una equivalencia
C∗((1¡G/•) × C) ' BG∗ ⊗ C∗(C). Utilizando el corolario anterior podemos obtener una equivalencia de
kG-complejos C∗(C)→ C∗(π/•). Por lo tanto existe un casi isomorfismo BG∗ ⊗ C∗(C)→ C∗(C).

Gracias al Corolario 3.2.4 podemos seguir dando más resultados que se relacionan con las extensiones
de Kan, en este caso, se describe una manera de separar el producto tensorial entre k(G ∝ C)-módulos
bajo ciertas condiciones cuando se le aplica la extensión de Kan.
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Corolario 3.2.6. Supongamos que M ∈ kG-mod y N ∈ k(G ∝ C)-mod. Entonces LKπ(kM ⊗̂N) ∼=
M ⊗ LKπN y RKπ(kM ⊗̂N) ∼= M ⊗ RKπN como kG-módulos. En particular, LKπ(kM ) ∼= M ⊗ LKπk y
RKπ(kM ) ∼= M ⊗ RKπk, donde LKπ(k) ∼= H0(BC, k) ∼= H0(BC, k) ∼= RKπk.

Demostración. Para la extensión de Kan izquierda tenemos

LKπ(kM ⊗̂N) ∼= ĺım−→
C

[(kM ⊗̂N)ι]

por el Corolario 3.2.4. Debido a que kM ι es visto como un kC-módulo trivial tenemos el isomorfismo

ĺım−→
C

(kM ⊗̂N)ι ∼= M ⊗ ĺım−→
C

Nι

Utilizando nuevamente el Corolario 3.2.4 obtenemos el primer resultado. Para los casos particulares se usa
el isomorfismo kM ∼= kM ⊗̂k. Además, el isomorfismo LKπk ∼= ĺım−→

C

kι junto con la definición de coĺımite

nos sirve para afirmar que LKπk es isomorfo a⊕
c∈Obj(C)

k{c}/N

donde N es el submódulo generado por los elementos de la forma a− k(α)(a), con a ∈ k{c} y α : c → c′

es un morfismo en C. El cual es claramente isomorfo a

H0(BC, k) ∼= H0(C∗(C)) = kObj(C)/Im(∂1)

donde Im(∂1) está generado por los elementos c′ − c por cada morfismo α : c→ c′ en C.

Las demostraciones de los resultados para la extensión de Kan derecha son duales.

Anteriormente hab́ıamos demostrado que dada una categoria C , BC∗ es una resolución proyectiva para
el kC-módulo k, esto es de gran importancia. Sin embargo, todav́ıa nos surge la duda sobre cómo obtener
una resolución proyectiva para otro kC-módulo N . La respuesta la tenemos parcialmente cuando nuestra
categoŕıa es G ∝ C y nuestro módulo es la restricción ResπM para algún kG-módulo M .

Lema 3.2.7. Sea B ∈ k(G ∝ C)-mod un módulo proyectivo y denotemos kM = ResπM para alguna
M ∈ kG-mod. Entonces B⊗̂kM es un módulo proyectivo.

Demostración. Como vimos en la demostración del Teorema de Mitchell, podemos descomponer a

kC como una suma directa
⊕

x∈ObjC

kC · 1x, cuando la categoŕıa C es finita, y esto se debe a que tenemos

una identidad en el anillo kC escrito como
∑

x∈Obj(C)

1x. Aśı que cada sumando directo de kC se puede ver

como una suma de kHomC(x, ).

Demostraremos que B⊗̂kM ∼= B⊗M , con k(G ∝ C) actuando sobre B⊗M únicamente en la primera
coordenada.

Como B es proyectivo podemos asumir que B = kHomG∝C(x, ). Definimos el homomorfismo

ϕ : kHomG∝C(x, )⊗M // kHom(x, )⊗̂kM

(g, α)⊗m � // (g, α)⊗ (g, α)m

,

La m del lado derecho esta en kM . Debemos verificar que ϕ es un homomorfismo de k(G ∝ C)-módulos:
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Para un elemento de la base (h, β) de k(G ∝ C) tenemos

ϕ[(h, β)((g, α)⊗m)] = ϕ[(hg, βhα)⊗m]

= (hg, βhα)⊗ (hg, βhα)m.

Por otro lado,

(h, β)ϕ((g, α)⊗m) = (h, β)((g, α)⊗ (g, α)m)

= (hg, βhα)⊗ (hg, βhα)m.

Aśı que ϕ es un homomorfismo de k(G ∝ C)-módulos.

Ahora definamos

ψ : kHomG∝C(x, )⊗̂kM // kHomG∝C(x, )⊗M

(g, α)⊗m � // (g, α)⊗ g−1m,

el cual también es un homomorfismo de k(G ∝ C)-módulos:

ψ[(h, β)((g, α)⊗m)] = ψ[(hg, βhα)⊗ (h, β)m]

= (hg, βhα)⊗ g−1h−1(h, β)m

= (hg, βhα)⊗ g−1m

y también tenemos

(h, β)ψ((g, α)⊗m) = (h, β)((g, α)⊗ g−1m)

= (hg, βhα)⊗ g−1m.

Ahora veamos que ψ es la inversa de ϕ:

ψϕ((g, α)⊗m) = ψ((g, α)⊗ (g, α)m)

= ψ((g, α)⊗ g−1m)

= (g, α)⊗ g−1gm

= (g, α)⊗m

y,

ϕψ((g, α)⊗m) = ϕ((g, α)⊗ g−1m)

= (g, α)⊗ (g, α)(g−1m)

= (g, α)⊗m.

Como M es un k-módulo libre, y además, un k(G ∝ C) módulo con la acción trivial, el isomorfismo de
k-módulos, B⊗kM ∼= BdimkM también es un isomorfismo de k(G ∝ C)-módulos. Ya que B es un módulo
proyectivo, se sigue que B ⊗M es proyectivo y consecuentemente B⊗̂kM es proyectivo.

Corolario 3.2.8. BG∝C∗ ⊗̂kM // k⊗̂kM = kM // 0 es una resolución proyectiva.

Demostración. Por el lema anterior sabemos que BG∝Cn ⊗̂kM es proyectivo para toda n. La exactitud
de la sucesión

BG∝C∗ ⊗̂kM // k⊗̂kM ∼= kM // 0
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se debe a que en cada objeto c de G ∝ C la sucesión anterior nos da la sucesión BG∝C∗ (c)⊗M , pero M
como k-módulo es libre y por tanto plano, es decir, el funtor ⊗M es exacto.

Hasta ahora hemos podido conseguir, bajo ciertas restricciones, resoluciones proyectivas para k(G ∝ C)-
módulos que provienen de un kG-módulo bajo el funtor Resπ. Ahora veremos que las resoluciones BG∝C∗
y ResπB

G
∗ están estrechamente relacionadas por medio de un morfismo que es único salvo homotoṕıa. Lo

mismo pasa cuando tomamos una resolución de la forma BG∝C∗ ⊗̂kM → kM .

Lema 3.2.9. El funtor π : G ∝ C → G induce un morfismo de cadenas natural, único salvo homotoṕıa
Π: {BG∝C∗ → k → 0} → {kBG∗ → k → 0}. Más aún, para cualquier M ∈ kG-mod, induce naturalmente
un morfismo de cadenas entre sucesiones exactas de k(G ∝ C)-módulos

ΠM : {BG∝C∗ ⊗̂kM → k → 0} → {kBG∗ ⊗̂kM = kBG∗ ⊗M → k → 0}

Demostración. Los complejos BG∝C∗ → k → 0 y kBG∗ → k → 0 evaluados en cualquier x ∈
Obj(G ∝ C) son C∗(1G∝C/x) → k → 0 y BG∗ → k → 0 respectivamente. El funtor π : G ∝ C → ¡G,
induce un morfismo Π: BG∝C∗ → BG∗ de la siguiente manera: En una n-cadena en 1G∝C/x de la forma

(a0, α0)
γ1 // · · ·

γn // (an, αn) , donde αi = (gi, giai → x) y γi = (hi, hiai → ai+1) son morfismos en

G ∝ C. Definimos

Π( (a0, α0)
γ1 // · · ·

γn // (an, αn) ) = (•, g0)
h1 // · · · hn // (•, gn) .

Este morfismo está bien definido ya que (•, g0)
h1 // · · · hn // (•, gn) es una n-cadena de 1¡G/•. Además

si tenemos un morfismo β = (r, rx→ y) : x→ y en G ∝ C

BGn π(β)Π( (a0, α0)
γ1 // · · ·

γn // (an, αn) ) = BGn π(β)( (•, g0)
h1 // · · · hn // (•, gn) )

= (•, rg0)
h1 // · · · hn // (•, rgn) ,

y

ΠBG∝Cn (β)( (a0, α0)
γ1 // · · ·

γn // (an, αn) ) = Π( (a0, βα0)
γ1 // · · ·

γn // (an, βαn) )

= (•, rg0)
h1 // · · · hn // (•, rgn) ,

es decir, conmuta el diagrama

BG∝Cn (x)
Π //

BG∝Cn (β)

��

kBGn (x)

kBGn
(β)

��
BG∝Cn (y)

Π
// kBGn (y)

y con esto se demuestra que Π es un morfismo de k(G ∝ C)-módulos. Es facil ver que Π∂ = ∂′Π, donde ∂
y ∂′ son las diferenciales de BG∝Cn (x) y kBGn (x) respectivamente. Lo único que nos falta demostrar es que
es único salvo homotoṕıa. Ya que kBGn es exacto y ε = εΠ, con ε la aumentación, por la Proposición 1.4.5
Π es único salvo homotoṕıa. El morfismo ΠM se construye de la misma forma.

Nota 3.2.10. Debemos notar que BG∝C∗ es una resolución proyectiva mientras que kBG∗ no necesariamente
lo es. Esto se debe a que Resπ no necesariamente preserva proyectivos. Pero śı es un funtor exacto. Por
ejemplo, sea C la siguiente categoŕıa:

•x
f
$$

g

<<•y
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con la acción de Z2 = {1, σ} definida como σx = x, σy = y, σf = g y σg = f . Entonces la categoŕıa
transportadora Z2 ∝ C es

•x

(σ,1x)

++ (1,f) ''

(1,g)

��

(σ,f) 77

(σ,g)

AA•y

(σ,1y)

QQ

Consideremos kZ2 y veremos que ResπkZ2 no es proyectivo como (Z2 ∝ C)-módulo. Recordemos que
ResπkZ2 = kZ2 ⊕ kZ2 con acción dada por

(c, h) · (a, b) =


(ca, 0) si (c, h) es un morfismo de x a x

(0, cb) si (c, h) es un morfismo de y a y

(0, ca) si (c, h) es un morfismo de x a y

donde (c, h) está en Z2 ∝ C y (a, b) ∈ kZ2 ⊕ kZ2. De aqúı tenemos que ResπkZ2 está generado por (1, 0)
como k(Z2 ∝ C)-módulo. Si definimos p : k(Z2 ∝ C) → ResπkZ2 de tal forma que p((1, 1x) + (1, 1y)) =
(1, 0), entonces p es suprayectivo. Si ResπkZ2 fuera proyectivo, entonces

Ker(p) // k(Z2 ∝ C)
p // ResπkZ2

se escindiŕıa, es decir, existiŕıa un homomorfismo s : ResπkZ2 → k(Z2 ∝ C) de k(Z2 ∝ C)-módulos tal
que ps = 1ResπkZ2

. Para que s tuviera esta propiedad, debeŕıa enviar (1, 0) a un elemento al cual env́ıe
p al (1, 0). Estos elementos son de la forma (1, 1x) + (1, 1y) + q y (1, 1x) + q, donde q es un elemento del
núcleo de p. Los generadores de Ker(p) son (1, f) − (1, g), (σ, f) − (σ, g), (1, 1y) y (σ, 1y). Supongamos
que s(1, 0) = (1, 1x) + (1, 1y) + r1((1, f) − (1, g)) + r2((σ, f) − (σ, g)) + r3(1, 1y) + r4(σ, 1y), ya que
queremos que s sea un homomorfismo de k(Z2 ∝ C)-módulos se debe cumplir que r((1, f)(1, 0)) =
(1, f) ((1, 1x) + (1, 1y) + r1((1, f)− (1, g)) + r2((σ, f)− (σ, g)) + r3(1, 1y) + r4(σ, 1y)), pero

(1, f) ((1, 1x) + (1, 1y) + r1((1, f)− (1, g)) + r2((σ, f)− (σ, g)) + r3(1, 1y) + r4(σ, 1y)) = (1, f).

Puesto que (1, f)(1, 0) = (0, 1) se sigue que s(0, 1) = (1, f). Aplicando de nuevo el argumento con (1, g),
obtenemos que s((1, g)(1, 0)) = s(0, 1) = (1, g) por lo tanto s no estaŕıa bien definida. Lo mismo ocurre si
s(1, 0) = (1, 1x) + q. Aśı que ResπkZ2 no es un k(Z2 ∝ C)-módulo proyectivo.

Ya vimos que BG∗ es una resolución proyectiva de kG-módulos para k. Aśı que BG∗ ⊗M es una resolución
proyectiva para M . Aplicando el funtor HomkG( , N) para otro kG-módulo N , obtenemos el complejo
de cocadena HomkG(BG∗ ⊗M,N). El funtor Resπ induce un morfismo de cadenas

HomkG(BG∗ ⊗M,N)
Resπ // Homk(G∝C)(kBG∗ ⊗M , kN )

Como dijimos anteriormente, no sabemos si kBG∗ ⊗M es una resolución proyectiva. Pero con el morfismo
ΠM construido en el Lema 3.2.9 obtenemos morfismos de cadenas

HomkG(BG∗ ⊗M,N)
Resπ // Homk(G∝C)(kBG∗ ⊗M , kN )

Π∗M // Homk(G∝C)(B
G∝C
∗ ⊗̂kM , kN ) .

La composición ΠM ◦ Resπ induce en homoloǵıa un morfismo resM,N
C que llamaremos restricción:

Ext∗kG(M,N)
resM,NC // Ext∗k(G∝C)(kM , kN ) .

El siguiente resultado nos da una caracterización de este morfismo recién construido.
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Proposición 3.2.11. El morfismo resM,N
C : Ext∗kG(M,N) → Ext∗k(G∝C)(kM , kN ) es inducido por la au-

mentación ε : C∗(C)→ k.

Demostración. Por adjunción tenemos un isomorfismo

Ω: Homk(G∝C)(B
G∝C
∗ ⊗̂kM , kN )→ HomkG(LKπ(BG∝C∗ ⊗̂kM ), N)

Por el Corolario 3.2.6 hay un isomorfismo HomkG(LKπ(BG∝C∗ ⊗̂kM ), N) ∼= HomkG(LKπ(BG∝C∗ )⊗M,N).
Y con el Corolario 3.2.5 tenemos que LKπB

G∝C
∗ ' BG∗ ⊗ C∗(C), de esta manera,

HomkG(LKπ(BG∝C∗ )⊗M,N) ' HomkG(BG∗ ⊗ C∗(C)⊗M,N)

∼= HomkG(BG∗ ⊗M ⊗ C∗(C), N)

Cuando tomamos un kG-homomorfismo α : BG∗ ⊗ M → N , a nivel de complejos, estos morfismos e
isomorfismos para la construcción de la restricción, llevan a α al kG-homomorfismo

ΛN ◦ LKπ((Resπα)ΠM )φψv : BG∗ ⊗M ⊗ C∗(C)→ N,

donde v es el isomorfismo BG∗ ⊗ M ⊗ C∗(C) ∼= BG∗ ⊗ C∗(C) ⊗ M , ψ la equivalencia homotópica
BG∗ ⊗ C∗(C) ⊗ M ' LKπ(BG∝C∗ ) ⊗ M , φ es el isomorfismo LKπ(BG∝C∗ ) ⊗ M ∼= LKπ(BG∝C∗ ⊗̂kM ) y
ΛN : LKπkN → N es la counidad de la adjunción Ω.

Tomemos un elemento bi⊗m⊗cn−i de la base de (BG∗ ⊗M⊗C∗(C))n con bj y cj j-cadenas en 1G∝C/•
y C respectivamente. Entonces

v(bi ⊗m⊗ cn−i) = bi ⊗ (cn−i ⊗m).

Notemos que ψ se factoriza a través de C∗((1¡G/•)×C) utilizando el morfismo de Eilenberg-Zilber el cual
env́ıa bi ⊗ (cn−i ⊗m) a una suma de n-cadenas de la forma ±(bn, cn)⊗m. Inmediatamente se le aplica el
isomorfismo ((1¡G/•)× C) ∼= π/• a esa suma de n-cadenas. Tomemos un elemento (bn, cn)⊗m de dicha
suma. Veremos a bn como la n-cadena b0 → ...→ bn con morfismos b−1

j+1bj : bj → bj+1 y cn = c0 → ...→ cn
con morfismos αj : cj−1 → cj para j = 1, ..., n. El elemento que nos queda en Cn(π/•)⊗M es

(b−1
0 c0, b0)

(b−1
1 b0,b

−1
1 α1) // ...

(b−1
n bn−1,b

−1
n αn)// (b−1

n cn, bn) ⊗m

el cual es llevado a LKπB
G∝C
∗ ⊗M por medio del isomorfismo C∗(π/•) ∼= LKπB

G∝C
∗ quedando

[ (b−1
0 c0, γ0)

f1 // ...
fj // (b−1

j cj , γj)
fj+1 // ...

fn // (b−1
n cn, γn) ]⊗m

donde γi = (b−1
n bn−1, b

−1
n αn)◦· · ·◦(b−1

i+1bi, b
−1
i+1αi+1) para 0 ≤ i < n, γn = (e, 1b−1

n cn
) y fi = (b−1

i bi−1, b
−1
i αi)

para 1 ≤ i ≤ n.
La n-cadena

(b−1
0 c0, γ0)

f1 // ...
fj // (b−1

j cj , γj)
fj+1 // ...

fn // (b−1
n cn, γn)

está en β•(b
−1
n cn, bn). Para llegar a ĺım−→

C

BG∝C∗ ι aplicamos el morfismo BG∝C∗ (bn, 1cn):

[BG∝C∗ (bn, 1cn)( (b−1
0 c0, γ0)

f1 // ...
fj // (b−1

j cj , γj)
fj+1 // ...

fn // (b−1
n cn, γn) )]⊗m

= [ (b−1
0 c0, (bn, 1cn)γ0)

f1 // ...
fj // (b−1

j cj , (bn, 1cn)γj)
fj+1 // ...

fn // (b−1
n cn, (bn, 1cn)γn) ]⊗m

cuyo representante de la clase está en BG∝C∗ ι(cn). De aqúı podemos llevarlo a LKπ(BG∝C∗ ⊗̂kM ) quedando
de la forma

[ (b−1
0 c0, (bn, 1cn)γ0)

f1 // ...
fj // (b−1

j cj , (bn, 1cn)γj)
fj+1 // ...

fn // (b−1
n cn, (bn, 1cn)γn) ⊗m]
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y aplicando Resπ(α)ΠM al representante de esta clase obtenemos

[α( bnb
−1
n · · · b0

b−1
1 b0 // ..

b−1
n bn−1// bn ⊗m)] = [α(b0 → ...→ bn ⊗m)],

el cual pertenece a LKπkN , con su representante en β•(cn, e). Lo que hace ΛN en este caso, es aplicar el
morfismo N(e) al representante, esto la identidad en N , por tanto, al final nos quedamos con

α(b0 → ...→ bn ⊗m0).

Ahora, veremos qué pasa cuando aplicamos el morfismo AW de Alexander-Whitney. Cuando i 6= n, las
n-cadenas que surgen al aplicar AW al elemento bi ⊗ cn−i ⊗ m tienen al menos una identidad en las
primeras coordenadas, es decir, bn en (bn, cn) ⊗m tiene la forma b0 → ... → br → br → ... → bi, y por
tanto

ΛN ◦ LKπ((Resπα)ΠM )φψ((bn, cn)⊗m) = α(b0 → ...→ br → br → ...→ bi) = 0

pues (b0 → ...→ br → br → ...→ bi) = 0 en BGn (•). Esto no pasa cuando i = n, pues si desde el principio
b0 → ...→ bn 6= 0, entonces

ΛN ◦ LKπ((Resπα)ΠM )φψ((bn, cn)⊗m) = α(b0 → ...→ bn ⊗m) 6= 0.

Lo anterior significa que resM,N
C es lo mismo que el inducido por el homomorfismo (1BG∗ ⊗ 1M ⊗ ε)∗(α),

donde ε : C∗(C)→ k es la aumentación.

Ahora podemos construir un morfismo de transfer. Continuamos desde el complejo HomkG(BG∗ ⊗M ⊗
C∗(C, k), N). Consideremos

(DWF )∗ : HomkG(BG∗ ⊗M ⊗ C∗(C), N)→ HomkG(BG∗ ⊗M,N).

donde (DWF )∗ es el inducido por el morfismo de cadenas DWF : k → C∗(C) de Dwyer-Wilkerson visto
en la Sección 3.1. Al morfismo inducido en cohomoloǵıa por la composición

Homk(G∝C)(B
G∝C
∗ ⊗̂kM , kN )

∼= // HomkG(BG∗ ⊗M ⊗ C∗(C), N)
(DWF )∗// HomkG(BG∗ ⊗M,N)

es al que llamaremos transfer.

Como podemos notar, el morfismo de transfer que acabamos de construir está inducido por el morfismo
DWF . Antes de verificar qué nos da la composición trM,N

C ◦ resM,N
C necesitamos la siguiente definición

Definición 3.2.12. Sea F : C → C un funtor. Y sea F∗ : C∗(C) → C∗(C) el morfismo de complejos
inducido por F . El número de Lefschetz de F se define como

Λ(F ) =
∑
i

(−1)itraza(Fi : Ci(C)→ Ci(C)).

El siguiente teorema nos relaciona la restricción y el transfer.

Teorema 3.2.13. Sea F : C → C un G-funtor. Entonces la composición

Ext∗kG(M,N)
resM,NC // Ext∗k(G∝C)(kM , kN )

trM,NC // Ext∗kG(M,N)

es multiplicación por Λ(F ).

Demostración. La composición trM,N
C ◦ resM,N

C se calcula a partir de la homoloǵıa de

HomkG(BG∗ ⊗M,N) // Homk(G∝C)(B
G∝C
∗ ⊗̂kM , kN ) // HomkG(BG∗ ⊗M,N) .
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Sin embargo, el complejo Homk(G∝C)(B
G∝C
∗ ⊗̂kM , kN ) es casi isomorfo al complejo HomkG(BG∗ ⊗M ⊗

C∗(C), N), por lo tanto trM,N
C ◦ resM,N

C se puede obtener con

HomkG(BG∗ ⊗M,N)
(ε)∗ // HomkG(BG∗ ⊗M ⊗ C∗(C, k))

(DWF )∗// HomkG(BG∗ ⊗M,N) .

Ya que esta composición esta inducida por

k
DWF
// C∗(C)

ε // k

basta con calcular esta última. Entonces se demostrará que el siguiente diagrama es conmutativo:

k

·Λ(F )

��

µ // Hom(C∗(C),C∗(C))

Γ

��
C∗(C)∗ ⊗ C∗(C)

1⊗∆

��
C∗(C)∗ ⊗ C∗(C)⊗ C∗(C)

ev⊗1

��
k C∗(C)

ε
oo

Sea {cik}
di
k=1 la base natural de Ci(C, k), y cuya dimensión es di. Ya hemos calculado qué hace el

morfismo DWF , entonces

εDWF (1) = ε

 d∑
i=0

(−1)i

 di∑
j=1

[(cij)
∗(Fi(c

i
j))] · zi(Fi(cij))


=

d∑
i=0

(−1)itraza(Fi : Ci(C)→ Ci(C))

que precisamente es Λ(F ). Como todo a ∈ k es igual a · 1 y todos los morfismos utilizados en el trans-
fer y restricción son, en particular, de k-módulos, entonces la composición es multiplicación por Λ(F ).

Con este teorema, al tomar F : C → C como el funtor identidad en C, el morfismo trM,N
C ◦ resM,N

C es
la caracteŕıstica de Euler de la categoŕıa C. Esto es inmediato del cálculo anterior.

En el siguiente ejemplo calcularemos el transfer de una forma más expĺıcita.

Ejemplo 3.2.14. Sea Z2 = {1, σ} y C la Z2-categoŕıa

•x
f
$$

g

<<•y

con la acción de Z2 definida por σx = x, σy = y, σf = g y σg = f . Tomemos k = F2 = {0, 1} y M,N = F2.
El Z2-funtor que consideraremos para el morfismo DWF será la identidad de C.

Para calcular BZ2
∗ notemos que los objetos de 1¡Z2

/• son los pares (•, 1) y (•, σ). Entonces BZ2
0 =

F2{(•, 1), (•, σ)}. Para n > 0 queremos n-cadenas de morfismos que se puedan componer y que no conten-
gan morfismos identidad. Ya que el complejo BZ2

∗ lo tomamos normalizado, entonces las únicas n-cadenas

que no contienen identidades son (•, 1) σ // (•, σ) σ // ...
σ // a y (•, σ) σ // (•, 1) σ // ...

σ // b,



CAPÍTULO 3. TRANSFER EN COHOMOLOGÍA SIMPLICIAL 68

donde a y b pueden ser (•, 1) o (•, σ) dependiendo de la paridad de n. Notemos que podemos identificar
ambas n-cadenas con el objeto por el que empiezan. De esta manera para toda n ≥ 0 identificamos a BZ2

n

como el F2-módulo generado por los elementos (•, 1) y (•, σ).

Por otro lado, C0(C) = F2{x} ⊕ F2{y}, C1(C) = F2{f} ⊕ F2{g} y Cn(C) = 0 para n ≥ 2. Entonces
(BZ2
∗ ⊗ C∗(C))0 = BZ2

0 ⊗ C0(C) y (BZ2
∗ ⊗ C∗(C))n = (BZ2

n−1 ⊗ C1(C))⊕ (BZ2
n ⊗ C0(C)) para toda n ≥ 1.

Queremos saber cuáles son las transformaciones naturales de (BZ2
∗ ⊗ C∗(C))n a F2, es decir, debemos

encontrar los morfismos de k-módulos que hacen conmutar el diagrama

(BZ2
∗ ⊗ C∗(C))n(•)

ϕ //

(B
Z2
∗ ⊗C∗(C))n(σ)

��

F2

1F2

��
(BZ2
∗ ⊗ C∗(C))n(•)

ϕ
// F2

Pero (BZ2
∗ ⊗C∗(C))n(σ) lleva a la n-cadena (•, σ)⊗f a (•, 1)⊗g y viceversa. De igual forma lleva (•, σ)⊗g

a (•, 1)⊗ f . Al elemento (•, σ)⊗ x lo lleva a (•, 1)⊗ x y (•, σ)⊗ y a (•, 1)⊗ y. De aqúı, tenemos que para
que ϕ sea un morfismo de kG-módulos se debe cumplir que

ϕ((•, σ)⊗ f) = ϕ((•, 1)⊗ g),

ϕ((•, σ)⊗ g) = ϕ((•, 1)⊗ f),

ϕ((•, σ)⊗ x) = ϕ((•, 1)⊗ x), y

ϕ((•, σ)⊗ y) = ϕ((•, 1)⊗ y).

Entonces podemos definir ϕ en los elementos (•, 1) ⊗ g, (•, 1) ⊗ f, (•, 1) ⊗ x y (•, 1) ⊗ y haciendo cum-
plir las identidades anteriores para que sea un homomorfismo de kG-módulos. Esto nos da un total de
24 posibilidades para asignar esos cuatro elementos de la base. Denotaremos ϕni para i = 0, ..., 15 al
kG-homomorfismo que env́ıa la base (ordenada) {(•, 1) ⊗ g, (•, 1) ⊗ f, (•, 1) ⊗ x, (•, 1) ⊗ y} de acuerdo
a la expresión de i en base binaria, por ejemplo si i = 3, su expresión binaria es 0011 y por tanto
ϕn3 ((•, 1)⊗ y) = 1, ϕn3 ((•, 1)⊗ x) = 1 y 0 en los demás elementos de la base.

Ahora vamos a calcular la homoloǵıa en n > 0 del complejo HomF2[Z2](B
Z2
∗ ⊗ C∗(C) ⊗ F2,F2). Para

eso debemos calcular el núcleo de

D∗n+1 : HomF2[Z2]((B
Z2
∗ ⊗ C∗(C)⊗ F2)n,F2)→ HomF2[Z2]((B

Z2
∗ ⊗ C∗(C)⊗ F2)n+1,F2).

Sea ϕni ∈ HomF2[Z2]((B
Z2
∗ ⊗ C∗(C)⊗ F2)n,F2), entonces D∗n+1(ϕni ) = ϕni Dn+1. Se tiene que

Dn+1((•, 1)⊗ x) = (∂(•, 1)⊗ x) + ((•, 1)⊗ ∂′(x)) = ∂(•, 1)⊗ x,

donde ∂ es la diferencial de BZ2
∗ y ∂′ es la diferencial de C∗(C). Recordemos que (•, 1) representa la

n + 1-cadena que empieza en (•, 1). Ya que ∂ =
∑n+1
i=0 di y cuando i 6= 0, n + 1, di(•, 1) = 0 pues al

componer dos morfismos en 1¡Z2
/• nos da la identidad, obtenemos que

∂((•, 1)⊗ x) = (•, σ)⊗ x+ (•, 1)⊗ x

y por lo tanto

ϕni Dn+1((•, 1)⊗ x) = ϕni ((•, σ)⊗ x+ (•, 1)⊗ x) = ϕni ((•, σ)⊗ x) + ϕni ((•, 1)⊗ x) = 0.

Similarmente para (•, 1)⊗ y. Para (•, 1)⊗ g nos da

ϕni Dn+1((•, 1)⊗ g) = ϕni ((•, σ)⊗ g + (•, 1)⊗ g + (•, 1)⊗ y + (•, 1)⊗ x)

= ϕni ((•, 1)⊗ f) + ϕni ((•, 1)⊗ g) + ϕni ((•, 1)⊗ y) + ϕni ((•, 1)⊗ x)
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Lo mismo ocurre con (•, 1)⊗ f . Para que D∗n+1ϕ
n
i = 0, se debe cumplir ϕni ((•, 1)⊗ f) + Fni ((•, 1)⊗ g) +

ϕni ((•, 1) ⊗ x) = ϕni ((•, 1) ⊗ y). Estos homomorfismos son: ϕn0 , ϕ
n
3 , ϕ

n
5 , ϕ

n
6 , ϕ

n
9 , ϕ

n
10, ϕ

n
12 y ϕn15. El mismo

cálculo nos sirve para ver cuál es la imagen de D∗n. La condición para las ϕni es que deben ser iguales
en (•, 1) ⊗ g y (•, 1) ⊗ f y 0 en (•, 1) ⊗ x y (•, 1) ⊗ y lo cual nos deja con ϕn0 y ϕn12. Pero tenemos que
ϕn3 + ϕn12 = ϕn15, ϕ

n
5 + ϕn12 = ϕn9 , ϕn6 + ϕn12 = ϕn10 y ϕ3 + ϕ5 = ϕ6. Aśı

Ker(D∗n+1)/Im(D∗n) ∼= F2 ⊕ F2

con generadores [ϕn3 ] y [ϕn5 ].

Ahora, para n = 0 la homoloǵıa es Ker(D∗1). El morfismo D∗1 va de HomkG(BZ2
0 ⊗ C0(C),F2) a

HomkG((BZ2
∗ ⊗ C∗(C))1,F2). Como en los cálculos anteriores podemos definir un homomorfismo ϕ de

kG-módulos en los elementos (•, 1) ⊗ x y en (•, 1) ⊗ y y haciendo que ϕ((•, 1) ⊗ x) = ϕ((•, σ) ⊗ x)
y ϕ((•, 1) ⊗ y) = ϕ((•, σ) ⊗ y). Para que ϕ ∈ Ker(D∗1) se debe cumplir que ϕD1 = 0, entonces
ϕD1((•, 1)⊗f) = 0, esto es, ϕ((•, 1)⊗y)+ϕ((•, 1)⊗x) = 0 y en consecuencia ϕ((•, 1)⊗y) = ϕ((•, 1)⊗x),
lo cual nos deja con el morfismo cero y el que env́ıa a los dos elementos de la base al 1.

Lo siguiente es aplicar el morfismo inducido en cohomoloǵıa por

(1
B

Z2
∗
⊗DW )∗ : HomkG(BZ2

∗ ⊗ C∗(C),F2)→ HomkG(BZ2
∗ ⊗ F2,F2).

La cohomoloǵıa de HomkG(BZ2
∗ ,F2) se obtiene fácilmente. Ya sabemos que las únicas n-cadenas están

identificadas por el elemento por el que comienza dicha n-cadena. También, que para que un morfismo h
sea de kG-módulos, debe cumplir que h(•, 1) = h(•, σ). Al calcular el n-ésimo grupo de cohomoloǵıa de
HomkG(BZ2

∗ ,F2) vemos que ∂∗n+1h = 0 pues

h∂n+1(•, 1) = h((•, σ)− (•, 1)) = 0.

Lo mismo ocurre con ∂∗n, aśı que para toda n, Hn(HomkG(BZ2
∗ ⊗ F2,F2) ∼= F2 con generador h que env́ıa

(•, 1) y (•, σ) a 1.

Calculemos la imagen de (1
B

Z2
∗
⊗DW )∗ en dimensión n > 0:

(1
B

Z2
∗
⊗DW )∗(ϕn3 )((•, 1)⊗ 1) = ϕn3 (1

B
Z2
∗
⊗DW )((•, 1)⊗ 1)

= ϕn3 ((•, 1)⊗ (x+ y − (y + y)))

= ϕn3 ((•, 1)⊗ x− y)

= 0

Similarmente,
(1
B

Z2
∗
⊗DW )∗(ϕn5 )((•, 1)⊗ 1) = ϕn5 ((•, 1)⊗ x− y) = 1.

Para n = 0, el morfismo ϕ es el que env́ıa los dos elementos de la base al 1, y aśı

(1
B

Z2
∗
⊗DW )∗(ϕ)((•, 1)⊗ 1) = F ((•, 1)⊗ x− y) = 0.

A través de los isomorfismos correspondientes, el transfer

trF2,F2

C : ExtnF2(Z2∝C)(Resπ(F2),Resπ(F2))→ ExtnF2[Z2](F2,F2)

viene dado por:
F2 ⊕ F2

// F2

(1, 0)
� // 0

(0, 1) � // 1,

para n > 0. Para n = 0, el transfer es el homomorfismo cero.
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La construcción de este morfismo de transfer nos permite calcularlo en ejemplos sencillos como el
anterior. Lo siguiente es compararlo con otras construcciones para morfismos de transfer.

Ejemplo 3.2.15. Un transfer muy expĺıcito es el de espacios cubrientes descrito por Hatcher en [8].
Tomemos un grupo finito G y un subgrupo H de G. El conjunto de clases laterales G/H forman una
G-categoŕıa discreta, es decir, los únicos morfismos de esta categoŕıa son las identidades. De esta forma,
construimos la categoŕıa transportadora G ∝ G/H y por medio del funtor π : G ∝ G/H → ¡G podemos
obtener un espacio cubriente |π| : |G ∝ G/H| → |¡G| de [G : H] hojas a través de la realización geométrica
| · |. Aśı, el transfer de espacios cubrientes está inducido por tr : C∗(|G ∝ •|)→ C∗(|G ∝ G/H|), donde si
tomamos un triángulo σ en |G ∝ •|, entonces tr(σ) es la suma de los [G : H] levantamientos de σ. Para
poder comparar veremos que conmuta el siguiente diagrama

Homk(C∗(|G ∝ G/H|), k)
tr∗ //

i∗

��

Homk(C∗(|G ∝ •|), k)

i∗

��
Homk(C∗(G ∝ G/H), k)

Φ

��

Homk(C∗(G ∝ •), k)

Φ

��
Homk(C∗((1¡G/ • ×G/H)/G), k)

Θ∗

��

Homk(C∗((1¡G/ • ×•)/G), k)

Θ∗

��
Homk(C∗(1¡G/ • ×G/H)/G, k)

P∗

��

Homk(C∗(1¡G/ • ×•)/G, k)

P∗

��
HomkG(C∗(1¡G/ • ×G/H), k)

EZ∗

��

HomkG(C∗(1¡G/ • ×•), k)

EZ∗

��
HomkG(BG∗ ⊗ C∗(G/H), k)

(1BG∗
⊗DW )∗

// HomkG(BG∗ , k)

.

Se hace el abuso de notación con los morfismos del diagrama porque son análogos. Espećıficamente,
i∗ es inducido por el morfismo i : C∗(G ∝ G/H) → C∗(|G ∝ G/H|) mediante el funtor realización
geométrica. Para ver cuál es el morfismo Φ∗ debemos describir la categoŕıa (1¡G/ • ×G/H)/G. Esta
categoŕıa tiene por objetos clases de pares ((•, g1), g′1H) donde g1 ∈ G y g′1H es una clase lateral y
((•, g1), g′1H) ∼ ((•, gg2), gg′2H) para toda g ∈ G. Existe un morfismo [(•, g1), g′1H] → [(•, g2), g′2H] si
existe a ∈ G tal que ag′1H = g′2H, en este caso el morfismo es la clase del morfismo [g−1

2 ag1, 1g′2H ] bajo la
acción de G. Si tenemos morfismos

[(•, g1), g′1H]
[g−1

2 ag1,1g′2H
]
// [(•, g2), g′2H]

[g−1
3 bg2,1g′3H

]
// [(•, g3), g′3H]

definimos [g−1
3 bg2, 1g′3H ] ◦ [g−1

2 ag1, 1g′2H ] = [g−1
3 bag1, 1g′3H ].

Podemos demostrar que existe un isomorfismo de categoŕıas Φ: (1¡G/ • ×G/H)/G ∼= G ∝ G/H. Este
funtor está definido de la siguiente manera

Φ: (1¡G/ • ×G/H)/G // G ∝ G/H

[(•, g1), g′1H] � // g−1
1 g′1H

[(•, g1), g′1H]

[g−1
2 ag1,1g′2H

]

��

g−1
1 g′1H

(g−1
2 ag1,1g−1

2 g′2H
)

��

� //

[(•, g2), g′2H] g−1
2 g′2H
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Φ está bien definido en objetos y es facil ver que env́ıa identidades a identidades. De igual forma respeta
composiciones.

Ya que el funtor θ definido como

θ : 1¡G/ • ×G/H // (1¡G/ • ×G/H)/G

((•, g1), g′1H) � // [(•, g1), g′1H]

((•, g1), g′1H)

(g−1
2 g1,1g′1H

)

��

[(•, g1), g′1H]

[g−1
2 g1,1g′1H

]

��

� //

((•, g2), g′1H) [(•, g2), g′1H]

induce un homomorfismo θ∗ : C∗(1¡G/ • ×G/H) → C∗((1¡G/ • ×G/H)/G), tal que θ∗(gz) = θ∗(z) para
cualquier g ∈ G, entonces existe un isomorfismo Θ: C∗(1¡G/ • ×G/H)/G → C∗((1¡G/ • ×G/H)/G) tal
que conmuta el diagrama

C∗(1¡G/ • ×G/H)
θ∗ //

��

C∗((1¡G/ • ×G/H)/G)

C∗(1¡G/ • ×G/H)/G

Θ

44

La proyección canónica P : C∗(1¡G/•×G/H)→ C∗(1¡G/•×G/H)/G induce el morfismo P ∗. Por último,
el morfismo EZ∗ es inducido por el morfismo EZ de Eilenberg-Zilber.

Entonces debemos demostrar en realidad que

i ◦ Φ ◦Θ ◦ P ◦ EZ ◦ (1BG∗ ⊗DW ) = tr ◦ i ◦ Φ ◦Θ ◦ P ◦ EZ.

Fijemos representantes de clases laterales {g′1H, ..., g′mH} donde m = [G : H] y g′lH 6= g′jH si l 6= j. Para

un elemento u = (•, g1)→ ...→ (•, gn) en BGn tenemos las siguientes igualdades.

u
1BG∗
⊗DW
7→ (•, g1)→ ...→ (•, gn)⊗

m∑
l=1

g′lH

EZ7→
m∑
l=1

((•, g1), g′lH)→ ...→ ((•, gn), g′lH), con (g−1
j+1gj , 1g′lH) : ((•, gj), g′lH)→ ((•, gj+1), g′lH)

ΘP7→
m∑
l=1

[(•, g1), g′lH]→ ...→ [(•, gn), g′lH], con [g−1
j+1gj , 1g′lH ] : [(•, gj), g′lH]→ [(•, gj+1), g′lH]

Φ7→
m∑
l=1

g−1
0 g′lH → ...→ g−1

n g′lH, con (g−1
j+1gj , 1g−1

j+1g
′
lH

) : g−1
j g′lH → g−1

j+1g
′
lH.

Este último elemento es enviado a la suma de los triángulos etiquetados con esas n-cadenas. De forma
similar, con los morfismos correspondientes tenemos que

(•, g1)→ ...→ (•, gn) 7→ ((•, g1), •)→ ...→ ((•, gn), •)
7→ [((•, g1), •)→ ...→ ((•, gn), •)]
7→ [(•, g1), •]→ ...→ [(•, gn), •]

7→ •
g−1
1 g0 // ... // •

g−1
j+1gj // • // ...

g−1
n gn−1// •
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Después tenemos el triángulo con etiqueta •
g−1
1 g0 // ... // •

g−1
j+1gj // • // ...

g−1
n gn−1// • . Por último, apli-

camos el morfismo tr. Como el transfer tr surge por el espacio cubriente |π| : |G ∝ G/H| → |¡G|, el
cual es inducido por π : G ∝ G/H → ¡G ∼= G ∝ •, aplicándolo en las etiquetas, podemos afirmar que

la suma de los m-levantamientos de •
g−1
1 g0 // ... // •

g−1
j+1gj // • // ...

g−1
n gn−1// • es, precisamente, donde

fue enviado
∑m
l=1 g

−1
0 g′lH → ...→ g−1

n g′lH. Aśı que el diagrama conmuta y en el caso cuando la categoŕıa
es G/H los morfismos de transfer coinciden.



Caṕıtulo 4

Transfer en cohomoloǵıa de
Hochschild

En este caṕıtulo veremos las condiciones para poder asegurar que existe un morfismo de transfer y
lo que pasa al tratar de construir un morfismo restricción en cohomoloǵıa de Hochschild para categoŕıas
transportadoras. Debido a la falta de funtorialidad de la cohomoloǵıa de Hochschild se necesita construir
el morfismo restricción, pues no siempre existe. Las herramientas que utilizamos son otra vez los morfismos
aumentación y el de Dwyer-Wilkerson.

4.1. La categoŕıa de factorización

Definición 4.1.1. Si tenemos una categoŕıa pequeña C, podemos construir la categoŕıa de factorización
F (C), cuyos objetos son los morfismos en C, los cuales denotamos como [α] para evitar confusión y saber
que estamos viendo a un morfismo en C como un objeto de F (C). Un morfismo [α]→ [β] es un par (γ, δ)
de morfismos en C tal que β = γαδ, es decir, que el diagrama

z
β //

δ

��

w

x
α

// y

γ

OO

conmute. De esta forma la identidad de un objeto [α] tendŕıa que ser de la forma (1y, 1x) si α va de x a y.
La regla de composición la definimos de la manera obvia. Cuando tenemos los siguientes morfismos que
se pueden componer en F (C)

[α]
(γ,δ) // [β]

(ε,ι) // [κ],

con α : x→ y y β : z → w, γ y δ quedarán determinados para hacer el diagrama

z
β //

δ

��

w

x
α

// y

γ

OO

conmutar. Similarmente para ε y ι, cuando κ : u→ v tenemos el siguiente diagrama conmutativo

u
κ //

ι

��

v

z
β

// w

ε

OO

73
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De esta manera para poder definir la composición (ε, ι) ◦ (γ, δ) : [α] → [κ] pegamos los diagramas de la
siguiente manera:

u
κ //

ι

��

v

z
β //

δ

��

w

ε

OO

x
α

// y

γ

OO

y tomamos
(ε, ι) ◦ (γ, δ) = (εγ, δι),

pues tenemos que

(εγ)α(δι) = ε(γαδ)ι

= εβι

= κ.

Ejemplo 4.1.2. Para un grupo G se tiene que F (¡G) es un grupoide. Esto se debe a que cualquier mor-
fismo (l1, l2) : [g]→ [g′] en F (¡G) tiene como inverso el morfismo (l−1

1 , l−1
2 ) : [g′]→ [g]. Ya que g′ = l1gl2

entonces g = l−1
1 g′l−1

2 , esto comprueba que (l−1
1 , l−1

2 ) śı es un morfismo de [g′] a [g]. Además, tenemos que
(l−1

1 , l−1
2 ) ◦ (l1, l2) = (e, e) = 1[g] y (l1, l2) ◦ (l−1

1 , l−1
2 ) = 1[g′].

Otra de las propiedades de la categoŕıa de factorización F (¡G) es que existe una equivalencia F (¡G) '
¡G. Para que podamos comprobar esto, primero notemos, que ya que F (¡G) es un grupoide, el esqueleto
de F (¡G) consta de solo un objeto, para fines prácticos escogeremos como representante de las clases de
isomorfismo al objeto [e], donde e es el elemento neutro de G. Un morfismo de [e] a [e] en la categoŕıa de
factorización de ¡G es un par (l1, l2) de elementos de G que cumplen que e = l1el2, es decir, l2 = l−1

1 .
Existe un isomorfismo de categoŕıas [F (¡G)] ∼= ¡G, enviando cualquier par (l1, l

−1
1 ) a l1. Por último, la

Proposición 1.1.21 nos dice que F (¡G) ' [F (¡G)] ∼= ¡G.

El siguiente resultado relaciona los kF (¡G)-módulos con los kG-módulos.

Proposición 4.1.3. Si M es un kF (¡G)-módulo, entonces M([e]) es un kG-módulo. Además, existe una
equivalencia kF (¡G)-mód ' kG-mód.

Demostración. M como un funtor de ¡G a k-mód es

M : ¡G // k-mód

• � // M([e])

•

g

��

M([e])

M(g,g−1)

��

� //

• M([e])

Ya que F (¡G) ' ¡G, se tiene que kF (¡G)-mód ' kG-mód a través de la restricciones de los funtores
que hacen la equivalencia F (¡G) ' ¡G.

Nota 4.1.4. Si tomamos el funtor Res∇kG, entonces por la proposición anterior, Res∇kG([e]) es un
kG-módulo y lo denotaremos por kGad, que es kG con la acción por conjugación.
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Esta construcción a partir de categoŕıas tiene sus ventajas, ya que se obtienen funtores entre categoŕıas
de factorización inducidos por funtores entre las categoŕıas originales. Cuando tenemos τ : C → D un fun-
tor covariante existe un funtor covariante F (τ) de la categoŕıa de factorización F (C) a F (D). Recordemos
que los objetos de F (C) son morfismos denotados por [α : x → y]. Entonces F (τ)([α]) = [τ(α)]. Para un
morfismo (γ, δ) : [α] → [β] con β : z → w, F (τ)(γ, δ) = (τ(γ), τ(δ)). El funtor F (τ) está bien definido,
cuando tenemos un diagrama conmutativo

z
β //

δ

��

w

x
α

// y

γ

OO

al aplicarle τ también nos da un diagrama conmutativo

τ(z)
τ(β) //

τ(δ)

��

τ(w)

τ(x)
τ(α)

// τ(y)

τ(γ)

OO

Entonces al aplicar F (τ) a la identidad de [α] representado como (1y, 1x) nos queda (τ(1y), τ(1x)) =
(1τ(y), 1τ(x)) el cual es la identidad del objeto [τ(α)]. Además si

u
κ //

ι

��

v

z
β //

δ

��

w

ε

OO

x
α

// y

γ

OO

representa la composición de dos morfismos, también lo hará

τ(u)
τ(κ) //

τ(ι)

��

τ(v)

τ(z)
τ(β) //

τ(δ)

��

τ(w)

τ(ε)

OO

τ(x)
τ(α)

// τ(y)

τ(γ)

OO

Por último si C es una G-categoŕıa, G actúa también sobre F (C). Sea g ∈ G, y [α] es un objeto de F (C),
entonces g · [α] = [gα]. Para un morfismo (γ, δ) : [α] → [β] tenemos g(γ, β) = (gγ, gδ) pues si β = γαδ,
entonces gβ = gγgαgδ y por tanto (gγ, gδ) va de [gα] a [gβ].

La sobrecategoŕıa F (π)/[g]

En esta parte se hablará de la sobrecategoŕıa F (π)/[g] ya que es muy importante para la construcción
del transfer para la cohomoloǵıa de Hochschild.

Recordemos que F (π) es un funtor de F (G ∝ C) a F (¡G). Por definición de sobrecategoŕıa, los objetos
de F (π)/[g] seŕıan pares ([(h, α)], (h1, h2)), donde el primero seŕıa un objeto de F (G ∝ C), y el segundo
es un morfismo en F (¡G) de F (π)([(h, α)]) = [h] a [g], donde

g = h1hh2.
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Por otro lado, un morfismo

([(h, α)], (h1, h2))→ ([(h′, α′)], (h′1, h
′
2))

es un morfismo
[(h, α)]→ [(h′, α′)]

en F (G ∝ C), aśı que es un par de morfismos en G ∝ C, ((v1, f), (v2, f
′)), tal que

(h′, α′) = (v1, f)(h, α)(v2, f
′)

y hacen conmutar el siguiente diagrama:

[h]

(h1,h2)

&&
(v1,v2)

��

[g]

[h′]

(h′1,h
′
2)

88

en F (G). Para poder construir el transfer en cohomoloǵıa de Hochschild necesitamos relacionar la cate-
goŕıa de factorizaciones de C con la categoŕıa C × Cop = Ce, para ello tenemos los siguientes funtores:

∇ : F (C) // Ce

[α : x→ y]
� // (y, x)

[α : x→ y]

(γ,δ)

��

(y, x)

(γ,δop)

��

� //

[β : w → z] (z, w)

El funtor πe hace referencia al inducido por π en las categoŕıas Ce, es decir, como π : G ∝ C → G, entonces
πe : (G ∝ C)e → Ge. Por último, consideraremos el siguiente funtor:

t : F (C) // C

[α : x→ y]
� // y

[α : x→ y]

(γ,δ)

��

y

γ

��

� //

[β : w → z] z

Con estos funtores podemos relacionar diferentes categoŕıas. Esto nos da el siguiente diagrama conmuta-
tivo:

(G ∝ C)e
πe // Ge

F (C)

t

��

F (ι) // F (G ∝ C)

t

��

∇

OO

F (π) // F (G)

∇

OO

t

��
C

ι // G ∝ C π // G
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Veamos que el cuadrado superior derecho conmuta:

Sea [(g, α) : x→ y] ∈ Obj(F (G ∝ C)), entonces

∇F (π)([(g, α)]) = ∇([g])

= (•, •)

Por otro lado,

πe∇([(g, α)]) = πe(y, x)

(•, •).

Para verlo en morfismos, tomamos ((h′, γ), (h′′, δ)) : [α : x→ y]→ [β : w → z],

∇F (π)(((h′, γ), (h′′, δ))) = ∇(h′, h′′)

= (h′, h′′)

y también,

πe∇(((h′, γ), (h′′, δ))) = πe((h′, γ), (h′′, δ)op)

= (h′, h′′)

Ahora veremos el cuadrado inferior derecho: tF (π)(g, α) = t([g]) = • y πt(g, α) = π(x) = •. Para morfis-
mos se cumple tF (π)((h′, γ), (h′′, δ)) = t(h′, h′′) = h′ y πt((h′, γ), (h′′, δ)) = π(h′, γ) = h′.

Por último, sean α, β, γ y δ morfismos en C tales que el diagrama

z
β //

δ

��

w

x
α

// y

γ

OO

es conmutativo. Entonces tF (ι)([α]) = t[(e, α)] = y y ιt([α]) = ι(y) = y. Para un morfismo (γ, δ) : [α]→ [β]
se cumple tF (ι)(γ, δ) = ((e, γ), (e, δ)) = (e, γ) y también ιt(γ, δ) = ι(γ) = (e, γ).

La categoŕıa de factorización es muy importante en esta sección porque la cohomoloǵıa de Hochschild
se puede dar en términos de Ext∗kCe(kC, kC) y en términos de Ext∗kF (C)(k,Res∇kC). Esto es debido a
propiedades de las extensiones de Kan y al isomorfismo que veremos a continuación. En este caso kC
representa un funtor de Ce a k-mod. Este funtor está definido mediante kC(x, y) = kHomC(y, x) donde
(x, y) es un objeto de Ce. Cuando tenemos un morfismo (α, β) : (x, y) → (w, z) en Ce con β : z → y,
entonces kC(α, β) es el k-homomorfismo que definido en un morfismo f : y → x lo env́ıa a αfβ. Es fácil
ver que kC śı es un kCe-módulo.

Lema 4.1.5. LK∇k ∼= kC como kCe-módulos.

Demostración. Primero veamos que LK∇k(x, y) ∼= kC(x, y). Para un objeto (x, y) ∈ Ce, tenemos
que

LK∇k(x, y) = ĺım−→
∇/(x,y)

Resβ(x,y)
k.

Un objeto de ∇/(x, y) es de la forma ([α], (β, γ)), tal que si α va de w a z, entonces los morfismos β y γ
deben ser β : z → x y γ : y → w. Por otro lado, kC(x, y) = kHomC(y, x). Definimos ι([α],(β,γ)) : k{α} →

kHomC(y, x) en la base, enviando α a βαγ. Si tenemos un morfismo ([α], (β, γ))
(ε,δ) // ([α′], (β′, γ′)) .

Entonces el homomorfismo k{α} → k{β} se define como α 7→ α′ y ι([α′],(β′,γ′))(α
′) = β′α′γ′. Como α′ =

εαδ, entonces β′α′γ′ = β′εαδγ′ y por la definición de morfismo en ∇/(x, y) esto último es igual a βαγ, pues
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(β′, γ′)(ε, δ) = (β, γ). Si tenemos otro k-módulo M junto con homomorfismos ι′([α],(β,γ)) : k{α} → M que

hacen conmutar los diagramas correspondientes, podemos definir un homomorfismo θ : kHomC(y, x)→M
como θ(f : y → x) = ι′([f ],(1x,1y))(f). Este homomorfismo es único y hace conmutar el diagrama

kβ(x,y)([α], (β, γ))

ι([α],(β,γ)) ((

ι′([α],(β,γ))

++kHomC(y, x)
θ
// M

Esto se debe a que podemos ver ι([α],(β,γ)) = k(β, γ) y

θ(βαγ)ι([α],(β,γ)) = ι([βαγ],(1x,1y))k(β, γ) = ι′([α],(β,γ)).

Estos isomorfismos definen una transformación natural. Para verificar la afirmación anterior debemos
demostrar que conmuta el diagrama

kC(x, y)
θ //

kC(ε,δ)

��

LK∇k(x, y)

LK∇k(ε,δ)

��
kC(x′, y′)

θ
// LK∇k(x′, y′)

donde (ε, δ) : (x, y)→ (x′, y′) es un morfismo en Ce y θ son los isomorfismos kC(x, y) ∼= LK∇k(x, y).

Por un lado tenemos que si f : y → x es un morfismo en C, es decir, f ∈ kC(x, y), entonces
kC(ε, δ)(f) = εfδ ∈ kC(x′, y′). Además, θ(εfδ) = r([εfδ],(1x′ ,1y′ ))

(εfδ), siendo r los morfismos estruc-

turales del ĺımite LK∇k(x′, y′). Por otra parte, θ(f) = s([f ],(1x,1y))(f), donde s representa los morfismos
estructurales del ĺımite LK∇k(x, y). Por definición de LK∇k(ε, δ), el diagrama

Res(ε,δ)∗Resβ(x,y)
k([f ], (1x, 1y)) = k([f ])

s([f],(1x,1y))

��

r([f],(ε,δ))

**
LK∇k(x, y)

LK∇k(ε,δ)
// LK∇k(x′, y′)

es conmutativo. Como las r son morfismos estructurales de LK∇k(x′, y′) y (ε, δ) es un morfismo de
([f ], (1x, 1y)) a ([εfδ], (1x′ , 1y′)) se sigue que r([εfδ],(1x′ ,1y′ ))

kβ(ε,δ) = r([f ],(ε,δ)), por lo tanto,

r([εfδ],(1x′ ,1y′ ))
kβ(x′,y′)([f ], (ε, δ)) = r([εfδ],(1x′ ,1y′ ))

(εfδ)

y de esta forma LK∇k(ε, δ)θ = θkC(ε, δ). Aśı que LK∇k y kC son kCe-módulos isomorfos.

Corolario 4.1.6. Ext∗kCe(kC, kC) ∼= Ext∗kF (C)(k,Res∇kC).

Demostración. Sea P∗ una resolución proyectiva del kF (C)-módulo trivial k, ya que LK∇ preserva
proyectivos, LK∇P∗ es una resolución proyectiva de LK∇k ([16, 7]). Por el lema anterior LK∇k ∼= kC.
Esto significa que LK∇P∗ es una resolución proyectiva de kC y por adjunción HomkCe(LK∇P∗, kC) ∼=
HomkF (C)(P∗,Res∇kC). Al tomar homoloǵıa, llegamos al resultado.

4.2. Construcción del transfer

Lema 4.2.1. Sea kG ∈ kGe-mod y k(G ∝ C) ∈ k(G ∝ C)e-mod. Entonces existen homomorfismos de
kF (G ∝ C)-módulos

ResF (π)Res∇kG→ Res∇k(G ∝ C)→ ResF (π)Res∇kG
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Demostración. Sea (x, y) ∈ Obj(G ∝ C)e. Tenemos que como funtor

k(G ∝ C)(x, y) = kHomG∝C(y, x)

= k{(h, α)|h ∈ G,α : hy → x}
→ kG = ResπekG(x, y)

Esta última flecha esta determinada por (h, α) 7→ h. Para que esto determine un homomorfismo de
k(G ∝ C)e-módulos debe inducir una transformación natural entre los funtores k(G ∝ C) y kG. Entonces
debemos ver que el siguiente diagrama conmuta:

k(G ∝ C)(x, y)

k(G∝C)((h′,γ),(h′′,δ))

��

// kG(x, y)

kG((h′,γ),(h′′,δ))

��
k(G ∝ C)(w, z) // kG(w, z)

Pero k(G ∝ C)((h′, γ), (h′′, δ))((g, α)) = (h′, γ)(g, α)(h′′, δ) en los elementos de la base de los correspon-
dientes k-módulos, similarmente, kG((h′, γ), (h′′, δ))(g) = h′gh′′. Por lo tanto, proyectar cualquier (h, t) a
la primera coordenada, hace conmutar el diagrama anterior.

Componiendo con el funtor Res∇ tenemos que existe una transformación natural

Res∇k(G ∝ C)→ Res∇ResπekG,

pero Res∇Resπe = ResF (π)Res∇ y de alĺı podemos concluir que existe un homomorfismo de kF (G ∝ C)-
módulos

Res∇k(G ∝ C)→ ResF (π)Res∇kG.

El morfismo ResF (π)Res∇kG → Res∇k(G ∝ C) se define de la siguiente manera: Primero notemos que
para un objeto [h, hx→ y] de F (G ∝ C), ResF (π)Res∇kG([h, hx→ y]) = kG∇F (π)([h, hx→ y]) = kG y

Res∇k(G ∝ C)([h, hx → y]) = kHomG∝C(x, y), aśı el homomorfismo de k-módulos g
� τ // (h, hx→ y)

define una transformación natural. Para morfismos (β, γ) : [h, hx → y] → [r, rw → z], y cualquier g ∈ G,
se cumple que

τResF (π)Res∇kG(β, γ)(g) = (r, rw → z)

y también

Res∇k(G ∝ C)(β, γ)τ(g) = Res∇k(G ∝ C)(β, γ)([h, hx→ y]) = (r, rw → z).

esto quiere decir que comuta el diagrama

ResF (π)Res∇kG([h, hx→ y])
τ //

ResF (π)Res∇kG(β,γ)

��

Res∇k(G ∝ C)([h, hx→ y])

Res∇k(G∝C)(β,γ)

��
ResF (π)Res∇kG([r, rw → z])

τ
// Res∇k(G ∝ C)([r, rw → z])

lo que comprueba que el homomorfismo τ es un morfismo de kF (G ∝ C)-módulos.

El resultado anterior nos sirve para poder conectar módulos que se utilizan en la construcción del
transfer. Similarmente al caso del caṕıtulo anterior, debemos descomponer categoŕıas en producto de
otras para poder ver de forma distinta los complejos con los que estamos trabajando.

Lema 4.2.2. Consideremos el funtor F (π) : F (G ∝ C) → F (G). Para cualquier [g] ∈ F (G), existe un
isomorfismo F (π)/[g] ∼= F (C)× 1F (G)/[g]. Además,

C∗(F (π)/[e]) ' C∗(F (C))⊗BG∗
como complejos de kG-módulos.
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Demostración. De la definición de la categoŕıa F (π)/[g], si tenemos un objeto
([h, α : hx→ y], (h1, h2)) podemos obtener un morfismo g−1h1α : h−1

2 x→ g−1h1y, pues g = h1hh2.

Ahora definamos el siguiente funtor

φ : F (π)/[g] // F (C)× 1F (G)/[g]

([h, α : hx→ y], (h1, h2))
� // ([g−1h1α : h−1

2 x→ g−1h1y], ([h], (h1, h2)))

([h, α : hx→ y], (h1, h2))

((v1,f : v1y→y′),(v2,γ : v2x
′→x))

��

([g−1h1α : h−1
2 x→ g−1h1y], ([h], (h1, h2)))

((g−1h′1f,h
−1
2 γ),(v1,v2))

��

� //

([h′, α′ : h′x′ → y′], (h′1, h
′
2)) ([g−1h′1α

′ : (h′2)−1x′ → g−1h′1y
′], ([h′], (h′1, h

′
2)))

Este funtor está bien definido: Ya que (h′, α′) = (v1, f)(h, α)(v2, γ), se sigue que h′ = v1hv2, de aqúı,
h = v−1

1 h′v−1
2 y α′ = fv1(αv1hγ) = (f)(v1α)(v1hγ). Por lo tanto

g−1h′1α
′ = (g−1h′1f)(g−1h′1v1α)(g−1h′1v1hγ),

pero
g−1h′1v1 = g−1h′1h

′−1
1 h1 = g−1h1,

y
g−1h′1v1h = g−1h1h = h−1

2 h−1h−1
1 h1h = h−1

2 .

Entonces tenemos que g−1h′1α
′ = (g−1h′1f)(g−1h1α)(h−1

2 γ) y por tanto (g−1h′1f, h
−1
2 γ) es un morfismo

en F (C). La inversa está definida como:

ψ : F (C)× 1F (G)/[g] // F (π)/[g]

([α : x→ y], ([h], (h1, h2))) � // ([h, h−1gα : hh2x→ h1gy], (h1, h2))

([α : x→ y], ([h], (h1, h2)))

((γ,δ),(v1,v2))

��

([h, h−1gα : hh2x→ h1gy], (h1, h2))

((v1,h
′−1
1 gγ : v1hh2y→h′−1

1 gy′),(v2,h2δ : v2h
′
2x
′→h2x))

��

� //

([α′ : x′ → y′], ([h′], (h′1, h
′
2))) ([h′, (h′)−1gα′ : h′h′2x→ h′1gy

′], (h′1, h
′
2))

Para que esto tenga sentido los morfismos deben estar definidos de la siguiente manera: γ : y →
y′, δ : x′ → x, (v1, v2) : [h] → [h′] por lo que cumple que (h1, h2) = (h′1, h

′
2)(v1, v2) y h′ = v1hv2. Como

α′ = γαδ, entonces h′−1
1 gγ′ = (h′−1

1 gγ)(h′−1
1 gα)(h′−1

1 gδ). Pero v1h
−1
1 g = h′−1

1 h1h
−1
1 g = h′−1

1 g y v1hh2 =
h′−1

1 h1hh2 = h′−1
1 g.

Por otro lado,

(v1, h
′−1
1 gγ)(h, h−1

1 gα)(v2, h2δ) = (v1hv2, (h
′−1
1 γ)(v1h

−1
1 gα)(v1hh2δ))

Con las identidades demostradas anteriormente tenemos que

(h′, h′−1
1 gα′) = (v1, h

′−1
1 gγ)(h, h−1

1 gα)(v2, h2δ)

y con esto vemos que el funtor env́ıa morfismos a morfismos. Por último verifiquemos que una es la inversa
de la otra. En objetos:

φψ(([α], ([h], (h1, h2)))) = φ([h, h−1gα], (h1, h2))

= ([g−1h1h
−1gα], ([h], (h1, h2)))

= ([α], ([h], (h1, h2)))
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ψφ(([h, α], (h1, h2)) = ψ(([g−1h1α], ([h], (h1, h2))))

= ([h, h−1gg−1hα], (h1, h2))

= ([h, α], (h1, h2))

En morfismos

φψ(((γ, δ), (v1, v2))) = φ(((v1, h
−1
1 gγ), (v2, h2δ)))

= ((g−1h1h
−1
1 gγ, h−1

2 h2δ), (v1, v2))

= ((γ, δ), (v1, v2))

ψφ(((v1, f), (v2, γ))) = ψ(((g−h′1f, h
−1
2 γ), (v1, v2)))

= ((v1, h
′−1
1 gf, ), (v2, h2h

−1
2 γ))

= ((v1, f), (v2, γ)).

Por lo tanto tenemos el isomorfismo F (π)/[g] ∼= F (C)× 1F (G)/[g], para cada [g].

El isomorfismo recién demostrado nos da una forma de obtener una copia de F (C) para cada [g] ∈
Obj(F (G)), aśı que podemos denotar esta copia como F (C)[g]. Como vimos en el Ejemplo 4.1.2, la
categoŕıa de factorización F (¡G) es un grupoide. Por la Proposición 1.5.2 existen isomorfismos F (π)/[g] ∼=
F (π)/[g′] por cada morfismo (l1, l2) : [g] → [g′] en F (¡G). Utilizando este isomorfismo junto con los
funtores φ y ψ, los cuales también son isomorfismos de categoŕıas, podemos conseguir un isomorfismo
ϕ : F (C)[g]

∼= F (C)[g′] que hace conmutar el diagrama

F (π)/[g]
φ //

(l1,l2)∗

��

F (C)[g] × 1F (G)/[g]

(ϕ,(l1,l2)∗)

��
F (π)/[g′]

φ
// F (C)[g′] × 1F (G)/[g

′]

Esto induce un isomorfismo C∗(F (π)/ ) ∼= C∗(F (C)[ ] × 1F (G)/ ) de kF (¡G)-módulos y con la Proposi-
ción 4.1 conseguimos que

C∗(F (C)× 1F (G)/[e]) ' C∗(F (C))⊗ C∗(1F (G)/[e])

como kG-módulos. Sin embargo, C∗(1F (G)/[e]) ahora es proyectivo como kG-módulo y es exacto por defi-
nición, aśı que C∗(1F (G)/[e]) es una resolución proyectiva por kG-módulos para k. Esto hace que tengamos
una equivalencia C∗(1F (G)/[e]) ' BG∗ .

Teorema 4.2.3. Existe un morfismo transfer:

Ext∗k(G∝C)e(k(G ∝ C), k(G ∝ C))
htrC // Ext∗kGe(kG, kG).

Demostración. El transfer se cosntruye de la siguiente manera:
Por el Lema 4.2.1 existe un morfismo de cadenas

HomkF (G∝C)(B
F (G∝C)
∗ ,Res∇k(G ∝ C))→ HomkF (G∝C)(B

F (G∝C)
∗ ,ResF (π)Res∇kG)

inducido por Res∇k(G ∝ C) → ResF (π)Res∇kG. Utilizando adjunciones y el Lema 4.2.2 obtenemos los
siguientes isomorfismos:

HomkF (G∝C)(B
F (G∝C)
∗ ,ResF (π)Res∇kG) ∼= HomkF (¡G)(LKF (π)B

F (G∝C)
∗ ,Res∇kG)

∼= HomkF (¡G)(C∗(F (π)/ ),Res∇kG)

∼= HomkG(C∗(F (π)/[e]), kGad)

' HomkG(C∗(F (C))⊗BF (¡G)
∗ ([e]), kGad)

→ HomkG(B
F (¡G)
∗ ([e]), kGad)
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El tercer isomorfismo se debe a que F (¡G) ' ¡G y por tanto kF (¡G)-mód ' kG-mód. El funtor Resi
donde i : [F (¡G)]→ F (¡G) es la inclusión del esqueleto de la categoŕıa, induce la equivalencia. Entonces
una transformación natural η : C∗(F (π)/ )→ Res∇kG es enviado a Resi(η) : C∗(F (π)/[e])→ kG donde
Resi(η) es la transformación natural que asigna al único objeto • de ¡G el morfismo η[e] : C∗(F (π)/[e])→
kGad. El último morfismo es construido a partir del morfismo de Dwyer-Wilkerson k → C∗(F (C)). Ya
que t : F (C)→ C induce una equivalencia homotópica entre espacios BF (C) ' BC ([16]), también existe
una equivalencia homotópica C∗(F (C)) ' C∗(C).

Por lo tanto tenemos un morfismo de cadenas

HomkF (G∝C)(B
F (G∝C)
∗ ,Res∇k(G ∝ C))→ HomkG(B

F (G)
∗ ([e]), kGad)

El complejo HomkG(B
F (G)
∗ ([e]), kGad) calcula la cohomoloǵıa de Hochschild pues, al igual que en el tercer

isomorfismo, estamos utilizando el funtor Resi. Entonces hay un isomorfismo HomF (¡G)(B
F (¡G)
∗ ,Res∇kG) ∼=

HomkG(B
F (¡G)
∗ ([e]),Res∇kG([e])) que define un isomorfismo de complejos de cadena.

Cuando calculamos la cohomoloǵıa de estos complejos obtenemos el diagrama

Ext∗kF (G∝C)(k,Res∇k(G ∝ C))
htrC //

∼=
��

Ext∗kG(k, kGad)

∼=
��

Ext∗k(G∝C)e(k(G ∝ C), k(G ∝ C))
htrC

// Ext∗kGe(kG, kG)

que nos da el morfismo al cual llamaremos transfer.

Como podemos ver, el morfismo htrC es una generalización del transfer del caṕıtulo anterior, y es
esa la razón por la cual lo llamamos transfer. Además, la cohomoloǵıa de Hochschild H∗(kC, kC) no es
funtorial, eso nos dice que en principio no hay un morfismo restricción. Si queremos obtener un morfismo
restricción en cohomoloǵıa de Hochschild aprovechando las herramientas que hemos utilizado en la cons-
trucción del morfismo htrC debemos proceder de la siguiente manera:

Por medio del morfismo de aumentación ε : C∗(F (C))→ k tenemos el morfismo

HomkG(B
F (G)
∗ ([e]), kGad)→ HomkG(C∗(F (C))⊗BF (G)

∗ ([e]), kGad)

y mediante los isomorfismos y equivalencias entre complejos utilizados en la construcción del morfismo

htrC , existe una forma de ir de HomkG(B
F (G)
∗ ([e]), kG) a HomkF (G∝C)(B

F (G∝C)
∗ ,ResF (π)Res∇kG). Con el

morfismo ResF (π)Res∇kG→ Res∇k(G ∝ C) del Lema 4.2.1 llegamos a HomkF (G∝C)(B
F (G∝C)
∗ ,Res∇k(G ∝

C)). Esto nos sirve para definir un morfismo hrC . Sin embargo, este morfismo no merece ser llamado res-
tricción pues si tomamos C igual a la categoŕıa con un solo objeto y su morfismo identidad, toda esta
composición no es la identidad, es decir, no cumple con algo que esperamos que cumpla la restricción.

A pesar de esto, veremos qué es lo que nos da la composición de estos morfismos htrC y hrC que
hemos definido. Lo verificaremos en los complejos.

Dado un kG-homomorfismo ϕ : B
F (G)
∗ ([e]) → kG, el primer morfismo está dado por la aumentación

ε : C∗(F (C))⊗ BF (G)
∗ ([e]) por medio de la precomposición, es decir el primer morfismo nos lleva ϕ a ϕε,

después precomponemos con la equivalencia B−1 : C∗(F (π)/[e]) → C∗(F (C)) ⊗ BF (G)
∗ ([e]) quedándonos

el morfismo ϕεB−1. Después, se aplica el isomorfismo

T−1 : HomkG(C∗(F (π)/[e]), kG) ∼= HomkF (¡G)(C∗(F (π)/ ),Res∇kG).

Este isomorfismo está dado por la equivalencia Ψ: kF (¡G)-mód→ kF (¡G)-mód y su inversa homotópica

Φ . En seguida, precomponemos con R−1 : LKF (π)B
F (G∝C)
∗ → C∗(F (π)/ ), ya con esto tenemos el
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morfismo T−1(ϕεB−1)R−1. Aplicamos la adjunción

Ω−1 : HomkF (¡G)(LKF (π)B
F (G∝C)
∗ ,Res∇kG)→ HomkF (G∝C)(B

F (G∝C)
∗ ,ResF (π)Res∇kG).

Esta adjunción está dada por
ResF (π)(T

−1(ϕεB−1)R−1)Σ
B
F (G∝C)
∗

,

donde Σ
B
F (G∝C)
∗

es la unidad de la adjunción. Ahora componemos con los morfismos

ResF (π)Res∇kG
c // Res∇k(G ∝ C)

s // ResF (π)Res∇kG

del Lema 4.2.1 dándonos el morfismo

scResF (π)(T
−1(ϕεB−1)R−1)Σ

B
F (G∝C)
∗

.

La adjunción Ω nos proporciona el morfismo

ΛRes∇kGLKF (π)(scResF (π)(T
−1(ϕεB−1)R−1)Σ

B
F (G∝C)
∗

).

Precomponiendo con el morfismo R, aplicando el isomorfismo T , y por ultimo precomponiendo con los
morfismos B y DW finalmente tenemos

T (ΛRes∇kGLKF (π)(scResF (π)(T
−1(ϕεB−1)R−1)Σ

B
F (G∝C)
∗

)R)BDW

el cual es un homomorfismo de kG-módulos de B
F (G)
∗ ([e]) a kG. Tomamos un elemento

1⊗ ([g0], (l01, l
0
2))

(v1
1 ,v

1
2)→ ...→ ([gr−1], (lr−1

1 , lr−1
2 ))

(vr1 ,v
r
2)→ ([gr], (l

r
1, l

r
2))→ ...

(vn1 ,v
n
2 )→ ([gn], (ln1 , l

n
2 ))

en k ⊗BF (¡G)
n ([e]), por medio de DW obtenemos

d∑
i=0

(−1)i
di∑
j=1

zj(cij)⊗ ([g0], (l01, l
0
2))→ ...→ ([gn], (ln1 , l

n
2 )) ∈ C0(F (C))⊗BF (C)

n ([e]).

Para aplicar B debemos aplicar primero el morfismo de Eilenberg-Zilber, lo que nos hace tener

d∑
i=0

(−1)i
di∑
j=1

(zj(cij), ([g0], (l01, l
0
2)))→ ...→ (zj(cij), ([gn], (ln1 , l

n
2 )))

con morfismos ((1, 1), (vr1, v
r
2)) : (zj(cij), ([gr−1], (lr−1

1 , lr−1
2 ))) → (zj(cij), ([gr], (l

r
1, l

r
2))) y al aplicar el iso-

morfismo inducido por F (C)× 1F (G)/[e] ∼= F (π)/[e] nos quedamos con

d∑
i=0

(−1)i
di∑
j=1

([g0, g
−1
0 zj(cij)], (l

0
1, l

0
2))→ ...→ ([gn, g

−1
n zj(cij)], (l

n
1 , l

n
2 ))

con morfismos ((vr1, (l
r
1)−11), (vr2, l

r−1
2 1)) : ([gr−1, g

−1
r−1z

j(cij)], (l
r−1
1 , lr−1

2 ))→ ([gr, g
−1
r zj(cij)], (l

r
1, l

r
2)). Esta

n-cadena está en Cn(F (π)/[e]).

El morfismo T (ΛRes∇kGLKF (π)(scResF (π)(T
−1(ϕεB−1)R−1)Σ

B
F (G∝C)
∗

)R) está dado por la restricción

de la inclusión ¡G→ F (¡G) viendo a ¡G como la subcategoŕıa completa de F (¡G) que consta del objeto
[e]. Esto quiere decir que debemos aplicar los morfismos

(ΛRes∇kGLKF (π)(scResF (π)(T
−1(ϕεB−1)R−1)Σ

B
F (G∝C)
∗

)R)[e]

Para hacer el cálculo menos pesado consideraremos a partir de ahora solo una n-cadena de la suma anterior.
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Primero aplicamos R[e] con lo que obtenemos la clase de :

([g0, g
−1
0 zj(cij)], ((v

n
1 , (l

n
1 )−11), (vn2 1)) ◦ · · · ((v1

1 , (l
1
1)−11), (v1

2 , l
0
21)))→ ...→ ([gn, g

−1
n zj(cij)], (1, 1))

en Cn(1F (G∝C)/ )β[e]([gn, g
−1
n zj(cij)], (l

n
1 , l

n
2 )). Los morfismos se ven idénticos al paso anterior.

Ahora debemos aplicar

(LKF (π)(scResF (π)(T
−1(ϕεB−1)R−1)Σ

B
F (G∝C)
∗

))[e]

para eso utilizaremos la definición de ese morfismo, lo cual es aplicar primero

scResF (π)(T
−1(ϕεB−1)R−1)Σ

B
F (G∝C)
∗

al representante de la clase. El morfismo a aplicar es (Σ
B
F (G∝C)
∗

)[gn,g
−1
n zj(cij)]

, el cual está dado por un

morfismo estructural en el ĺımite quedando la misma n-cadena pero vista en

Cn(1F (G∝C)/ )β[gn]([gn, g
−1
n zj(c

i
j)], (e, e)).

Aśı R−1 env́ıa esta n-cadena a

([g0, g
−1
0 zj(cij)], (v

n
1 , v

n
2 ) ◦ · · · ◦ (v0

1 , v
0
2))→ ...→ ([gn, g

−1
n zj(cij)], (e, e))

en Cn(F (π)/ )F (π)([gn, g
−1
n zj(c

i
j)]). Por otro lado

T−1(ϕεB−1) = Res∇kG(e, gn)ϕεB−1Cn(F (π)/ )(g−1
n , e).

Entonces nos queda en el primer paso

([g0, g
−1
0 zj(cij)], (g

−1
n , e)(vn1 , v

n
2 ) ◦ · · · ◦ (v0

1 , v
0
2))→ ...→ ([gn, g

−1
n zj(cij)], (g

−1
n , e))

después aplicamos εB−1: 1⊗ ([g0], (g−1
n , e)(vn1 , v

n
2 ) ◦ · · · ◦ (v0

1 , v
0
2))→ ...([gn], (g−1

n , e)). Con ϕ llegamos a

ϕ(1⊗ ([g0], (g−1
n , e)(vn1 , v

n
2 ) ◦ · · · ◦ (v0

1 , v
0
2))→ ...([gn], (g−1

n , e))) =
∑

asgs.

Cuando calculamos Res∇kG(e, g)(
∑
asgs) =

∑
asgsg, el resultado nos queda en

ResF (π)Res∇kG([gn, g
−1
n zj(cij)]).

Aplicando c conseguimos
∑
as[gn, g

−1
n zj(cij)] luego aplicamos s y tenemos

∑
asgn en

ResF (π)Res∇kGβ[e]([gn, g
−1
n zj(cij)], (l

n
1 , l

n
2 )).

La counidad de la adjunción Λ, nos indica que aplicamos el morfismo Res∇kG(ln1 , l
n
2 ). Pero (ln1 , l

n
2 ) es un

morfismo de [gn] a [e], por lo tanto, al final nos queda
∑
ase. Recuperando los otros elementos que no

tomamos en cuenta, el resultado final es

d∑
i=0

(−1)i
di∑
j=1

∑
s

ase.

Sin embargo esto no es claro que sea multiplicación por la caracteŕıstica de Euler.

Seŕıa conveniente obtener los morfismos para el caso HH∗(k(G ∝ C), k(G ∝ C)∗) para poder utilizarlo
en la construcción de los morfismos de transfer y restricción en cohomoloǵıa ćıclica. Esto se debe a que
la cohomoloǵıa ćıclica se define como la cohomoloǵıa del complejo total de un bicomplejo cuyas columnas
son el complejo que se utiliza para calcular la cohomoloǵıa de Hochschild de k(G ∝ C) con coeficientes
en el k-dual k(G ∝ C)∗. Pero una de las primeras dificultades que surge radica en que es dif́ıcil establecer
el Lema 4.2.1 para el caso de k(G ∝ C)∗. Estos morfismos son de gran importancia pues son los que nos
permiten llegar llegar al complejo que calcula la cohomoloǵıa de Hochschild.
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