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Introduccion

En [9] se menciona que un transfer es una construccién que toma el lado contrario de un morfismo
X — Y. En el mismo articulo se afirma que probablemente el primer “prototipo de transfer” fue definido
por Schur en 1902 como una construccién en teoria de grupos. Medio siglo después, el concepto fue tras-
ladado a la topologia algebraica como un morfismo del lado contrario en cohomologia.

Beno Eckmann le di6 el nombre de transfer a un homomorfismo 7: H*(X) — H*(X) en cohomologfa,
para un espacio cubriente p : XX , con fibra finita, cuya composicién con el inducido por la proyeccién
en cohomologia p* es la multiplicacién por el numero de elementos en la fibra. Esta idea fue ampliada por
Becker y Gottlieb para definir un transfer para haces fibrados suaves con fibra compacta y fue usada para
demostrar la conjetura de Adams ([1]).

La construccién del transfer para espacios cubrientes se puede encontrar en [8], donde hallamos el
siguiente resultado:

Teorema. Sea m: X — X un espacio_cubriente de n hojas, con n finito. Eviste un_homomorfismo en
la direccion opuesta 7: Cp(X) — Cr(X), el cual induce un homomorfismo 7*: H*(X,G) — H*(X,G),
entre los grupos de cohomologia. Este homomorfismo es llamado transfer y cumple 7*7* = n para cualquier
grupo abeliano G.

Donde Ci(X) y C’k()? ) son los complejos singulares de X y X, es decir, los grupos abelianos libres
que tienen como base los k simplejos de X y X respectivamente.

Esto se debe a que 7 asigna a un simplejo singular o: A" — X la suma de los n levantamientos
distintos a: AF — X, de esta forma, la composicién w47 es la multiplicacién por n y por tanto 77" = n,

donde 74 : Ci(X) — Cr(X) es el morfismo de cadenas inducido por 7 entre los complejos singulares.

La utilidad de este transfer se puede ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Sabemos que 7 : S? — RP? es un espacio cubriente de 2 hojas. Por lo anterior, la composicién
T*1* = -2, multiplicacién por 2, siendo 7* el transfer. Viendo la composicién en un diagrama nos quedaria:

HY(RP?, Zs) = HY(RP?, Zs)

HY(S?,Zs)

sin embargo, H'(S?,Z3) = 0, asf que la composicién 7*7* = 0 también y la tinica forma que esto suceda
es que H'(RP?,Z3) = 0 porque 2 es invertible en Zs.

En 1976, Becker y Gottlieb construyen en [2] un morfismo de transfer en cohomologia teniendo en
cuenta un tridngulo conmutativo
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donde p: E — B es una fibraciéon de Hurewicz que tiene como fibra F' un complejo finito y la base B es un
complejo conexo de dimensién finita. La composicién de este transfer con el inducido por p en cohomologia
es la multiplicacion por el nimero de Lefschetz de la restriccién de f a la fibra F.

Dwyer y Wilkerson en [5] dan una nueva versién del transfer hecho por Becker y Gottlieb en [2]. En
este caso lo hacen para una fibracién f: F — B cuya fibra F' es F,-finita. Para este transfer construyen
un morfismo DW: F, — C,, donde C. es un complejo de cadena no negativo sobre F,. La composicién
del transfer con el inducido por f en cohomologia es la multiplicacién por la caracteristica de Euler de la
fibra F.

Xu en [20] modela combinatoriamente fibraciones por medio de categorias y funtores. Utilizando la
teoria de cohomologia de categorias y la idea de Dwyer y Wilkerson, obtiene un morfismo de transfer para
cohomologia simplicial y uno para cohomologia de Hochschild. Al componer el transfer en cohomologia
simplicial con un morfismo de restricciéon se obtiene la multiplicaciéon por la caracteristica de Euler, al
igual que el transfer de Becker y Gottlieb.

En esta tesis se establecen generalizaciones de los resultados de Xu. Més concretamente, se demuestra
el siguiente teorema

Teorema. Sea C' una G-categoria finita cuyo complejo asociado C.(C) es de tipo finito y de dimensidn
finita y F un G-funtor de C' a C. Ezxisten morfismos
M,N M,N

GSC

Ext} (M, N) —“> Extiguc) (Ress M, Res; N) —— Extig(M, N)

llamados restriccion y transfer respectivamente cuya composicion es multiplicacion por el nimero de Lefs-

chetz de F'.

En este caso kC' denota el algebra de la categoria C', donde k es un campo. G x C es la categoria
transportadora, un caso particular de la construccién de Grothendieck ([19]). Para mds detalles, se puede
consultar el Capitulo 2. Esta categoria G o C' es un modelo combinatorio para la construcciéon de Bo-
rel EG x¢ |C|. Para poder demostrar que la composicién de la restriccién y el transfer es el nimero de
Lefschetz de F' se demuestra que la restriccién estd inducida por el morfismo de aumentacién e: Co(C) — k.

Ademais, calculamos de forma explicita el morfismo de transfer para la Zs-categoria

T

f
7N
Yy
N7
9

También se compara este transfer con el caso cuando C' es el G-poset G/H donde H es un subgrupo de

G.

Para la cohomologia de Hochschild se tiene el siguiente resultado
Teorema. Ezxiste un morfismo llamado transfer:

htrc

EXt]t(GocC)e (k(G X C), k(G 0.8 C)) —— EXtZGe (I{/’G, I{/’G)
Aqui kC® = kC® ® (kC)°P es el élgebra envolvente de kC.

Para demostrar estos resultados, seguimos las ideas del articulo [20], aunque hay que mencionar que
se corrige la accién que Xu le da a la sobrecategoria 7/e pues es necesario que esa accién sea compatible
Y

con el isomorfismo LK, BY>*¢ 2 C,(r/e). También corregimos el isomorfismo /e = (15/e) x C para
que sea un G-isomorfismo.
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Queda pendiente como trabajo a futuro construir un morfismo transfer

htrc

Extygucye (K(G o< C), k(G o< C)*) — Exty e (kG, (kG)*).

donde (kG)* y k(G x C)* denotan los k duales de kG y k(G x C) respectivamente, pues en este caso ya
hay un morfismo de restriccién. Esto se necesita si se quiere construir un morfismo de transfer en coho-
mologia ciclica ya que esta teoria de cohomologia se define a partir de un bicomplejo donde las columnas
del bicomplejo calculan la cohomologia de Hochschild con coeficientes en el k dual.

Esta construccion no es tan facil de realizar ya que la construccién que realizamos se hace a través
del isomorfismo Extrce(kC, kC) = Extpcy(k, ResykC'), donde F(C) es la categoria de factorizaciones
de C'y V: F(C) — C*¢ es un funtor. Para poder llegar a la cohomologia de Hochschild debemos tener
morfismos de kF'(G o< C')-médulos Resp(r)Resy (EG)* — Resy (k(G o« C))* — Resp(r)Resy (EG)* lo cual

no se obtiene de manera obvia.

Esta tesis se compone de 4 capitulos. En el capitulo 1 se encuentra la teoria bésica de categorias y
funtores y algebra homolégica. El capitulo 2 se centra en las teorias de cohomologia para categorias pe-
quenas que utilizamos, es decir, se estudia cémo se puede calcular la cohomologia simplicial y cohomologia
de Hochschild para una categoria pequena. En el capitulo 3 se construye el morfismo de transfer para
cohomologia simplicial, se calcula el transfer con un ejemplo sencillo y se estudia el caso del G-poset G/H.
Por dltimo, en el capitulo 4 se construye el morfismo de transfer para la cohomologia de Hochschild.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan preliminares sobre teoria de categorias y algebra homolégica con el
proposito de hacer el documento autocontenido, asi como fijar la notacion. Las principales referencias que
se usaron para este capitulo fueron [15] y [11].

1.1. Categorias y funtores

Para evitar confusiones presentamos las definiciones bésicas junto con ejemplos para comprenderlas.
Las principales definiciones de la Teoria de categorias dependen de la Teoria de clases y de la Teoria de
conjuntos. Pero no nos adentraremos en estos aspectos porque se sale de nuestros propositos.

Definicién 1.1.1. Una categoria (localmente pequena) C' consiste de una clase de objetos Obj(C'), junto
con un conjunto de morfismos Mor(A, B) para cada par de objetos A, B € Obj(C). El conjunto Mor(A, B)
es llamado el conjunto de morfismos de A a B. La categoria C' también incluye una funcién llamada
composicion:

o: Mor(B, D) x Mor(A, B)

Mor(A, D)

(9. )1 gof=gf.
Finalmente, cada Mor(A, A) contiene un elemento distinguido 14. Los axiomas que se deben cumplir son:

1. La composicién es asociativa. Esto es, si f € Mor(FE, D),g € Mor(B, E), y h € Mor(A, B) entonces
(fg)h = f(gh).

2. Cada 14 es una identidad. Es decir, si f € Mor(A, B), entonces f = f14 = 1gf.

Nota 1.1.2. Algunos autores requieren una tercera condicién: Mor(A, B) es disjunto de Mor(D, E) a
menos que A = D y B = E. Sin embargo, esto se puede arreglar pidiendo que un morfismo sea un
elemento de {A} x Mor(A, B) x {B}. Muchas veces se utiliza, en vez de Mor, Hom. Si se quiere enfatizar
la categoria, se escribe Morc u Home. Un morfismo f € Mor(A, B), es generalmente, denotado como

fiA5Bo A—LsB.
Ahora podemos mencionar unos ejemplos importantes que tal vez nos sean muy familiares.

Ejemplo 1.1.3. Los conjuntos y las funciones entre conjuntos con la regla de composicién de siempre
forman la categoria Set.

Ejemplo 1.1.4. Los espacios topoldgicos, junto con las funciones continuas como morfismos y la compo-
sicién habitual forman la categoria Top.
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Ejemplo 1.1.5. R-Mdd es la categoria con los R-médulos izquierdos como objetos, los morfismos son los
R-homomorfismos con la composicién de funciones. Y R-mdd representa la categoria de los R-mddulos
izquierdos finitamente generados.

Ejemplo 1.1.6. Vecty es la categoria de espacios vectoriales sobre k de dimension finita, los morfismos
en esta categoria son las transformaciones lineales.

La mayoria de estos ejemplos los hemos utilizados sin saber que eran categorias, pero hemos estudiado
algunas de sus propiedades que los hacen categorias, por ejemplo los axiomas de la regla de composicién
o la existencia de las identidades junto con sus propiedades. Siguiendo con los ejemplos, ahora veremos
que a partir de una categoria, podemos construir otras.

Ejemplo 1.1.7. Si tenemos una categoria C, definimos la categoria opuesta C°P cuyos objetos son
los mismos que C. Morger (A4, B) lo definimos como el conjunto More(B, A), siendo més especifico un
morfismo f: B — A en C da a lugar a un morfismo f°?: A — B en C°P. La regla de composicién esta
dada por f°Pg°? = (gf)°?. De inmediato podemos ver que los morfismos identidades existen en CP; y
que todos los axiomas se cumplen.

Ejemplo 1.1.8. A partir de dos categorias C'y D podemos construir la categoria C x D tomando parejas
de objetos (A, B) € Obj(C) x Obj(D) y parejas de morfismos (f,g): (A, B) — (A’,B’) € Morg (A, A”) x
Morp (B, B’), junto con la composicién correspondiente en cada entrada. En particular, denotamos C¢ =
C x C°P y la llamamos la categoria envolvente de C.

Se debe prestar atencion cuando se trabaja con categorias debido a que estan definidas por medio de
clases de objetos y clases de morfismos. Como es de esperarse existen ciertas categorias que estas clases
no son propias, es decir, son en realidad conjuntos y tal vez conjuntos finitos.

Definicién 1.1.9. Una categoria C se dice que es pequena si Obj(C') es un conjunto y se dice finita si
los morfismos de la categoria forman un conjunto finito.

Definicién 1.1.10. Un morfismo a: x — y es un isomorfismo si existe 5: y — x, tal que a8 = 1, y
Bba=1,.

Vemos también que empezamos a distinguir entre morfismos con ciertas condiciones.

Ejemplo 1.1.11. Si se tiene un grupo G, este se puede ver como una categoria con un solo objeto e y
cuyos morfismos son los elementos de GG, denotamos esta categoria como BG. La regla de composicién esta
dada por la operacion del grupo, de esta manera la composicién es asociativa, y el morfismo identidad del
objeto e serd la identidad del grupo.

Notemos que en esta categoria todo morfismo es un isomorfismo y si G es un grupo finito, la categoria
BG es finita.

Para ciertas categorias es posible utilizar diagramas para representarlas. Por ejemplo,

f

se utiliza para una categoria que tiene por objetos y y x. Las flechas indican que hay un morfismo f: x — y
y otro g: y — x. Aunque no aparecen, los morfismos identidades 1, y 1, también existen. Lo que si hay
que especificar son las composiciones no obvias, es decir, qué son fg y ¢gf. Una opcidén es que ambas
composiciones sean las identidades respectivas, de esta manera f y g son isomorfismos.

Otro concepto que vale la pena mencionar es el de funtor.

Definicién 1.1.12. Un funtor covariante H: C' — D entre categorias C'y D, le asigna a un objeto = de
C un objeto H(z) en Obj(D). A un morfismo a: z — y en C' le asigna un morfismo H(«a): H(z) — H(y)
en D .Y cumple
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1 H(1,) = 1y
2. Si , B € Mor(C) y Sa existe, entonces H(Ba) = H(B)H(a).

Generalmente, la palabra funtor se utiliza para referirse a un funtor covariante. La forma en que
representaremos un funtor H serd con un diagrama como el siguiente

H:C D

T H(l‘l)
a|fb——> | H(a)
T2 H({EQ)

Esto quiere decir que = es un objeto y a: 1 — x2 es un morfismo de C. Unos ejemplos muy sencillos de
funtores son los siguientes.

Ejemplo 1.1.13. Tomemos una categoria C' y definamos 1¢

le: C ——C

>

1 lo(z1) = o4
a|lf—m—-----7>|a
T2 lo(z2) = x9

Claramente 1¢ es un funtor y se le conoce como el funtor identidad.

Ejemplo 1.1.14. Si tenemos un anillo R, podemos definir el funtor constante R. Este funtor se define
de la siguiente manera:

R: C ——— R-méd

T—>R

T R
al/}% lR
T2 R

Ahora, teniendo los conceptos de categorias y funtores, podemos obtener mas ejemplos de categorias
y de construcciones sobre categorias.

Ejemplo 1.1.15. Cat es la categoria cuyos objetos son las categorias pequenas y un morfismo entre dos
categorias C'y C’ es un funtor covariante H: C — C’.

Una manera de relacionar dos categorias es mediante funtores. De la misma forma como pasa en
muchas estructuras matematicas que conocemos, entre categorias existe una nociéon de isomorfismo. Dos
categorias C' y D se dicen isomorfas si existen funtores F': C - Dy G: D — C talque FoG =1py
GoF = 1¢ y se denota C' = D. También entre funtores existen relaciones diferentes a que uno sea inverso
del otro y nos sirve para obtener una nocién méas débil de isomorfismo de categorias.
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Definicién 1.1.16. Sean H, E: C' — D dos funtores covariantes. Una transformacién natural n: H — E
de H a E asigna a cada objeto z de C' un morfismo n,: H(z) — E(z) en D, tal que si a: © — y es un
morfismo en C, el diagrama

conmuta. Si cada 7, es un isomorfismo, se dice que 7 es una equivalencia natural o isomorfismo natural
y se denota como H ~ F.

Ejemplo 1.1.17. Para todo funtor covariante H: C' — D existe una transformacién natural de H a H
llamada la transformacion identidad. Esta asigna a cada z en Obj(C') el morfismo identidad 1, : H(x) —

Definicién 1.1.18. Dos categorias C' y D se dicen equivalentes si existen dos funtores H: C — Dy
T:D — C talesque HoT ~ 1p y T o H ~ 1¢. Si dos categorias son equivalentes entonces escribimos
C~D.

Esta es otra manera de establecer una relacién entre categorias, es decir, saber si hay un isomorfismo
0 una equivalencia entre dos categorias aporta informacién importante de dichas categorias, pero esto no
es lo Unico para lo que nos sirve las transformaciones naturales.

Ejemplo 1.1.19. Sea C una categorfa pequefia y D una categoria. La categoria D¢ es una categoria
cuyos objetos son los funtores covariantes H: C' — D. Un morfismo de H a F es una transformacién
natural n: H — E. La composicion entre dos transformaciones naturales n: H - Fy 7: E — K, es la
transformacién natural 7n que en cada objeto z € Obj(C), asigna el morfismo 7, o 7.

Definicién 1.1.20. Un esqueleto de una categoria C' es una categoria [C] cuyos objetos consisten en tomar
un objeto en cada clase de isomorfismo de C'y Morj¢(z,y) = Morg(z,y) para todo z,y en Obj([C]).

Proposicién 1.1.21. Sea C' una categoria. Entonces C y su esqueleto [C] son equivalentes.

Demostracion. Para un objeto z de C', denotemos x, al objeto que fijamos en la clase de isomorfismo
a la que pertenece x. Ademas para cada par de objetos z, y en una clase de isomorfismo también fijaremos
un isomorfismo agy: ¢ — y y su inverso oy, : y — x, cuando tengamos el mismo objeto el isomorfismo
fijado serd la identidad y de esta manera nuestra notaciéon tiene sentido. Sea

o: C ——[C]
cH——— ¢y
T T

al}—>l%y* [eTe
Y Y

® envia la identidad 1, de un objeto z a ayy, 1y, » = 1., . También podemos ver que para los morfismos
a:rx—yyy:y—zenC,

q)(7a> = Oz, YOOz,

(IJ('y)‘I)(oz) = (azz*'yay*y)(ayy*aaw*x)
= azz*P)’(O‘y*yayy* )aam*m

= Ol YOOy, -
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Esto prueba que ® esta bien definido como funtor de C' a [C]. Consideremos ¥: [C] — C como el funtor
inclusién, es decir, todo objeto en [C] lo envia al mismo en C' y lo mismo para morfismos. Notemos que
la composicion @V es la identidad, pues para cada objeto z, z, estd fijo.

Por dltimo, el diagrama

UP(x) =z, M Ly
o‘yy*o‘o‘w*wl la
VU(y) = yo ——>Y
conmuta porque oy, 0y, = 1,. Con esto tenemos que ¥® ~ 1¢ y una equivalencia entre C' y [C]. O

1.2. Funtores adjuntos

Una motivacién descrita por Saunders-Mac Lane en [11] de los funtores adjuntos es la siguiente si-
tuacién: Dado un conjunto X y un campo k, podemos obtener un espacio vectorial Vx cuya base sea
el conjunto X, es decir, los elementos del espacio vectorial son sumas formales finitas 2?21 r;x;, donde
z; € X y r; € k. Entonces podemos definir dos funtores V': Set — Vty v U: Vet — Set, donde Vty,
es la categorfa de espacios vectoriales, de tal forma que V(X) = Vx y para una funcién de conjuntos
f: X =Y, V(f) es la transformacién lineal que definida sobre la base de Vx envia z a f(x). Por otro
lado, U es el funtor de olvido, es decir, para un espacio vectorial W se tiene que U(W) es el conjunto
de todos los vectores en W y para una funcién lineal g: W — W' el funtor U envia g a la funcién g
entre conjuntos U(W) y U(W’). Una funcién h de un conjunto X a U(W) se extiende de manera 1ni-
ca a una transformacién lineal h': Vx — W que en un vector v = > -, r;z; de Vx, estd definido como
h'(v) = >, rih(x;). Esto define una asignacién ¢: h — h’. Esta asignacién tiene una inversa la cual lleva
una transformacién natural T': Vxy — W a la restricciéon de T sobre X. Entonces tenemos un isomorfismo

Moertk (V(X), W) = MOI‘SEt (X, U(W))

el cual es natural en el sentido de que dada una funcién entre conjuntos h: X — X’ y una transformacién
lineal t: W — W’ se tiene que los diagramas

Mory e, (V(X), W) —Z Morge: (X, U(W))

V(h)*T Th*

Mory ¢, (V(X"), W) — Morge (X', U(W))

Mory e, (V(X), W) —2— Morge: (X, U(W))

l lU“)*

Mory et (V(X), W') —— Morse: (X, U(W'))

donde ()* significa precomponer y (), componer, son conmutativos. Estas caracteristicas son las que
definen a dos funtores adjuntos.

Definicién 1.2.1. Sean ¥: C — D y ®: D — C dos funtores. Se dice que ¥ y & son funtores adjuntos,
especificamente, ¥ es adjunto izquierdo de ® y ® es adjunto derecho de ¥ cuando existe un isomorfismo
llamado adjuncién

Q4 p: Morp(¥(A), B) — = Morc (A, &(B))
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para todo A € Obj(C) y B € Obj(D), el cual es natural en el sentido de que para todo a: A — A’ el
diagrama

Morp (¥ (A), B) — Morc (A, ®(B))
o !
Morp(¥(A"), B) — Mor¢(A', ®(B))
conmuta y de que si tenemos 3: B — B’ obtenemos un diagrama

Mor p (¥ (A), B) — Morc (A, ®(B))

B*i i¢(ﬁ)*

Morp (¥(A), B') — > Morc(4, $(B'))

conmutativo. En estos diagramas ¥(a)* y o* estan definidas como la precomposicién con ¥(a) y «
respectivamente, por ejemplo, ¥ (a)*(f) = f o U(«a). Mientras que ®(3). y Bs llevan a la composicién con
®(B) y [ respectivamente.

Ejemplo 1.2.2. Un ejemplo importante de funtores adjuntos es el caso del funtor Hom y el funtor tensor
®. En este caso siempre tenemos un isomorfismo

Hom(A ® B,C) =2 Hom(A, Hom(B, C)).
Ahora vamos a obtener otras definiciones a partir de la definicién de adjuncién.

Definicién 1.2.3. Consideremos al funtor ¥: C' — D como adjunto izquierdo del funtor ®: D — C,
con adjuncién Q. Para x € Obj(C) definimos ¥, = Q(ly(s)): 2 — ®¥(x), esto es, de la Definicién 1.2.1
hacemos A = x y B = ¥(z). De la misma manera, cuando tenemos y € Obj(D) y ponemos B = y y
A = ®(y), obtenemos Ay = Q (1g(,)): TR(y) = y.

Como 2 es natural, tenemos que para objetos x y =’ en C, y morfismos a: x — 2’ el diagrama

Morp (¥(z), ¥(z)) ——= Morc(z, U (z))
‘I’(a)*l J{(‘I"I’(a))*
Morp (¥ (z), ¥(z')) — Mor¢(z, U (2'))

conmuta y por tanto

También tenemos la conmutatividad de

Morp (¥ (z"), ¥(z")) _e Morg (2, U (z'))

] :

Morp (¥ (z), ¥(z')) — Mor¢(z, ¥ (z'))

Y asi,
Y oa=Q(lyey)oa
=" Q(ly())
= Q(Ly ) o ¥(a))
= Q(¥(a)).
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Esto nos sirve para obtener el siguiente diagrama conmutativo

r— % U (x)

al \L{ﬂll(a)

! - U (')

y darnos cuenta que los ¥, nos inducen una transformacién natural ¥: 1o — ®V¥ la cual es llamada
la unidad de la adjuncién Q. Andlogamente, las A, nos dan una transformacién natural A: V¢ — 1p
llamada la counidad de la adjuncién.

Proposicion 1.2.4. Si U es adjunto izquierdo de ® con adjuncion ), entonces la unidad ¥ y counidad
A nos dan los siguientes diagramas conmutativos de funtores

1\[./ 11>
v goy Aoy 022000 220

Demostracién. Recordemos que para x en Obj(C'), la unidad es un morfismo ¥,: z — ®U(x), asi
que aplicando el funtor ¥ obtenemos un morfismo ¥(X,): ¥(x) — VPU(z) en D. La counidad nos
da un morfismo Ay (z): ¥®W(x) — ¥(x). Por la propiedad de naturalidad de la adjuncién, tenemos la
conmutatividad del diagrama:

Morp (U (z), ¥(z)) — 2> Morc (DU (z), ®T(z))

qz(zw)*i lz;

Morp (¥ (z), ¥(z)) Mor¢(z, ¥ (z))

Debido a lo anterior y con las definiciones de unidad y counidad, tenemos que

QAg ) 0 ¥(2)) = QAy(r)) 0 Xa
=QQ  (Lowwm)) 0 Za
= low(r) © Xz
.
= Qly())-

Recordemos que €2 es un isomorfismo natural, entonces Qe (y) w(r) €8 un isomorfismo. Se sigue que
Ay ()0 ¥ (X;) = ly(s). Para demostrar la conmutatividad del segundo diagrama se utiliza el mismo méto-
do. O

La unidad y counidad de una adjuncién son importantes porque determinan dicha adjuncién y precisa-
mente la proposicién anterior nos permite dar una caracterizacién como veremos en el siguiente resultado.

Teorema 1.2.5. Supongamos que tenemos dos funtores ¥: C — D y ®: D — C. Si existen dos trans-
formaciones naturales %: 1 — ®V y A: V& — 1p tales que

1\11 1<I>

AT zP PA

v Y2 you PUD )

v Y P

conmutan, entonces ¥ es adjunto izquierdo de ® con la adjuncion §: Morp(¥(z),y) — Morc(z, 2(y))
definida por Q(p) = ®(p) 0 Xy, donde X y A son la unidad y counidad de la adjuncion respectivamente.
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Demostracién. Tomemos x en Obj(C) , y en Obj(D), morfismos ¢: ¥(z) > yen Dy ¢': x — d(y)
en C. Primero notemos que €, es un isomorfismo, pues su inverso es Q1 (¢') = A, o U(¢):

(Q7')(¢) =27 (2(9) o )
=4y 0‘1’( (¢) 0 Xo)

= A, 0 UD(h) 0 U(X,).

Al utilizar que A es una transformacién natural y ¢: ¥(z) — y es un morfismo, obtenemos que A, o
Ud(p) = ¢ o Ay(y) ¥y tenemos que

Ay o TP(p) 0 ¥(X,) = ¢0A\I,z)o\11( z)
_¢7

usando la conmutatividad del primer diagrama de la hipétesis. Con argumentos similares

(QQ71)(¢) = QA 0 ¥(¢))

(Ay o W(¢)) o Xy
(

(

Ahora veamos que es natural. Para un morfismo a: z — 2’ y ¢”: U(2') >y
a” 0 Q) (¢") = Qo y(¢") 0
— B(¢") 0 S 00,
por otro lado,
(U ())(8") = Quy (8" 0 U(ax ))

=0(¢" 0 ¥(a))o
=(¢") o ((a))oﬁx,

pero ¢¥(a) o X, = 3, o @ pues X es una transformacion natural. Con lo anterior demostramos que € es
natural en z. Cuando tenemos un morfismo 3: y — y’

(®(B)x ©Qa,y)(9) = (B) 0 B(¢) 0 Xy

y
(Qw,y' © ﬁ*)(¢) = Qw,y’ (B © ¢)
=®(Bog)oX,
= ®(f) o ®(¢) 0 X,
obteniendo la naturalidad de €2 en la variable y. Por lo tanto ) es una adjuncién entre ¥ y &. O

1.3. Limites y colimites

Algunas veces podemos realizar construcciones relacionados con funtores H: C' — D y que resultan ser
objetos de la categoria D. Un caso especial son los de los limites y colimites de funtores, estos objetos estan
definidos de manera abstracta para cumplir una propiedad universal. Construcciones como los productos
y coproductos en R-Mdéd se pueden definir como limites o colimites de cierto funtor.

Definicién 1.3.1. Sea C una categoria pequena, D una categoria, H: C' — D un funtor covariante y d
un objeto de D. Se dice que H tiene un limite directo o colimite d si
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= Para cada objeto x de C, existe un morfismo 6, : H(xz) — d tales que para morfismos a: x — y, los

diagramas
H(x)
K
H(a) d
A
H(y)
conmutan.

= Tiene la propiedad universal: Si existe un objeto T' en D tal que existen morfismos ¢,: H(z) = T
en D que hacen que los diagramas

conmuten, entonces existe un unico morfismo 6: d — T que hace conmutar los diagramas

H(:L’) 9;
H(a) d-2 -7
ey
H(y) 0y

Al objeto d se le denota como d = lim H.
—

c
De forma similar se define el limite inverso o limite <h_InH , con morfismos ¢ : <h_mH — H(z) que
C c
H
e
lim H
H(y)

<—
c

y con la propiedad universal que consiste en que si existe un objeto T'y morfismos ¢,: T — H(x)

que hacen conmutar

hacen diagramas conmutativos

(z)

H(e)

H(x)
T H(a)
H(

Y)
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existe un unico morfismo ¢: T'— lim H que hace conmutar los diagramas
c

Un limite es unico salvo isomorfismo cuando existe, ya que esta definido con una propiedad universal.
Lo mismo pasa para los colimites.

Definicién 1.3.2. Una categorfa C es completa (co-completa) si todo funtor covariante de una categoria
pequena D a C tiene limite inverso (colimite).

Algunas de las categorias méas usuales son co-completas o completas. Un ejemplo es el siguiente resul-
tado.

Teorema 1.3.3. Sea R un anillo, la categoria de los R-mddulos izquierdos R-Mdd es co-completa.

Demostracién. Sea H: C — R-Mdd un funtor covariante con C' una categoria pequena. Se demos-
trard que

D H

z€0bjC
N

es el limite de H, donde N es el R-submdédulo generado por los elementos de la forma a — H(«)(a);
a: z — yes un morfismo en C'y a € H(x).

L =

Es claro que L es un R-mdédulo izquierdo. Para un objeto x en la categoria C, 0,: H(x) — L es el
homomorfismo que envia un elemento a € H(x) a su clase a + N en L. Si tenemos un morfismo 8: = — y
en C, el diagrama

H(x)
91'
H(B) L
9?/
H(y)

conmuta porque si b € H(x), la clase H(3)(b) + N en L es la misma que la clase de b.

Ademds, si existe un R-médulo L' junto con homomorfismos 6,,: H(x) — L’ que hacen conmutar los
diagramas
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podemos definir § = Z 0).: L — L. Es facil ver que 6 cumple con las condiciones para ser un
z€0bj(C)

homomorfismo de R-médulos. Para un generador a; — H(a;)(a;) € N, tenemos que 8(a; — H(a;)(a;)) =

0. (a;) — 0, (H(a;)(a;)) = 0 debido a que por hipétesis el diagrama

H(x)
&
H(ay) L
o
H(y)

conmuta. Con esto comprobamos que 6 estd bien definido. También tenemos que 06, = ... Por dltimo, si
existiera #’: L — L' que haga conmutar los mismos diagramas que 6, entonces tendriamos que 66, = 0’6,

para todo « € Obj(C). Un elemento Z ag | + N € L, se puede ver como Z 0. (a,), entonces
€0bj(C) z€0bj(C)

01 > ax+N|=0[ > bular)|= > 00.(0x)= > 006.(ar)),

z€0bj(C) z€0bj(C) z€0bj(C) £€0bj(C)

pero 6,(a;) = a, + N, asi que

S 00(a) =0 > a+N|,

z€0bj(C) z€0bj(C)

por lo tanto 6§ = 6. O

1.4. Complejos de cadena

A partir de ahora, R denotara un anillo con unitario. Ademads en la categoria de R-Mdd los médulos
proyectivos tienen varias caracterizaciones, por ejemplo, P es proyectivo si y solo si el funtor Hom(P, )
es exacto y si y solo si es un sumando directo de un mdédulo libre, esto es, si existe un R-médulo M tal
que PR=Pa M.

Definicién 1.4.1. Una sucesién de R-médulos A —%2> B —2 5 C' es exacta si Im(d) = Ker(9). Es un
complejo si dd = 0, es decir, Im(d) C Ker(9).

Definimos ahora, la homologia en B como H = Ker(9)/Im(d).
Proposicién 1.4.2. Supongamos que el siguiente diagrama conmuta y que sus renglones son complejos

A4 B 9% ©

S

denotemos H = Ker(9)/Im(d) y H' = Ker(0')/Im(d’). Usando v podemos definir un homomorfismo 1.
de H a H' como sigue: 4 (x + Im(d)) = ¢(z) + Im(d").
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Demostracién. Primero veamos que %, estd bien definido: Si « + Im(d) = y + Im(d) entonces
z —y € Im(d) asi que para alguna z en A, d(z) = z —y. Pero ¢¥(z —y) = ¢¥(d(2)) = d'¢(z) por la conmuta-
tividad del diagrama. Por lo cual ¢(z) —¢(y) = ¥(z—y) € Im(d’), es decir, (x)+Im(d’) = (y) +Im(d").
Ahora veamos que 1, toma valores en H': Si z es un elemento de Ker(0), utilizando el diagrama conmu-
tativo tenemos que "¢ (x) = nd(x) = 0, entonces ¥(x) € Ker(d') y ¢(z) + Im(d) € H'. O

Definicién 1.4.3. Supongamos que tenemos diagramas conmutativos

A—l.p 2. ¢ A—-p-2.¢C

I R N A

A —— B ——= (' A ——sB —=(C'
d’ 4 d’ o’

Una homotopia entre los morfismos ¢, 9,1 y ¢',¢’',n" es una pareja de homomorfismos D: B — A’ y
A: C — B’ que satisfacen ¢ — ¢/ = d'D + AJ.

Esto es de gran utilidad pues cuando se tiene una homotopia, los homomorfismos inducidos en la
homologfa coinciden: Si tomamos z € Ker(d), obtenemos
¥(x) +Im(d') = ¢'(z) + d'D(z) + Ad(z) + Im(d)
=¢'(x) + d'D(x) + Im(d')
— /() + Im(d).
Definicién 1.4.4. Supongamos que B es un R-mddulo izquierdo. Una resolucién proyectiva de B, deno-
tada por (P,,d,) es una sucesién exacta de R-médulos,

dnt1 dn, do dy p
Poit P, P, Py

B 0

donde cada P; para ¢ > 0 es proyectivo.

La categoria R-Mdd es muy buena en este sentido ya que para cualquier R-moédulo podemos obtener
una resolucién proyectiva. En cierto modo, todas las resoluciones proyectivas estan relacionadas, como se
puede concluir del siguiente resultado.

Proposicion 1.4.5. Supongamos que B y B’ son dos R-mddulos y ¢: B — B’ es un homomorfismo
de R-mddulos. Supongamos también que (P,,d,) es una resolucion proyectiva de B y (P),d.) es una
sucesion exacta de R-mddulos, para la cual existe un homomorfismo suprayectivo p': P} — B’. Entonces

existen morfismos p; € Hom(P;, P/) haciendo

dn41 dn d d p
Pyi1 —= P, .. —>P — =P, B 0
[ [ [ [ \
Pn+1 | @n | 1l o | @l
Vo Voo @ Yooy
n+1 n 2 1 p
P! 11 : P! P/ P B’ 0

conmutar. Ademds, si @), € Hom(P,, P)) sirven también como rellenos, entonces on y ), son homotdpi-
cos.

Demostracion. Primero vamos a definir ¢y como el morfismo que surge del hecho de que Py es
proyectivo:
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Supongamos que hemos definido ¢y, .., ¢,, entonces vamos a definir ¢,11 de forma recursiva. Notemos
que si ¢ € Im(d,,11) entonces = € Ker(d,), y por tanto 0 = dy,(z) = @n_1d,(2) = d),n(z), esto quiere
decir que ¢, (Im(d,+1)) C Ker(d],) = Im(d;, ). Cuando n = 0, reemplazamos dy por p y el argumento
funciona. De este modo, como P, ;1 es proyectivo podemos encontrar ¢, 41 que hace conmutar el diagrama

Pn+1

/
/ idn«kl

‘Pn+1/fm(dn+1) Cc P,
/

/
Y Pn

/

/ ” i1 /
Py ———Im(d}, 1)

n+1 0.

Ahora, supongamos que existen otros morfismos ¢;,: P, — P),. Vamos a construir D,,: P, — P}, tales

que @, — ¢, = dy 1Dy + Dy_1d, paran > 0y D_; = 0. Notemos que p'oo = @p = p'¢[, entonces
P’ (po — @) = 0. De este modo, ¢o — ¢, toma valores en Ker(p') = Im(d}) y nos da un morfismo que hace
conmutar el diagrama

Py

-
Doy -~ ,
- Po—¢p

7
’

/i’ i U
P ——Im(d}) —— 0.

Supongamos que ya hemos definido Dy, ..., D,,. Para estos sabemos que se cumple ¢, — ¢;, = d;, Dy, +
Dy, _1d, asi que

d%+1(90n+1 - ‘P;wl — Dpdny1) = d’/n+lgon+1 - d21+190;z+1 - d;z+1Dndn+1
= Pndny1 — @;zdrﬁl - d/n+1Dndn+1
= (on — @;L - d;’L+1D7L)d"+1
= Dy _1dndpi1
= 0’

esto nos dice que Im(pp41 — ¢}, 11 — Dndnt1) C Kerd), | = Imd,,,. De aqui vamos a construir D,, 4,
para que el diagrama
Pn+1

Dyy1 ,
Ont1—Pp 1~ Dndni

d/
/ n+2 /
Pn+2 Im( n+2) 0

sea conmutativo, lo que concluye la prueba. O

Definicién 1.4.6. Supongamos que tenemos una resolucién proyectiva (P,,d,) para el R-médulo iz
quierdo B, y sea C' un R-médulo izquierdo. Aplicamos a la resolucién (P,,d,) el funtor Homgz( ,C)y
obtenemos

dn * dn * dn)* ds)* di1)*
e oma(Pay, ©) S Homp (P, ) 2227 27 Homp(Py, €) <2~ Homp(Py, C) <— 0

donde (d;)* denota el morfismo precomposicién, esto es, para un homomorfismo f € Hompg(P;_1,C),
(d)*(f) = f od; € Hompg(FP;, C). La homologia n-ésima de la sucesién anterior, es decir, la homologia en
Hom(P,,C) es Ext(B,C). Cuando no hay confusién sobre el anillo R sobre el cual se trabaja, entonces
se puede omitir y escribir solamente Ext" (B, C).

En la notacién utilizada para esta construccién, Extz (B, C') no aparece qué resolucién proyectiva se

esta tomando, esto se debe a que, hasta cierto sentido, no importa cudl resolucién proyectiva se tome para
B.
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Proposicién 1.4.7. Ext(B, C) es independiente, salvo isomorfismo, de la resolucion proyectiva escogida
para B.

Demostracién. Supongamos que tenemos dos resoluciones proyectivas (P,,d,) y (P}, d,) para B.
Por la Proposicién 1.4.5 tenemos morfismos ¢;: P; — P/ para el morfismo identidad 15 que hacen

dnt1 dn d d P
Py ——=P, .. —> P — =P B 0
I I I |
Pn+1 | @n | ®1 | %o | lls
\ d’ \ d/ d/ \ d/ Y /
+1 n 2 1 p
P, =P P} P} B 0

conmutar. Aplicando nuevamente la Proposicion 1.4.5, obtenemos un diagrama

dnt1 dy, d d p
Py P, .. —> P — =P B 0
I I I I
Pnt1 | @n | ®1 ®o | llB
\ d’ \ d’ d, \ d’ Y /
n41 n 2 1 p
r p P P} B 0
+1 n 1 0
I I I I
Pn41 | Y | P | o | lls
Y o4 \ \ A
n41 dy, d: d P
Py P, > P —> P B 0

Ademas, como los morfismos 1p, y ¥np, hacen conmutar el mismo diagrama, la segunda parte de la
Proposicién 1.4.5 nos dice que ¢y, y 1p, son homotdépicos. Llamemos a los morfismos que definen esta
homotopia D,,. Al aplicarle Hom( ,C) al diagrama anterior nos queda

i) doil)® 4" do)* d)*
...(<+—2)HomR(Pn+1,C)(<+—l)HomR(PmC’)Q...&HomR(PMC’)&HomR(PmC)<—0
A A A A

I (pnt1)” I (pn)” I (e1)* I (po)*

(d;/ )* | (d; )* | d/ * d/ * | d/ * |
...<+—zHomR(Pn+1,C)<+—1H0mR(Pn7C’)<i...&HomR(PhC’)&HomR(PmC’)<—0
A A A A

I (Pnt+1)” I (¥n)" I (¥1)" I (%0)"
dnio)* ! dni1)” ! dn)* ds)* ‘ d1)* ‘
...(<+—2)HomR(Pn+1,C)(<+—l)HomR(PmC’)Q...&HomR(PhC)&HomR(PmC)<—0

Una homotopia entre (¢n)*(¥n)* ¥ ltom(p,,c) €std dada por los morfismos (Dy)*: Hom(P,41,C) —

Hom(P,,C) . Esto es debido a que ¢np, — 1p,

= dn+1Dn + Dn—ld’ru por lo que f'(/)ngpn - fan =

fdny1Dy + fDy_1d,, para f: P, — C. Pero

((pn)* (¥n)* = 1H0m(Pn,,C))(f) = finpn — flp,
= fdn+1Dn + fDn—ldn
((dn)* (Dn-1)" + (Dn) " (dn+1)") (f)-

De lo anterior, (©5)*(¢¥n)* = ldom(p,,c) = (dn)*(Dn—1)*" + (Dn)*(dn+1)*. Entonces los morfismos induci-
dos en homologia ((¢n)*(¥,)*)« son iguales a 1p, , con H, la homologia en Hom(P,, C). Invirtiendo los
roles de las resoluciones (P,,d,) y (P, d;) obtenemos que ((¢n)*(¢n)*)« = 1u:, siendo H,, la homologfa
en Hom(P,, C). O

Similarmente al caso de Ext se obtiene Tor de la siguiente manera.

Definicién 1.4.8. Supongamos que tenemos una resolucién proyectiva (P,, d,,) para el R-médulo izquier-
do B, y sea A un R-médulo derecho. Aplicamos a la resolucién (P,,d,) el funtor A ®g __, obteniendo

A®RP11%A®RP04>O

1A®Rdnt1

..HA®RPn+14>A®RPn

1A®rdn 1a®Rrd2
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La homologia n-ésima de la sucesién anterior, es decir, la homologia en A ® g P, es Tor,}f (A4, B). Cuando

no hay confusién sobre el anillo R sobre el cual se trabaja, entonces se puede omitir y escribir solamente
Tor,, (4, B).

También como en el caso de Ext, Tor, (A, B) es independiente, salvo isomorfismo, de la resolucién
proyectiva que tomemos para B.

La categoria de complejos de cadena

. . d d . . .

Dado que ya vimos lo que para una sucesion A —— B —— (' quiere decir ser un complejo, ahora
veremos una categoria que utiliza este concepto en sus objetos, los cuales son llamados complejos de
cadena.

Definicién 1.4.9. Un complejo de cadenas es un complejo de R-mddulos

o 9o 01 0_nt1 0_n O_n_1

On42 Ont1 On s
OO 0_1 O—n C—n—l > ...

= Unpta Cn

Cq

denotado (Cj;, ;) si se quiere indicar los morfismos 9;, donde i € Z. Si no hay confusién se denota
simplemente C,.

Definicién 1.4.10. Una coleccién de homomorfismos de R-médulos f;: C; — C!, forman un morfismo

de cadenas de R-médulos fe: (C;,0;) — (CI,0%) silas f; hacen conmutar el diagrama

On+2 Ont1 On I o Ao d_1 O_ni1 O_n O—n_1
= Upya Cn Cl CO C_l C—n C—n—l — > ...
ifn-%—l lfn lﬁ lfo lf—l if—n if—n—l
9, o, o, % o, ) o’ o a" o,
n+2 / n+1 / n 2 / 1 / 0 7 1 n+1 7 n / n—1
RS o/ c | ch c, c., (o p—

La categoria C'hp tiene como objetos los complejos de cadena de R-mddulos y los morfismos en esta ca-

fe fe

tegorfa son los morfismos de cadena. La regla de composicién para (C;, 9;) —— (C},9,) —= (C/',d!)

es la composicién usual en cada i, es decir, serd la coleccién de homomorfismos f/ o f;.

En esta categoria podemos definir ciertas operaciones entre los objetos cuyo resultado vuelve a ser un
complejo de cadena aunque no necesariamente de R-modulos.

Definicién 1.4.11. Dados dos complejos de cadena Co = (C;,0;) y C, = (C!,9}) definimos el producto
tensorial entre (C;,8;) y (Cf, 9;) de la siguiente manera: Para cada n,

(Ce®Cn= P CrerCy,

p+a=n
ademas, definimos parac€ C, y e € 01/17 conp+q=mn,
Dy(c®e) = (0p(c) ®e) + (=1)P(c® d, (e)).
Y luego extendemos por linealidad.

Lo anterior es un complejo de Z-mddulos. Para ver esto calculemos la composicion D,,_1D,,. En un
elemento de la base de C, ® Cy, a ® b con p + g = n tenemos

Dy 1Dp(a®b) = Dp1((9p(a) @ b) + (=1)P(a @ 9,(b)))

= (0a10n(0) ®1) + (-1 (0,() © () + (~1?[(9y(a) © 94 0))
+ (=1)P(a® d,_,8,(b))]
=0.
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Definicién 1.4.12. Dados dos complejos de R-médulos Cy = (C;, ;) y Cl, = (C, 9;) podemos definir un
complejo de cadenas de grupos abelianos llamado Hom(C,, C}) como

Hom(C,,C}), = [ [Homg(Ci, Cy,)
1=/
y la diferencial D!, la definimos de tal manera que al aplicar D], a una coleccién de R-homomorfismos
(fi: Ci = C},,)icz en la posicién i nos queda

Diyn o fi—(=1)"fii100;.

De esta forma obtenemos una coleccién (0;,,, o f; — (=1)" fi_1 0 9;)icz. La diferencial D;, esta bien
definida: Tanto 0;,,, f; como f;_1 o 0; son homomorfismos de C; a Cj,,,_1. A D ((fi)icz) = (0j1n 0 fi —

K3
(=1)"fi—100:)icz € H Homp(C;, Ciy,,_1) le aplicamos D), _; y nos resulta en la posicién i
€T
o1 O fi = (“1)" fi105) = (=) N0 ficr — (1) fi205-1)0;,
cuando desarrollamos esta expresiéon obtenemos
O 10isnfi = (=1)"Oign—1fim10; — (=1)" N0, fim10i — (—1)" fi—20;-10;),

finalmente, la expresion anterior es lo mismo que

(—1)"+18§+n_1fi_18i + (—1)"8£+n_1fi_18i =0.

1.5. Extensiones de Kan y sobrecategorias

Existen ciertos tipos de funtores adjuntos llamados extensiones de Kan. En esta seccién se demostrara
su existencia y algunas de las propiedades que tienen.

1.5.1. Sobrecategorias

Para poder definir las extensiones de Kan es necesario estudiar dos tipos de categorias llamadas las
sobrecategorias y bajocategorias. Esto se debe a que dichos funtores adjuntos se definen sobre estas cate-
gorias.

Si tenemos un funtor H: D — C entre categorias pequenas, para cada objeto € Obj(C) podemos
definir la sobrecategoria
H/x

como la categorfa cuyos objetos son los pares {(d,«) : d € Obj(D),a € Morc(H(d),x)}, un morfismo
(d,a) = (d’, ) es un morfismo f € Morp(d, d’) el cual hace conmutar el siguiente diagrama

H(d)
H(f) X @
A
H(d')

Dualmente se define la bajocategoria z/H cuyos objetos son pares (8,d) con d € Obj(D)y f: x — H(d)
es un morfismo en C. Un morfismo v: (8,d) — (£’,d’) es un morfismo v: d — d’ en D que hace conmutar
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el diagrama

H(d)
B
T H(v)
B/
H(d)

La composiciéon en estas categorias estd dada por la composicién en D. Veamos un ejemplo sencillo pero
importante.

Ejemplo 1.5.1. La sobrecategoria 15/

Recordemos que BG es una categorfa con un objeto e. Asi tenemos que la sobrecategoria 1p¢ /e tiene
como objetos los elementos de la forma (e, g) y un morfismo (e, g) — (e, h) es un morfismo f en BG que
hace conmutar el siguiente diagrama

es decir, f es un elemento de G tal que f = h™1g.

Las sobrecategorias dependen de los objetos que tomemos en el codominio del funtor para construirlas,
asi que cuando dos objetos estén relacionados por medio de un morfismo, también las sobrecategorias que
construyamos con esos objetos estaran relacionadas.

Proposicién 1.5.2. Sea ¥: C — D un funtor covariante entre categorias pequenas y v: d — d un
morfismo en la categoria D. Entonces 7 induce funtores v.: ¥/d — U/d y~v*: d/V — d'/¥. Si vy es un
isomorfismo, entonces las categorias ¥/d y VU /d" son isomorfas.

Demostracion. Solo demostraremos la existencia de ., para el caso de v* la demostracion es similar.
La definicién de ~, es

Vi ¥/d——T/d’

(¢,a) ——— (¢, va)

(c,0) (¢.70)
o) ()

En objetos es muy claro que v, estd bien definido, pues ya: ¥(c) — d’ es un morfismo en D y por tanto
la pareja (c,y«) es un objeto de la sobrecategoria W/d’. Para un morfismo ¢: (¢,a) — (¢/,a’) en ¥/d,
tenemos que el diagrama
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debe ser conmutativo. Al afiadirle el morfismo ~ el diagrama resultante

¥(c)
X
() d
yo!
V()

sigue siendo conmutativo. Claramente v, manda identidad a identidad. De esta manera, esta bien defini-
do como funtor. Si v es un isomorfismo, el funtor v, ! inducido por el morfismo inverso v~! es el funtor
inverso de 7. O

1.5.2. Extensiones de Kan

No todos los funtores tienen un funtor adjunto, sin embargo, veremos que para un funtor llamado
restriccién si lo hay. Entonces primero veremos las herramientas necesarias para poder demostrar esta
afirmacién. Por ejemplo, definiremos funtores que nos ayudan a la demostracion y en la definicién de estos
funtores adjuntos.

Definicién 1.5.3. Sean C' y D dos categorias pequenas y T una categoria, ¥: C' — D un funtor.
Definimos el funtor restriccién Resg: TP — T por medio de la precomposicién con ¥, siendo més
especificos, estd definido por tomar un funtor 7: D — T y enviarlo al funtor 7o ¥: C' — T. Si tenemos
una transformacién natural n: 7 — 7/ nos induce una transformacién natural de funtores en 7¢ tomando
para cada z € Obj(C) el morfismo 7y (z).

Lema 1.5.4. Sea V: C' — D un funtor entre categorias pequenias. Para cualquier funtor M: D — T, con
T completa y cocompleta, existen morfismos candnicos

lim Res¢g M — lim My lim M — lim Res¢y M
< o D o

Demostracion. Primero debemos darnos cuenta que ResgM: C — T es, por definicion, M o V.
Denotemos los morfismos de la definicién del limte del funtor M como 64: M(d) — h_m> M y los morfismos

D
del limite de Resg M como ¢y : (Resg M) (z) — him> Resg M. La propiedad universal del limite directo nos

c
asegura la existencia de 0: lim Resy M — 1lim M que hace el diagrama
o o

(Resy M)(x) = M(¥(x))

=T

(Resy M) (a)=M (¥ (a)) lim Resg M O s lim M
< D

(Rese M)(y) = M((y)) o

conmutativo con a: x — y un morfismo en C. El morfismo canénico para los limites inversos son obtenidos
de la misma forma. O
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Definicién 1.5.5. Consideremos ¥: C' — D un funtor entre categorias pequenas. Para un objeto d €
Obj(D) el funtor candnico F4: ¥/d — C esta definido de la siguiente manera

Ba: V/d——C
(c,0) ———>¢

(c1,00) ¢

Y7
(027042) C2

También definimos el funtor
B d)V —C

(a,¢) ———¢

(ahcl) C1

L 4

(a2, c2) c2

Notemos que 8, en objetos es la proyeccion a la primera coordenada y en morfismos solo cambian su
dominio y codominio, mientras que para 3¢ es la proyeccién a la segunda componente y para morfismos
pasa lo mismo que para fg.

El funtor Resy que vimos en la Definicién 1.5.3 es muy importante porque tiene un funtor adjunto
izquierdo LKy, llamado la extensién de Kan izquierda a lo largo de ¥ y un adjunto derecho RKy llamado
la extensién de Kan derecha a lo largo de W. La forma en que se definen estos funtores adjuntos dependen
de limites y colimites. Definiremos LKy y RKy y veremos las propiedades que cumplen.

Proposicion 1.5.6. Sea V: C — D wun funtor covariante entre categorias pequenas y T una categoria
abeliana completa y cocompleta. Para todo funtor M : C — T existen funtores

LKyM = lim Ress M: D —»T y RKyM = lim Resg- M: D — T.
W v

Demostracién. Lo demostraremos para LKy M pues la demostracion para RKg M es muy parecida.
Definimos
LKy M(d) = h’_m)ResBdM
v/d

para cada objeto d en D, y para un morfismo v: d — d’, LKy M (7) se construye de la siguiente manera:
Por la Proposicién 1.5.2; el morfismo v: d — d' induce un funtor ~,: ¥/d — ¥/d’. Este funtor cumple
que B4 o v« = B4, pues en cada objeto (¢,a) en ¥/d, Bayv«(c,a) = Ba(c,va) = ¢ = Ba(c,a) y en
morfismos todos los funtores 7., 8y v B4 son como identidades. Aplicando el Lema 1.5.4 con el funtor
Resg, M: ¥ /d" — T tenemos el morfismo canénico

ll'_rn)ReS,Y*Resﬁd,M — @)Resﬁd,M.
v /d w/d

Pero por definicién del funtor restriccion, Res,, Resg,, M = Resg, M. De este modo tenemos un morfismo
canénico
LKy M(y): LKy M(d) = h'_m)Res/ng — hTm> Resg, M = LKy M (d').
v/d /d
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Ahora, veamos que en verdad LKy M es un funtor de D a T. Por la forma en que construimos este

morfismo, tenemos que LKy M (1;) = lpk,a(x)- Si tomamos dos morfismos d 25 q" en C,

Ve Ve

U/d

una parte, tenemos morfismos candnicos

nos inducen funtores ¥/d ¥ /d"” . De manera inmediata vemos que (7). = v.v«. Por

, LKy () ., , LKy (7).,

lim Res,, Resg,, M —— lim Resg,, M = lim Res,: Resg,,, M —— lim Resg , M,
N L % L N * 1 — 3
w/d U /d’ W /d’ /d

lo mismo pasa para el morfismo 7', obteniendo

LK\I,(WW); @}Res%%ReSQd,M — h*m> Resg,, M.
v /d W /d

Los morfismos LKy M (y'7) y LKy M (y")LKy M (7y) tienen el mismo dominio y codominio porque Res. ., Resg,,, M =
Resg, M como ya vimos anteriormente. En la prueba del Lema 1.5.4 tenemos diagramas conmutativos de
la forma

(ReS[ad/M)(’Y*(Cv Ol)) = Mﬂd(c’ Oé) O (cra)
w\
Ress, M () LKy M(d) MO K g M ()
% 0 i
(ReSfxd, M) (7.(¢, ') = MBq(c, o) e (e al)

De esta misma forma podemos obtener diagramas conmutativos

(Resg,, M)(v.(a,€)) = MBa(a;€)

!’
) 057 (are)
Lla,e)

LKy M(d') LK M (d")

LKy M(y)

(Resg, M) (vv.(a, €)) = MBa(a',€)

1
L
(a’,€")

LKy M (d) LKy M(d")

LKy M (y'y)
Los morfismos ¢,¢/,t”,0,0",0" son los estructurales de sus respectivos limites, asi que L/(/a,’ﬁ,) = Uae)s
00, arery = O (e Y Ora(ea) =t (e.a)> COD esto tenemos

LKy M (" )LKy M (7)t(q 1y = LKe M (v )LKw M (7)t(ar,er)
=LKy M(7')0

v« (a',€)
=0 (w0
=00
Por la propiedad universal del limite LKy M (d"), se debe cumplir LKy M (7'v) = LKg M (v ) LKg M () y
por lo tanto LKy M : D — T es un funtor. O

De igual forma que en la proposicién anterior, las siguientes propiedades se demostraran para la
extension de Kan izquierda ya que para RKy es muy similar. Lo primero que veremos es que con la
definicién de LKy M recién dada definimos un funtor tomando a M : C' — T como un objeto en TC.
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Proposicién 1.5.7. Ezisten funtores LKy: T¢ — TP y RKg: T¢ — TP definidos en objetos como en
la Proposicion 1.5.6.

Demostracién. Sean M, M': C — T funtores y nn: M — M’ una transformacién natural.
Usando la propiedad universal del limite, construimos un morfismo como se muestra en el siguiente

diagrama conmutativo
NBg(c,a)

MpBa(e, @) M'B4(c, @)
Lie, o) lL(Cxa)
lim Resg, M — - — — — > lim Resg, M’

\I/—>/d LKw(n)a —

Juntando el diagrama anterior con los que surgieron de la construccién de los LKy M (), obtenemos

nﬁd(cva)
/\
MBavys(c,a) = MBa(c,a) M'Ba(c,a) = M’ By, (c, )
lim Resg, M PO i R
O (e im Resg, M — —'> lim Resg, M 0 (e
P \Il/d ‘I//d ~
LKy M(y) -~ ~ LKy M'(v)

z - T~ N

, z. /

lim Resg, M _ . ___limRes, M
L /d!

donde el morfismo lim Resg, M — 1im Resg, M’ es el tnico que hace conmutar el cuadrado més grande
— d JEEEEN d

w/d /d’
del diagrama. Ademds tenemos el diagrama que surge de la construccién de LK(n)q

MBa (o) — 2 Mgy (e o)

O¢cr oty 00cr o)
lim Resg, , M — — — — — > lim Resg,, M’
— 4 LKy (m)ar — ¢
w/dr w/d!

Calculamos

LKy (7)o LKy M (7)t(c,0) = LKw (1) b5, (c,a)
= 0., (ca) s (a(c:))
=07, (c,0)MBa(= (c.0))-

El morfismo LKg M’ () LKy ()4: 11_m> Resg, M — h_m> Resg, M’ es el tinico tal que LKy M’ (v) LKy (1) at(c,a) =
/d U /d
0;*@ o) MBale,a)- El célculo anterior nos muestra que LKy (1) LKy M (7) lo cumple y por lo tanto tenemos

el cuadrado conmutativo
LKy (n)a

LKy M (d) —5LKy M'(d)

LKy M(’y)l iLK\pM’(v)

LKy M(d') —— LKy M'(d)

LKw (n)ar
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por el cual podemos afirmar que definimos una transformacién natural LKy (n): LKy M — LKy M'. Més
anin, se comporta bien con respecto a la composicién de transformaciones naturales de funtores C' — T, es

decir, M —1> M —1s M" nos produce la transfomacién natural LKy (nn') = LKy (7' ) LKy (7). Esto
se debe a la forma en que se contruye LKy (1'n)q con la propiedad universal del limte directo como se ve
en el siguiente diagrama:

/

nn

/n/\n,>

Resg, M (c, o) Resg, M’ (c, &) Resg, M" (¢, o)

L(e,a) LEc,a) Lélc,cx)

h_m)RestM ———— > lim Resg, M/ —— lim R685 M

/d & v/d
LKy (7'n)a
Entonces podemos concluir que LKy es un funtor de T7¢ a TP. O

Después de verificar los detalles anteriores podemos demostrar que el funtor restriccién Resy tiene dos
funtores adjuntos, un adjunto derecho y un adjunto izquierdo.

Proposicion 1.5.8. LKy es adjunto izquierdo del funtor Resy y RKy es adjunto derecho de Resy.
Demostracién. Para cada funtor M : C' — T definimos el funtor
Yy M — Resg LKy M,
de forma que para cada ¢ en Obj(C) obtenemos el morfismo

(Epm)e: M(c) = Resfg\p(C)M(c, ly(ey) = h_m) Resg, M
@/ ¥(c)

de la definicién del limite. Para cada funtor N: D — T definimos
An: LKgResg N — N,
de tal manera que para cada objeto d en D, el morfismo

(AN)a: H_I’I1>ReS[deeS\pN — N(d)
v/d

proviene de la propiedad universal del limite directo utilizando los morfismos N(¢): Resg,Resy N (a,€) —
N(d). Notemos que Xj; es una transformacién natural, siempre tenemos que

(En)e
—

ReSﬁ\P(E)M(C, 1\1,(0)) = M(C) @) Resﬁwu)M

U /W¥(c
9\1/(7)*((:,1‘1,(6){ (

Resy, Resgy, ) M(c:lu(e))=M(7) iLK\p M(F¥(7))

/ .
U /WU(c

conmuta porque es el diagrama que se utilizé para construir el morfismo LKg M (¥ (7)). El caso de Ay
es parecido. Ay es una transformacién natural pues para cada d € Obj(D), (An)q estd definido con una
propiedad universal.
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El diagrama que utilizamos para definir LKy (1) g(c) en la Proposicién 1.5.7

ety (o))
ReS%(C)M(c,l\p(C)}l; hin> Resg,, ., MY
@ /¥(c)
M8 (c) \LLKw(U)\IJ(c)

/ 7 !
Resgy ., M — lim Resg, M
@) e/

es exactamente el mismo que el diagrama

M(e) B8 LRy M (W(0))

ncl \LLK‘I/(”])\I/(C)

M'(¢) —= LKgM'(¥(c))
(EM’)C

por lo tanto, ¥, definen una transformacién natural 3: 1p¢ — ResgLKy. Para ver que las Ay definen
una transformaciéon natural de LKy Resy a 1o tenemos que analizar el siguiente diagrama que surge de
hacer las construcciones (Ay)q4, (An7)a y LKy (Resy)q,

Resg,Resy N(a,¢€) N

K
(AN)a

LKg(NT)(d) —— N(d)

N (a) LKy (ReS\p’r])dl lnd

LKy (N"®)(d) -—> N'(d)

/
Ya,e)

Resg,Resy N'(a, €)

N'(e)

na(An)a es el inico morfismo tal que 1g(AN)dat(a,e) = nalN (€). Pero utilizando las partes del diagrama que
sabemos que conmutan tenemos

(An)aLKy (Resgn)at(a,e) = N'(€) 1w (a)
=naN(e).
La ultima igualdad se debe a la definicién de 1 como transformacién natural pues e: ¥(a) — d. Asi que

(AN/)dLKq;(RGS\pn)d = nd(AN)d-

Resy X ARes i
Ahora veremos que Resy —ewg Resy LK yResy ~y Resy es 1gres,- Para cada objeto ¢ de C' tenemos
que el diagrama conmuta por definicién de (Agesy, V)e

) (ResgX)c _, ]
Rebﬁ\p(c)N(av 1) — h_In) RGS@PM Resg NV
W /V(c)
N(l‘ll(c)) i(ARes\pN)c

(ResyN)(c)

SLK¥ LKgA »
Ahora veremos que LKy ——— LKyResyLKy ¥ LKy es la transformacién natural 1y k.. Para un

funtor M: C — T y d € Obj(D), calculamos

(LKyAnr)a (ALk g M)d
_

(LK ¢ M)(d) (LK gResy LKy M)(d)

(LK M)(d)
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pero reescribiéndolo queda como
@)ReSng — @)ReSBdReSq,LKq,M — mResBdM
v/d v/d v /d
el cual es igual a aplicarle h_m> Resg, a
/d
M — RGS\I;LK\I;M — M

el cual es la identidad porque en

ReSQW(C)M(c, ly(ey) = M(c) = h*m> Resg, ., M — M(c) = Resg,,, (¢, Ly(c))
¥/ ¥(c)

(¢,1y(c)) es un objeto terminal de ¥/¥(c).
Por el Teorema 1.2.5, LKy es adjunto izquierdo de Resy. O

Cuando tenemos un grupo G y un subgrupo H, la inclusién determina un funtor ¥: SH — BG, del
cual podemos calcular LKy y RKy. Para el siguiente ejemplo e denotard el unico objeto de BH y el
unico objeto de BG. Veremos que en este caso las extensiones de Kan corresponden a las construcciones
de induccién y coinduccion.

Ejemplo 1.5.9. Tomamos T' = R-méd, y M : BH — R-mdéd. Por definicién LKy M (o) = @)ResB.M.
/e
Demostraremos que h’_m)ResB.M >~ RG ®ry M. Cabe senalar que, aunque M es un funtor, se tiene el
T/e
abuso de notacién con M(e) = M y més adelante veremos que esto lo convierte en un RH-médulo iz-
quierdo, donde RH y RG son los anillos de grupo de H y G respectivamente.

Notemos que los objetos de ¥/e son de la forma (e, g) con g € G y un morfismo de (o, g) — (o,¢’) es
un morfismo ¢’~'g que estd en BH. Definimos un homomorfismo L(e,g): MBe(®,9) = M — RG @prg M
como m — g ® m. Calculando, tenemos que t(e g\ MBe(9' "1 g) () = t(a,g1 (g tgm) = g’ @ ¢ tgm. Ya
que RG lo vemos como un RH-médulo derecho, tenemos que ¢’ ® ¢ 'gm = ¢'¢'"'g ® m = g @ m, pues

¢'~'g € H. Esto quiere decir que las L(e,g) hacen conmutar el diagrama

M/BO(.a g)
L(e,9)
MBe(g' " g) RG ®@rag M
M/BO(.7 gl)

Supongamos que existe un R-médulo L junto con morfismos L/(.ﬂg) que hacen conmutar el diagrama
anterior. Definimos 6: RG Qg M — L definiéndolo en los elementos de la forma (¢ ® m) como (g ®
m) = i, ,(m) y luego extendiéndolo linealmente. EI morfismo 6 estd bien definido porque el morfismo
RG x M — L definido por (g,m) + v, ,(m) es RH-bilineal. De inmediato se ve que fi(e,g) = t(, )
Si existiera 6': RH @py M — L con 0'1(q g = L/(.7g)7 entonces Oi(q gy = 0'L(a q), de aqui se sigue que
(g ® m) = ¢'(g ® m). Por lo tanto RG ®pg M = LKgM (o). Ademds este isomorfismo define un
isomorfismo natural de LKy M a RG @gpy M si se ve a RG ® gy M como un funtor de G a R-mdéd, con
(RG ®@ry M)(9)(¢’ ® m) = g¢’ ® m. Esto quiere decir que el diagrama

LKyM(e) —> RG @py M
LK\pM(g)\L i(RG&mM)(g)

LKy M(e) — RG ®rg M



CAPITULO 1. PRELIMINARES 28

conmuta, lo cual se puede ver tomando un elemento [m] en LKy M (o) tal que m € M S,(e, ¢’) y calculando
OLKg M (g)([m]) = 0([m]) con m € MPBe(e,g9") y 0([m]) = g9’ ® m es el isomorfismo LKg M (o) =
RG &gy M. Por otro lado, (RG gy M)(9)0([m]) = (RGRry M)(g9)(¢' ®m) = gg’ @m lo que comprueba
la conmutatividad del diagrama. RG® g _ es llamada la induccién, asi que ahora comprobaremos que LKy
es equivalente a la induccién. Para esto solo nos falta ver que el isomorfismo 6 define una transformacién
natural de LKy a RG Qpy _ . Tomamos una transformacién natural n: M — M’ y [m] € LKy M con
m € MPpBe(e,g). El elemento m es enviado, por medio del isomorfismo 6, a ¢ ® m el cual, a su vez, es
enviado por RG @ ne a g ® ne(m). Por otro lado, LKy (n)([m]) = [1e(m)], vy ([ne(m)]) = g @ 7s(m). Esto
nos dice que el diagrama

LKyM —% > RG @pry M
LKw(n)l iRG@n
LKy M’ — RG @py M’

es conmutativo.

En el caso de RKy M tenemos un isomorfismo RKy M = Hompgy (RG, M) que se puede ver tomando
los morfismos estructurales del limite como 6, 4): Hompy (RG, M) — MpB*(g,e) con 0, .4/(f) = f(9),
donde (g, ®) es un objeto en la bajocategoria /U y f: RG — M es un homomorfismo G-equivariante. Ya
que un morfismo de (g,) a (¢',®) en o/¥ es de la forma ¢'g~' € H, tenemos que M3*(g'g™")04.0)(f) =
MpB*(g'g ") (f(9) = 997 fl9) = f(d97'9) = f(¢') = O(y.e- Si existiera L junto con morfismos
9297.): L — MpB3*(g,e) tal que Mﬁ'(g/gfl)egg,.) = %',-)’ entonces podemos definir un morfismo 7: L —
Hompy(RG, M) como 7(a) el morfismo de RG a M que envia g € RG a 929,')(61)' Esto hace que
Og,0)7 = 02%.) y que sea Unico cumpliendo esta propiedad. Por lo tanto RKyM = Hompgy(RG, M).
Mas aun, define una equivalencia viendo a Hompy (RG, M) como el funtor que envia g € Mor(G) al
morfismo f +— gf, con (9f)(g") = (f(g~'g")). El funtor Hompg (RG, ) es llamado la coinduccién y similar
al caso de LKy, tenemos que RKy es equivalente a la coinduccién.

El hecho de que un funtor tenga un adjunto izquierdo es muy bueno. Pero que tenga, ademds, un
adjunto derecho hace que dicho funtor se convierta en una excelente herramienta. Por ejemplo, tenemos
que Resy preserva epimorfismos y por consiguiente que LKy preserva proyectivos.

Definicién 1.5.10. Sea C una categoria. Un morfismo f:  — y es un epimorfismo (o es épico) si para
cualesquiera h,g: y — z con hf = gf implica que h = ¢g. Es un monomorfismo (o es ménico) si para
cualesquiera r,s: w — x con fr = fs implica que r = s.

Si R es un anillo con unitario, en la categoria R-mdd los morfismos épicos son los homomorfismos
suprayectivos, esto no suele ser asi siempre.

Definicién 1.5.11. Sea C una categorfa. Un objeto P en Obj(C') es proyectivo si para todo diagrama
P
if
==Y
con k épico, existe un morfismo f’: P — x que hace conmutar el diagrama
v
rT—Y

En la categoria R-méd con R un campo, cada R-mddulo es proyectivo, incluso son R-médulos libres.

Proposicion 1.5.12. Adjuntos izquierdos preservan epimorfismos.
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Demostracién. Sean V: C' — D adjunto izquierdo de ®: D — C con adjuncién 2, a: x — y un
epimorfismo en C'y 7,7": ¥(y) — z morfismos en D tales que 7¥ () = 7/ U (w).
Notemos que ©(7) y Q(7') son morfismos de y a ®(z) en C. Ademds, la naturalidad de € nos da un
diagrama conmutativo

Morp (¥(z), 2) — Morg(z, D(2))
e
Morp (¥(y), z) —— Morc(y, ®(2))

lo cual nos dice que QU (a)*(7) = a*Q(7), se sigue que Q7Y () = Q(7)c. Similarmente obtenemos que
Q(T'¥(a)) = Q7). Esto implica que Q(7)a = Q(7")a. Ya que a es epimorfismo se tiene Q(7) = Q(77)
y por tanto 7 = 7’. O

Con el resultado anterior tenemos una consecuencia inmediata para el funtor restriccién.

Corolario 1.5.13. Sea ¥: C — D un funtor covariante entre categorias pequenas y T una categoria
completa y cocompleta. Entonces Resy: TP — TC preserva epimorfismos.

Demostracion. Se sigue directamente de la Proposicién 1.5.12 y de que la Proposicién 1.5.8 nos dice
que Resy es adjunto izquierdo de RKy. O

Proposicién 1.5.14. Sea ¥: C' — D un funtor covariante entre categorias pequenas y T una categoria
completa y cocompleta. Entonces LKy preserva proyectivos.

Demostracién. Denotemos por € la adjuncién del par LKy v Resy. Recordemos que LKy : TP — T¢
y Resy : T¢ — TP son funtores contravariantes. Tomemos un objeto proyectivo P en TP y un diagrama

LKy P

A B

en T¢, donde 7 es un epimorfismo, es decir, es una transformacién natural épica. Por adjuncién tenemos
que Q(7): P — Resg B y nos da un diagrama
iQ(T)

Resy A —— Resy B
Resyn

en el cual, por el Corolario 1.5.13, Resyn es un epimorfismo. Entonces existe un morfismo f que hace
conmutar el diagrama

Resg A —— Resgy B
Resyn

pues P es proyectivo. Con el inverso de la adjuncién €2, tenemos un morfismo Q~*(f): LKy P — A. Por
la naturalidad de 2, para los funtores P, A y el morfismo n: A — B tenemos el diagrama

Morrp (LKy P, A) — Morrc (P, Resg A)

"*i i(ReS\Iﬂl)*

Moryp (LKy P, B) — Morrc (P, Resy B)
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Asf que para el morfismo Q71 (f), tenemos que (Resgn)Q(Q71(f)) = Q(nQ71(f)), esto es, Q(nQ~1(f))

—1 —
Resgn o f, pero Resgn o f = Q(7), por lo tanto nQ~1(f) = 7. O



Capitulo 2

Cohomologia de categorias

A partir de una categoria y un anillo conmutativo con unidad R podemos obtener una R-algebra.
Dependiendo si la categoria es finita esta R-algebra sera unitaria o no.

Para calcular la homologia o cohomologia simplicial de una categoria podemos asociarle un espacio
topolégico a dicha categoria que respete equivalencias entre categorias e isomorfismos. También se le puede
asociar un complejo con el cual obtengamos este cdlculo sin tener que llevarlo a un espacio topoldgico.

En este capitulo veremos algunas herramientas que nos serviran para calcular la homologia o cohomo-
logia de una categoria pequenia. Aunque la mayoria del contenido de este capitulo es estdndar, también
contiene algunos resultados importantes para el desarrollo de los capitulos 3 y 4 como lo es el isomorfismo
LK,BY = C.(r/ ) para un funtor 7: C' — D.

2.1. Algebras de categorias

Sea C' una categoria pequena y R anillo conmutativo con unitario, se define RC como el R-mdédulo
libre cuya base es el conjunto de morfismos en C. Definimos el producto de los elementos de la base de
RC como - = aof si aof existe y 0 en otro caso. Se extiende el producto a RC de manera R-bilineal.
De esta manera RC se convierte en una R-algebra asociativa.

Notemos que si Obj(C) es finito y 1, es el morfismo identidad del objeto x en C, Z 1, es la
z€0bj(C)
identidad de RC, pues dado un morfismo «,

Z 1,-a= Z l,a =«

2€0bj(0) 2€0bj(C)
ya que todos los productos 1,a seran 0 excepto cuando z sea el codominio de « y en este caso 1,a = a.
Teorema 2.1.1 (B. Mitchell). Sea R un anillo con unitario. Si C' es una categoria finita, existe una

equivalencia entre la categoria de RC-mddulos por la izquierda y la categoria de funtores covariantes
R-médC .

Demostracién. Primero definamos un funtor ¥: RC-méd — R-m6d® de la siguiente manera: W(M) =

31
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W, donde
Uy O ——= Rméd®

donde [, es el homomorfismo k-lineal que envia m € M a a-m = (1yal;) -m € 1, - M.
Para un homomorfismo de RC-médulos v: M — M’, definimos ¥(y) como la transformacién natural
77 W — Wy que asigna a un objeto x en C', el homomorfismo

il M ———— 1, - M’

1y - mb————1, - y(m).

Este homomorfismo estd bien definido pues v es un homomorfismo de RC-médulos. Ademads, si tomamos
lomel, M,y frx—y

Uar ()] (Lam) = War (f)(Lay(m))
= fr(m)

TV (f)(Lem) = 1) (fm)
= T:Z(lyflxm)
= 1,y(fm)
=1y fy(m)
= fv(m),

la peniltima igualdad es cierta pues v es un homomorfismo de RC-médulos. Esto quiere decir que el
siguiente diagrama conmuta y por lo tanto () es una transformacién natural

-
T:E

1, - M’

Yar(f) U (f)
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Ahora definimos el funtor
¢: R-mé6d® — = RC-méd

H— P H@)
z€Obj(C)

H P Hw

z€0bj(C)

n |t L(ﬂz)meom(c)

D @D D)

zE€0b(C)

La accién de un elemento «: z — y de RC' sobre @ H(x) estd dada por a(my), = (amy), donde
z€0bj(C)

{0 six#y
amg =

H(a)(m,) sia:z—y.

Ya que 7 es una transformacién natural, se cumple que D(a)n, = n,H (o), asi (1), es un homomorfismo
de RC-moddulos con la accién descrita anteriormente.

Ahora calculamos las composiciones: Para un RC-moédulo M tenemos
QW (M) = ¢(¥r)

= P vu@)

z€0bj(C)

= P ..M

z€0bj(C)

Esto es debido a que dado m € M,

m = Zlgjm

2z€0bj(C)
- Z l.m € QB 1, - M.
z€0Dbj(C) z€0bj(C)

Y por otra parte, si a es un morfismo de RC-médulos

P¥(a) = ¢(7%)
= (2)a

= Q.

Por otro lado, para un funtor F': C' — R-mdd,

Up(F) =v| € Fl)

€0bj(C)

=V P Fl).

z€0bj(C)
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Notemos que

Y @b @ e

2€0bj(C)
z€O0bj(C)

=1, F(y)

dado por la proyeccién p, en la coordenada y € Obj(C'), debido a la accién definida sobre @ F(x).
z€O0bj(C)

Asi que este isomorfismo lo usamos para definir un isomorfismo natural y, entre el funtor ¥ @ Flz)
x

z€O0bj(C)
y el funtor F'. Puesto que si tenemos un morfismo 3: y — zen C'y 1ym € 1, - F(y),

F(B)py(1ym) = F(B)(m)

' 1, =F .
z€0bj(C)
Por tltimo se verifica que para cualquier transformacién natural : F — F’, el siguiente diagrama conmuta
v = .F
D F@

z€0bj(C)

Yo(n) n

7 U —
b o =
2€0Dbj(C)

Por lo tanto, tenemos que ¢ ~ 15 sqc. O

Esto quiere decir que no existe gran diferencia entre los funtores C' — R-méd y los RC-médulos. En
el Ejemplo 1.5.9, el Teorema de Mitchell, nos dice que si H es un grupo finito, M es un RH-mdédulo
izquierdo. Ademsds, si G es finito, al demostrar que existe una equivalencia entre LKgM y RG Qgry M,
probamos que el isomorfismo era un isomorfismo de RG-méddulos.

2.2. Cohomologia simplicial de categorias.

Empezaremos definiendo un concepto que nos es 1til para poder calcular la cohomologia de una
categoria pequena.

Definicién 2.2.1. Un conjunto simplicial es una sucesién de conjuntos Xg, X1, ..., junto con funciones
di: Xn — anla

Si: Xn — Xn+1,

para 0 < ¢ < n, llamadas caras y degeneraciones, respectivamente, que cumplen las siguientes ecuaciones
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simpliciales:
did; = d;_1d; sit<j
dis; = sj_1d; sii<j
djsj =dji18; =1
disj = s;di—1 sii>7+1
8i8; = Sj4+15; sii <.

35

A los elementos de X, se les llama n-simplices. Un n-simplex x es degenerado si x = s;y para algun j y

no degenerado en otro caso.

Ahora veremos que a toda categoria pequena se le puede asociar un conjunto simplicial de una manera

muy sencilla.

Definicién 2.2.2. Definimos el nervio de una categoria pequena C, como el conjunto simplicial NC'
definido de la siguiente manera: NCy = Obj(C) y para n > 0, NC,, es el conjunto de las n-cadenas de
morfismos de C' que se pueden componer. Las caras d;: NC,,;1 — NC}, con 0 < i < n estan definidas de

la siguiente manera:

73 Qi1
di( Zo T te Ti—1 €q Ti41 te Tn+41 )

Q4105
= Zo T Ti—1 Tig1l —> "~ T4l

y las degeneraciones s;: NC,, — NC}, 41 estdn dadas por:

a; Qg1
si( wo T e Tio1 ; Tiy1 e Ty,
a; e, Qit1
= 2o Ty e Ti—1 T Ty Titl ——> > Tnil
Para 1 = 0,
g Qi1
do( o 1 Ti-1 T Tit1 Tpy1)
(e 77 Qi1
= I T Li—1 Ty Tit+1 T Tn+1
Para i = n,
a; [e7EN]
dn( o 1 Ti-1 T Tit1 Tpy1)
a; Qg1
= Zo 1 Ti—1 T Tit1 Tn

Generalmente la cara 7 es denotada como
To—> =Tl T = Tig1 = = Tl

Es facil ver que el nervio de una categoria es, en verdad, un conjunto simplicial.

A partir del nervio de una categoria nos falta un paso para poder calcular su homologia.

Definicién 2.2.3. Sea C una categoria pequena, NC su nervio y R un anillo conmutativo con elemento
unitario. Se puede construir un complejo (normalizado) de R-mddulos, denotado por C,(C, R), tomando
C,.(C, R) como el R-médulo libre generado por los elementos no degenerados de NC,,, es decir, las cadenas

de morfismos en C' que se pueden componer que no contienen identidades.
n

Este complejo de R-médulos tiene como diferencial 9,,: C,,(C, R) — C,,_1(C, R), con 0,, = Z(—l)idi.

=0
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La homologia n-ésima de este complejo es la homologia n-ésima de la categoria C' con coeficientes en
R y se denota H, (C, R). Para calcular la cohomologia de C, basta con tomar el cocomplejo C*(C, R) =
Homgz(C.(C,Z), R).

Ejemplo 2.2.4. Sea C' la siguiente categoria:

f
.a/\.b
\_/f

g
Su nervio NC' esta dado por:
NC():{CL,b}
Nclz{fagalaalb}
NCy={a lo gL b, a o o2 b, a L b,a—g>bi>b,

alaalaa,blbblbb}

A partir de n = 2 todos los elementos de NC,, son degenerados. Todo lo que se necesita calcular son dy,
y dy para los 1-simplices f y ¢:

Si tomamos R = Z tenemos que C,(C,Z) serfa el complejo:
0 ——Z{f} © Z{g} —>Z{a} ® Z{b} —>0
donde 0 = dy — dy, asi que (f) =b—ay d(g) =b—a.

Ahora calculamos los grupos de homologia de C:

Ker(0)  Z{a} ® Z{b}

@)~ Zo—ap o "0

H,(C,z)={ Ker(9)  Z{f—g} _ N
Tm(0) 0 =7 sin=1
0 sin > 2.

Proposicion 2.2.5. Sea C una categoria pequena, R un anillo con unitario. Si C' tiene un objeto final,

C.(C, R) es exacto.
Demostracion. Sea z € Obj(C) el objeto final. Denotaremos C,,(C, R) como C,.

Por definiciéon C,, es el R-mdédulo libre generado por las n-cadenas de morfismos que se pueden com-
poner en C. Ahora definimos

sn: Cp Cn-‘,—l

g — " = G b———>ag — -+ = ap —> 2.

Esta funcién esta bien definida ya que el morfismo a,, — z existe siempre y es tunico. Luego extendemos
por linealidad. Ahora calculamos

% Tn-1 Yn v Yn
Ony15n( ag —— - An—1 ) = Onp1( ag —— - -- an z)
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n
=(a—2>... s q, z)+Z(71)i(a0%~~%ai_1 S A= Qg1 > Ay > 2)
=1
H1)" (@ — an )
Por otro lado
M Yr—1 Y2 V-1
Sp10p(ag — - ——>ap 1 —>0ay ) = Sp_1((01 —> - ——=ap_1 —>a, )

n—1
+Y (—1)(ap = -+ = @iy = @ = Gig1 = > ap)
1=1

3 Yn—
+(-1)"(ag —— - YO an-1))
n—1
=(a —25...—"sq, z)—i—Z(—l)z(ao—) Qi = @ = Qi —> = Gy —> 2)
i=1
H(=1)"(ag —= z)

Ya que los morfismos a; — z son unicos, tenemos que

Y Tn— ¥ Yn—
(anJrlsn - Snflan)( ag . e < an—1 Gnp ) = (_1)n+1( Qg . e - Gp—1 Qp )

Como (C,, d,) es un complejo, se sigue que 9,041 = 0, es decir, Im(9,+1) C Ker(9,).

. Y1 TYn—1 Yn
Si tomamos ( ag — -+ —— ap—1 —> a,, ) € Ker(d,), entonces

Ont15n41( ao e l;anil 2 a, ) = (=1)"*( ao R 4y )
Asf que (—1)"*1(qg —> - g, > a, ) € Im(Dp41) y consecuentemente
(ag n, . Gp1 n ap, ) € Im(0y41), de esta forma tenemos que Ker(9,,) C Im(d,41). Por lo
tanto el complejo es exacto. O

Sin embargo, podemos definir los n-ésimos grupos de cohomologia de una categoria pequena C' con
coeficientes en un funtor M : C — R-mod por medio de un funtor derivado:

H™(C; M) = Ext}yo(R, M).

Para poder calcularlo, necesitamos una resolucién de RC-mdédulos para el RC-médulo R. Donde R es el
funtor constante definido en el Ejemplo 1.1.14.

Definicién 2.2.6. Sea C una categoria pequeiia. Definimos BY = C,(1¢/ ,R), es decir, para cada
objeto z de C, tenemos que BE (z) = C,(1¢/z, R). Esto es, para cada n > 0,

BS(‘T) = @R{ (G’UvaO) — T (anvan) }7

donde cada «;: a; — x, 1 =0,...,n. Si tenemos €: x — y

In Tn

Bg(e)( (0'07 aO) R (anvan) ) = (a07 6050) R (am €an)a
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pues si (a,B) es un objeto en lg/x, f: a — x, entonces €5: a — y y por lo tanto (a,ef) es un ob-
jeto en 1o /y. Ademds cuando tenemos una n-cadena de morfismos que se pueden componer en lo/z,

71 In . . .
(ag, vg) — -+ —— (an, ) , cada 7; debe hacer conmutar el siguiente diagrama:
ai—1
Qi1
Yi €T
/
a;

es decir, a;_1 = a;7;, se sigue que €q;_1 = €q,7y; v por tanto la n-cadena de morfismos

(ao, ecrp) B L (an, €cry)
existe en 1¢/y.
Este complejo resulta ser una resolucién proyectiva de RC-mdédulos para R, llamado la resolucién
barra de C.

Proposicién 2.2.7. BS es una resolucion proyectiva de RC-mddulos para R.

Demostracién. B¢ es un complejo de RC-médulos, pues de la definicién podemos ver que es un
funtor de C' a R-méd. Ahora veamos que cada BS es proyectivo como RC-médulo. Para ello, notemos
que una n-cadena de morfismos en 1¢/z, tiene la siguiente forma

ao

@0
Y1

: x
an
anp
. . . 71 ¥ an
con todos los posibles triangulos conmutativos, lo cual nos da la n+1-cadena ag ey, T,
. . 71 Yn an
reciprocamente si tenemos la n+ 1-cadena ag e an x , podemos recuperar la n-cadena

.. oq e Y1 TYn—1 Tn . .,
original escribiendo (ag, nyn - - "Yl) —_—— s — (an,l, O Yn) —> (an, o) . Entonces la asignacién
Y 71 v « . .
> (an, an) — ag ... — s aq, —“> 2 nos determina un isomorfismo de R-

(ao,ao)L>"‘

médulos. Ahora si ordenamos la nueva base de BS visto como RC-médulo, es decir, @ BY(z) de
z€O0bj(C)

tal manera que tengamos R-mdédulos libres generados por los conjuntos { ag A an x}

. s . . Y1 Tn—1 Tn
tal que cuando se elimina el ultimo objeto =, queda la misma cadena ag e Ap_1 Qp .
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Esto nos determina un funtor

Ri{ag = - = an}t: C R — méd
x R{ag — --- = ap > a2}
x Riag — -+ — a, > 2}
€|t Te

R{a0—>'-~—>anﬁ;y}

<

T. estd definido en la base como

T.: R{ag — - — a, >} R{ag — -+ = an Sy}

(e} Ex
ag —> = Qp — T ag —> = Qp —> Y.
Este funtor estd bien definido y hay una equivalencia natural entre R{ag — -+ — a,} y el funtor

RMor(an, __) pues la asignacién (a9 — - - - a, — x) — (a, — x) determina un isomorfismo de R-mddulos
entre R{ag — -+ — a, — x} y RMor(ay,, ). Ademds este isomorfismo hace que el diagrama

R{ag = -+ = an}(x) = RHom(ay,, x)

R{ag = -+ — a}(y) —> RHom(a,,y)

conmute. Con esto tenemos un isomorfismo de RC-mdodulos

BY =~ @ RHomc (ay, ).

ag—r—r0n

Esto termina la prueba ya que RHome(a,, ) es un médulo proyectivo, puesto que RC = RMorC =
@ Home(z,_ ) como RC-mdédulo. Como suma de proyectivos es proyectivo, podemos concluir que

z€0bj(0)

BY es un RC-médulo proyectivo.

Solo nos falta que es una resolucién de R . Para esto notemos que el objeto (z,1,) es un objeto final
en la categorfa 1¢/z: dado un objeto (a, ) el dnico morfismo (a, ) — (z,1;) es a pues necesariamente
para que [ sea morfismo en esta categoria debe hacer conmutar este diagrama

Como toda categoria con objeto final es contractil, la homologia n-ésima de BS es igual a cero para n > 0,
esto pasa si y solo si BY es exacta. Para finalizar tomamos la aumentacién ¢: Bf (c) — R, la cual manda
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un elemento de la base, (z,a) € Obj(1l¢/c), al 1 de R. Es fécil ver que la aumentacién es sobreyectiva y
define un homomorfismo de RC-mddulos. Ademads ed; = 0 y si tomamos un elemento

r=r1(z1,01) = ... = rp(Tn,an) € Ker(e),

con (r;, ;) € B (c), entonces tomamos los morfismos a;: (w;, ;) — (c, 1..), asf

O (—riar — ... —rpan) = —r1(c, 1) — oo = (e, 1) + iz, 1) + oo + 1 (20, an).
Ya que e(z) = 0, se cumple que ry + ... + 7, =0, asi que —r1(¢, 1.) — ... — rp(c, 1) = 0 y tenemos que
O (—ray — ... —rpay) = .
Con esto ya tenemos que B ——= R ——=0 es exacto. O

Para finalizar este capitulo, tenemos un resultado importante acerca de la resolucién barra y de la
extension de Kan izquierda.

Proposicién 2.2.8. Sean 7: C — D un funtor covariante entre categorias pequenas. Entonces LK, BE =
Ci«(r/ ,R) como RD-complejos.

Demostracién. Fijemos n > 0. Entonces por definicién LK, BS = th> Resg C,(1¢/ ,R).Paracada

/-
objeto d € Obj(D), y cada objeto (c,a) € Obj(7/d) podemos definir un morfismo ¢(c.a): Cn(lc/ )Ba(c,a) =
Cn(le/c) — Cp(7/d) mandando una n-cadena (co,an) LS L (cn,an) de 1l¢/c a la n-cadena

(co, aT(a0)) SECS LI (¢n,at(an)) . Si tenemos un morfismo 7: (¢, a) — (¢, &’), este induce un mor-

fismo v*: C,,(1¢/c) = C,(1¢/c) el cual hace conmutar el siguiente diagrama

Cn(lc/c)
m\
v Cn(r/d)
Cn(1e¢/c)
Para verificar lo anterior, tomemos un elemento de la base (co, o) LS 5% (cn,an) en Cy(le/e).
Por un lado ¢(¢,q)( (co, x0) LSRG (enyan) ) = (co,at(a)) LS (¢n,at(an)) . Por otro
lado, v* envia el elemento (co, o) LI L (Cnyan) a (co,yao) LS (cn,van) y por ulti-

mo, ((» o) envia el elemento anterior a (co,a'7(yao)) LU LG (en,d'T(yaw)) . Ya que v: (¢, ) —
(c'.a’) es un morfismo en 7/d, tenemos que o’7(y) = a, y el diagrama conmuta.

Ahora notemos que si (bo, 5o) L .. (bn, Br) es una n-cadena de 7/d, podemos obtener una

en leg/b, de la siguiente manera: Cuando n = 0, un objeto (bg, Bo) se envia a (bg, 1p,), en general,

(bo, Bo) —2 - " (b, Ba) esenviadaa (bo, hnhn—t - h1) — s (b, b - ha) —2 e e (b 1)

Esta asignacién cumple que

h h hn h hn
Lom ) ( b0y huhn—1 - ha) —= (b1, h -+ ha) — - — (b, 13,) ) = (bo, Bo) —>= -+ —> (bn, Bn)

!
(¢,

. / / / * __ /! .
morfismo v (C, a) — (C , ) tenemos que L(c’,a’),y = L(c,oz)’ entonces podemos definir un homomorfismo

De esta manera, si existe otro R-mdédulo L junto con morfismos ¢ ) Cn(1¢/c) — L tal que para cualquier
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0: C,(r/d) — L como

ho

B( (b0, Bo) > -+ L (b Ba) ) = ey, 5 ( (b0 Bnbins - ha) = (b1, - hz) — 2 o L (b, 1) )

Este homomorfismo esta bien definido. Ademaés, si empezamos tomando un elemento

f fn
(co, ) ——> -+ ——> (cn, aun)

en C,(1¢/c), le aplicamos ¢, o) y posteriormente 6, obtenemos

L/(Cn,OCT(a‘VL))( (cos fr-o f1) L> T L) (cns lay,) )a

pero oy : (¢n,at(a,)) — (¢, ) es un morfismo en 7/d, esto significa que

f fn f fn
L(c,a)a*( (cos fn -+ f1) — (cnyla,) ) = L(Cn,OLT(OLn))( (cos fr- -+ f1) — (¢n Lan) ),

va que a.( (co, fn- - f1) B E U 5 (cn,1a,) ) = (co,0) LU 5 (cn,an) tenemos que 6 hace
conmutar los diagramas
Cn(le/c) n
m
y* Cn(r/d) ——= L
Cn(1e¢/d) el oty

y como consecuencia C,, (7/d) cumple los axiomas de la definicién del limite directo. Si tomamos como defi-
nicién del colimite h_rn> Resg,C,(1¢/d, R) el R-médulo visto en el Teorema 1.3.3, la propiedad universal del
T/d

limite directo nos da el isomorfismo 6: LK, BS (d) — C,,(1/d) que envia [ (co, o) LS L (Cn,am) ]

con (co, ) L (cnyom) € BSBa(c,a) a (co,ar(ap)) LI L (cn,ar(am)) . Ahora veri-

ficaremos que 6 define una transformacién natural y por lo tanto el isomorfismo LK, B = C,(r/ ,R)
es de RD-médulos. Sea «y: d — d’ un morfismo en D. Entonces el morfismo LK, BS () envia

[ (co, a0) =2 -+ L5 () )

con (co, o) A (cn,om) € BSB4(c,a) a

[ (co,a0) =2 -~ (e ]),

f fn _ .
pero con (co, ) ——— -+ ——> (¢, an) € BS Ba(c,ya) y aplicdndole el isomorfismo tenemos que

0([ (co,a0) —2> - —L"> (cpyan) ]) = (co,var(a0)) =2 - —L (e, var(an)) ).

Por otro lado, si primero aplicamos el isomorfismo,

0([ (co,a0) —2> - —L"> (cnyan) ) = (co,ar(a0)) —2> - —L> (e, ar(an))

y por medio del morfismo C,,(7/ )(7) obtenemos la n-cadena

(co,var(a0)) =2 -+~ (e, var(an))
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obteniendo que el diagrama
LK, B (d) —— C,.(r/d)

LKTBnC(fy)\L icn(f/)('v)
LK, B (d) —— Cyu(r/d)

es conmutativo. Para finalizar, debemos comprobar que este isomorfismo de kD-mdédulos define un iso-
morfismo de complejos de cadena, es decir, que conmuta con las diferenciales. Sea 8,,: B — BY |
la diferencial de BY, entonces LK, (9,): LK,BS — LK,BY ;| es la diferencial del complejo LK, BY,
el cual toma un elemento [z,] en LK,BS(d) con z, € BSBi(c,a) y lo envia a [9,(r,)], ahora con
On(zy) € BS | Balc, ). De esta manera,

n
n i —fi
LK, (8,)([ (co, a0) 2 - L (e, a) = 1> (co, ) e e (e, an)
1=0
y con el isomorfismo 6, obtenemos Y. (co, a7(c)) L i (ci,ZTTal)le I (cn,at(an)) . Aho-

ra, aplicando primero el isomorfismo 6, obtenemos (co, ar()) L . (cn,at(an)) v con la dife-

rencial 9),: C,,(7/d) — C,,_1(7/d) resulta

i — fit1 n
Z (co, at(0)) L> L (¢i,ar(as)) i LG (en, at(an)).
=0
Esto quiere decir que 6 hace que el diagrama
LK. (8n
LK, BS(d) YV, BE | (d)

el |

Cn(7/d) —8;> Cp—-1(7/d)

conmute. 0

2.3. Cohomologia de Hochschild

En esta seccion tendremos las principales definiciones y resultados sobre la homologia y cohomologia
de Hochschild. En toda la seccién k denotara un anillo conmutativo y A una k-algebra la cual es proyectiva
como k-mdédulo. Un A-bimédulo M es equivalente a un A° = A®j, A°P-mddulo izquierdo via (a®a'P)m =
ama'. También, S, (A) = A®y, - @ A para n > —1 es un A°-mddulo izquierdo con

—_——

n+2 veces
(a®d"P)(ag® a1 @ - R ant1) = (aag) ® a1 @ -+ @ (ap41a’)

Definimos la diferencial o), : S, (4) — S,—1(A) como

n

b;(a0®"‘®an+l):Z(*l)iao®"'®aiai+l®"'®an+1
=0

Con estas definiciones (S,(A),d’) se convierte en un complejo, para ello veremos que b,,_1b,, = 0. Notemos
que
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condi(ap @+ Qapt1) = ® -+ ® a;Ai+1 Q@+ Q Apt1.

n—1

b/n—lb/n = Z(*l) ‘

=0 i=0

3

<
—
—_
N
<.
S~
QL
<

Pero

djdi(a0®"'®an):dj(a0®"'®aiai+1®"'®an+l>
=a0® - ®ajaj+1 Q- ®a;i+1 Q- @ any1

di—ldj(a()@"'@an):di—l(a0®"'®ajaj+1®"'®an+1)
:a0®...®ajaj+1®...®aiai+1®...®an+l7

esto es, djd; = d;_1d;j para 0 < j < i < n. Por lo tanto b/, b/, = 0.
Proposicién 2.3.1. (S.(A),b,) es exacto.
Demostracién. Definimos s,,: S,—1(A) = S, (A) por s,(ap @ - Ran) =ag @ - Ra, ®1. Ya que

n+1
Vpp18nt1(a0 @ -+ @ ay) = Zdi(ao R ®a,®1)
1=0

n

Snb;(ao K- ® an) = andi(ao K- ® an)7
1=0

entonces ), 15,41 — Snb), = 1g,(4). Esto indica que el complejo (S.(A),b,) es contractil con homotopia
(=1)™sy, y por tanto exacto. O

Ahora definimos S, (A) = A® --- ® A. Entonces existe un isomorfismo de A°-médulos
[ ———

Sn(A) =2 (A® AP) ® S,(A),

definido como ag®- - - Qan41 — (ap@ay ) Qa1 ®- - ®ay. Como A es proyectivo como k-médulo, entonces
S, (A) es proyectivo como k-médulo y (A ® A°P) ® S, (A) es un A°-médulo proyectivo, por consecuencia
Sn(A) es un A°-médulo proyectivo. Asi que S, (A) es una resolucién proyectiva de A por A¢-mdédulos.

Si M es un A-bimddulo o equivalentemente un A°-mdédulo derecho con la accién m(a ® a’°?) = a’'ma, se
define el complejo de Hochschild Sy, (A, M) = M ® ge Sy, (A) con diferencial b, = 13 @ .

Definicién 2.3.2. El n-ésimo grupo de homologia de Hochschild H H,, (A, M) se define como la homologia
del complejo de Hochschild S, (A, M)

Ya que S, (A) es una resolucién proyectiva de A se sigue de la definicién anterior que
HH, (A, M) = Tor" (M, A).
La cohomologia de Hochschild HH"™(A, M) se define como la cohomologia del complejo
Hom 4 (S, (A), M)
Y ya que S, (A) es una resolucién proyectiva, se sigue que

HH"™(A, M) = Ext’}. (A, M).
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Si se tiene un homomorfismo de k-dlgebras f: A" — A, para un A-médulo M adquiere la estructura de
A’-médulo a través de f, es decir, si @’ € A entonces a’-m = f(a’) - m. Este A’-mddulo es denotado f* M.
De esta forma existe un morfismo

F* HH*(A, M) — HH* (A, f*M).

Por otro lado, cuando consideramos M = A, no necesariamente existe un morfismo f*A — A’ para poder
obtener un morfismo inducido en la cohomologia de Hochschild HH*(A, A) — HH*(A’, A’). Esto nos
dice que la cohomologia de Hochschild HH*(A) = HH*(A, A) no es funtorial en A.

Para el caso de la cohomologia de Hochschild de una categoria finita C', tomamos k como un campo,
asi tenemos que kC es una k-algebra que es libre como k-mddulo, es asociativa y tiene unidad. De esta
forma se define la cohomologia de Hochschild de C' como

HH"(kC) = HH"(kC, kC)) = Ext}c. (kC, kC).

2.4. G-categorias y categoria transportadora

Algunas categorias admiten una accién de un grupo G. Esta accién esta definida a través de un funtor
de BG a Cat. Esto nos permite obtener nuevas categorias que en cierta forma reflejen esta accién.

Definicién 2.4.1. Sea G un grupo. Se dice que C' es una G-categoria, si existe un funtor H: G — Cat,
tal que H(e) = C.

Como H es un funtor, y ¢ € G es un morfismo de e a e, tenemos un funtor H(g): C — C, asi que
podemos tener una acciéon de G sobre la categoria C, tanto en objetos como en morfismos, definiendo
gz = H(g)(z) y para un morfismo a: 2 — ¥y, g - @« = H(g)(c). La mayorfa de las veces evitaremos
usar g - x para denotar la accién y simplemente lo denotaremos como gz, de igual forma para morfismos
ga=g-a.

Si tenemos una G-categoria C, podemos construir la categoria transportadora, G oc C, la cual tiene
los mismos objetos que C' y un morfismo de z a y es un par (g, ), donde g es un morfismo de G y « es
un morfismo en C' de gz a y. La regla de composicion estd dada por

(g,0) (h,)
€T \i/ z

(hg,Bo(ha))

pues como « es un morfismo de gx a y, S un morfismo de hy a z, podemos tomar la composicién Sha el
cual serd un morfismo de hgzx a z.

Ejemplo 2.4.2. Si tomamos el grupo Zs = {1,0} y la categoria P:

o’ o*

oy

podemos definir el funtor H: 3Zy — Cat dado por H(e) = P, H(1) = 1p, donde 1p es el funtor identidad
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en P,y H(o) es el funtor:

Tt z
Yyl Yy
2t T
[ g
gt f

y que envia identidades a identidades. Es decir, P es una Zs-categoria con la acciéon determinada por
ox =z, 0y=y,0z=x,0f =gy og= f. La categoria transportadora Zs < P es

(0.1s)
P
(1

— .Z
(c,9)
(o,f)
»f) (1,9)
O

(Uﬁly)
y las identidades, (1,1;),(1,1,) y (1,1;). Un ejemplo de la composicién es (o,1,)(o, f) = (1,9): y — =.

La categoria transportadora proviene de una construccién mas general llamada la construccién de
Grothendieck ([19]). Para realizarla necesitamos una categoria pequefia C'y un funtor F: C — Cat.
Con esto obtenemos una categorfa pequena GrgF, cuyos objetos son pares (x,a) con z € Obj(C) y
a € Obj(F(z)). Un morfismo (z,a) — (x,b) es un par (o, f) donde a: & — y es un morfismo en C' y
f: F(a)(a) — bes un morfismo en F(y). Si («, f) € Mor((z,a), (x,b)) y (8,9) € Mor((y,b), (z,¢)), la com-
posicién (8, 9)(«, f) = (Ba, gF(8)(f)). Esto tiene sentido porque g: F(8)(b) — ¢ es un morfismo en F'(z)
y F(B): F(y) — F(z) es un funtor. Como f va de F(8)(a) a b, se tiene que F(B8)(f): F(Ba)(a) — F(B)(b)
es un morfismo en F(z).

Toda G-categoria viene equipada, por definicién, con un funtor F': BG — Cat. Al realizar GrggF
obtenemos una categoria isomorfa a G < C' de la manera obvia.

Sin embargo, la notacién de la categoria transportadora se debe al producto semidirecto. Cuando
se tiene una accién de un grupo G sobre otro grupo N a través de un homomorfismo 6: G — Aut(N)
podemos inducir un funtor F': BG — Cat del cual podemos obtener la categoria transportadora G o< SN.
Ademas existe un grupo N x G llamado el producto semidirecto de G y N con la accién 0 ([21]). Este
grupo es N x G con la operacién (z, g)(y, h) = (z6(g)(y), gh), donde 08(g)(y) es gy en términos de la accién.
Existe un isomorfismo de categorias H: G o< SN — (N x G). En este caso H(e) = ey H(g,z) = (z,9)
para un morfismo (g, x). Es facil ver que la identidad va a identidad y

H((g,z)(h,y)) = H(gh,z(g9y)) = (2(gy), gh) = (x,9)(y,h) = H(g,z)H (h,y).
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De la misma manera se puede definir el funtor ¢: (N xG) — G « BN. En objetos es obvia su definicién,
y ¥(x,g) = (g, ) para un morfismo (z,g). De forma inmediata se ve que H y 1 son inversos.

Nota 2.4.3. Teniendo en cuenta la categoria transportadora podemos definir dos funtores muy impor-
tantes. Sea C' una G-categoria y G & C su categoria transportadora. Existen dos funtores : C — G < C'
y m: G x C — BG. Primero vamos a definir ¢.

t: 0 ——GxC

CH——>¢

Claramente t(1.) = 1,) = (e, 1c), y t(af) = (e,af) = (e, a)(e, B) = t(a)t(B). Ahora 7 es una proyeccién:
m: G x C —— BG
cH——>

C
(g, gc—w/)ll—>lg
c °

En este caso es mas facil verificar que 7 es un funtor.



Capitulo 3

Transfer en cohomologia simplicial

En este capitulo veremos condiciones que aseguran la existencia de un transfer en cohomologia simpli-
cial para categorfas transportadoras. La idea principal es utilizar el morfismo de Dwyer-Wilkerson ([5]), es
decir, tomar cierta composicion de morfismos de complejos que a su vez estd motivada por Becker-Gottlieb
([2]). Los morfismos que Dwyer y Wilkerson utilizaron se pueden modificar ligeramente. Al final, obtene-
mos una manera de construir un morfismo llamado restriccién y otro llamado transfer cuya composicién
es el nimero de Lefchetz de un G-funtor.

En este capitulo consideraremos un campo k, un grupo finito G y C una categoria finita.

3.1. Morfismos de Dwyer-Wilkerson

La herramienta mas importante para la construccién del morfismo de transfer es el morfismo de Dwyer-
Wilkerson, que es la composicién de varios morfismos de cadena los cuales veremos en esta seccion.

Recordemos que dado un grupo finito G, k representa el kG-médulo trivial. También podemos ver
a k como el complejo ... - 0 — k — 0 — ..., donde k estd en dimensién 0. El primer morfismo que
analizaremos es

ik Hom(C,(C),C.(C))

at a-lc, o),

el cual corresponde a un morfismo de cadenas porque a - 1c, ¢y estd en Hom(C,(C),C.(C))o.
Hom y ® de complejos.

Nuestros complejos C,(C) son muy particulares, en las dimensiones negativas lo definimos como 0.
Ademsds de que C sea una categoria finita queremos que a partir de un nimero natural m se tenga que
Cmn(C) = 0. Y cuando tomamos los coeficientes en un campo k (como en el caso de todo este capitulo),
tenemos que cada Ci(C) es finitamente generado. Estas caracteristicas motivan la siguiente definicién.

Definicién 3.1.1. Sea C, un complejo de cadena de R-mdédulos. Diremos que C, es acotado si los médulos
C; son distintos de cero solo para un nimero finito de j. Es llamado de tipo finito si es acotado y todos
los C; son finitamente generados como R-mdédulos.

Los resultados para estos complejos de cadena son bastantes. Uno importante es el que presentamos a
continuacién, que es una generalizacién de un resultado en R-médulos (con ciertas condiciones).

Proposicién 3.1.2. Sea k un campo y (Cy,dx) es un complejo de cadenas de k-mddulos de tipo finito.
Entonces Hom(C,, C,) =2 Cf ® C,, donde C; = Homy(C,, k).

47
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Demostracién. Para poder verificar esto, debemos hacer algunas precisiones. Primero, podemos asu-
mir que el complejo C; = 0 para j < 0 y que d es el entero mas grande para el cual C4 # 0. Lo
segundo es que al ser C, un complejo, C} es un cocomplejo. Para que tenga sentido C} ® C,, debemos
tener dos complejos. Esto se logra volviendo a indexar el cocomplejo CI de tal forma que como com-
plejo, en los indices positivos sea 0 y en el indice —j con j > 0 se encuentra el médulo C;. Ademds,
la diferencial 97, ,: C; — Cj,; del complejo C; se obtiene de calcular la diferencial vista en la Defini-
cién 1.4.12 del complejo Hom(C%, k) viendo a k como el complejo -+ — 0 — k — 0 — -+, resultando
que 97 (f) = (=1)"*! f 0 8,41, donde f: C; — k es un homomorfismo de k-médulos.

d—n d—n
De esta forma, (C} ® C,) @ (C* ® Cjyn. Mientras que Hom(C,, C,) EB Homy (C;, C;yp). Al
=0

médulo C; ® C; 4, le corresponde el médulo Homg (C;, C,45), de aqui podemos ver que los indices estan
en correspondencia.

d;
Podemos utilizar los isomorfismos Hom(C;, C;4.,,) = C: ® C;,, dado por f — Z[(cfc)* ®f(c§»)], donde
j=1
{c{,...ci,} es una base de C;. El isomorfismo de cadenas se define como sigue: Si f € Hom(C,,C.),,
podemos descomponer a f como una suma de f;: C; — C;,. El isomorfismo estd determinado por

d;
fe Z DN (@) @ file) |

Jj=1

donde d; es la dimensién de C; y las cé- forman una base de C;. Para que este isomorfismo sea un

isomorfismo entre complejos debemos ver que conmuta el diagrama

Hom(C,, C,)p —2% Hom(Cy, Cy)n_1

ui lu

Sea I': Hom(C,, C.),, = (C* ® C,),, el isomorfismo anterior y f € Hom(C,,C,),, es decir f = (f;) con
fi: C; = Ci1pp. Entonces

z+nfz 1)nfz
d

Dy (f)
d— n+1

i

(Z (Bignfi — (1) fii18:)(c))
d— n+1 d; ) d; ] )
) ( (Oignfi)(cj) = (=1)" > _(c;)" @ (fi—10:)(c5)

Jj=1

=

J:
d—n+1 dl d—n-+1

= )" ® (Dsgn fi)(ch) + Z (=)™ nHZ @ (fi-19:)(c5),

j=1 =0

s
Il

=)
~
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d—n d;
D,T(f) =Dy, (Z(l)(nﬂ)i Yo fi(cj‘)>

1=0 j=1
d—n o -
=D (- Z 71 (E)" @ Fie) + (~1)(¢)* ® Dignfi(ch)
1=0
d—n d; d; -
- (i Z r(c)” ® fi(c D" () @ i filch)
z:O J=1
d—n dn d; |
=2 (e Z@:‘H "@ Aie) + 3 ()1 Y () @ vadilc))
i=0 o =
d—n dn d; ‘
= Tl+1 Z ’L+1 ® fl( ’ﬂl Z ® athfZ(C;)'
z:O z:O j=1

Notemos que fa—n41 =0, asi que (4")* @ (g1 famns1) (") = 0, por lo que

d—n+1 d; d;

d—n
=)™ ) (¢5)" @ Qi fi)(c)) = Z )" () @ Dign filch).

1= j=1

i

Jj=1
Como 97, (c})* es un morfismo de C;1; a k, se puede escribir como
dit1

(e Z@H ONCAD RGN

Utilizando propiedades del producto tensorial se cumple que

dit1
() @ file)) = Y () (™) - (™) ® fild)) .-
=1
Pero 9, (c%)*(c 1) € k y cada f; es un homomorfismo de k-médulos, de esta manera se sigue que
diy1 dit1
D (05 () () (T @ fileh) = Y () @ 05 () (67 file)
=1 =1
= (-1 Z (™) @ () Dira () file)))
. dl+1 .
= (D)7 Y (G @ fil(¢) D ()
=1
entonces
d; d; dit1 4
Z () @ fileh) = (1) N ()T @ £il(€)) O ()
j=1 j=11=1
dit1 d; 4 ‘
= (DYDY (G @ fil() D (7))
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)c = 9;+1(cj™") concluimos que

Ya que Z dit1(c

dit1

@ i) = ()Y (G @ fil@ia ()

=1

za;;l

y por tanto,
d—n dit1
Z 1) Zé’ "® file)) = D (D= () @ fi@iga ()
i=0 i=0 =1
d—n dit1
=Y D)"Y (@) @ filGia(g™)
i=0 =1

Ahora notemos que f_; = 0, asf que (¢})* @ (f;—18;)(c}) =0y

d—n+1 d—n dit1
Z (7 nz n+1z fz 18)( ): (71)nz+n n+lz 7+1 fz l+1)( z+1)
=0 =0
dfn dit1
— nz+1 Z z+1 fz z+1)( z+1)
z:O
d—
DN
z:O
Esto nos dice que D, T'(f) = I'D,(f). O

De inmediato podemos ver que 1¢, es un elemento de Hom(C,, C,)o. En general, todos los morfismos
de cadenas se encuentran en Hom(C,, C,)g. Pero también hay que no son de cadenas.

El morfismo de Alexander-Whitney y el morfismo de Eilenber-Zilber.

Ahora vamos a definir dos morfismos de cadenas que nos serdan de gran utilidad al momento de
relacionar los complejos de dos categorias C'y D. El primero es el morfismo AW : C,(C x D) — C,(C) ®
C.(D) de Alexander-Whitney definido como sigue: Dada una n-cadena o = (zg,yo) — ... = (Tn,yn) de
C x D definimos

AW (0) =" 7(0) @ 24 o),
j=0

donde z;(0) = z9 = ... = xj y 22(0) = y; = ... = Y. Podemos ver de forma facil que z;(0) ® 27(0) €
(C.(C) @ C(D))n ademds que este es un morfismo de cadenas.

Notemos que podemos definir funciones s: [p 4+ q] — [p] x [¢], donde [n] = {0,1,...,n} paran € N,
tal que en cada coordenada sea monétona, s(0) = (0,0), s(p + ¢) = (p,q) v en cada paso p(n) a
p(n + 1) solo cambie una coordenada. Esto se puede ver pensiandolo como si tuvieramos una cuadricu-
la de p por ¢ y entonces s serfa un camino del (0,0) al punto (p,q) de tal forma que solo podamos
avanzar hacia arriba o hacia la derecha un cuadro a la vez. Hay dos caminos candnicos que podemos
seguir el primero es avanzar p pasos a la derecha para luego avanzar ¢ hacia arriba. Este camino es
so = ((0,0),(1,0), ..., (p,0), (p, 1), (p,2), .., (p,q)). El camino s; es avanzar g pasos arriba y luego p hacia
la derecha. Se define el signo de s como sgn(s) = (—1)* donde k es el drea de la cuadricula comprendida
entre el camino sg y s. A estos caminos se les llama (p, ¢)-reordenamientos (también llamados (p, ¢)-shuffles
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en [14]).

El segundo morfismo es EZ: C,(C) ® C.(D) — C.(C x D) llamado el morfismo de Eilenberg-Zilber.
Para un elemento zg — ... > x, € C,(C) y yo = ... = yq € Cy(D) con p + ¢ = n, tenemos que

EZ((xg = ... = 2p) @ (Yo = . = Yq)) = S (1) (s (mg = = ), 5 (Yo = = Yg))-
(p,q) —shuffles,s

Con s.(xg — ... = mp) = (Lo = Try5(1) > - > Tays(@) > o = Tp), (Yo = o = Yg) = (Yo —
Yras(1) = - = Ymas(i) = - — Ygq), €sto es, s, y s* aplican una degeneracién i (se afiade una identidad del
objeto en la posicién 7) cada vez que un camino s(i) a s(i + 1) es constante. Los morfismos 7 y 72 son
las proyecciones a la primera y segunda coordenada respectivamente y los complejos C,(C) y Cpi4(C)
no se toman normalizados. Adn asi, £FZ es un morfismo de cadenas y cuando se toman los complejos
normalizados, FZ sigue siendo un morfismo de cadena. Mas ain, es un hecho muy conocido que los
morfismos EZ y AW son inversos homotépicos ([10, 14]).

Ejemplo 3.1.3. Sea s = ((0,0), (1,0),(2,0),(2,1),(3,1),(3,2),(3,3),(4,3),(5,3)). Entonces el signo de s
es7.851z®y=(xg = o1 = T3 = 23 = x4 — T5) (Yo = Y1 — Y2 — y3) es un elemento de la base de
(Cu(C) ® Ci(D))s, entonces

sx(x®@y) = (xg = @1 = T3 > To = T3 = Ty — T3 —> Ty — Ts)

s (2®@y)=Wo =Y = Yo = Y1 = Y1 — Y2 = Y3 = Y3 —> Y3).

Dada una categorfa C existe un funtor diagonal D: C' — C x C, el cual envia ¢ € Obj(C) a (¢, ¢) €
Obj(C x C) y un morfismo « a (a,@). Con ayuda del morfismo de Alexander-Whitney AW : C,(C x
C) = Ci(C) ® Ci(C) y el morfismo de cadenas D, : C,(C) — C,(C x C) inducido por D, obtenemos
A: C,(C) = Ci(C) ® C,(C) definido en una n-cadena x = xg — ... — T, como

n

M) =Y z(2) & #(a),

=0
donde zj(z) =zp — ... > ;¥ 2 (x) =2 = ... = 3y
El morfismo evaluacidn.

El dltimo morfismo a considerar lo definiremos sobre C} ® C, donde C, es un complejo de cadenas.
Cuando vemos a k como un complejo, el morfismo ev: Ci ® C, — k estd definido como 0 en (Ci ® C.),
sin # 0 y para un elemento f ® x de la base de (Cf ® C..)g, es decir, f € C,(C)* y z € C,(C), definimos
ev(f®x) = f(x). Esta asignacién define un morfismo de cadenas que se verifica calculando que evo Dy = 0,
con Dp: (C:®C,)1 — (C: ® C,)p la diferencial vista en la Definicién 1.4.11:

evDi(f @ x) = ev((On41)" f @z + (=1)"f @ Opya(2))
= (=) ev(fOps1 ® 2) + (=1)7ev(f ® Dps1(@))

= (=1 f0pr1(2) + (=1)" fOpir (@)
0.

Sea G un grupo finito. Dada una G-categoria finita C, tal que C,(C') sea acotado y de tipo finito, podemos
definir el morfismo de Dwyer-Wilkerson, DW: k — C,(C) como la composicién

k — > Homy (C.(C), C+(C)) ——= C.(C)* @ C.(C) —22 C,.(0)* ® C.(C) ® Ca (C) 25 k @ C.(O).

Para fines practicos, identificamos k ® C,(C') con C,(C) pues son naturalmente isomorfos.



CAPITULO 3. TRANSFER EN COHOMOLOGIA SIMPLICIAL 52

Un G-funtor F induce un morfismo de cadenas F: C,(C) — C,(C) que envia una n-cadena g — ... —
Zn a F(zg) = ... = F(x,). Podemos modificar el primer morfismo de cadenas k — Hom(C,(C),C,(C))
que conforma el morfismo DW por a — a - Fy, todos los demas morfismos en la composicién per-
manecen iguales. A este nuevo morfismo lo llamaremos DW . Notemos que a - F, es un elemento de
Hom(C,(C), C4(C))p, entonces el isomorfismo Homy (C,(C),C.(C)) 2 C,(C)* ® C,(C) envia a - F, a

d d; d d;
Z(—l)i (Z(Cf)* ® aF*(C§)> => (-1 (Z a(c)” ® FAC?))

=1 i=0 =1
Por medio de 1 ® A obtenemos

d d; 7

DD D ale) @ [ z(Fuef) @ 2 (Fu(ef)]

i=0 =1 j=0
Cuando le aplicamos (ev ® 1) a

d d; i

DD D ale)T @ [ z(Fleh) ® 2 (Fu(ef)]

i=0 =1 §=0

nos queda

d d; d d;
> (=1 < [a(c)* (Fu(c))] © Zi(F*(Cf))> —ay (-1 (Z[(Cf)*(F*(Cf))] : Zi(F*(Cf))> € Co(0).
=1

=0 =0 =1

Donde (c})*(F.(c})) son 1 o 0 dependiendo si Fi(c}) = ci.

Por dltimo, veremos que DW¥ es G-equivariante. Ya que k tiene una G-accién trivial, lo que tenemos
que verificar es que

d d; d d;
@y (1) (chz’)*(mcﬂ)} - Zi(@@;‘))) —- {aZ(l)Z’ (Z[<cf>*<a<cf>>1 -zl<F*<c§>>> } .

Pero
d d; J i
. {az(_m <Z[<C?)*(F*<c?)>] ~ zi<F*<c;‘>>> } =a) (1) (Z[(cb*(F*(c%))] 2 (Fu(g- c§>>>
= =t n=0 =1

porque F es G-equivariante. El resultado se sigue del hecho de que si tenemos un sumando z*(F.(c})), es
decir Fy(c}) = ¢}, entonces z"(Fi(gc})) también es un sumando, pues gcj es una i-cadena que cumple que
Fu(ge)) = gFu(c}) = gei.-

3.2. Construccion del transfer
Consideremos el funtor 7: G o« C — BG visto anteriormente. Los objetos de 7/e son los pares

(¢,g), donde ¢ es un objeto de C'y g un morfismo en SG. Un morfismo (¢,g9) — (¢/,¢’) es un morfismo
(h,a): ¢ = ¢ en G x C, tal que el siguiente diagrama conmuta



CAPITULO 3. TRANSFER EN COHOMOLOGIA SIMPLICIAL 53
es decir, h = g’"1g. La composicién en 7/e estd dada de la siguiente manera: Para (h,a): (c,g9) — (¢, g’)
y (1',8): (c',g") = (", g")
(W', B) o (h,a) = (W'h,Boha): (c,g) = (c",g").
Ademsés la Proposicién 1.5.2 nos describe una tinica G-accién sobre 7/e. Para ser més especifico,
u-(z,9) = (x,ug).
Para un morfismo (h='g,a): (z,g9) — (y,h),
u-(hlg,a) = (h™'g,0): (x,ug) — (y,uh).
Esta accion concuerda con el isomorfismo de la Proposicién 2.2.8, es decir, hace conmutar el diagrama

LK BS*C (u)
_—

LK, B§>C (o) LK, B§>C (o)
Co(m/e) === ———~— > Co(m/e)

Para ver esto primero tomemos (z, g) en Obj(w/e). Este objeto es enviado por el isomorfismo Co(7/e) =
LK,BS§>C(e) a [(z,(e,1,))] con (z,(e,14)) € Co(lgac/ )Be(x,g). Ahora, el morfismo LK, BS>C (u)
envia [(z, (e, 1,))] a[(z, (e, 12))] € Co(laxc/ )Be(x,ug). Por dltimo, teniendo una 0-cadena en Co(lgac/x)
obtenemos una 0-cadena en 7/e por medio de (4 .g4), que es el morfismo que define a Co(7r/e) como
lim Resg, BS>C. Ya que
e

L(z,ug)(‘rv (6, 11)) = ($7u97r(ea lx)) = (axug)

se tiene el resultado.

En [20], Xu propone una accién sobre /e diferente a esta, pero hay que mencionar que es incorrecta
ya que no concuerda con el isomorfismo de la Proposicién 2.2.8.

Sabemos atin mas de la categorfa 7/e. Los objetos en esta categorfa son muy particulares, ya que si
(z,h) # (x,e) siempre existe otro objeto isomorfo a él. Esto puede servirnos de mucho en el momento de
buscar morfismos entre dos objetos

Proposicién 3.2.1. (z,h) es isomorfo a (hx,e) en w/e.

Demostraciéon. Empezaremos tomando el morfismo (h,1,,): (x,h) — (hz,e). El inverso de este
morfismo es (h~1,1,). Debemos notar que hl, = 1,,. El resultado se tiene calculando las composiciones:

(h=5 1) 0 (hy1pe) = (W h, 1, 0 h M yy)

= (e, 1)
y
(hy1nz) o (W71, 1) = (hh™1, 1pg 0 hly)
= (€, 1na)
las cuales son las identidades para los objetos (x,h) y (hx,e) respectivamente. O

La gran ventaja de la categoria 7/e es que su complejo C,(7/e) estd estrechamente relacionado con
la resolucién barra BY, la cual se define mediante la sobrecategoria 1 pc/e. Aunque 7/e y 13 /e no son
isomorfas, la siguiente proposiciéon nos da una descripcién de la relacién existente.

Proposicién 3.2.2. La categoria 7w/e es G-isomorfa a (1pc/e) x C.
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Demostracién. Recordemos que los objetos de 13 /e son de la forma (e, g) donde g es un morfismo
en BG, sin embargo para no hacer tan pesada la notacién identificaremos (e, g) con g.

Ahora, definimos

¢: (1pgc/e) x C

/e

(9,¢) ———(97'¢,9)

(9,¢) (97, 9)
(hlg»a)ll l(hlg,hla)

(h,d) (h=1d, h)

donde h='g: g — h y a:c¢ — d son morfismos en 1pc/® y C respectivamente. Primero notemos
que (g7'c,g) es un objeto de 7/e, y que (h='g,h7'a): (g7tc,9) — (h~'d,h) es un morfismo, pues
h=ta: hlgg=lc — g1d, es decir, (h"1g,h ta) es un morfismo en G o< C de g~'c a h~'d. De manera
inmediata vemos que identidades son enviadas a identidades. Ademads, ya que ¢ envia la composicién

(h'g,a) (k™" h,B)

(h,d) (k,e)

(k~'g,B8a)

(g,¢)

a (k7g,k~!Ba) y la composicién de las imagenes de cada uno de los morfismos bajo ¢ es
(k™ h,k™B)(h 9,9 ) = (k™ g, k™' Bk~ hh ™ a)
= (k7'g, k7" Ba),

podemos asegurar que ¢ es un funtor covariante. Mds atn, este funtor es un G-funtor: Sea u € G. Para
objetos (g, c¢) tenemos

¢(ulg, c)) = d(ug, uc)
= (¢ 'u"tuc, ug)
= (97", ug)
=u(g~'e,9)
= u¢(g,¢),
y para un morfismo (h=1g,a): (g,c) — (h,d)
¢(u(h™g,a)) = ¢(h™ u" ug, ua)

= (A 'u"ug, h u" ua)

= (h tu"tug,h )

=up(h™'g, a).

También definimos
/e ——(1g/e) x C

(C’ g) e (g,gc)

(c,9) (g, 9¢)

(hlg,a)l'—>i (h™"g,ha)

(d,h) (h, hd)
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Puesto que a es un morfismo de h~'gc a d, ha es un morfismo en C que va de gc a hd. Verificamos
primero que (g7 'g,1.) = (e, 1,.) el cual es la identidad del objeto (g, gc) . La composicién

(h"lg,@) (k" 'h,B)

(d; h)

(k~'g,8k ha)

(¢.9) (e, k)

es enviada mediante ¢ al morfismo (k~1g, kBha), y
Yk~ h, B)Y(h g, 0) = (k™ h,kB)(h ™' g, ha)
= (k7 1g, kBha).
Por tanto, ¥ es un funtor covariante. Cuando tomamos un elemento u € G, las identidades
P(ule, 9)) = ¥(c, ug)
= (ug, ugc)
= u(g, gc)
= wip(c, g)

P(u(hg,0)) = $(huug, o)
= (b 'u"tug, uha)
=u(htg, ha)
=up(h™'g,0)

nos sirven para afirmar que ¥ es un G-funtor.

Por ltimo, veamos que ¢ y % son inversos uno del otro. En objetos tenemos

Vo(g,c) =1(g e, 9) = (9,99 "¢) = (g, 0)

Pp(c,g9) = d(g,9¢) = (g gc,9) = (¢, 9).
Y en morfismos
Yop(h~lg,a) =¢(h 'g,h a) = (h'g,hh ™ a) = (h™'g, )
y
pp(hg,a) = ¢(h~'g,ha) = (b g,h " ha) = (K" g, ).

Por lo tanto la categoria 7/e es G-isomorfa a (15 /e) x C. O

Esta es otra razén por la cual la accién sobre 7/e que describimos es correcta. Necesitamos que el
isomorfismo anterior sea G-equivariante. Esto no se tendria con la accién descrita en [20]. También hay
que mencionar que el isomorfismo anterior también es diferente al que aparece en [20].

Antes de seguir con los resultados que se obtienen a partir de la Proposicion 3.2.2, veamos una defi-
nicién.
Definicién 3.2.3. Sea F': C — D un funtor covariante. Se dice que F' es un encaje si F' es inyectivo en
objetos y la funcién

F, ,: Homc(z,y) —— Homp (F(z), F(y))

at F(a)

inducida por F, es biyectiva para todo x,y € Obj(C).
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El siguiente corolario nos ayuda a dar una caracterizacion de la extensién de Kan izquierda en términos

de limites sobre la categoria C' en vez de sobre la categoria m/e que nos serd de gran utilidad.

Corolario 3.2.4. 1. El funtor w/e — C inducido por la proyeccion 1pg/ @ xC — C' es un G-funtor

2. Eziste un encaje C' — 7/e el cual es una equivalencia de categorias. Como consecuencia LK M =
hm M.y RK; M = hm M como kG-mddulos, para cualquier M € k(G < C)—mod, donde v es el

funtor definido en la Nota 2.4.8.
Demostracion.

1. El funtor al que se refiere el enunciado es

F:n/e ——C
(z,9) —— gz

(z,9) g
(hlg,a)l}—>iha
(y,h) hy
teniendo en cuenta que (h~'g,a): (z,9) — (y,h) y por tanto a: h=tgx — y. Para objetos tenemos
F(u-(z,9)) = F(z,ug) = ugx

uF(z,9) = u(gz) = ugx,

y para morfismos
F(u(h™tg,a)) = F(h™'g,a) = uha

pues el segundo (h~1g, @), tiene de dominio (x,ug) y de codominio a (y, uh),
F(h™'g,a) = u(ha) = uha.
Por tanto F' es un G-funtor.

2. Empezaremos definiendo el siguiente funtor:

H:C

/e

Este funtor es un encaje pues la funcién

H%y : HOmC(JU, y) E—— HOHlﬂ-/.((ﬂf, 6)7 (y7 6))

Qb (e,a)
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es inyectiva y suprayectiva, ademés que H cumple ser inyectiva en objetos.

Ahora, consideraremos otro funtor:

F:7/e C

(¢,9) ——gc

(c,9) gc
((g')_lg,ﬁ)ti—>lg’6
(C/,g/> g/c/

Considerando que 3 es un morfismo de (¢')~!gc a ¢’ aseguramos la existencia de ¢’'3: gc — g'c’.

FoH:C — C eslaidentidad pues en objetos tenemos

(FoH)(x) = F(H(x))

y en morfismos

pues tomamos a: x — y en C. Sin embargo, H o F' no es el funtor identidad de /e, asi que
debemos definir un isomorfismo natural de H o F' a 1, /,. Para cada objeto (z,g) de m/e asignamos
el isomorfismo de la Proposicién 3.2.1

(97" 10): (H o F)(z,9) = (9z,¢) = (2,9) = Lr/a(2,9),
Dado un morfismo (h~'g,a): (z,9) — (y,h), tenemos que (H o F)(h~'g,a) = (e, ha), con « :
h~'gx — y, con lo que
(hlg.a)o (97", L) = (b~ a0 h™igly),

y
(h1,1,) 0 (e,ha) = (R, 1, 0 k™ ha),

pero aoh7lgl, =a = 1y0 h~'ha, de esta manera tenemos que el siguiente diagrama conmuta

(9717130)
(HoF)(x,9) ——=—> 1r/e(2,9)

(HOF)(h_lg,oc) lw/.(hflg,oz)

(hilwly)
(H © F)(ya h) T lﬂ/.(y? h’)

Por lo tanto H es una equivalencia natural entre las categorias 7/e y C.
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Debido a que existe una equivalencia entre esas categorias, podemos utilizar los isomorfismos de esas
equivalencias para demostrar que LK, M 2 lim M, siendo M : G & C' — k-mod. Recordemos que

c
para la extension izquierda de Kan definimos el funtor

Bo: /0 —— G x C
(z,9)———x

(z,9) T

(htg,0) [F————| (b 'g,@)

(y, h) Yy

Entonces lo que debemos demostrar es que

lim M B¢ = lim M.
e <

donde ¢ es el funtor de la Nota 2.4.3. Sea a: x — y en C. Ya que Mi(z) = M(z) = MPBo(x,¢),
Mu(a) = M(e,a) = MBe(e,a) y por las definiciones de los limites directos, @ML y @)Mﬂ.,

C /e
tenemos la existencia de 8 en el siguiente diagrama conmutativo

Mu(x) = MBe(z,€)

AL
h_m>M6.

/e
donde 7. y j(. 4) son los morfismos estructurales de los respectivos limites. Ya que

(h7 1hy) o (hilg7 Oé) o (9717 1%) = (hy 1hy) o (hila « o hilglx)
= (ea Ihyo h(a o h_lgla:))
= (evha)

podemos asegurar la existencia de ¢ y la conmutatividad del siguiente diagrama
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MBe(gz,e) = Mi(gx)

= Mﬁo(g_lrlx)
MB.(x,g)
Mu(ha) MBe(h~1g,a) h’_m)MB. _Y > @)ML
/e C
M Be(y, h) %
o | MBe(hy1hy) Thy

MpBe(hy,e) = Mu(hy)
Sélo nos falta verificar que 6 es la inversa de v, lo cual es cierto por la propiedad universal del limite

directo y porque
1/”9% = wj(:v,e) =Tz

y
09)(z,9) = 092 = J(z,9)»

es decir, Y0 y 81 hacen conmutar los siguientes diagramas:

M(z)

Mﬁ.(l‘,g)

Mﬁo(hilgv"/) A
J(z,9)
J(z.9)

MBe(y, ) T am lim M5,
' /e

>
lim Mp,

w/e

igual que las identidades 111, p7, ¥ Lifm M Be respectivamente, lo cual nos dice que esas composi-
—

C /e

ciones son las identidades, asi

lim M B¢ = lim M.
e el

/e
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Hasta este punto hemos demostrado el isomorfismo como k-médulos. Si queremos que el isomorfis-
mo sea de kG-modulos debemos especificar qué es hin>M t(g) con g un morfismo de BG. El mor-

c
fismo lim M(g): lim Mt — lim M(g) se construye de la siguiente manera: Sea 6: lim Resg, M —
o o < /e
li_m>M ¢ el isomorfismo de k-médulos anterior y 6! su inverso. Entonces definimos h_rn)M tg) =
c c
OLK M (g)0~*. De esta forma para [m] € @)ML con m € M(c) tenemos que
c
. _ —1
h?mML(g)([m]) = OLKM(g)0™"([m])
= 0LK .M (g)([m]), m € Mpe(c,e)
:9([m])a me Mﬁo(cvg)
= [M(g,1gc)(m)] = (g, Lgc) - ], (9, 1gc) - m € Mu(ge).
Esta definicién cumple que h_rn> Mu(e)([m]) = [(e,1.)m] = [m], es decir, envia identidades a identi-
c
dades. Ademas,
lim Ma(g) it Mo(h)(m]) = lim Ma(g)([(h. Lne)m)) (b, The)m € Mu(ho)
c c c
= [(ga 1ghc)(ha 1hc)m]a (97 ]-ghc)(ha ]-hc)m € ML(ghC)
= [(gh, Lghc © glne)m]
= [(gh, Lgne)m]
:h%n>ML(gh)([m]), m € Mu(c).

Esto define a h_m) M como un funtor de BG a k-mod. Y por definicién tenemos que hace conmutar

c
diagrama
LK, M (e) —— lfm M.
—
c
LK, M i
(9) l lim M ()
c
LK, M(e) — lim M.
o —
c
De esta forma el isomorfismo es de kG-médulos. O

Cabe senalar que el funtor C' — m/e no es un G-funtor ya que el elemento uz va a (ux,e) bajo el
funtor y u(x,e) = (x,u), pero no siempre (uz,e) = (z,u), por ejemplo cuando u € G tal que u # e, se
tiene que (ux,e) # (x,u), atin cuando u actuara trivialmente sobre el objeto x.

Corolario 3.2.5. Eziste un casi isomorfismo de kG-complejos entre LK, BE*¢ =~ C,(n/e) ~ BE®C,(C)
y C.(C).

Demostracién. Ya que LK, preserva proyectivos y LK,BS*¢ = C,(7/e) es un isomorfismo de
kG-complejos, entonces C.(m/e) un complejo de kG-médulos proyectivos. Por la Proposicién 3.2.2 se
sigue que C,(m/e) = C,((1pc/e) x C). El morfismo de Alexander-Whitney nos da una equivalencia
C.((1pc/e) x C) ~ BY ® C,(C). Utilizando el corolario anterior podemos obtener una equivalencia de
kG-complejos C,(C) — C,(7/e). Por lo tanto existe un casi isomorfismo BY @ C,(C) — C,(C). O

Gracias al Corolario 3.2.4 podemos seguir dando mas resultados que se relacionan con las extensiones
de Kan, en este caso, se describe una manera de separar el producto tensorial entre k(G x C)-médulos
bajo ciertas condiciones cuando se le aplica la extension de Kan.
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Corolario 3.2.6. Supongamos que M € kG-mod y N € k(G x C)-mod. Entonces LK (kp@N) =
M®LK;N y RKW(kM@)N) > M® RK;N como kG-mdédulos. En particular, LK, (ky) 2 M @ LKk y
RK,(ky) =2 M ® RKik, donde LK, (k) = Ho(BC,k)= H°(BC,k) = RK k.

Demostracién. Para la extension de Kan izquierda tenemos

LK, (ky®N) = lim [(kpr@N)i
C

por el Corolario 3.2.4. Debido a que kjse es visto como un kC-mddulo trivial tenemos el isomorfismo

lim (ky®N)e = M @ lim Nu
<’ o’

Utilizando nuevamente el Corolario 3.2.4 obtenemos el primer resultado. Para los casos particulares se usa
el isomorfismo kp; =2 kpy®k. Ademads, el isomorfismo LKk = @)EL junto con la definicién de colimite

c
nos sirve para afirmar que LKk es isomorfo a

D KN

ceO0bj(C)

donde N es el submdédulo generado por los elementos de la forma a — k(«)(a), con a € k{c} y a: ¢ — ¢
es un morfismo en C. El cual es claramente isomorfo a

Ho(BC, k) = Ho(C.(C)) = kObj(C) /Tm(d1)

donde Im(0;) estd generado por los elementos ¢’ — ¢ por cada morfismo a: ¢ — ¢ en C.
Las demostraciones de los resultados para la extensién de Kan derecha son duales. O

Anteriormente habfamos demostrado que dada una categoria C', B¢ es una resolucién proyectiva para
el kC-médulo k, esto es de gran importancia. Sin embargo, todavia nos surge la duda sobre cémo obtener
una resolucién proyectiva para otro kC-médulo N. La respuesta la tenemos parcialmente cuando nuestra
categoria es G « C' y nuestro médulo es la restriccion Res, M para algin kG-médulo M.

Lema 3.2.7. Sea B € k(G x C)-mod un mddulo proyectivo y denotemos kpr = Res,M para alguna
M € kG-mod. Entonces BRkys es un modulo proyectivo.

Demostracién. Como vimos en la demostracién del Teorema de Mitchell, podemos descomponer a
kC' como una suma directa @ kC - 1., cuando la categoria C' es finita, y esto se debe a que tenemos
z€0bjC
una identidad en el anillo kC' escrito como Z 1,. Asi que cada sumando directo de kC se puede ver
z€0bj(C)
como una suma de kHome (z, ).

Demostraremos que BRky; = B® M, con k(G o« C) actuando sobre B ® M tnicamente en la primera
coordenada.

Como B es proyectivo podemos asumir que B = kHomgoco (2, ). Definimos el homomorfismo

(%2 kHOmec(I,i) M ————> k’HOm(I,i)@kM ’

(9,a) @mi (9,2) @ (g, a)m

La m del lado derecho esta en kjs. Debemos verificar que ¢ es un homomorfismo de k(G o« C')-médulos:
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Para un elemento de la base (h, 5) de k(G «x C) tenemos

ol(h, B)((g, @) @ m)] = ¢[(hg, Bha) @ m]
= (hg, Bha) ® (hg, Bha)m.

Por otro lado,

(h, B)p((g, ) @m) = (h, B)((g, ) ® (g, )m)
= (hg, Bha) @ (hg, Bha)m.

Asf que ¢ es un homomorfismo de k(G x C)-mdédulos.

Ahora definamos

P kHomGO(C(a?,i)@kM ——— > kHomgxc(z, )@ M

(9,a) @mi (9,0) ® g~ 'm,

el cual también es un homomorfismo de k(G « C')-médulos:

Y[(h, B)((g,a) ® m)] = Y[(hg, Bha) @ (h, B)m]
= (hg, Bha) ® g~ "h™"(h, B)m
= (hg, Bha) ® g~'m

y también tenemos

(h, B)¢((g9,2) ® m) = (h, B)((9, ) @ g~ 'm)
= (hg, Bha) ® g tm.

Ahora veamos que ¥ es la inversa de ¢:

Yo((g,a) @m) =P((g,a) @ (g,a)m)
=¢((g,) @ g 'm)
=(g,0)® g 'gm
=(g,0) ®@m
N

ev((g, ) @m) = p((g,0) ® g~'m)
=(g.0) ® (g,)(g"'m)
= ( ®

g,a) @m.

Como M es un k-médulo libre, y ademds, un k(G o« C') médulo con la accién trivial, el isomorfismo de
k-médulos, B ®j, M = BYm+M también es un isomorfismo de k(G oc C)-médulos. Ya que B es un médulo
proyectivo, se sigue que B ® M es proyectivo y consecuentemente B®Fkj; es proyectivo. O

Corolario 3.2.8. Bf“c®kM HE@ICM = ky — 0 es una resolucion proyectiva.

Demostracién. Por el lema anterior sabemos que BS *C Rk es proyectivo para toda n. La exactitud
de la sucesién
BE*CQkp — k®ky = kyy — 0
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se debe a que en cada objeto ¢ de G o C' la sucesién anterior nos da la sucesién B¢<C(c) ® M, pero M
como k-mdédulo es libre y por tanto plano, es decir, el funtor _ ® M es exacto. O

Hasta ahora hemos podido conseguir, bajo ciertas restricciones, resoluciones proyectivas para k(G x C)-
médulos que provienen de un kG-médulo bajo el funtor Res,. Ahora veremos que las resoluciones BE>*¢
v Res; BS estén estrechamente relacionadas por medio de un morfismo que es tinico salvo homotopfa. Lo
mismo pasa cuando tomamos una resolucién de la forma Bf‘xC@kM — k.

Lema 3.2.9. Fl funtor m: G o« C' = G induce un morfismo de cadenas natural, unico salvo homotopia
II: {BE<C¢ - k — 0} — {kpe — k — 0}. Mds ain, para cualquier M € kG-mod, induce naturalmente
un morfismo de cadenas entre sucesiones exactas de k(G «x C)-mddulos

My {BE*“®ky — k — 0} — {kpe®ky = kpegy — k — 0}

Demostracién. Los complejos BE<¢ — k — 0y kpe — k — 0 evaluados en cualquier z €
Obj(G o C) son C.(lgxc/z) — k — 0y BE — k — 0 respectivamente. El funtor 7: G < C — BG,
induce un morfismo II: BE“C — Bf de la siguiente manera: En una n-cadena en lg«c/x de la forma
(ag, ap) LT (an, ) , donde o; = (gi,9:0; = x) v v = (hi, hja; = a;4+1) son morfismos en
G x C. Definimos

TI( (a0, ag) >+ — 2 (ap, o0n) ) = (.,QO)L,..&(.’%) )
Este morfismo estd bien definido ya que (e, go) b P (8,9n) esunan-cadena de 1p;/e. Ademés
si tenemos un morfismo 5 = (r,rx = y): x >y en G x C
n h hn
BSm(B)I( (ag, ap) ——> -+ —% (an, ) ) = BIm(B)( (9, 90) ——> - —> (¢, gn) )
- (‘ﬂ’go) L e $ (.a Tgn) )
y
MBI (8)( (ao, a0) ——> -+ — (an, @) ) = TI( (ag, Barg) =—> -+ — (an, Bay) )

es decir, conmuta el diagrama

BG*C(z) —> ko ()
BS‘X%)J{ lk%;(m
BE*(y) —— kpg ()

y con esto se demuestra que IT es un morfismo de k(G « C)-mdédulos. Es facil ver que 110 = 9'I1, donde 0
y & son las diferenciales de BS> () y kpc (x) respectivamente. Lo tinico que nos falta demostrar es que
es unico salvo homotopia. Ya que kpc es exacto y € = ell, con € la aumentacion, por la Proposicién 1.4.5
IT es tnico salvo homotopia. El morfismo II; se construye de la misma forma. O

Nota 3.2.10. Debemos notar que B< es una resolucién proyectiva mientras que k B¢ 1O necesariamente
lo es. Esto se debe a que Res, no necesariamente preserva proyectivos. Pero si es un funtor exacto. Por
ejemplo, sea C' la siguiente categoria:

f
=\
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con la accién de Zy = {1,0} definida como ox = z,0y = y,0f = gy og = f. Entonces la categoria
transportadora Zo x C' es

(1,9)

(o,12)
O PN

(1.1)

ot oY

W O(ley)

(0.9)

Consideremos kZs y veremos que Res;kZs no es proyectivo como (Zgo o C)-mddulo. Recordemos que
Res kZo = kZo @ kZo con accién dada por

(ca,0) si(c,h) es un morfismo de = a x

(Ca h) : (a’ b) = (07 Cb) (Ca h
c,h

si ) es un morfismo de y a y
(0,ca) si(c,

) es un morfismo de z a y

donde (¢, h) estd en Zg x C'y (a,b) € kZs ® kZ2. De aqui tenemos que Res kZo estd generado por (1,0)
como k(Zs o< C')-médulo. Si definimos p: k(Zy «x C) — ResykZ;y de tal forma que p((1,1;) + (1,1,)) =
(1,0), entonces p es suprayectivo. Si Res,;kZs fuera proyectivo, entonces

Ker(p) — k(Zy x C) —— Res;kZ;

se escindirfa, es decir, existirfa un homomorfismo s: Res;kZs — k(Zs x C) de k(Zs x C)-mébdulos tal
que ps = lges kz,- Para que s tuviera esta propiedad, deberfa enviar (1,0) a un elemento al cual envie
p al (1,0). Estos elementos son de la forma (1,1;) 4+ (1,1,) + ¢y (1,1;) + g, donde ¢ es un elemento del
ntcleo de p. Los generadores de Ker(p) son (1, f) — (1,9), (o, f) — (0,9),(1,1) y (o,1,). Supongamos
que s(1,0) = (L,1) + (1,1,) + ri((L f) — (L.g) + ra((,f) ~ (09)) + ra(1,1,) + ra(0. 1), ya que
queremos que s sea un homomorfismo de k(Zy C)-médulos se debe cumplir que r((1, £)(1,0)) =

(LA (1) + (1, 1) +r1((1, f) = (1,9)) + r2((0, f) = (0,9)) +73(1, 1) + r4(0, 1)), pero
(1L, /) (L 12) + (1, 1) +71((1 ) = (1,9)) + r2((0, ) = (0:.9)) +7r3(1, 1) +7a(0, 1)) = (1, f).

Puesto que (1, f)(1,0) = (0,1) se sigue que s(0,1) = (1, f). Aplicando de nuevo el argumento con (1, g),
obtenemos que s((1, ¢g)(1,0)) = s(0,1) = (1, g) por lo tanto s no estarfa bien definida. Lo mismo ocurre si
s(1,0) = (1,1;) + q. Asi que Res;kZs no es un k(Zs x C)-médulo proyectivo.

Ya vimos que B es una resolucién proyectiva de kG-médulos para k. Asi que B ®M es una resolucién
proyectiva para M. Aplicando el funtor Homgg( ,N) para otro kG-mdédulo N, obtenemos el complejo
de cocadena Homyg(BE @ M, N). El funtor Res, induce un morfismo de cadenas

Resx
Homye(BE © M, N) — Homy ooy (kpegar: kn)

Como dijimos anteriormente, no sabemos si kgcg ), €s una resolucién proyectiva. Pero con el morfismo
IIps construido en el Lema 3.2.9 obtenemos morfismos de cadenas

Res 113 ~

G m M GxC

Homyg(By @ M, N) —= Homy(guc)(kpegar, kn) — Homyguc) (B @k, k) -

La composicion Iy o Res, induce en homologia un morfismo resg’N que llamaremos restriccion:
M,N

BSC

Fl siguiente resultado nos da una caracterizacion de este morfismo recién construido.
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Proposicién 3.2.11. El morfismo resg’N: Extrq(M,N) — Exty oo (kar, kn) es inducido por la au-
mentacion e: C,.(C) — k.

Demostracién. Por adjuncién tenemos un isomorfismo

Q: Homy,(gocy (BE*C®kar, k) — Homyg (LKA (BE*C &k ), N)

*

Por el Corolario 3.2.6 hay un isomorfismo Homyg (LK, (BE<C®kys), N) = Homyg (LK, (BE<C) @ M, N).
Y con el Corolario 3.2.5 tenemos que LK, BE>¢ ~ B¢ @ C,(C), de esta manera,

Homy (LK, (BS<Y) @ M, N) ~ Homyq (B @ C,(C) ® M, N)
= Homya(BS ® M @ C.(C),N)

Cuando tomamos un kG-homomorfismo a: B ® M — N, a nivel de complejos, estos morfismos e
isomorfismos para la construccién de la restriccion, llevan a « al kG-homomorfismo

Ay o LK, ((Resza)y)dpv: B @ M @ C,(C) = N,

donde v es el isomorfismo BY ® M ® C,(C) = BY ® C.(C) ® M , 1 la equivalencia homotépica
BS @ C,(C) ® M ~ LK, (BS<®) @ M, ¢ es el isomorfismo LK, (BS*C) @ M = LK.(BS>*“®ky) y
An: LK, kny — N es la counidad de la adjunciéon €.

Tomemos un elemento b* @m®c"~* de la base de (B @ M @ C,.(C)),, con &’ y ¢/ j-cadenas en 1goc/®
y C respectivamente. Entonces

v @m®c" ) =b' @ (" @m).

Notemos que 1 se factoriza a través de C,((13¢/e®) x C) utilizando el morfismo de Eilenberg-Zilber el cual
envia b’ ® (¢"~* ®m) a una suma de n-cadenas de la forma +(b", ¢") @ m. Inmediatamente se le aplica el
isomorfismo ((1gc/e) x C) = m/e a esa suma de n-cadenas. Tomemos un elemento (b",c™) ® m de dicha
suma. Veremos a b™ como la n-cadena by — ... — b,, con morfismos b;ﬁlbj: bj > bjpiyct=co—..—=cp
con morfismos a;: ¢j_1 — ¢; para j = 1,...,n. El elemento que nos queda en C,,(7/e) @ M es

by 1 bo,by b b 1,b7 e,
(b Leg, by) o) nbeoibe g1, b om

el cual es llevado a LK, B¢*“ @ M por medio del isomorfismo C, (7 /e) = LK, BF*“ quedando

_ f fi _ fit1 In
[ (bo L¢0,70) — . (bj 101’7’7]') — ..

(bﬁlcm%) ] ®@m
donde y; = (by; b1, by vy )o- - -o(bi by, by 1) para 0 < i < m, 7y, = (e, L1, )y fi= (b 'bi1, b7 o)
para 1 <17 < n.

La n-cadena

_ f f — f fn _
(bg Leo,70) s s (bj 1cj,'yj) AL N L (b eny Vi)

Bfocc

estd en B (b, ¢, by). Para llegar a h_m> ¢ aplicamos el morfismo BE*C (b,,, 1., ):

C

_ fi _ fi n
[BE*C (b 1o, ) ( (b "e0,70) —2 oo = (b7 g 7y) ~2 o L (b7 7)Y @0

_ f i — i fn _
- [ (bO 1CO; (bn; 10,,,)’70) L (b] 1cj7 (bna lcn)’YJ) - S (bnlcna (bn; lcn)’yn) ] ®m

cuyo representante de la clase estd en BE>*% (¢, ). De aqui podemos llevarlo a LK (BE>C&k);) quedando
de la forma

f1 fi

— — fj fn
[ (bg Leo, (bns 1e,)y0) ——= . —— (bj 1ij (bns e, )vs) s

- (b;lcn, (bn, 1e,)vn) ®@m]
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y aplicando Res, («)II; al representante de esta clase obtenemos

bytbo b lbn,_a

n

[a( bpb, L bg —— .. —=b, @m)] = [a(by — ... = b, @m)],

el cual pertenece a LK ky, con su representante en Be(cp,e). Lo que hace Ay en este caso, es aplicar el
morfismo N (e) al representante, esto la identidad en N, por tanto, al final nos quedamos con

a(bg = ... = b, @mY).

Ahora, veremos qué pasa cuando aplicamos el morfismo AW de Alexander-Whitney. Cuando ¢ # n, las
n-cadenas que surgen al aplicar AW al elemento b’ ® ¢"~¢ ® m tienen al menos una identidad en las
primeras coordenadas, es decir, b en (b", ") ® m tiene la forma by — ... = b. — b, — ... = b;, y por
tanto

Ay o LK, ((Resza)Ips) (0™, ¢™) @ m) = a(bg = ... > by = by — ... = b;) =0

pues (bg — ... = b, — b, — ... = b;) = 0 en BY(e). Esto no pasa cuando i = n, pues si desde el principio
by — ... = b, # 0, entonces

An o LK ((Resra)IIpg) (07, ¢™) @ m) = a(by — ... = b, @ m) # 0.

Lo anterior significa que res]g’N es lo mismo que el inducido por el homomorfismo (1z¢ ® 1y ® €)*(a),
donde €: C,(C) — k es la aumentacién. O

Ahora podemos construir un morfismo de transfer. Continuamos desde el complejo Homyg(BE @ M ®
C.(C, k), N). Consideremos

(DWT)*: Homyq(BY @ M @ C,(C),N) — Homyq(BY ® M, N).

donde (DW¥)* es el inducido por el morfismo de cadenas DW¥': k — C,(C) de Dwyer-Wilkerson visto
en la Seccién 3.1. Al morfismo inducido en cohomologia por la composicién

- ~ DWF *
Homygoc) (BEC®kar, ky) —= Homye(BS @ M ® C,(C), N)' L Homy(BY @ M, N)

es al que llamaremos transfer.

Como podemos notar, el morfismo de transfer que acabamos de construir estd inducido por el morfismo
DW?F . Antes de verificar qué nos da la composicién trgI’N o res]g’N necesitamos la siguiente definicién
Definicién 3.2.12. Sea F': C — C un funtor. Y sea F,: C,(C) — C.(C) el morfismo de complejos
inducido por F' . El nimero de Lefschetz de F' se define como

A(F) =Y (=1)'traza(F;: C;(C) — C(C)).
i

El siguiente teorema nos relaciona la restriccién y el transfer.

Teorema 3.2.13. Sea F': C — C un G-funtor. Entonces la composicion
. Tesé/f,N . TgI,N .
es multiplicacidn por A(F).

.2 .y M,N M,N . .
Demostracién. La composicién tr, """ ores, " se calcula a partir de la homologia de

Homy,(BE ® M, N) — Homy,(goc) (BE*C®kns, k) — Homyg (BE ® M, N) .
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Sin embargo, el complejo Homk(GO(c)(Bf‘xc®kM, kn) es casi isomorfo al complejo Homyg(BE @ M ®
C.(C), N), por lo tanto trgI’N o resg’N se puede obtener con

(DW™)

€ * Fy\*
© ) Homye(BE ® M, N) .

Homyg(BY @ M, N) —— Homg(BE @ M @ C,(C,k))
Ya que esta composicién esta inducida por

pwt

k C.(C) >k

basta con calcular esta iltima. Entonces se demostrard que el siguiente diagrama es conmutativo:

k—" > Hom(C,(C),C.(C))

r

C.(C) ® C.(C)
A(F) 19A

C.(C) ®C.(C)® Ci(C)
@1

C.(C)

k

€

Sea {c};}zizl la base natural de C;(C,k), y cuya dimensién es d;. Ya hemos calculado qué hace el
morfismo DWY¥', entonces

d d;
eDWF(1) = | D (=1 [ D[ (Fu(e)] - = (Fi(<))

i=0 =1

d
= Z(—l)itraza(Fi: Ci(C) = Cy(C))
i=0

que precisamente es A(F). Como todo a € k es igual a -1 y todos los morfismos utilizados en el trans-
fer y restriccion son, en particular, de k-mdédulos, entonces la composicién es multiplicacién por A(F). O

Con este teorema, al tomar F': C' — C' como el funtor identidad en C', el morfismo trg’N ) resg’N e
la caracteristica de Euler de la categoria C. Esto es inmediato del célculo anterior.

S

En el siguiente ejemplo calcularemos el transfer de una forma mas explicita.

Ejemplo 3.2.14. Sea Zs = {1,0} y C la Zy-categoria

f
P

con la accién de Zy definida por oz = x,0y = y,0f = gy og = f. Tomemos k = Fy = {0,1} y M, N = F,.
El Zy-funtor que consideraremos para el morfismo DW ' sera la identidad de C.

Para calcular BZ2 notemos que los objetos de 1gz,/e son los pares (e,1) y (e,0). Entonces B(%Q =
Fy{(e,1),(e,0)}. Para n > 0 queremos n-cadenas de morfismos que se puedan componer y que no conten-
gan morfismos identidad. Ya que el complejo BZ? lo tomamos normalizado, entonces las tinicas n-cadenas

b,

o

que no contienen identidades son (e,1) ——> (8,0) ———> ... —~>a y (8,0) ——> (8,1) —
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donde a y b pueden ser (e,1) o (e,0) dependiendo de la paridad de n. Notemos que podemos identificar
ambas n-cadenas con el objeto por el que empiezan. De esta manera para toda n > 0 identificamos a BZ2
como el Fo-médulo generado por los elementos (e,1) y (e, 0).

Por otro lado, Co(C) = Fo{z} ® Fo{y}, C1(C) = F2{f} ® Fo{g} y C,(C) = 0 para n > 2. Entonces
(B @ C.(C))y = B @ Co(C) y (BZ @ C.(C))n = (B2, ® C,(C)) @ (B% @ Cy(C)) para toda n > 1.
Queremos saber cudles son las transformaciones naturales de (BZ2 ® C,(C)),, a Fa, es decir, debemos
encontrar los morfismos de k-médulos que hacen conmutar el diagrama

(B2 ® C.(C))n(e) ——TF,
(B2 ®<c*(c>>n(o)i llm
(B2 @ C.(C))(s) —— Fa
Pero (BZ2 @ C,(C)), (o) lleva a la n-cadena (8,0)® f a (e,1)®g y viceversa. De igual forma lleva (e, 0)® g

a(e,1)® f. Al elemento (o,0) @z lolleva a (o,1) @z y (e,0) ®y a (e,1) ®y. De aqui, tenemos que para
que ¢ sea un morfismo de kG-modulos se debe cumplir que

o((0,0) @ f) = p((0,1) ® g),
o((e,0) @ g) = p((e,1) @ [),
p((o,0) @ 2) = p((0,1) @), ¥
o((0,0) @y) = p((e,1) ®Y).

Entonces podemos definir ¢ en los elementos (¢,1) ® g, (e,1) ® f,(e,1) ® z y (e,1) ® y haciendo cum-
plir las identidades anteriores para que sea un homomorfismo de kG-mddulos. Esto nos da un total de
24 posibilidades para asignar esos cuatro elementos de la base. Denotaremos 7 para i = 0,...,15 al
kG-homomorfismo que envia la base (ordenada) {(e,1) ® g,(e,1) ® f,(e,1) ® z,(e,1) ® y} de acuerdo
a la expresion de ¢ en base binaria, por ejemplo si ¢ = 3, su expresién binaria es 0011 y por tanto
(e, ) ®@y) =1, ¢5((e,1) ®z) =1y 0 en los deméds elementos de la base.

Ahora vamos a calcular la homologia en n > 0 del complejo Homp, [Zz](B%2 ® Ci(C) ® Fy,Fy). Para
eso debemos calcular el nicleo de

D}y Homg,(z,)((BZ* ® C.(C) @ Fa),, Fa) = Homp, (7, (B @ C.(C) @ Fo)ny1,Fa2).
Sea ¢7 € Homp,(z,((BZ? @ C.(C) ® F2)n,F2), entonces D} (") = ¢ Dyy1. Se tiene que
Dnyi((e,1) @) = (9(e,1) @) + ((o,1) @ 0'(x)) = O(e, 1) @,

donde 9 es la diferencial de BZ2 y @' es la diferencial de C,(C). Recordemos que (e, 1) representa la
n + l-cadena que empieza en (e,1). Ya que d = Z?Iol d; y cuando i # 0,n + 1, d;(e,1) = 0 pues al
componer dos morfismos en 137, /e nos da la identidad, obtenemos que

(e, )@2z)=(0,0)@z+ (e,1) @z
y por lo tanto
@i Dnia((e,1) @ 2) = @i ((0,0) @z + (o,1) ® ) = ¢’ ((0,0) @ z) + ¢} (o, 1) @ ) = 0.
Similarmente para (e,1) ® y. Para (e,1) ® g nos da

i Dni1((0,1) @ 9g) = @i ((e,0) g+ (o, 1)@ g+ (o,1) @y + (o,1) ® )
=pi (0, )@ )+ ¢ (e, 1) @ g) + ¢ ((0,1) @y) + ¢i'((e,1) @ )
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Lo mismo ocurre con (e,1) ® f. Para que D}, ;97 = 0, se debe cumplir ¢} ((e,1) ® f) + F*((e,1) ® g) +
(o, 1) @ ) = ¢7((e,1) ® y). Estos homomorfismos son: g, ¢%, of, 08, 04, 10, P12 ¥ ¢1s. El mismo
célculo nos sirve para ver cudl es la imagen de D}. La condicién para las ¢ es que deben ser iguales
en (0,1)®@gy (0,1)®@ fyOen (o,1) @z y (o,1) ® y lo cual nos deja con ¢} y ¢7,. Pero tenemos que
P53 + @la = P55 + ¢la = 95, 05 + Pi2 = 1o ¥ w3 +¢5 = @6 Asi

Ker(D;,,1)/Im(D;,) = Fy @ Fy

con generadores [p%] v [pF].

Ahora, para n = 0 la homologia es Ker(Dj). El morfismo Df va de Homyg(BE* @ Co(C),Fq) a
Homyg((BZ2 ® C,.(C))1,Fz). Como en los cilculos anteriores podemos definir un homomorfismo ¢ de
kG-médulos en los elementos (e,1) @ x y en (o,1) ® y y haciendo que ¢((o,1) ® ) = ¢((o,0) ® )
y o((e,1) ® y) = ¢((e,0) @ y). Para que ¢ € Ker(D7) se debe cumplir que ¢D; = 0, entonces
©D1((e,1)® f) =0, esto es, p((e,1)@y)+((e,1)®x) = 0y en consecuencia p((o,1)@y) = p((e,1)®@x),
lo cual nos deja con el morfismo cero y el que envia a los dos elementos de la base al 1.

Lo siguiente es aplicar el morfismo inducido en cohomologia por

(1,42 ® DW)*: Hompg (B2 @ C.(C),F2) — Homyg (B2 @ F, Fa).
La cohomologia de Homyg(B?%2,[F;) se obtiene facilmente. Ya sabemos que las tinicas n-cadenas estén
identificadas por el elemento por el que comienza dicha n-cadena. También, que para que un morfismo A

sea de kG-médulos, debe cumplir que h(e,1) = h(e,0). Al calcular el n-ésimo grupo de cohomologia de
Homy (BZ2,F>) vemos que 0 h = 0 pues

BOs1(01) = h((0,0) — (o,1)) = 0.
Lo mismo ocurre con 9}, asf que para toda n, H, (Homyg(B% @ Fa,Fy) 22 Fy con generador h que envia

(0,1) y (e,0) a 1.

Calculemos la imagen de (1,42, ® DW)* en dimensién n > 0:

Similarmente,
(1gze @ DW)"(p5)((0,1) @ 1) = @5 ((e,1) @z —y) = 1.
Para n = 0, el morfismo ¢ es el que envia los dos elementos de la base al 1, y asi
(1gz @ DW)*(p)((e,1) @ 1) = F((e,1) @ x — y) = 0.
A través de los isomorfismos correspondientes, el transfer
tre2™  BXE, g, 00) (Resr (F2), Resq (F2)) — Extf, 7,1 (Fa, Fa)

viene dado por:
Fo @ Fy —— Ty

(1,0) ———0

(0,1) ——1,

para n > 0. Para n = 0, el transfer es el homomorfismo cero.
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La construccién de este morfismo de transfer nos permite calcularlo en ejemplos sencillos como el
anterior. Lo siguiente es compararlo con otras construcciones para morfismos de transfer.

Ejemplo 3.2.15. Un transfer muy explicito es el de espacios cubrientes descrito por Hatcher en [8].
Tomemos un grupo finito G y un subgrupo H de G. El conjunto de clases laterales G/H forman una
G-categoria discreta, es decir, los inicos morfismos de esta categoria son las identidades. De esta forma,
construimos la categorfa transportadora G o< G/H y por medio del funtor 7: G «« G/H — BG podemos
obtener un espacio cubriente |7|: |G o« G/H| — |G| de [G : H] hojas a través de la realizacién geométrica
| - |. Asi, el transfer de espacios cubrientes estd inducido por tr: C,(|G x e|) — C,(|G x G/H]|), donde si
tomamos un tridngulo o en |G |, entonces tr(o) es la suma de los [G : H] levantamientos de o. Para
poder comparar veremos que conmuta el siguiente diagrama

Homy, (C. (|G o« G/H|), k) —— > Homy (C, (|G o), k)
Homy,(C.. (G oc G/H), k) Homy,(C..(G x ), k)
o ®
Homy (C.((1pc/ @ xG/H)/G), k) Homy,(C.((15c/ » xo)/G), k)
e o*
Homy (C, (1pc/ @ xG/H)/G, k) Homy (C,(15/ ® x®)/G, k)
p* P
Homyg(Cu(1pc/ ® xG/H), k) Homyc(C.i(1p/ @ xe), k)
EZ* EZ*

Homyq(BY ® C.(G/H), k)(W Homy,(BE, k)

Se hace el abuso de notacién con los morfismos del diagrama porque son analogos. Especificamente,
i* es inducido por el morfismo i: C,.(G «x G/H) — C,.(|G x G/H|) mediante el funtor realizacién
geométrica. Para ver cudl es el morfismo ®* debemos describir la categoria (1p;/ @ xG/H)/G. Esta
categorfa tiene por objetos clases de pares ((e,91),91H) donde g1 € G y g{H es una clase lateral y
((¢,91),91H) ~ ((e,992),995H) para toda g € G. Existe un morfismo [(e, g1), g1 H] — [(e,92),95H] si
existe a € G tal que agi H = g5H, en este caso el morfismo es la clase del morfismo [gglagl, Ly, r7] bajo la
accion de G. Si tenemos morfismos

, [gglaglylgé[{] , [gglbg%lgé[{] ,
[(.7g1)7ng] I —— [(.792)792H] —_—> [(.793)793H}

definimos [g;lbgb7 1géH] o [gglagl, ]-géH] = [gglbagl, lgéH].

Podemos demostrar que existe un isomorfismo de categorfas ®: (135/ @ xG/H)/G = G < G/H. Este
funtor esta definido de la siguiente manera

®: (1pg/ e xG/H)/G —— G x G/H
[(e,91), i H| ———— g7 g1 H

[(.vgl)agllH] gl_lgiH

1 —1
(92 aglilgéH] } (95 agl’lgglgéH)

[(e,92), g4 H] 95 'ghH
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® estd bien definido en objetos y es facil ver que envia identidades a identidades. De igual forma respeta
composiciones.

Ya que el funtor 8 definido como

0:1pc/ @ xG/H —— (1pc/ ¢ xG/H)/G
((¢,91), 91 H) ——[(*,91), 91 H]

((e,91), 91 H) [(e,91), 91 H]

—1
(92 gl7lg/1H) f

-1
[gz gl7lg/1H]

((.aQZ)agllH) [(.792)793}1]

induce un homomorfismo 6*: C,(1p5/ @ xG/H) — C.((1pc/ ® xG/H)/G), tal que §*(gz) = 6*(z) para
cualquier g € G, entonces existe un isomorfismo ©: C,(13¢/ @ xG/H)/G — C,((1pc/ ® xG/H)/G) tal
que conmuta el diagrama

C.(lpa/ o xG/H) —>C.((150/ » xG/H)/G)

——

C.(lpa/ o xG/H)/C

La proyeccién canénica P: C,(1pc/ e xG/H) — C,(1pc/ e xG/H)/G induce el morfismo P*. Por tltimo,
el morfismo EZ* es inducido por el morfismo EZ de Eilenberg-Zilber.

Entonces debemos demostrar en realidad que

io®oOoPoFEZo(lge @ DW) =troio®oBoPoLEZ.

Fijemos representantes de clases laterales {g} H, ..., g,,,H} donde m = [G : H| y g/H # g;H sil # j. Para
un elemento u = (e,g;) — ... — (®,g,) en BS tenemos las siguientes igualdades.

1 ®DW

m
u T (eg1) == (9,00) @Y giH
=1

R

~

Z((.agl)agl/H> e ((.?gn)?ng)’ con (g;+11.gja 1g{H): ((.7gj)?ng) - ((.>gj+1)?ggH)

m

13

Z[(.ﬂgl)ﬂgl/H] . [(.ﬂgn)7gl/H]7
1

con [g7,119;, Lg): [(9,.95), 91 H] — [(8,9541), 9 H]

-1 7

£ _
— 9 g H = ... = g, g/H,

NE

~
I
—

-1 -1 -1
con (951195 1971119;1{): 9; gH — ngng.

Este dltimo elemento es enviado a la suma de los tridngulos etiquetados con esas n-cadenas. De forma
similar, con los morfismos correspondientes tenemos que

(.791) e (.7gn) = ((.791)7.) e ((O,Qn),O)

= [((0,91),0) = ... = ((2,90),0)]
— [(e,91),0] = ... = [(®,9n), ]

_ -1 _
g1 g0 95+195 gnlgn—l
— e [ ] [ ] o
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—1 -1
91 90 94195 g" Ygn—
. [ ] [ ) .

Después tenemos el tridngulo con etiqueta e . Por ultimo, apli-
camos el morfismo ¢r. Como el transfer ¢r surge por el espacio cubriente |7r\ |G G/H | = | /3G\ el
cual es inducido por 7: G «x G/H — 3G = G « e, aplicdandolo en las etiquetas, podemos afirmar que

— —1
. 91 '90 9j+19i Q,L Ygn_1
la suma de los m-levantamientos de e ° ° e ¢s, precisamente, donde

fue enviado >, g ! gH — ...~ g, g g H. Asi que el diagrama conmuta y en el caso cuando la categoria
es G/H los morfismos de transfer comc1den




Capitulo 4

Transfer en cohomologia de
Hochschild

En este capitulo veremos las condiciones para poder asegurar que existe un morfismo de transfer y
lo que pasa al tratar de construir un morfismo restriccion en cohomologia de Hochschild para categorias
transportadoras. Debido a la falta de funtorialidad de la cohomologia de Hochschild se necesita construir
el morfismo restriccién, pues no siempre existe. Las herramientas que utilizamos son otra vez los morfismos
aumentacion y el de Dwyer-Wilkerson.

4.1. La categoria de factorizacion

Definicién 4.1.1. Si tenemos una categoria pequena C, podemos construir la categoria de factorizacién
F(C), cuyos objetos son los morfismos en C, los cuales denotamos como [«] para evitar confusién y saber
que estamos viendo a un morfismo en C' como un objeto de F(C'). Un morfismo [a] — [B] es un par (v, )
de morfismos en C' tal que 8 = yad, es decir, que el diagrama

z w
gl T ;
T ()
conmute. De esta forma la identidad de un objeto [a] tendria que ser de la forma (1,,1;) si @ vade z a y.

La regla de composicién la definimos de la manera obvia. Cuando tenemos los siguientes morfismos que
se pueden componer en F'(C)

B

[e3

o] 22 15 <% 1),

cona:x —yypB:z— w, vy d quedaran determinados para hacer el diagrama
z w
5l T
z Y
conmutar. Similarmente para € y ¢, cuando x: © — v tenemos el siguiente diagrama conmutativo

u v
Ll Te
z w

B

[e3

K

i

73
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De esta manera para poder definir la composicién (e,¢) o (7,9): [a] — [k] pegamos los diagramas de la

siguiente manera:
K

L

)

]
-

y tomamos
(6,0) 0 (7,0) = (e, 00),

pues tenemos que

(ev)a(81) = e(vad)
=efe

= K.

Ejemplo 4.1.2. Para un grupo G se tiene que F/(3G) es un grupoide. Esto se debe a que cualquier mor-
fismo (I1,12): [g] — [¢'] en F(BG) tiene como inverso el morfismo (I;*,151): [¢'] — [g]. Ya que ¢’ = l1gla
entonces g = I '¢'ly !, esto comprueba que (171,15 ") si es un morfismo de [¢'] a [g]. Ademds, tenemos que
(ll_lvl2_1) o(ly,l2) = (e,e) = g v (Ii,12) 0 (ll_la l2_1) = lig.

Otra de las propiedades de la categoria de factorizacién F'(BG) es que existe una equivalencia F/(SG) ~
BG. Para que podamos comprobar esto, primero notemos, que ya que F(3G) es un grupoide, el esqueleto
de F(BG) consta de solo un objeto, para fines pricticos escogeremos como representante de las clases de
isomorfismo al objeto [e], donde e es el elemento neutro de G. Un morfismo de [e] a [e] en la categoria de
factorizacién de BG es un par (I1,ls) de elementos de G' que cumplen que e = lyely, es decir, lo = 17!
Existe un isomorfismo de categorfas [F(BG)] = BG, enviando cualquier par (1,1, ') a ;. Por tltimo, la
Proposicién 1.1.21 nos dice que F(BG) ~ [F(BG)] = BG.

El siguiente resultado relaciona los kF'(3G)-médulos con los kG-médulos.

Proposicién 4.1.3. Si M es un kF(BG)-mddulo, entonces M([e]) es un kG-mddulo. Ademds, eziste una
equivalencia kF(BG)-mdd ~ kG-mdd.

Demostracion. M como un funtor de G a k-méd es

M: BG —— k-méd

o ——— M([e)

Ya que F(BG) ~ 3G, se tiene que kF(BG)-méd ~ kG-mdd a través de la restricciones de los funtores
que hacen la equivalencia F'(BG) ~ BG. O

Nota 4.1.4. Si tomamos el funtor ResykG, entonces por la proposicién anterior, ResykG([e]) es un
kG-médulo y lo denotaremos por kG, que es kG con la accién por conjugacién.
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Esta construccion a partir de categorias tiene sus ventajas, ya que se obtienen funtores entre categorias
de factorizacién inducidos por funtores entre las categorias originales. Cuando tenemos 7: C' — D un fun-
tor covariante existe un funtor covariante F(7) de la categorfa de factorizacién F(C) a F(D). Recordemos
que los objetos de F(C') son morfismos denotados por [a:  — y]. Entonces F(7)([e]) = [7(«)]. Para un
morfismo (v,6): [o] = [8] con B: z = w, F(7)(7,9) = (7(7),7(d)). El funtor F(7) estd bien definido,
cuando tenemos un diagrama conmutativo

z
6l
T

al aplicarle 7 también nos da un diagrama conmutativo

[e3

72) — D )
T(tﬂi Tf(v)
() T 7(y)

Entonces al aplicar F(7) a la identidad de [ representado como (1,,1;) nos queda (7(1,),7(1z)) =
(17(y), 17(z)) el cual es la identidad del objeto [7(a)]. Ademas si

K

Y —
B

e

6l

r—
«

representa la composicién de dos morfismos, también lo hard

7(u) G

|

7(v)

TT(S)

7(8)

7(2) —————— 1(w)
7(9) TT("Y)
(@) ————>7(y)

7(a)

Por tltimo si C' es una G-categoria, G actia también sobre F(C). Sea g € G, y [a] es un objeto de F(C),
entonces ¢ - [a] = [ga]. Para un morfismo (v,9): [a] — [8] tenemos g(v, ) = (g7, 9d) pues si 8 = yad,
entonces g3 = gygagd y por tanto (g, gd) va de [ga] a [gS3].

La sobrecategoria F()/[g]

En esta parte se hablard de la sobrecategoria F(m)/[g] ya que es muy importante para la construccién
del transfer para la cohomologia de Hochschild.

Recordemos que F(m) es un funtor de F(G « C) a F(3G). Por definicién de sobrecategoria, los objetos
de F(m)/|g] serfan pares ([(h, )], (h1,h2)), donde el primero serfa un objeto de F(G « C), y el segundo
es un morfismo en F(BG) de F(x)([(h,a)]) = [h] a [g], donde

g = hlth.
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Por otro lado, un morfismo
([(h, )], (ha, ha2)) = ([(W, ")), (B, 1))

es un morfismo
[(h, )] = [(W', )]

en F(G x C), asf que es un par de morfismos en G < C, ((v1, f), (ve, f')), tal que
(h,v O/) = (Ulv f)(hv O‘)(v% f/)
y hacen conmutar el siguiente diagrama:
[h]

(h1,h2)

(v1,v2) 9]
1]

en F(G). Para poder construir el transfer en cohomologia de Hochschild necesitamos relacionar la cate-
goria de factorizaciones de C con la categoria C' x C°P = C°, para ello tenemos los siguientes funtores:

V: F(C) ce

[a: z = y] — (y, )

[: x = y] (y, )
(w,é>ln—>l<w,6°p>

[B: w— 7] (z,w)

El funtor 7€ hace referencia al inducido por 7 en las categorias C€, es decir, como 7: G o C' — (G, entonces
¢ (G x C)¢ — G*. Por tltimo, consideraremos el siguiente funtor:

t: F(C) ——C
[a:z = y|——>y

[a: z — y] Yy
wl%)tw
[B: w — Z] z

Con estos funtores podemos relacionar diferentes categorias. Esto nos da el siguiente diagrama conmuta-

tivo:
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Veamos que el cuadrado superior derecho conmuta:
Sea [(g,a): ¢ — y] € Obj(F(G x C)), entonces

VE(m)([(g, )]) = V([g])

Por otro lado,

mV([(g, @)]) = 7°(y, z)
(o,0).

Para verlo en morfismos, tomamos ((k',7), (h"”,9)): [a: z = y] = [B: w — 2],

VE(@)(((7',7), (", 6))) = V(W' k")
— (h/,h”)

y también,

V(W 7). (B",0))) = 7((W', ), (B", 6)°)
Ahora veremos el cuadrado inferior derecho: tF(m)(g, ) = t([g]) = @ y 7t(g, ) =
mos se cumple tF(r)((H', ), (h",8)) = t(', h") = b’ v (K, ), (h",3))

Por dltimo, sean «, 3, y § morfismos en C tales que el diagrama
z w
5l T
T )

t[(e, )] = y vy tt([a]) = t(y) = y. Para un morfismo (v, 9): [a] = [F]
= (e,7) y también tt(v,d) = t(v) = (e, 7).

B

_—

es conmutativo. Entonces tF'(¢)([a]) =
se cumple tF(¢)(7,0) = ((e,7), (e,9))

La categoria de factorizacién es muy importante en esta seccién porque la cohomologia de Hochschild
se puede dar en términos de Extyc.(kC,kC) y en términos de Extyp)(k, ResykC). Esto es debido a
propiedades de las extensiones de Kan y al isomorfismo que veremos a continuacion. En este caso kC'
representa un funtor de C¢ a k-mod. Este funtor estd definido mediante kC(xz,y) = kHome (y, ) donde
(z,y) es un objeto de C*¢. Cuando tenemos un morfismo («, 8): (z,y) — (w,z) en C® con B: z — y,
entonces kC(a, 8) es el k-homomorfismo que definido en un morfismo f: y — x lo envia a aff. Es ficil
ver que kC' si es un kC*°-mdédulo.

Lema 4.1.5. LKvk = kC' como kC°-mddulos.

Demostracién. Primero veamos que LKvk(z,y) = kC(z,y). Para un objeto (z,y) € C¢, tenemos
que
LKvk(z,y) = h_m) Resg, , k.
V/(zy)

Un objeto de V/(x,y) es de la forma ([a], (8,7)), tal que si o va de w a z, entonces los morfismos 8y v
deben ser f: z — 2y v: y — w. Por otro lado, kC(z,y) = kHomc(y, x). Definimos ¢((q),(8,7)) : k{a} —

kHome(y, x) en la base, enviando o a Bay. Si tenemos un morfismo ([a, (5,7)) ) (['], (6',7’)) .

Entonces el homomorfismo k{a} — k{B} se define como a + o' y ¢(jar),(8',y)) (@) = B'a’y'. Como o’
ead, entonces '’y = f'eady’ y por la definicién de morfismo en V/(z,y esto ultlmo es igual a Sa~y, pues
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(8',79")(e,6) = (B,7). Si tenemos otro k-médulo M junto con homomorfismos L/([a],(ﬂﬁ)): k{a} = M que

hacen conmutar los diagramas correspondientes, podemos definir un homomorfismo 6: kHomeg (y, ) — M
como O(f:y—x) = L/([f] (1. 1y))(f). Este homomorfismo es tnico y hace conmutar el diagrama

Eﬂ(z,y)([a]a (677))
(o], (8,7))
L1, (8,7
/{HOIDC(?J, .’13) ) M
Esto se debe a que podemos ver (o) (3,4)) = k(B,7) ¥

0(Ba)i((a],(8,7)) = LB, (12,1, KB V) = Lja) (8-

Estos isomorfismos definen una transformacién natural. Para verificar la afirmacién anterior debemos
demostrar que conmuta el diagrama

kC(e,é)l iLKvk(e,é)
kC (', y) — LKvk(z',y")
donde (€,9): (z,y) — (2/,y") es un morfismo en C°¢ y 6 son los isomorfismos kC(x,y) = LKvk(z,y).

Por un lado tenemos que si f: y — x es un morfismo en C, es decir, f € kC(x,y), entonces
kC(e,0)(f) = efd € kC(,y'). Ademés, 0(efd) = r([ﬁfg]’(lw,’ly,))(efé), siendo 7 los morfismos estruc-
turales del limite LKy k(z',y'). Por otra parte, 0(f) = s((f),(1,,1,))(f), donde s representa los morfismos
estructurales del limite LKy k(z,y). Por definicién de LKvk(e, d), el diagrama

Res(e,é)*Resﬁ(m,y)E([ﬂa (117 1y)) = E([f])

T([f], (e,
S([f],(lm,ly))l ([£],(€,8))

LKvE(Z‘, y)

!/ /
LKvk(e,) LKvE(J? Y )

es conmutativo. Como las r son morfismos estructurales de LKyk(2',y") v (€,6) es un morfismo de
(If], (1z, 1)) a ([efd], (1o, 1)) se sigue que 7((ers),(1,,,1,))KB(e.6) = T((f],(e,5)), Por lo tanto,

T (101,101, ) EB @ ) ([f], (€:0)) = T(epa) 1,0 1,) (€£0)
y de esta forma LKvk(e, )0 = 0kC(e,0). Asi que LKgk y kC son kC¢-médulos isomorfos. O

Corolario 4.1.6. Extjq.(kC, kC) = Extyp (o (k, ResvkC).

Demostracién. Sea P, una resolucién proyectiva del kF(C)-mdédulo trivial k, ya que LKy preserva
proyectivos, LKy P, es una resolucién proyectiva de LKvk ([16, 7]). Por el lema anterior LKvk = kC.
Esto significa que LKy P, es una resolucién proyectiva de kC' y por adjuncién Homyce (LKy Py, kC')
Homyp(cy(Px, ResvkC). Al tomar homologfa, llegamos al resultado. O

4.2. Construccion del transfer

Lema 4.2.1. Sea kG € kG°-mod y k(G x C) € k(G x C)¢-mod. Entonces existen homomorfismos de
EF(G x C)-mddulos
Resp(ryResv kG — Resvk(G o C) — Resp(r)Resy kG
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Demostracion. Sea (z,y) € Obj(G « C)¢. Tenemos que como funtor

k(G o C)(x,y) = kHomgoc (y, ©)
=k{(h,a)|h € G,a: hy — =}
— kG = Resz<kG(x,y)
Esta ultima flecha esta determinada por (h,a) — h. Para que esto determine un homomorfismo de

k(G x C)¢-médulos debe inducir una transformacién natural entre los funtores k(G « C) y kG. Entonces
debemos ver que el siguiente diagrama conmuta:

k(G o O)(z,y) kG(z,y)
k(GxC)((R'7),(R",8)) kG((h,7),(h",8))
k(G x C)(w,z) kEG(w, z)

Pero k(G o« C)((W,7), (h",0))((g,)) = (W,7)(g,)(h”,d) en los elementos de la base de los correspon-
dientes k-mddulos, similarmente, kG((R',v), (h”,8))(g) = h'gh”. Por lo tanto, proyectar cualquier (h,t) a
la primera coordenada, hace conmutar el diagrama anterior.

Componiendo con el funtor Resy tenemos que existe una transformacién natural

Resvk(G x C) — ResyResz<kG,

pero ResyResre = Resp(r)Resy y de alli podemos concluir que existe un homomorfismo de kF (G o« C)-
modulos
Resy k(G oc C) — Resp(rResvkG.

El morfismo Resp(r)ResvkG — Resvk(G « C) se define de la siguiente manera: Primero notemos que
para un objeto [h, hx — y] de F(G « C), Resp(r)ResvkG([h, he — y]) = kGVF(7)([h, hx — y]) = kG y

Resvk(G o C)([h, hz — y]) = kHomguc (7, y), asi el homomorfismo de k-médulos g +——= (h, hx — y)
define una transformacién natural. Para morfismos (3,v): [h, he — y] — [r,7w — z], y cualquier g € G,
se cumple que
TResp(r)Resv kG (B,7)(9) = (r, 7w — 2)
y también
Resvk(G x C)(B,7)7(g9) = Resvk(G x C)(B,7)([h, hx — y]) = (r,rw — 2).

esto quiere decir que comuta el diagrama
Resp(mResykG([h, hx — y]) —— Resv k(G « C)([h, ha — y])
ResF(ﬂ)Resva(B,ﬂ/)i iReSVk(chC)(ﬂw)
Resp(mResv kG ([r, rw — 2]) — Resvk(G o C)([r, 7w — 2])

lo que comprueba que el homomorfismo 7 es un morfismo de kF(G x C)-mdédulos. O

El resultado anterior nos sirve para poder conectar moédulos que se utilizan en la construccién del
transfer. Similarmente al caso del capitulo anterior, debemos descomponer categorias en producto de
otras para poder ver de forma distinta los complejos con los que estamos trabajando.

Lema 4.2.2. Consideremos el funtor F(n): F(G «x C) — F(G). Para cualquier [g] € F(G), existe un
isomorfismo I'(m)/[g] = F(C) x 1p)/lg]. Ademds,

C.(F(m)/le]) = C.(F(C)) ® BS

como complejos de kG-maddulos.
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Demostracién. De la definicién de la categoria F'(7)/[g], si tenemos un objeto
([h, a: hx — y], (h1, ha)) podemos obtener un morfismo g~ 'hya: hy'x — g~ 'hyy, pues g = hihhs.

Ahora definamos el siguiente funtor

¢: F(m)/g] F(C) x 1pa)/ld]

([, ha = yl, (h, he)) ———([g7 " haa: hy x — g~ hay], ([A], (hy, h2)))

([ha a: hr — y]’ (h17 h2)) ([g_lhla: h2_lx — g_lhly}v ([h]7 (hla h2)))
((v1,f: viy=y'),(v2,y: vaa’ =) || (g7 R fihy ) (v sv2)
([0, h'a" — o], (h, b)) (g~ hia’: (y)~ta" — g~ hyy'], ([I], (Ry, h5)))

Este funtor estd bien definido: Ya que (h',a’) = (v1, f)(h, @)(va,7), se sigue que b’ = vihvs, de aqui,
h=v'hvyt y o = fui(avihy) = (f)(vie)(vihy). Por lo tanto

g 'hia = (g7 R f) (g7 Rvia) (g v hy),

pero
g W = g R he = g7

y
g Wk = g7 thih = hy'h T Ttk = byt

Entonces tenemos que g~ 'hja’ = (97 'R} f)(g~ hia)(hy'y) v por tanto (g~ A} f, hy ' 7) es un morfismo
en F(C). La inversa estd definida como:

¥: F(C) X 1p@)/l9) F(m)/lg]

([ z = y], (1], (P, h2))) F———— ([h, h™ ga: hhoa — hagy], (h, h2))

(lor @ = yl, ([A], (b1, h2))) ([h, h™ ga: hhox — higyl, (hy, ha))
((7,9),(v1,v2)) | ((vl,hll_lg'y: vlhhzy%hi_lgy'),(vz,hzé: vohhz' —haz))
(/s 2" = y'], (W], (R, hy))) (W, (n)~tga’s W'hyx — higy'], (b, hy))

Para que esto tenga sentido los morfismos deben estar definidos de la siguiente manera: ~v: y —
y',0: 2" — x, (v1,v2): [h] = [R] por lo que cumple que (h1,he) = (b}, h%)(v1,v2) v B = vihve. Como
o = ~ad, entonces h tgy = (W tgy) (A ga) (b gd). Pero vihytg = W 'hihitg = W g v vihhy =
Ry hihhy = B} tg.

Por otro lado,

(01, Ry g7) (R, by ga) (v2, had) = (vihva, (BT '9) (01h]  ga) (vihhad))
Con las identidades demostradas anteriormente tenemos que
(h’/a h’llilga/) = (Ul? hllilg')/)(ha hilga)(v25 h26)

y con esto vemos que el funtor envia morfismos a morfismos. Por dltimo verifiquemos que una es la inversa
de la otra. En objetos:

¢ (([ed, ([1], (has ha)))) = &([h, h™1ga], (b1, ha))
= (lg~"hah™"gal, ([h], (h1, ha)))
= ([ad; ([A], (h1; h2)))
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Po(([h, o, (h1, ha)) = $(([g7 " haal, ([h], (h1, h2))))
= ([, h ™ g9 hal, (ha, h))
= ([h, o], (h1, h2))
En morfismos
PY(((7,0), (v1,v2))) = ¢(((v1,h7 ' g7), (v2, hab)))
= ((g7 " hahy g7, by Thad), (v1, v2))
= ((7,9), (v1,v2))

Yo(((v1, f), (v2,7))) =w(((g‘h’f, hy'9); (v1,2)))
= ((v1, W\ gf,), (v2, hahs '7))
= ((v1, )(Uza 7))-
(C

Por lo tanto tenemos el isomorfismo F'(7)/[g] = F(C) x 1p(g)/lg], para cada [g].

El isomorfismo recién demostrado nos da una forma de obtener una copia de F(C) para cada [g] €
Obj(F(G)), asf que podemos denotar esta copia como F'(C)r. Como vimos en el Ejemplo 4.1.2, la
categoria de factorizacién F(BG) es un grupoide. Por la Proposicién 1.5.2 existen isomorfismos F'(7)/[g] &
F(m)/[¢'] por cada morfismo (I1,12): [g] — [¢'] en F(BG). Utilizando este isomorfismo junto con los
funtores ¢ y v, los cuales también son isomorfismos de categorias, podemos conseguir un isomorfismo
@: F(C)g = F(C)(g que hace conmutar el diagrama

F(r)/lg) —2= F(C) 1) x Lp(c /9]

(11712)*l J{(%(lhlz)*)

F(m)/19'l —5> F(O)g) x 1r)/19']

Esto induce un isomorfismo C,(F(r)/_) = C.(F(C) ) x 1p(g)/_) de kF(BG)-médulos y con la Proposi-
cién 4.1 conseguimos que

C.(F(C) x 1p(q)/[e]) = C.(F(C)) © C.(lp(c)/[€])

como kG-médulos. Sin embargo, C.(1p(g)/[e]) ahora es proyectivo como kG-médulo y es exacto por defi-
nicién, asi que C.(1p()/[e]) es una resolucién proyectiva por kG-médulos para k. Esto hace que tengamos
una equivalencia C,(15(q)/[e]) ~ B. O

Teorema 4.2.3. FExiste un morfismo transfer:
EXtZ(GO(C)E (k(G X C) (G X C)) H EthGe (kG kG)

Demostracion. El transfer se cosntruye de la siguiente manera:
Por el Lema 4.2.1 existe un morfismo de cadenas
Homy p(goccy (Bx F(Gox0) ,Resvk(G o« C)) = Homyp(gocc) (B F(Goc0) ,Resp(r)ResvkG)

inducido por Resyk(G o« C) — Resp(r)ResykG. Utilizando adjunciones y el Lema 4.2.2 obtenemos los
siguientes isomorfismos:

Homy, p(occy (Br ™) Res p(my Resy kG) 2 Homy p(pay (LK () B ), ResgkG)
)(Co(F(m)/_), ResvkG)
= Homy(C.(F(7)/[e]), kG*)
(F(C)) @ BP9 ([e]), kG
— Homye (BE P9 (Je]), kG

= Homyr(sa)

~ HOIIlkG(
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El tercer isomorfismo se debe a que F(G) ~ BG y por tanto kF(BG)-mdéd ~ kG-méd. El funtor Res;
donde i: [F(BG)] — F(BG) es la inclusién del esqueleto de la categorfa, induce la equivalencia. Entonces
una transformacién natural n: C,(F(w)/__) — ResvkG es enviado a Res;(n): C.(F(m)/[e]) — kG donde
Res;(n) es la transformacién natural que asigna al tinico objeto  de BG el morfismo 7 : C.(F(7)/[e]) —
kG, El dltimo morfismo es construido a partir del morfismo de Dwyer-Wilkerson k& — C,(F(C)). Ya
que t: F(C) — C induce una equivalencia homotépica entre espacios BF(C) ~ BC ([16]), también existe
una equivalencia homotépica C,(F(C)) ~ C,(C).

Por lo tanto tenemos un morfismo de cadenas

Homy, g (coccy (BE 9, Resg k(G o C)) — Homyq(BE D ([¢]), kG4

El complejo Homyg (Bf @ ([e]), kG?) calcula la cohomologia de Hochschild pues, al igual que en el tercer
F(BG)

isomorfismo, estamos utilizando el funtor Res;. Entonces hay un isomorfismo Hom gy (B ,ResvkG) =
Homkg(Bf(/jG)([e]), ResvkG([e])) que define un isomorfismo de complejos de cadena.
Cuando calculamos la cohomologia de estos complejos obtenemos el diagrama
Xt} p(goccy (ks Resv k(G o C)) ——s Bt} (, kG )
:l lg
Extygocye (B(G o O), k(G < C)) e Extjqe (kG kG)
que nos da el morfismo al cual llamaremos transfer. O

Como podemos ver, el morfismo htrc es una generalizacién del transfer del capitulo anterior, y es
esa la razén por la cual lo llamamos transfer. Ademds, la cohomologia de Hochschild H*(kC, kC) no es
funtorial, eso nos dice que en principio no hay un morfismo restriccién. Si queremos obtener un morfismo
restriccién en cohomologia de Hochschild aprovechando las herramientas que hemos utilizado en la cons-
truccién del morfismo htrc debemos proceder de la siguiente manera:

Por medio del morfismo de aumentacién e: C.(F(C)) — k tenemos el morfismo
Homyg (Bf 9 ([e]), kG*?) — Homye (C.(F(C)) @ B ([e]), kG?)

y mediante los isomorfismos y equivalencias entre complejos utilizados en la construccién del morfismo

htrc, existe una forma de ir de Homyg (Bf(c)([e]), kG) a Homkp(go(C)(Bf(G“C), Resp(rResvkG). Con el
morfismo Resp(r)Resv kG — Resv k(G o< C) del Lema 4.2.1 llegamos a Homy, p(goccy (Bf(GO(C), Resvk(G
(). Esto nos sirve para definir un morfismo hr¢. Sin embargo, este morfismo no merece ser llamado res-
triccién pues si tomamos C' igual a la categoria con un solo objeto y su morfismo identidad, toda esta

composiciéon no es la identidad, es decir, no cumple con algo que esperamos que cumpla la restriccion.

A pesar de esto, veremos qué es lo que nos da la composicién de estos morfismos htrc y hre que
hemos definido. Lo verificaremos en los complejos.

Dado un kG-homomorfismo ¢: BE (G)([e]) — kG, el primer morfismo estd dado por la aumentacién

e: C.(F(C)) ® Bf(G)([e]) por medio de la precomposicién, es decir el primer morfismo nos lleva ¢ a e,
después precomponemos con la equivalencia B=1: C.(F(7)/[e]) — C.(F(C)) ® Bf(G)([e]) queddndonos
el morfismo weB~!. Después, se aplica el isomorfismo

T~": Homyg (Cy(F(m)/[€]), kG) = Homy p(pa) (Cs (F(m)/_), ResvkG).

Este isomorfismo estd dado por la equivalencia ¥: kF(G)-méd — kF(BG)-méd y su inversa homotdpica

® . En seguida, precomponemos con R~!: LKF(W)BE(GO(C) — C.(F(m)/_), ya con esto tenemos el
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morfismo T~ (peB~1)R~!. Aplicamos la adjuncién
Q1 Homy p(pey (LK () BE 9%, ResykG) — Homypigooy (B 99 RespinyResy kG).

Esta adjuncién esta dada por
ResF(ﬂ)(T_l(apeB_l)R—l)EBF(GKC)’

donde X prexc) es la unidad de la adjuncion. Ahora componemos con los morfismos

Resp(rResv kG —% > Resvk(G x C) —2= Resp(rResv kG
del Lema 4.2.1 ddndonos el morfismo
scResp(r) (T_l((‘DGB_l)R_l)ZBf(Go(C).
La adjuncién €2 nos proporciona el morfismo
AResvkgLKF(ﬂ)(scResF(ﬁ)(T_l(goeB_l)R_l)ZB*p(cch)).

Precomponiendo con el morfismo R, aplicando el isomorfismo T', y por ultimo precomponiendo con los
morfismos B y DW finalmente tenemos

T(ARCSngLKF(ﬂ.) (SCRGSF(ﬂ.) (T71 ((peBil)Ril)ZBF(GmC) )R)BDW

FDle))

el cual es un homomorfismo de kG-méddulos de B a kG. Tomamos un elemento

1@ (o), (2,19) “52 = (o], 51 1571) “B2 (], (10,50 — - B (0], 07, 12))

en k® Bg(ﬁG)([e]), por medio de DW obtenemos

d;
Z Z ol, (19,19)) = .. = ([gn], (I, 13)) € Co(F(C)) @ BE@)([e]).

i=0
Para aplicar B debemos aplicar primero el morfismo de Eilenberg-Zilber, lo que nos hace tener

d dI

)’ 1, (3,19))) = - = (7 (), ([9n], (17, 13)))

1=0 ]:1

con morfismos ((1,1), (vf,v5)): (27(ch), ([gr-1], (17~ L) — (27(ch), ([g+], (17, 13))) vy al aplicar el iso-
morfismo inducido por F(C) x 1p(g)/[e] = F(m)/[e] nos quedamos con

d;

Z )" D (90,95 "2 ()], (10,19) = o = ([gnr 97 27 ()], (13, 15))

con morfismos ((vf, (1) ~'1), (v5,15771)): (l97—1, 9,217 ()], (17, 1571)) = ([gr, 9727 ()], (15, 15)). Esta
n-cadena estd en C,(F(m)/[e]).

El morfismo T(AReSvaLKF(ﬂ-)(SCReSF(ﬂ—)(T_l(()OGB_l)R_l)ZBF(GxC))R) est4 dado por la restriccién
de la inclusién BG — F(BG) viendo a G como la subcategoria completa de F/(3G) que consta del objeto
[e]. Esto quiere decir que debemos aplicar los morfismos

(AReso kGLK P (m) (SCReSF(Tr) (Tfl (peB~ 1)R71 )Y L re=c))R) [e]

B,

Para hacer el cdlculo menos pesado consideraremos a partir de ahora solo una n-cadena de la suma anterior.
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Primero aplicamos B[, con lo que obtenemos la clase de :

([90, 952" ()1, (v, (1)) 711), (w5 1)) 0+~ (v, (1) 711), (v2, 131))) = oo = (g, 9 27 (c5)], (1,1))

en Cp,(1p(aoccy/—)Bre)([9ns g5, ' 27 (¢5)], (I, 13)). Los morfismos se ven idénticos al paso anterior.

Ahora debemos aplicar
(LK () (scRes p(m) (T~ H e B~ ) R™) S grio=er)) g
para eso utilizaremos la definicién de ese morfismo, lo cual es aplicar primero
scResF(ﬂ)(T*1(¢6B*1)R71)235(GKC)

al representante de la clase. El morfismo a aplicar es (2 BF(me) el cual estd dado por un

lgn.gn 25 (D]’
morfismo estructural en el limite quedando la misma n-cadena pero vista en

Cn(1p(cocc)/—)Big,1([9n: gn ' 25 (c5)], (e, €)).

Asi R7! envia esta n-cadena a
(l90, 90 27 (<)), (01, v5) 0 -+ 0 (v),09)) = ... = ([gn, g5 27 ()], (e, €))

en C,,(F(m)/_)F(7)([gn, 9 'z (c})]). Por otro lado

T~ (peB™") = ResvkG (e, gn)peB Cp(F(m)/_ ) (g, e).
Entonces nos queda en el primer paso

([90, 90 27 ()], (gn @) (], 05) 0+ 0 (1), 09)) = .. = ([gn g0 27 ()], (g €)

después aplicamos eB~1: 1@ ([go], (g, 1, €) (v}, v5) 0 -+ 0 (v9,09)) = ...([9n], (951, €)). Con ¢ llegamos a

(p(l®([90]a(g;17e)(v?7’03)O"'O(U%’Ug)) — ([gn] gn € Zasgs
Cuando calculamos ResvkG(e, 9)(>  asgs) = D asgsg, el resultado nos queda en
Resp(mResv kG ([gn, 9, 2 (&)

Aplicando ¢ conseguimos Y as[gn, g;, ' 2’ (¢})] luego aplicamos s y tenemos Y asgn en

Res p(r)Resv kG Be)([gn, g, "2 (<5)], (17, 13)).

La counidad de la adjuncién A, nos indica que aplicamos el morfismo ResgkG(I7,13). Pero (I7,15) es un
morfismo de [g,] a [e], por lo tanto, al final nos queda Y ase. Recuperando los otros elementos que no
tomamos en cuenta, el resultado final es

NEID 9 I

j=1 s

Sin embargo esto no es claro que sea multiplicacién por la caracteristica de FEuler.

Serfa conveniente obtener los morfismos para el caso HH*(k(G x C), k(G « C)*) para poder utilizarlo
en la construccion de los morfismos de transfer y restriccién en cohomologia ciclica. Esto se debe a que
la cohomologia ciclica se define como la cohomologia del complejo total de un bicomplejo cuyas columnas
son el complejo que se utiliza para calcular la cohomologfa de Hochschild de k(G o« C') con coeficientes
en el k-dual k(G «x C)*. Pero una de las primeras dificultades que surge radica en que es dificil establecer
el Lema 4.2.1 para el caso de k(G o« C)*. Estos morfismos son de gran importancia pues son los que nos
permiten llegar llegar al complejo que calcula la cohomologia de Hochschild.
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