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Introduccion

Origen historico

El concepto de sistema de fusion radica en dos vertientes muy separadas sobre el uso de
esta idea: tanto la topologia como el algebra introdujeron este concepto y lo utilizaron para

distintos fines.

Una pieza que motivaria a los algebristas a trabajar en una categoria como ésta fue el teo-
rema que Georg Frobenius prob6 afirmando que “para un primo p y un grupo finito G, si el
cociente del normalizador por el centralizador de cualquier p-subgrupo de G es un p-grupo,

entonces G tiene un subgrupo normal de orden primo a p tal que el cociente es un p-grupo”.

En los afios setenta se introdujo el concepto de Categoria sobre P o P-categoria, en los se-
minarios de Claude Chevalley. Aunque el concepto en ese momento no se hiciese conocido
sino hasta treinta anos después, ya en 1971 Daniel Quillen haria uso de una categoria com-
puesta de p-subgrupos elementales abelianos de un grupo G (grupos de la forma (Z/p)")
cuyos morfismos fuesen definidos como conjugaciones por elementos de G entre estos en The
spectrum of an equivariant cohomology ring I, II ([27], 1, p.567) para obtener resultados
topologicos. En 1976 Lluis Puig en su tesis de doctorado titulada Structure locale dans les
groupes finis definiria lo que son los p-subgrupos esenciales ([26], p.11). En 1978 Quillen

realizaria un trabajo de bastante influencia bajo el titulo Homotopy properties of the poset



of montrivial p-subgrupos of a group en el cual enfocé su interés en considerar categorias
basadas en los p-subgrupos de un grupo para obtener informacién sobre los grupos de ho-
mologia. Todos los trabajos tenian por idea el trabajar un grupo basandose en el uso de una

categoria cuyos objetos tuvieran relacién con los p-subgrupos del grupo.

A principios de los afios noventa, el mismo Puig empezaria sus famosas notas no publicadas,
misma década donde comenzarian mayores avances en el estudio de dichas categorias, incluso
sin ya tener un nombre concreto establecido!. Fue en el primer otono de la misma década
cuando se realizaria un estudio mas profundo de las categorias de Frobenius en el Instituto de
Investigacién en Ciencias Mateméticas (MSRI). Las mismas conferencias serian continuadas
en 1991 en la Universidad de Warwick obteniendo como uno de los resultados importantes
de las mismas el concepto de categoria abstracta de Frobenius, dandole finalmente un nombre

oficial al nuevo concepto.

En 1993 Puig finaliza dichas notas, que serian la referencia clave para el desarrollo del con-
cepto de los sistemas de fusién (aunque fuesen llamadas principalmente como P-categorias
en su articulo). Sin embargo no las publicarfa hasta anos después ([24]). En marzo de 1994,
Dave Benson realiza una platica titulada Sporadic groups, loop spaces and the Dickson in-
variants en los seminarios de Chevalier donde explica sus hallazgos de espacios topoldgicos a
partir de estructuras locales. Las estructuras que Benson utilizé fueron definidas por Ronald
Solomon en los anos sesenta, y no eran ni mas ni menos que categorias de Frobenius. Esto
hara que Puig motive a Benson a realizar sus investigaciones usando como herramientas las

categorias de Frobenius.

A partir de esta ponencia, Benson empieza a estudiar las categorias de Frobenius desde la

perspectiva topoldgica para construir espacios topoldgicos con ciertas caracteristicas. Seria

t Aunque habian muchas variantes de ésta categoria, en esencia todas se basaban de una P-categoria de
Frobenius. Por ejemplo, Guido Mislin bautiza a las subcategorias descrita por Quillen sobre p-subgrupos

elementales como las categorias de Quillen en [22].
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Benson el primero en ver una conexién entre la teoria de homotopia y el avance algebraico

sobre las P-categorias reflejado en el trabajo de Puig.

Es durante finales de los anos noventa (1998) cuando expone estos avances refiriendo a las
estructuras en el trabajo de Puig como una manera de codificar informacion local, lo que
llama el interés de Carles Broto, Ran Levi y Bob Oliver para comenzar su trabajo conjunto

The homotopy of fusion systems que seria publicado hasta el ano 2003 ([4]).

Durante esta transicion, se dejan de llamar a las categorias de Frobenius como tal, y son
definidas bajo el nombre de sistemas de fusion. En particular, las categorias de Frobenius
definidas por Puig son los sistemas de fusién saturados definidos por Broto et al. en [4].
El motivo principal del cambio de nombre del concepto entre estos autores es debido a
que la perspectiva de sus trabajos es distinta. En la perspectiva topoldgica se aprecio la
informacién de fusién de los p-grupos para el estudio de los espacios clasificantes [4]. La
perspectiva algebraica aprecié mas el estudio de estructuras p-locales de grupos para acer-
carse al entendimiento de los bloques de Brauer haciendo uso de las categorias de Frobenius

[25].

Actualmente, el estudio de los sistemas de fusion se centra en hallar sistemas de fusién
exéticos, pues estos satisfacen situaciones muy deseables. Un ejemplo de una resultado faci-
litado en los sistemas de fusién exético es el obtenido por Broto et al. en [4]: para cualquier
grupo p-local finito (S, F, £) y cualquier p-grupo finito Q, [BQ, |£]))] puede calcularse como
el conjunto de homomorfismos de ) a S bajo la relacién determinada por la conjugacién

dada por F. Esto es,

[BQ, |L£]})] = Hom(Q, S)/(F-conjugacion)

La principal motivacién fue la conjetura de Martino-Priddy (1996), que establece que para

cualquier par de grupos finitos G, G', BG) ~ BG) si y solo si hay un isomorfismo
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p: S — S que induce un isomorfismo entre los sistemas de fusion F: Fg(G) — Fer(G')T,
donde BG) es la p-completacion del espacio clasificante del grupo G. Actualmente es un

teorema.

Martino y Priddy probaron que la existencia de tal isomorfismo es necesaria para que
BGQ ~ BGJ’DA y Bob Oliver demostraria que ademas era suficiente en Equivalences of classi-
fying spaces completed at odd primes v FEquivalences of classifying spaces completed at the
prime two publicados en 2004 y 2006 utilizando la clasificacién de grupos simples finitos.
Posteriormente George Glaubermann y Justin Lynd haciendo uso de un articulo de Andrew
Chermak ([7]) y el resultado de Oliver, demostraron la vuelta realizando ciertos ajustes a las
pruebas de los dos anteriores para evitar el uso de la clasificacion de grupos simples finitos

en 2015 ([11]).

Gracias al desarrollo que abarca el uso de los sistemas de fusién, la prueba de este teorema
hace mucho mas preciso el resultado de Cartan y FEilenberg en cohomologia de grupos:
H*(BG;F,) es determinado por S € Syl (G) y la fusion en S ([6]), que termina dando por
resultado que

H*(BG;F,) = @1 H*(BP;F,)
Fs(G)

Dado que el articulo de Broto, Levi y Oliver dio ciertos avances al entendimiento de espacios
clasificantes de grupos usando las estructuras mencionadas, este proyecto motiva a Matthew
Gelvin a buscar una generalizacién del mismo concepto y da lugar a lo que se conoce como

un sistema de accion de fusion en su tesis Fusion action systems ([10]).

La tesis de Gelvin centraria su atencion al estudio de sistemas de accion de fusién, dado que

asi es posible obtener el anillo de cohomologia de otros espacios utilizando el G-espacio EG,

tCabe mencionar el hecho curioso de que Martino y Priddy llaman al sistema de fusién una categorfa de
Frobenius (p.1), ademds de que hacen uso de [casi] todos los articulos anteriormente mencionados aqui para

elaborar su articulo
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es decir, el recubridor universal de BG:
H*(EG xq X; F,) = l(in H*(BP;F,).
X¥s(G,X)

En este resultado X es un G-conjunto finito.

Como es de notarse, el uso de los sistemas de fusion es algo casi reciente, pues el registro mas
antiguo sobre su uso es de 1971 (podria decirse que tiene unos 45 anos) con su aplicacién en
un articulo de David Quillen. Es por ello que resulta de gran importancia considerarlo un

tema de interés pues es relativamente nuevo.

Sobre la tesis

En la siguiente tesis se explican los conceptos de sistema de fusién, sistema de accién de
fusién, y sistema de representacién de fusion, haciendo hincapié en el teorema de Alperin
para sistemas de fusion saturados, dando una generalizacion del mismo sobre sistemas de
accion de fusién saturados y en los sistemas de representacién de fusion. También se dan en
detalle demostraciones del apéndice del articulo The homotopy theory of fusion systems, y

la tesis Fusion action systems.

En el primer capitulo se exponen las bases preliminares necesarias para entender adecuada-
mente los capitulos posteriores, incluyendo la teoria y elementos necesarios sobre teoria de
grupos, categorias, cohomologia y topologia algebraica. Enunciamos los teoremas de mayor
importancia para su uso posterior y abarcamos parte de lo necesario para comprender la
conjetura de Martino-Priddy. Se hace énfasis inicamente en los teoremas que serviran para

el desarrollo de la teoria en los capitulos posteriores.

El segundo capitulo se divide en tres partes. La primera parte contiene teoria esencial sobre
los sistemas de fusién incluyendo los conceptos necesarios para dar los axiomas de saturacion.

La segunda parte contiene conceptos importantes de subgrupos céntrico, radical y esencial,
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ademds de explicar en forma mads detallada las demostraciones dadas por Puig en [25] y [24]
y Broto et al. en [4]. Se explican de forma detallada ejemplos sobre sistemas de fusion, los
subgrupos esenciales del grupo Matthieu;s, y un ejemplo donde se demuestra que el hecho
de que un subgrupo sea esencial no implica que necesariamente sean radicales y céntricos.
La tercera parte desarrolla las herramientas pertinentes para la elaboracion del teorema de
Alperin para sistemas de fusion saturados igualmente dada por Broto et al. anteriormente
en [4] tomado de las notas no publicadas (Apéndice, Teo. A10), dando detalle de cada parte

del mismo.

El tercer capitulo abarca parte del estudio de la teoria de sistemas de acciéon de fusién
realizada por Gelvin en [10], y se exponen los estudios realizados por él sobre el tema, co-
rrigiendo detalles en sus demostraciones y extendiéndolas para un mayor entendimiento. Se
define el concepto de subgrupo radical y subgrupo X-radical para su uso posterior al final
del capitulo, donde se prueba que el teorema de Alperin demostrado en [4] también es vélido

para sistemas de accion de fusion saturados, el cual no habia sido realizado previamente.

El cuarto capitulo da una adaptacion del concepto de sistema de accién de fusion de Gelvin a
un sistema de representacion de fusion, el cual es una generalizacion del mismo sustituyendo
el uso de un conjunto finito por un espacio vectorial sobre el que actie un grupo finito
linealmente. Se explica que todos los detalles implicados de un sistema de accién se pueden

extender a los sistemas de representacién pues la manera en que son desarrolladas.



Capitulo 1

Bases preliminares

El siguiente capitulo estd dedicado a proveer al lector de las herramientas necesarias para
el buen comprendimiento de los capitulos posteriores. Se recomienda tener conocimientos
basicos de teoria de grupos y topologia algebraica. Cada una de las secciones expuestas a
continuacién contiene conceptos y teoremas que se aplicaran en los resultados de los sistemas
(de accién) de fusién y la propia concretizacién del concepto. Se demostrarén los teoremas
que se consideren necesarios para resultados en los capitulos posteriores. Para mayor estudio

de estos temas, el lector puede acudir a [5], [8], [9], [13], [14] ¥ [17].

1.1 Teoria de grupos

La bibliografia para esta seccién se contiene en [8], [9], [13] y [17].

Los grupos que se consideraran seran finitos, a menos que se afirme lo contrario. Denotaremos
a GG por un grupo, P por un subgrupo, y se denotara por P < GG cuando P sea un subgrupo
de G; si el subgrupo P es normal en GG, se denotara por P<JG. Si H < G,y g € G, se deno-
tard por YH al grupo gHg~'. Para decir que un grupo G esté generado por ciertos elementos

aq, ... con ciertas restricciones [y, ..., f;, se escribird como G = (ay, ... B1,. .., B).



Definicién 1.1. Dado un grupo G y P < G, se define el subgrupo centralizador de P en G
como el conjunto Ce(P) = {g € G | gp = pg para todo p € P}.

Definicién 1.2. Dado un grupo G, y P < G, se define el subgrupo normalizador de P en
G como el conjunto Ng(P) = {g € GlgPg~' = P}.

Es facil comprobar que ambos son subgrupos de G. Notese que cuando G es abeliano,
Cq(P) =G, y en el caso de que P sea normal en G, Ng(P) = G. El siguiente enunciado es

conocido como el primer teorema de isomorfismos:

Teorema 1.3. Dado un homomorfismo de grupos f: G — H, y N J G, entonces f

puede factorizarse de manera unica a través de un epimorfismo m: G — G/N si y sdlo

si N < ker f.

Del teorema 1.3 si N = ker f, puede obtenerse el corolario G/N = Im f, y es asi como esta
enunciado normalmente en la mayoria de los libros este teorema. Sin embargo, la expuesta

aqui es una generalizacién mas agradable.f

El origen de un sistema de accién de fusién (que se enunciard posteriormente) se basa en la
accion de un grupo sobre un conjunto finito. Es por esto que esta secciéon termina siendo

esencial para su estudio.

Definicién 1.4. Dado un grupo GG y un conjunto X no vacio, se define una accion de un

grupo como una funcion

cGEx X =X
denotada usualmente como (g, x) — ¢ - x, que cumple las siguientes condiciones:

e Si eg es el elemento neutro de G, se tiene que eg - x = x para toda z en X.

TPara mayor detalle puede verse en [13] y [8]



e Para gi, 9, € G, se cumple que g - (g2 - ) = (g192) - « para toda = en X.

A un conjunto X sobre el que actia G, se le llama un G-conjunto.

Ejemplo 1.5. Dados el conjunto X = {1, —1,7,—i}, y el grupo G = Z/4 = { [0], [1], [2], [3] },

2min/4

definimos una accién mediante la operacién -: G x X — X donde [n]-z = e x. Notemos

2mi0/4

que [0] -z =e x = lx = x, y si consideramos a,b € G,

([a] . ([b] . [L’)) _ 627ria/4(627rib/4l’) _ e2m’(a+b)/4l, _ e2m’[a+b]/4x _ [a + b] .,

lo cual deja una accién bien definida.

Ejemplo 1.6. Un grupo G puede actuar sobre si mismo bajo la operacion ¢: G x G — G
donde (g, h) = g-h, y la operacion - es la operacién definida en GG. Claramente se cumplen

todas las condiciones para ser una accion.

Definicién 1.7. Dado un grupo G y una accién de G en X, se define el kernel de la accion

o el nicleo de la accion como el conjunto de elementos de G' que actian trivialmente sobre X.

Es facil ver que el kernel de una acciéon de G sobre un conjunto X es un grupo.

Definicién 1.8. Dado un grupo G y dos G-conjuntos X,Y, se dice que X e Y son G-
isomorfos si se cumple que hay una funcién biyectiva p: X — Y con una funcién inversa
p~1 tales que p(g-z) = g-px) y p (g -x) = g-pt(x). A la equivalencia entre estos

conjuntos se le denota X =, Y.

Definicién 1.9. Se define la accién de conjugacion de un grupo sobre si mismo como la
funcién -: G x G — G donde (g,h) — ghg™'. La accién de conjugacién de g sobre h se

denotara como c¢,(h) = ghg™".



Definicién 1.10. Sea G un grupo y X un G-conjunto. Se define un punto fijo de X bajo la
acciéon de G a un elemento xz € X tal que g - x = x para todo g € G. Si un elemento g € G
actia trivialmente sobre un elemento x € X, se dice que g fija a x bajo la accion de G. Al

conjunto de puntos fijos de X bajo la accién de G se le denota X©.

Definicién 1.11. Dado un elemento a de un G-conjunto X, se define el estabilizador

de a en G como el conjunto de elementos de G que fijan al elemento a, y se denota

G.:={9€Glg-a=a}l

Es facil ver que el estabilizador de cualquier elemento de G también es un subgrupo de G.

Definiciéon 1.12. Consideremos la relacion de equivalencia en un G-conjunto X definida por
x~1 & g-r=2a paraalgin g € G. Entonces X se particiona en clases de equivalencia,

que seran llamadas orbitas, y se denotaran por O,, donde x sera un representante de la clase.

Estas tltimas pueden interpretarse como los posibles resultados que tiene la accién de G
sobre x. Otra definicién de la érbita de un elemento x puede escribirse en forma de conjunto

como O, ={g-x|g€G}.

Definicién 1.13. Dado un grupo G, se define el anillo de Burnside Q(G) como el conjunto
de diferencias formales de clases de isomorfismo de G-conjuntos finitos. Para la estructura
de anillo, la adicién estd inducida por la unién disjunta de G-conjuntos y la multiplicacion

por el producto cartesiano.

Es importante notar que el anillo de Burnside para cualquier grupo G es un Z-médulo libre

y que sus generadores son clases de isomorfismo de érbitas de G. En otras palabras, todo

f Algunos autores llaman a este grupo el grupo de isotropia
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elemento de (@) es de la forma
N

> a4,G/G;

i=1

donde cada a; € Z y los GG; son representantes de las clases de conjugacion de los subgrupos

de G.

Para la siguiente definicién, primero consideremos un grupo G, y denotemos por [sg] a un
conjunto de representantes de cada clase de conjugacién de subgrupos de G. Otorgandole
un orden total < a [sg] mediante H < K si |H| < |K]|, podemos reordenar [sg] como

{Hy,..., H,} donde H; es el grupo trivial y H,, = G.

Definicién 1.14. Dado un grupo G se define entonces su tabla de marcas como la matriz

cuadrada M de tamafio n donde la entrada M (4, 5) es |(G/H;)™|.

(G/H)™| [(GJH)™| ... |(G/H)™|]
(G/Hy)™ | |(G/Hy)™|

(G/H,)"| |(G/Hn)H"|_

Dado que para i < j, se tiene que |H;| < |H,|, entonces no pueden existir elementos de G/H;
que queden fijos por H;, por tanto las entradas (7, ) con i < j seran cero. Por otra parte,
la columna izquierda de la tabla de marcas siempre es el orden del cociente correspondiente
pues el grupo de orden 1 actia trivialmente. Todas las entradas de la tltima fila siempre son
1 por ser |G/H,| =1y la diagonal de M(G) siempre serd [Ng(H;) : H;] > 1. En particular
la matriz es triangular inferior. Y dado que todas las entradas de la diagonal de M (G) son

distintas de cero, la matrix M(G) es invertible.

El siguiente teorema seré de utilidad para el tercer capitulo, por tanto serd importante no

olvidarlo.



Teorema 1.15. (Burnside) Sea G un grupo finito y X e Y G-conjuntos finitos, entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:
e Los G-conjuntos X,Y son isomorfos como G-conjuntos.

e Para cualquier subgrupo H < G, los conjuntos X e YH tienen la misma cardinalidad.

Prueba. La implicacion del primer punto al segundo es trivial puesto que al ser isomorfos
como G-conjuntos, induce una biyeccién entre los conjuntos X e Y. Denotemos nueva-
mente [sg| a un conjunto de representantes de cada clase de conjugacién de subgrupos de G.
Para obtener la otra implicacién, recordemos que todo conjunto de A puede verse de forma

Unica como una unién disjunta de sus érbitas como

A= ] 4x(G/K)

Ke[sal
Donde cada Ax € N y cada Agx(G/K) es una unién disjunta de Ax copias de G/K. La
unicidad de la forma de A implica la unicidad de los coeficientes Ax. Es claro que si la
afirmacion es cierta, la ecuacion
P Xk —Y)l(G/K)"|=0
Kelsql
tendra una solucién. Reescrito de otra forma, equivale a afirmar que la ecuacion M (G)z =0
tiene una solucién no trivial, pero esto sélo ocurre si todas las entradas son cero, pues M(G)

es invertible. Por tanto para cada K, se tendra que X = Yk, implicando que X y Y tienen

la misma descomposicion en érbitas, implicando que sean isomorfos como G-conjuntos.

O

Para el capitulo de sistemas de representacién de fusién se considerardn acciones lineales de

grupos sobre espacios vectoriales, por lo que los siguientes resultados tendran esta direccion.

A partir de este punto denotaremos por el grupo de transformaciones lineales del espacio

vectorial V' por GL(V).



Teorema 1.16. Dado un grupo G, un espacio vectorial V' y homomorfismo p: G — GL(V),

los puntos fijos de la accion de p(G) en V' forman un subespacio vectorial de V.

Prueba. Denotemos por V& al conjunto de puntos fijos. Como cualquier matriz que multi-
plique al vector 0 nuevamente dara por resultado 0, en particular se tendra que p(g)-0 = 0.

En consecuencia 0 € VE.

Por otro lado, si x,y € VY, al ser p(g) un elemento en GL(V), es una transformacién lineal,

por tanto se cumplird que

p(g)-(x+y)=plg) -z+plg) - y=z+y

para todo g € G. Igual se cumplird que si x € V¢ y k es un escalar,

p(g) - (kx) = k(p(g) - (x)) = ka

por ser una transformacién lineal. Por tanto V¢ es un subespacio vectorial de V.

O

Por otra parte, la pieza clave para desarrollar cualquier sistema (de fusién, de accién de
fusién o de representacion de fusién) es la base a partir de la que se obtienen los objetos de

la categoria, que es un p-grupo.

Definicién 1.17. Un grupo G es un p-grupo si para todo elemento de GG, su orden es una

potencia de p. Si un subgrupo H < G cumple ésto, entonces se le llama un p-subgrupo de

G.

Otra forma de definir un p-grupo es un grupo cuyo orden es una potencia de p.

Definicién 1.18. Dado un grupo G y un p-subgrupo H de G, se dice que H es un p-subgrupo
de Sylow si H no esta contenido propiamente en algin otro p-subgrupo de G. Para abreviar

la notacién, se suele decir también que es un p-Sylow de G.



Por la definicién 1.18, ya es posible entrar plenamente a la exposicién de los teoremas de

Sylow:

Teorema 1.19. Dado un grupo G de orden p*k con mcd(k,p) =1 y p primo, se tiene que
G contiene un subgrupo de orden p' para cada 1 < i < «, y cada subgrupo de G de orden

1

pt es normal en algin subgrupo de orden p**1. Como consecuencia, dado H < G, H es un

p-Sylow si y solo si |H| = p®. En particular, todo p-subgrupo estd contenido en un p-Sylow.

2 1

Ejemplo 1.20. En el caso del grupo diédrico D1y = (o, 7|0 = 72 = 1,70 = o717), el

subgrupo generado por o, es el 5-Sylow de Djy mientras que (7) es un 2-Sylow.

Ejemplo 1.21. En el grupo S3 x S3, con S3 = {0, 7|0® =72 = 1,7077! = 071) el grupo de
permutaciones de tres elementos, su 3—Sylow es el grupo ((o,1),(1,0)) = Z3s x Zs, el cual

es de orden 9.

La pieza que mas serd usada del teorema 1.19 es la tltima linea del mismo, pues el hecho
de que todo p-subgrupo esté contenido en un p-Sylow sera una herramienta muy 1util para

los teoremas relativos a sistemas (de fusién, de accién de fusién y de representacion de fusion).

Teorema 1.22. Dados dos p-subgrupos de Sylow H, K de un grupo finito G, H = gK ¢!
para algin g € G.

Ejemplo 1.23. Si consideramos nuevamente el grupo de permutaciones de tres elementos
S3, podemos ver que los 2-grupos de Sylow de S35 son generados por sus elementos de orden

2 y que son conjugados los tres entre ellos:

(1,2) = (1,3)(2,3)(1,3) = (2,3)(1,3)(2,3).

Esencialmente, entre los teoremas de Sylow las herramientas mas importantes son el hecho

de que si H, K son subgrupos de Sylow de G finito, H sera conjugado con K por algtin



elemento de G; también el hecho de que tener un p-subgrupo P < G finito, sera posible
construir una cadena de p-subgrupos en G con orden mayor que | P| (concretamente p veces

mayor) hasta encontrar un p-subgrupo de Sylow que lo contenga.

1.2 Teoria de categorias

La teorfa desarrollada en esta seccion es obtenida a partir de [1], [8] y [17].

Definicién 1.24. Una categoria € consiste de:
e Una clase Ob(%) de objetos,

e para cada par ordenado de objetos, un conjunto Mory (A, B) cuyos elementos son

llamados morfismos, con dominio A y codominio B,

e y para cada terna de objetos (A, B, ('), una funcién llamada composicion (f,qg) — gf
del conjunto producto Mor¢ (A, B) x Morg (B, C') en Morg (A, C) tal que las siguientes

condiciones se cumplen:
e Si (A, B) # (C, D), entonces Mory (A, B) y Morg(C, D) son disjuntos.

e Si f € Morg(A, B), g € Morg(B,C) y h € Morg(C, D), entonces h(gf) = (hg)f,

es decir, se cumple la asociatividad?.

e Para cada objeto A existe un elemento 14 € Morg (A, A) tal que fl14 = f para
todo f € Morg (A, B), y 149 = g para todo g € Morg (B, A).

En términos mas simples, una categoria puede representarse por puntos que representen a

los objetos, y flechas representando a los morfismos entre éstos.

"Por ello, el producto h(gf) se denota por hgf suprimiendo asi los paréntesis.



Ejemplo 1.25. Una categoria sencilla puede ser dada por:

1A<;. %OBQIB

N/

1c
donde la composicién de morfismos esta descrita de la siguiente manera: cuando se compone
un morfismo con la identidad, da el mismo morfismo, y § o a = =, dejando asi todas las

posibles composiciones.
Ejemplos méas complejos de una categoria:

e La categoria de los grupos, denotada Grp, donde los objetos son los grupos, los mor-
fismos son los homomorfismos entre grupos, y la composiciéon es la usual de homomor-

fismos de grupos.

e La categoria de los anillos, denotada Ring, donde los objetos son los anillos, los mor-
fismos los homomorfismos entre anillos y la composicién es la usual de homomorfismos

de anillos.

e La categoria de los espacios topoldgicos, denotada Top, donde los objetos son espacios
topoldgicos, los morfismos son funciones continuas entre espacios, y la composicion es

la usual entre funciones continuas.

Por otra parte, existen “funciones” que relacionan categorias entre si, llamadas funtores,
como las estudiadas en teoria de Galois, entre la categoria formada por los campos interme-
dios entre un campo base y su extensiéon de Galois y los subgrupos del grupo de Galois de
la extension del campo; o bien la estudiada en topologia algebraica, el funtor m; del grupo

fundamental entre la categoria de espacios topoldgicos punteados Top, v Grp.
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Definicién 1.26. Una categoria % se dice que es pequernia si Ob(%) es un conjunto.

El concepto de categoria pequena puede causar cierta confusiéon al lector al necesariamente
considerar los objetos de la categoria como un conjunto. EIl motivo de esto es que pueden

también formar una clase, y por tanto no ser categorias pequenas.

Ejemplo 1.27. La categoria Set no es una categoria pequena, pues para definir la clase de
objetos como conjunto, se requeriria que un conjunto contenga a todos los conjuntos, pero
por tanto el conjunto de objetos se contiene a si mismo, y esto no es posible por los axiomas

de Zermelo-Fraenkel (en especifico, el axioma de especificacién).

Ejemplo 1.28. La categoria del ejemplo 1.25 es una categoria pequena. Sus objetos son el

conjunto {A, B, C'}, por tanto cumple la condicién.

Definicién 1.29. Si ¥ y Z son categorias, un funtor covariante F de € a 2 consiste de:
e Una asignacién de un objeto F'(A) en Ob(Z) por cada objeto A de Ob(%).
e Para todo par de objetos A, B de Ob(%), una funcién
F: Morg(A, B) — Morg(F(A), F(B))
[ E(f)

Y es requerimiento que se cumplan las siguientes condiciones:
e Si gf es un morfismo definido en la categoria €, entonces F(gf) = F(g9)F(f).

e ['(14) = 1p(a) para todo objeto A de la categoria ¢

Ejemplo 1.30. El funtor olvidadizo f: Ring —Ab, dado por f((R,+,")) = (R,+). Si
h € Hompging(A, B), se tendrd que f(h) es la misma funcién h que es un homomorfismo de

grupos. Con la afirmacién anterior, es claro que f(14) = 144y para todo A en Ob(Ring).
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Definicién 1.31. Si € y Z son categorias, un funtor contravariante F' de € a & consiste

de:
e Una asignacién de un objeto F'(A) en Ob(Z) por cada objeto A de Ob(%).

e Para todo par de objetos A, B de %, una funcién

F: Morg (A, B) — Mory (F(B), F(A))
f=F(f)

Y es requerimiento que se cumplan las siguientes condiciones:
e Si gf es un morfismo definido en la categoria €, entonces F'(gf) = F(f)F(g)-

e F(14) = 1p(a) para todo objeto A de la categoria €.

Ejemplo 1.32. El concepto de funtor contravariante se puede ver entre los subcampos de

una extension de campo finita y los subgrupos del grupo de Galois de la extension.
Definicién 1.33. Dados dos funtores F', G de ¥ a &, se define una tranformacion nat-
ural m de F' a G como una funcién que asigna a cada objeto A en € un morfismo 74 €

Morg(F A, GA) tal que para cualesquiera objetos A, B en € y cualquier f € Morg (A, B), el

siguiente rectangulo sea conmutativo:

£(f) G(f)

Si cada n; es un isomorfismo, entonces se dice que 7 es un isomorfismo natural.

Ejemplo 1.34. La transformacion natural identidad idr entre el funtor F' y él mismo,
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dejando el diagrama claramente conmutativo

F(f) F(f)

F(B)— % F(B)

es el caso mas trivial de una transformacién natural.

Definicién 1.35. Sea % una categoria pequena, & una categoria 'y F': € — % un funtor.
Se dice que un objeto d de & es un limite inverso de F si para cada objeto ¢ € Ob(%) existe
un morfismo i. : d — F(c) tal que si ¢;,¢c2 € Ob(€) v f : ¢1 — ¢ es un morfismo en %,
entonces i., = F'(f) oi. y es universal respecto a esta propiedad, es decir, para cualquier
par (K, {p,}) donde p,: K — F(x) son tales que p., = F(f) o p., para todo morfismo

f:c1 — o en €, existe un inico homomorfismo 6: K — d tal que el siguiente diagrama

conmuta.
F(cy)
Si existe esta d, suele denotarse por lim F' o lim F(m).
€ me&

Por la definicién podemos deducir que si existe lim F' entonces es tnico salvo isomorfismo en
%

2.

Ejemplo 1.36. Sea 7 la categoria dada por los objetos Ob(.7) = {u, v}, con los morfismos
identidad 1, y 1, y un morfismo ¢g: u — v, y sea F': 7 — Ab un funtor de .7 a Ab tal
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que F(u) = Zy, F(v) = Zo, F(1,) = 1z,, F(1,) = 1z, v F(g) el residuo médulo 2 a los

elementos de Z,. Entonces Lin F = Z4 y los morfismos iyz,, iz, seran el residuo médulo 2
T

a los elementos de Z, y la identidad de Z,4 respectivamente. Claramente este limite inverso

cumplira la condicién de universalidad para ambos grupos.

Ly

1.3 Algebra homolégica

La teoria en esta seccién se basa en su totalidad en [5], [6] y [8].

La siguiente seccion contiene las herramientas necesarias para entender las bases de la con-
jetura de Martino-Priddy, ademéas de ser herramientas para los resultados a exponer en

capitulos posteriores sobre sistemas de accién de fusion.

Definicién 1.37. Dado un anillo conmutativo con unidad R, se define como un R-mddulo a
un grupo abeliano M donde R actie linealmente, esto es, se cumplen los siguientes axiomas

para cualesquiera a,b € R y para cualesquiera x,y € M:
o a(r +y) = ax + ay.
e (a+0b)x =ax + bx.
o (ab)x = a(bx).

ol -z =2z
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Ejemplo 1.38. Todo grupo G abeliano es un Z-modulo. Si vemos a un elemento n - x con

n€Zyx e G, entonces
e n-xr=x+x+...rsumado n veces si n > 0,
en-r=—xr—x— --—xnvecessin<0y

en-x=0sin=0.

Definicién 1.39. Se define un R-mddulo graduado como una sucesion
C = (Cn)nEZ

de R-médulos. Si z € C),, se dice que x tiene grado n, y se escribe deg(z) = n.

Definicién 1.40. Una funcion de grado p de un R-médulo graduado C' a un R-mdédulo

graduado C’ es una familia f = (f,: C,, — C/

nip)nez de homomorfismos de R-mddulos.

Noétese que deg(f(z))=deg(x)+p.

Definicién 1.41. Se define un complejo de cadena sobre R como un par (C,d) donde C' es
un R-modulo graduado y d: C' — C' es una funcién de grado -1 tal que didi1 = 0 para todo

k € Z. A la funcion d se le llama diferencial u operador borde de C'.

Definicién 1.42. Se definen por ciclos de grado n a los elementos en ker d,,, por bordes de
grado n a los elementos en Im d,.; y se denotan por Z,(C) y B,(C) a kerd,, y Imd, 4
respectivamente. Se define la homologia de C de grado n a H,(C) = Z,(C)/B,(C). Todos

ellos son médulos graduados.

Si se considera un diferencial d de grado +1 en vez de -1, ponemos el indice del complejo

de cadena como C' = (C"),ez, v la familia d también, dejando asi d = (d": C" — C™*1),

15



se llama al par (C,d) un complejo de cocadena. Un complejo de cocadena puede verse
como un complejo de cadena considerando C, = C™"; de la misma forma, los elementos
ker d” e Im d"~! de un complejo de cocadena son llamados cociclos, y cobordes y denotamos
por Z"(C) y B™"(C) a los conjuntos ker d” e Im d"~! respectivamente. También definimos

H™(C)=2Z"(C)/B"(C) , los grupos de cohomologia de C.

Definicién 1.43. Si (C,d) y (C',d') son complejos de cadena, se define una funcidn de
cadena de C' a C' como un homomorfismo de R-médulos graduados f: C' — C’ de grado 0

tal que d., f,, = fn_1d, para todo n. Usando un diagrama conmutativo, se puede ver como:
n g

dn+1 dn dnfl dn72
Cn On—l Cn—2

O fn O fnfl Q fn72 Q

d! d! d!

n—2

!
n+1 / dn / n—1 /
Cn On—l Cn—2

La propiedad d, f,, = fn.—1d, hace que cada diagrama por separado conmute.

Definicién 1.44. Una homotopia de una funcién de cadena f: C — C" a una funcion de
cadena g: C — C" es un homomorfismo de moédulos graduados h: C' — C” de grado 1 tal
que

d;hn + hn—ldn—l = fn—l — Ogn-1

Se denota por f =~ g y se dice que f es homdtopo a ¢ si existe una homotopia como la

mencionada.
dn+1 d"*2
hn+1 hn72
d{!L+1 d,n 2
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Si vemos el diagrama anterior, la condicién d™h, + h,—1d" ' = f,_1 — g,—1 hace que cada

paralelogramo C,,_1C,,_2C!_,C/ se vaya aproximando a ser una linea.

Definicién 1.45. Una funcién de cadena f: C' — C’ es llamada una equivalencia homotdpica
si existe una funcién de cadena f': C" — C tal que f'f ~ 1¢c y ff' =~ 1¢. Se define como

una equivalencia débil si H(f): H(C) — H(C') es un isomorfismo.

Definicién 1.46. Un complejo de cadena se dice contrdctil si es homotépicamente equiva-
lente al complejo cero, o equivalentemente, si 1o ~ 0. Una homotopia de 1o a 0 es llamada

una nulhomotopia.

Definicién 1.47. Una sucesidn exacta es una sucesién finita o infinita de objetos (Cy)nez

y morfismos ¢, : C, — C,,_1 entre ellos tales que la imagen de ,, es el nicleo de ,,_;.

©n Pn+1
n—1 Cn Cn—l—l -

- —

El caso que aparecerd con mayor frecuencia y por tanto que nos interesara de entre las suce-

siones exactas son las sucesiones exactas cortas.

Definicién 1.48. Una sucesion exacta corta estd dado por dos homomorfismos f: A — B,
g: B — C tales que la imagen de f es el kernel de g, f es inyectiva y g es sobreyectiva. Es

decir, la sucesion

es exacta.

Ejemplo 1.49. El caso donde B es un grupo cualquiera, A< B,y C' = B/A siempre genera
una sucesion exacta corta. Los morfismos f y g serian la inclusion de A en B y la proyeccion
en el grupo cociente de B a C' respectivamente.

7 q

0 A B B/A 0
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Claramente se cumple que Im(i) = A, y que Ker(q) = A, por lo que Im(7) = Ker(q).

Ejemplo 1.50. Dados A, C' grupos cualesquiera y B = A @ C. Los morfismos f y g serian
la inclusién de A en B y la funcién que manda todo elemento de A a ec y todo elemento de

C a s{ mismo en C.

Claramente se cumple que Im(i) = A, y por como fue definido g, Ker(g) = A, por lo que

Im(i) = Ker(q).

Definicién 1.51. Una resolucion de un R-mddulo M es un complejo

02 o1
F F Fy 0

de R-mdédulos junto con un morfismo de R-médulos ¢: Fy — M tal que

Jo Iy L R S ) 0

es exacta. Si cada Fj es libre, se dice que es una resolucion libre. Si la resolucion cumple que
F; = 0 para i > n, decimos que la resolucién tiene longitud < n. En este caso, reescribimos
la resolucion simplemente como:

6n+1 On o 9o

para dar a entender que la sucesién tiene un fin.

Definicién 1.52. Si G es un grupo y R es un anillo conmutativo con unidad, podemos
formar el anillo de grupo RG, también denotado R[G], cuyos elementos son las combinaciones
lineales formales %?rigi conr; € Ry g; € G donde todos los r; son cero salvo un numero
finito. La adicién y la multiplicacién se dan por las operaciones

Zﬁgi + nggi = Z(T’z +77)9; Z Trigi * Z Tig95 = Z(Tirj)gigj
i i i j

i 1,J
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Definicién 1.53. En la definicién anterior, para el caso cuando R = Z, se define ZG (o

Z[G]) como el anillo de grupo integral de G.

Notemos que G es un subgrupo del grupo (Z[G])* de unidades de Z[G] y que satisface la

siguiente propiedad universal:

Lema 1.54. Dado un anillo R y un homomorfismo de grupos f : G — R*, existe una tnica

extension de f a un homomorfismo de anillos Z[G] — R, por lo que tenemos una adjuncion:
HomRing(ZG, R) = HomGrp(G, R*)

Un Z[G]-médulo también se puede describir como un grupo abeliano A junto con un homo-

morfismo de Z[G] al anillo de endomorfismos de A. En vista de la biyeccién mencionada

anteriormente un homomorfismo de anillos corresponde a un homomorfismo de grupos de G

a su grupo de automorfismos de A. Por esta razon también se les llama G-mddulos.

1.4 Topologia algebraica

Todo lo visto en esta seccién puede leerse a mayor profundidad en [5] y [14].

Los espacios que aparecen cuando se estudian los sistemas de fusién y sus realizaciones
geométricas son espacios denominados C'W-complejos y A-complejos, por lo que la siguiente

seccion considerard a cualquier espacio mencionado como uno de éstos.

Definicién 1.55. Un C'W-complejo es un espacio topoldgico Z que es homeomorfo a un

espacio X construido de la siguiente manera
e Se comienza con un conjunto discreto de puntos X°, las O-celdas de X.

e Inductivamente se forma el n-esqueleto X™ a partir de X"~* adjuntando n-celdas e” via

funciones continuas ¢,: S"7' — X" (esto significa que X™ es el espacio cociente

19



de la unién disjunta X"~ '], D% de X" ! y una coleccién de n-discos D7 bajo la

identificacién x ~ ¢, (z) para x € 0D donde D! es la frontera de D).

e X = [J X" con la topologia débil.

n=0

En esta tesis una n-celda es un espacio homeomorfo a un disco cerrado de dimensién n,

denotado D™.

Ejemplo 1.56. La esfera S™ es un C'W-complejo compuesto de un punto ey (una 0-celda)
y una n-celda e,. Se construye adjuntando mediante la funcién constante 9D" — . Esto

equivale a decir que S™ = D"/0D™.

Ejemplo 1.57. El espacio real proyectivo RP? se obtiene a partir de una 0O-celda, una 1-
celda y una 2-celda. A través de la funcién c: de! = D' — * los extremos de D' con la
0-celda para formar X = S'. Y considerando la funcién ¢: de? = 0D? — S* dada por
¢(z) = 2% (considerando a S' = {e¥7 | 0 < i < 1}) obtenemos X(? = RP?. A partir de este

punto se dejarian de adjuntar n-celdas de grados mayores.

Definicién 1.58. Un espacio recubridor de un espacio X consiste de un espacio X y una
funcién continua p: X — X tal que cada punto z € X tiene una vecindad abierta U, tal
que p~1(U,) es una unién disjunta de conjuntos V; abiertos tales que cada uno sea homeo-

morfo a U, por medio de p, es decir, p|y,: V; — U, es un homeomorfismo.

Definicién 1.59. Un espacio X es simplemente conexo si es arcoconexo y su grupo funda-

mental es trivial.

Otra forma de definir un espacio X simplemente conexo es un espacio tal que tiene una unica

clase de homotopia de caminos conectando cualesquiera dos puntos en X.

TUn subconjunto U C X es cerrado si y sélo si U N X es cerrado en cada X C X
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Definicién 1.60. Dado un espacio X, un espacio recubridor de X simplemente conexo se
conoce como un espacio recubridor universal de X . Salvo homeomorfismo puede ser llamado

el espacio recubridor universal de X.

Ejemplo 1.61. Dado S, su espacio recubridor universal es R.

Una cuestion importante es que de todo C'W-complejo se puede obtener un complejo de
cadena celular a partir de sus n-celdas, definiendo un CSW(X) = SBIZeZ, es decir, el grupo
libre con base las n-celdas de X. Los homomorfismos entre éstos sereian los inducidos por las
funciones de adjuncién en cierto sentido!.

pp—lc0'e) COW(X) —2 5 CSW(X) ———0

Por ejemplo, para RP?, el complejo de cadena tendria la forma:

82 a1

0 0 Z€2 Zel Zeo 0

Y a partir de este complejo podemos obtener la homologia de los C'W-complejos.

Una manera de generar GG-mdédulos es linealizando las acciones de permutaciones. Mas pre-
cisamente, si X es un G-conjunto, entonces se puede formar el grupo libre abeliano Z[X]|
generado por X, y uno extiende la accién de G en X a una accién Z-lineal de G en Z[X].

El médulo resultante es llamado un modulo de permutacion.

La operacion de union disjunta en la categoria de G-conjuntos corresponde a la operacién

de suma directa en la categoria de G-Mod (G-mddulos):
Z I1X;] = ®Z[X;].
De lo anterior se sigue que cada médulo de permutacién Z[X| admite una descomposicién

LX) = ®LG/G,)

f[14], p.101
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donde cada x es un representante para su G-orbita en X y G, es el estabilizador de z.

Si X es un G-conjunto libre, entonces G/G, = G, y se tiene el siguiente resultado:

Lema 1.62. Sea X un G-conjunto libre y sea E un conjunto de representantes para las

G-6rbitas en X. Entonces Z[X] es un Z[G]-mddulo libre con base E.

Definicién 1.63. Un G-complejo es un CW-complejo X junto con una accion de G en X

que permuta las celdas.

Esto quiere decir que el homeomorfismo z +— gz de X envia una n-celda a una n-celda (no

necesariamente distinta).

Si X es un G-complejo, entonces la accién de G en X induce una accion de G en el complejo
de cadena celular CE"(X), el cual se convierte en un complejo de cadena de G-médulos.
Més atin, la aumentacién canénica ¢ : C§W(X) — Z (definido por (v) = 1 para toda 0-celda

v de X) es una funcién de G-mddulos si se le da la accién trivial de G a Z.

Se dice que X es un G-complejo libre si permuta libremente las celdas de X. En este caso,
por el lema 1.62, cada C,,(X) tiene una Z-base, que es permutada libremente por G, y por

lo tanto es un Z[G]-mddulo libre con un elemento base para cada G-6rbita de celdas.

~

Por otra parte, si X es contractil, entonces H,(X) = H,(x); en otras palabras, la secuencia

e O(X) =2 0 (X)) Co(X) —— 7 0

es exacta, lo que implica:
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Lema 1.64. Dado un G-complejo libre contractil X, entonces el complejo de cadena celular

de X es una resolucién libre de Z sobre Z[G].

Definicién 1.65. Se define un complejo Eilenberg-MacLane de tipo (G,1) o simplemente un

K(G,1) como un CW-complejo Y que cumple las siguientes condiciones:
e Y es conexo,
® T (Y) =G y

e la cubierta universal de Y es contractil.

1.5 La construccién de Milnor y el transfer

La construccién de los espacios clasificantes fue explicada inicialmente por John Milnor en
1956, donde define una manera de unir espacios la cual usaria para la creacion de espacios
clasificantes de grupos, los cuales posteriormente serian de utilidad para obtener grupos de

homologia.

Definicién 1.66. Se define el join de dos espacios topoldgicos X,Y como el cociente
X xY x[0,1]/~ donde (z,y,0) ~ (2/,y,0) para cualesquiera z,z’ € X y también (z,y,0) ~
(x,y’,0) para cualesquiera y,y" € Y. Se denota X Y.

Graficamente podemos interpretar al espacio original X x Y como el espacio de la izquierda,

y el espacio X * Y como el espacio de la derecha.

[0,1]

[0,1]

{7z} xY x {1}

X x {7} = {0}

0,1]
X xY x[0,1] XY
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Definicién 1.67. Un grupo topolégico G es un grupo que es a la vez un espacio topoldgico
Ty, tal que p: G x G — G dada por ¢(g1, g2) = 9192 v la funcién f: G — G que envia z

1

a x~ ' son funciones continuas.

Ejemplo 1.68. El grupo R con la operacion aditiva es un grupo topoldgico.

Ejemplo 1.69. Todo grupo G con la topologia discreta es un grupo topolégico. Darle la
topologia discreta a los grupos discretos es debido a que no es posible definir un sentido de

cercania entre sus puntos.

Definicién 1.70. Sea B un espacio topoldgico. Sea P un G-espacio derecho equipado con
una G-funcién continua 7: P — B donde G actua trivialmente sobre B. Decimos que (P, )
es un G-haz principal sobre B si m cumple la condicién de trivialidad local, es decir, cumple
que B tiene una cubierta abierta {U} tal que existe un homeomorfismo G-equivariante

oy: mHU) — U x G tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Ua

71 (U) id UxG

donde 7 es la proyeccién sobre la primera entrada de U x G.

Dado un grupo topolégico G, el espacio total del G-haz principal universal de Milnor para G

es obtenido considerando el espacio join de n copias de G denotado E,G =G * G *---*x G,

g

n veces

Los elementos de E,G son sumas formales Y \;g; donde \; € [0,1] y >_\; = 1. Cada E;G
=0 i=0
tiene una accion libre de GG obtenida a partir de la accion de multiplicar los elementos de

E,G por la derecha (> Aigi)h = > Xi(g;h). Con la estructura descrita, es claro ver que cada
i=0 i=0

24



E,, G puede verse contenido en F,.1G bajo la asignacion
i=0 i=0

Entonces EG = UE,G como conjunto, y se le asigna la topologia final, manteniendo una
accién libre de G. El espacio clasificante de G es el espacio BG := EG /G, donde el cociente
EG/G es el espacio de érbitas.

Ejemplo 1.71. El espacio clasificante de Z es S*.
Ejemplo 1.72. El espacio clasificante de Zy es RP>, el cual se construye utilizando el

join de la siguiente manera: asignandole la topologia discreta a Zs, en el espacio E,Z; =

Do % Ly % -+ - % Lig, 0; v 1; determinaran el elemento 0 6 1 de la i-ésima G"

1y
0o 1o 11 lo
1o
[ J [ J 01
0o

0o

01

Ly Ey £y

Cada E, serd un espacio homeomorfo a S™. La inclusién ¢: E; — FE;,; es dada por la in-
clusion en el ecuador de cada uno de estos espacios, asignando t(ayg; X asgs X + -+ X a;g;) =
a1g1 X agge X + -+ X a;g; X 0-1;,1. Asi, se tiene otra forma de obtener el espacio S™ = Z,(E_JOIS",
el cual es un espacio contractil. Utilizando la accién de Zs en el espacio, obtenemos que es

la accién antipodal sobre S* en cada una de las esferas de cada dimensién. Por lo tanto, el

espacio obtenido de hacer el cociente de las orbitas es RP*. Luego BZ, = RP*.

Una de las motivaciones de la conjetura de Martino-Priddy fue el teorema de Cartan-
Eilenberg. Un papel del homomorfismo transfer es su aplicacién para la demostracion de
este ultimo teorema. Los resultados previos al teorema de Cartan Eilenberg precisan del uso

de cohomologia de grupos.
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Debido a la amplitud de los tecnicismos para generar las construcciones de algunos conceptos,
solo explicaremos superficialmente su desarrollo, puesto que explicarlos en detalle ocuparia
mas espacio del que en esencia se quiere dar a esta seccidn, y el fin de la tesis es otro. Para
entender en la totalidad del detalle los siguientes conceptos y resultados es posible leer ([8],

p.798-818).

Definicién 1.73. Si G es un grupo finito y A un G-médulo, se definird por C°(G, A) = A,
y para n > 1 se definird a C"(G, A) como el conjunto de funciones de G™ a A donde
G" =G x --- x G (el producto de n copias de G). Los elementos de C"(G, A) son llamados

n-cocadenas de G con valores en A.

Definicién 1.74. Para n > 0, se define el n-ésimo homomorfismo coborde de C"(G, A) a

C"Y(@G, A) por
d*(f)(g1, - gna1) = 91+ f(92, - Gn1)

+ Z(—l)if(gl, e s Gin1 GiGit1, Git2, - 5 Gnt1)
i=1

+ (=" f (g1, gn)

donde el producto g;g;11 es el definido en G como grupo.

Definicién 1.75. Se definen por:

o 7"(G,A) = ker(d") para n > 0. Como en el caso de los Z", los elementos son

denominados n-cociclos.

e B"(G,A) = Im(d"!) paran > 1y B°G,A) = 1. Como en el caso de los B", los

elementos son denominados n-cobordes.

Finalmente, el concepto de cohomologia de un grupo.

Definicién 1.76. Sea n > 0. Se definird el n-ésimo grupo de cohomologia de un grupo G
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como el grupo cociente Z"(G, A)/B™(G, A). Es llamado la n-ésima cohomologia de G con

coeficientes en A, y es denotada por H"(G, A).

Definicién 1.77. Si H es un subgrupo de G y A es un H-mdédulo, definimos el G-médulo
coinducido Homgzy (ZG, A). Dicho de otra forma, Homgzy (ZG, A) es el conjunto de homo-
morfismos f de ZG a A que satisfacen que f(hz) = hf(z) para todo z € ZG y h € H. La

accién de un elemento g € G en Homzy (ZG, A) se define como g - (f(z)) := f(zg).

Lema 1.78. (Shapiro) Para cualquier subgrupo H < GG y cualquier H-médulo A, se tiene
que

H™(G, Homy(ZG, A)) = H™(H, A)

para n > 0.

Para los siguientes conceptos, consideraremos G un grupo, H < GG un subgrupo de éste y A
un G-médulo. Ambos se basan en que si A es un G-moédulo y H < G es un subgrupo de G,

entonces es claro que A también es un H-mddulo bajo la operacién heredada.

Definicién 1.79. Sea A un G-médulo y A" un G’-médulo. Los homomorfismos de grupos
0:G— G yip: A— A se dicen compatibles si 1 es un homomorfismo de G-médulos
cuando A’ se entiende como un G-mdédulo a través de ¢, esto es, ¥ (¢(g)a) = gip(a) para

todoge GyacA

Definicién 1.80. El homomorfismo inclusién ¢: H — G y el homomorfismo identidad
id: A — A son homomorfismos compatibles. El homomorfismo inducido en cohomologia

es llamado el homomorfismo de restriccion o la restriccion de G a H:
res: H"(G, A) — H"(H, A),

para n > 0.
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Para el transfer, es necesario entender la construccién del mismo. Para ello, consideremos G
un grupo finito y H < G de indice m y un G-médulo A. Sean g, go, . . ., g representantes

de las clases laterales izquierdas de H en (G. Definimos la funcién
’QDZ HOHIZH(ZG, A) — A
fo—=> g fla!
i=1

Claramente es un homomorfismo de G-médulos, ya que

Zgz (9- g Zgz g Zgz (97"

Dado que que g~'g; pertenece a alguna clase lateral izquierda g;H, podemos afirmar que

existe algiin h € H tal que

-1

g 'g=(97"g) " ' =gih=(h""g;)"" y que g; = gg;h.

Por lo tanto, considerando la ltima igualdad entre las anteriores, tendremos que es igual a
> gif((gh ™)™ = gif(hgi") = gihf(g;") = Z(gg] Vhf(g;") Zgj

i=1 i=1 i=1 i=1
Donde claramente la ultima identidad es g (f), viendo asi que se cumpla que ¥ (g - f) =
g (f), donde G actia permutando las clases laterales. Por otro lado, es ficil ver que ¢ no

depende de los representantes g1, ...g,, de las clases laterales. Si consideramos por repre-

sentante de cada clase un g;h; en vez de g;, entonces

> gihi- f((giha)™) =D gihi - f(h7'g7) Zgzhhlf g Zgz U(f),
=1 1=1

ya que f es un homomorfismo entre ZH-mdédulos y es compatible con la inclusién de H — G.
Por tanto 1) no depende de los representantes. Por otra parte, 1) es un homomorfismo de G-
modulos, entonces es posible obtener un homomorfismo de grupos de H"(G, Homzy (ZG, A))

a H"(G, A) para todo n > 0. Por el lema de Shapiro

H"(G, Homy (ZG, A)) = H"(H, A).
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Definicién 1.81. Componiendo el morfismo inducido por v con el isomorfismo de Shapiro,

se obtiene el homomorfismo corestriccion:
Cor: H"(H,A) — H"(G, A),

para n > 0. Es importante aclarar que el homomorfismo corestriccién es también llamado

el homomorfismo transfer.

Si G es un grupo y consideramos Q/Z con la accién trivial de G, entonces se tiene que
HY(G,Q/Z) = Hom(G,Q/Z) = G es el grupo dual de G. Como Q/Z es abeliano, todo
homomorfismo de G a Q/Z factoriza a través de G,. De aqui podemos decir que G = G,
esto es, estamos afirmando que el grupo dual de GG es abeliano, ademés de decir que el dual

de la abelianizacion de G es el mismo que el de G.

Una de las motivaciones de la creacién del transfer fue el hecho de que existiera el transfer

original, el cual es conocido actualmente por su nombre aleman Verlangerungen:

Definicién 1.82. Dado un grupo finito G y H < G, el homomorfismo Cor: H'(H,Q/Z) —
H'(G,Q/Z) da un homomorfismo de grupos entre H,, y G, €l cual genera un homomorfismo
de grupos

Ver: Gy — Hyp

llamado originalmente el homomorfismo transfer. Se puede comprobar que Ver trabaja de
la siguiente manera: consideremos g1, ..., g, representantes de las clases laterales izquierdas
de H en G y fijemos un g € G. Cada gg; estd en alguna clase lateral derecha g;H donde
Jj €{1,...n}. Por tanto podemos decir que cada gg; = g;h;. La funcién se define para cada

g € G como

n

Ver(g) = H h;

1=1

Dado que la imagen de Ver es en un grupo abeliano, el orden de los productos h; es irrelevante.
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Definicién 1.83. Sea H < (G. Se define que un elemento a € H*(H; A) es estable si para

todo x € GG, se cumple que

reSigijnHCZ (a) = resfo,lmH (a)

Donde c: H*(H,A) — H*(xHz™ ', A) es el homomorfismo inducido por la conjugacién

con z € G.

El homomorfismo transfer es un ingrediente importante en la demostracion del siguiente

teorema:

Teorema 1.84. (Cartan-FEilenberg) Dado G un grupo de orden finito, si S es un p-

subgrupo de Sylow de G, entonces
H*(G,F,) < H(S,Fp)

FEsto es, el anillo de cohomologia de G con coeficientes en F, es un subanillo del anillo de
cohomologia de S con coeficientes en IF,,. Mds ain, corresponde al subanillo de elementos

estables del anillo de cohomologia de S con coeficientes en IF,,.
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Capitulo 2

Sistemas de fusion

Este capitulo estd basado en gran parte en [4] y [25]. Puig estudia desde un enfoque al-
gebraico lo que son las P-categorias de Frobenius; Broto et al. en [4] por su parte hacen
énfasis en los espacios clasificantes de las mismas estructuras bautizadas bajo el nombre de
sistemas de fusion; finalmente, ésto dara paso al estudio de Gelvin sobre la generalizacion

de los sistemas de fusién a los sistemas de accién de fusion.

Para el comprendimiento de este capitulo y los posteriores, se definen los siguientes conceptos:

Definicién 2.1. Para los siguientes dos capitulos cada vez que se haga referencia de un
grupo, se entenderd que es un grupo finito a menos que se especifique lo contrario. Se
denota por: Syl (G) al conjunto de p-subgrupos de Sylow del grupo G; Inj(P, Q) al conjunto
de homomorfismos inyectivos de P a @; Autg(P) al grupo de automorfismos de P dados
por conjugaciones de elementos en G y a Aut(P) al grupo de automorfismos de P; Inn(P) al
grupo de automorfismos por conjugaciéon de elementos en P, llamado grupo de automorfismos

internos; y Outg(P) = Autg(P)/Inn(P) llamado grupo de automorfismos externos.
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2.1 Sistemas de fusion

El concepto de sistema de fusién inicialmente fue concebido como una P-categoria de Frobe-
nius. La mayoria de los resultados expuestos aqui son parte de [4], por lo que usaremos el

nombre de sistema de fusién.

Definicién 2.2. Dado un p-grupo finito S, se define un sistema de fusion F basado en S
como una subcategoria F de la categoria de grupos cuyos objetos son los subgrupos de 5,
y cuyo conjunto de morfismos, que denotaremos por Homz(P, (), satisface las siguientes

condiciones:
e Homg(P, Q) C Homz(P, Q) C Inj(P, Q) para cualesquiera P,Q < S'y

e cada morfismo en F se factoriza como un isomorfismo en F seguido de una inclusion.

Al ser una categoria, el conjunto de morfismos entre un objeto P y un objeto () de un sistema
de fusién deberfa denotarse por Morz(P, (). Sin embargo, al ser homomorfismos de grupos,

los denotaremos por Homz(P, Q).

En su definicién de sistema de fusién, Gelvin llama al segundo punto de la misma como el
Azioma de Divisibilidad. ([10], cap. 4). Tanto Puig como Broto et al. no definen un nombre

para esto, por lo que de ser requerido, acudiremos al nombre usado por Gelvin.

A partir de este punto se entendera que un grupo P sea JF-conjugado con () si existe un
morfismo ¢ € Homz(P, Q) tal que p(P) = Q. En caso de que sea evidente el sistema de

fusion F del que se hable, simplemente se dira que son conjugados.

Definicién 2.3. Para cualquier S € Syl (G), con G finito, se define la categoria Fg(G)
cuyos objetos son los subgrupos P < S'y los morfismos Homry () (P, Q) = Homg (P, Q) para

cualesquiera P, () < S como el sistema de fusion relativo a G basado en S.

32



Si el sistema de fusién es basado en G = S, denotaremos por Fg := Fg(S). Si se refiere a

un sistema de fusion general, se denotara por F.

Para los ejemplos a continuacién, es claro que los objetos de los sistemas de fusion son los
subgrupos del p-grupo S sobre el que se basa el sistema de fusién. Sin embargo, el grupo
trivial, (que denotaremos por 1 cuando se haga mencién de él) no se contemplara en el dia-
grama por cuestiones de su poca relevancia en la categoria, dado que sus automorfismos son

también el grupo trivial.

Ejemplo 2.4. T Sea G el 4-grupo de Klein {(a, b | a®> = b* = (ab)?). Claramente G es de orden
4 y por tanto su 2-grupo de Sylow serd GG mismo. Si realizamos el sistema de fusién Fg,
una revisién rapida permite observar que los objetos seran P, = (a), Ps = (), P.pg = (af3)

L' = P, por lo

y GG. Como el grupo G es abeliano, para todo g € G se cumplird que gPg~
que el conjunto Homg, (P;, P;) serd vacio si i # j y serd {idp,} si i = j. Para Homg, (P, G)
el conjunto sélo contendra la inclusién ¢: P, — G y para Homz, (G, G) el conjunto serd
{idg}. Por tanto, la representacion del sistema de fusién Fs conteniendo los morfismos del

sistema de fusién (salvo sus automorfismos) sera

G

IS

P, Pus Pg

quedando asi el sistema de fusion basado en G relativo a él mismo.

Ejemplo 2.5. Si G es el grupo alternante de cuatro elementos y S es su 2-subgrupo de
Sylow, es facil ver que S es isomorfo al 4-grupo de Klein. Sea S el subgrupo dado por
((1,2)(3,4),(1,3)(2,4)).

tPara los ejemplos sélo es necesario calcular los automorfismos e inclusiones entre objetos por motivos

del axioma de divisibilidad y del lema de Alperin. Es por ello que en los ejemplos s6lo nos centraremos en

calcular los mencionados en cuanto a morfismos.
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Es posible ver que todo elemento en GG normaliza a S: considerando que S < Ng(95), su
normalizador serd de orden multiplo de 4 y divisor de 12, por tanto s6lo puede ser de orden
4 6 12 (no existen subgrupos de orden 8 en GG). Como (1,2, 3) estd en el normalizador de S,

|S| =4 < |Ng(95)]|, entonces es de orden 12, es decir, es G.

Al ser S abeliano, su centralizador sera de orden 4 (él mismo) o de orden 12 (todo el norma-

lizador). Dado que el elemento (1,2,3) € G no centraliza a S, puesto que
(1a 2, 3)(1> 2)(3> 4)(1> 3, 2) = (1> 3)(2> 4)a
y el elemento (1,3)(2,4) no esta en C(S), se tendra que el centralizador de S es él mismo.

De las ultimas afirmaciones es posible deducir que, como
Autrg(c)(S) = Na(5)/Ca(S) v INa(S)/CalS)| = 12/4 =3,

entonces Autzyq)(S) = Zs. Para el caso de los grupos P;, como son grupos de orden 2, el
tnico automorfismo que pueden tener es la identidad, por lo que Autzy () (F;) es el conjunto
que contiene la identidad del grupo en cuestion. La idea importante de este ejemplo es que

ahora se tendra que existen morfismos que hagan conjugados a los subgrupos de orden 2:
(1,2,3) - (1,2)(3,4) - (1,2,3)"' = (1,3)(2,4)
(3,2,1)-(1,2)(3,4) - (3,2,1)" = (1,4)(2, 3).

Por esto, es posible conectar a cada P; con los otros P;. Asi, el diagrama del sistema de

fusién relativo al grupo A4 basado en S queda dado por:

S

S

(1,2,3) 3.2,
P1,2)3,) — 20 P3)2,4) S Pay23)

donde es claro que este sistema de fusion difiere del sistema de fusion en el ejemplo 2.4 por

el hecho de que existen homomorfismos que conectan a cada F; con los P;.

Ejemplo 2.6. Si ahora G es el grupo producto directo Zy X Zg X Z7, el 2-Sylow de G sera

S =((1,0,0),(0,1,0)), el cual es isomorfo al 4-grupo de Klein. Si realizamos el sistema de
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fusién Fg(G), los objetos seran los mismos que en los dos ejemplos anteriores, y los morfismos
seran unicamente la identidad. Esto ultimo es debido a que, al ser G un grupo abeliano, el

normalizador de cualquier 2-grupo, va a ser su centralizador, pues para todo g € Gy p € P

1 1

con P < (G, se tendra que gpg~" = p, haciendo evidente que también gP¢g~ = P. Entonces
para todo P < G, Autxz(P) = Ng(S)/Cq(S) = 1. Por tanto el diagrama que representa al

sistema de fusién relativo a G basado en S (salvo sus automorfismos) serd

((1,0,0)) ((1,1,0)) ((0,1,0))

dejando asi que es un sistema de fusién isomorfo (como categoria) al dado en el ejemplo 2.4.

En general, para cualquier grupo abeliano G y p primo tal que p divide a |G|, el sistema de
fusién determinado para cualquiera de sus p-grupos de Sylow tiene automorfismos triviales
para cualquiera de los objetos del sistema de fusion, lo cual vuelve sencillo hacer ejemplos
de sistemas de fusiéon en grupos abelianos pues los 1inicos morfismos de interés son las in-

clusiones entre los objetos. En pocas palabras, si G es abeliano y S es un p-Sylow de G,

Fs(G) = Fs.

Ejemplo 2.7. Otro ejemplo de un sistema de fusién es el basado en S = UT(3,3) donde
UT(3,3) es el grupo de matrices triangulares superiores de tamano 3 x 3 con coeficientes en
F3 y de diagonal con sélo unos. Este grupo es isomorfo a (Zs x Zs) x Zs donde la accién de
Zs sobre Zs X Z3 es la no trivial (tinica salvo isomorfismo). Usando su 3-subgrupo de Sylow,
que es él mismo, el siguiente diagrama es una representacion de los morfismos del sistema de

fusién que son inclusiones o isomorfismos, mas no incluye los automorfismos de la categoria
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(principalmente por razones de espacio).

T S,

2 HP;),%&% /KPH e s h

Ps+—— Ps<—— P; Py+—— Py+— P
Donde cada Q; = Z3 xZs y cada P; = Zs, con Pj el centro de S. Por otra parte dado que todo
morfismo en Fg es composicion de automorfismos e inclusiones, sélo sera necesario describir

los automorfismos de cada grupo y las inclusiones entre ellos para obtener todos los morfis-

mos de Fg. Los automorfismos son Autz,(FP;) =1y Autz,(Q;) = Zs, y Aut £, (S) = Zg X ZLs.

Ahora, es claro que para un grupo finito G, todo sistema de fusién relativo a G basado en

cualquiera de sus p-Sylows, terminara siendo el mismo en el siguiente sentido.

Teorema 2.8. Dado un grupo finito G, y dos S,S" € Syl(G), los sistemas de fusion Fs(G)

y Fs/(G) son isomorfos como categorias.

Prueba. Al ser p-subgrupos de Sylow de G, por uno de los teoremas de Sylow, gSg~! = S’
para cierto g € G. Usando el funtor F' tal que F'(P) = gPg~! para todo P € Ob(Fs(G)) y

F(p) =cgopoc,” para todo ¢ € Homz(q) (P, Q), el siguiente diagrama conmuta:

P 4 Q

_ F(p) _
gPg ' —————g¢Qqg "

. . . —1
Como todo ¢ es una conjugacion ¢, para algin m € G, tendremos que el morfismo cjopoc,
se puede ver como Cg,,g-1, por lo que los morfismos seguirian siendo conjugaciones. Con esto,

es claro que define un funtor de Fs(G) a Fg(G). Si consideramos el funtor inverso F’ donde
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F'(gPg™") = g ' (gPg~")g = Py F'(¢) = ¢, wc, tendremos que podremos ir de Fg(G) a
Fs(G), ademds de ser claramente el funtor inverso de F', probando asi que son categorias

isomorfas. O

Definicién 2.9. Sea F un sistema de fusién basado en un p-grupo S. Un subsistema de
fusion A de F es una subcategoria A C F, que es un sistema de fusion él mismo basado en

un p-grupo 1" < S.

La importancia de la definicion 2.9 es que nos permite obtener sistemas de fusion basandonos
de sistemas de fusion mas grandes, haciendo posible generar sistemas de fusién sin que sean

p-subgrupos de Sylow de un grupo.

Es importante hacer énfasis en la distincién entre un sistema de fusion relativo a un grupo
G y un sistema de fusion saturado general, dado que hay sistemas de fusion saturados que
no son isomorfos a Fg((G) para ningtn grupo finito! G con p-subgrupo de Sylow S, y por
tanto se les llama exdticos. Algunos de los estudios relativos a los sistemas de fusion es la

busqueda de éstos sistemas de fusion exoticos.

Definicién 2.10. Se dice que un sistema de fusiéon saturado es exdtico si no es isomorfo a

un sistema de fusién relativo a un grupo G.

El primer caso obtenido de un sistema de fusién exdtico fue resultado de las investigaciones
de Ron Solomon sobre la clasificacion de grupos finitos simples. Debido a la cantidad de
detalles que habria que cubrir y a la construccién tan extensa que se suele realizar para
obtener sistemas de fusion exoticos, resulta dificil exponer algin ejemplo aqui. Es por ello

que recomendamos al lector acudir a [19] para obtener una forma detallada tanto de la cons-

tEs preciso remarcar el hecho de que no lo haya tinicamente entre los grupos finitos, pero es posible que
si existan grupos de orden infinito cuyo sistema de fusién relativo a ellos basado en alguno de sus p-grupos

sea isomorfo a este sistema de fusion.
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truccion del sistema de fusion exdtico de Solomon, como de la explicacion del por qué lo es.
Para otros ejemplos de sistemas de fusién exdticos, el lector también puede acudir a [28] y

2] (p. 214-221 PART III)

Definicién 2.11. Dado un sistema de fusiéon F basado en un p-grupo S,

e Un subgrupo P < S es totalmente centralizado en F si |Cs(P)| > |Cs(Q)| para todo

Q < S que sea F-conjugado con P.

e Un subgrupo P < S es totalmente normalizado en F si |[Ng(P)| > |Ng(Q)| para todo

Q < S que sea F-conjugado con P.

Los conceptos de S-categoria de Frobenius divisible que Puig definié en [25] son los mismos
que manejan Broto et al. en [4]. Sin embargo el conceptos de Gelvin (en [10]) y el de Puig
([25]) v el de Broto et al. ([4]) llegan al mismo punto de conceptualizacién cuando Gelvin
considera un sistema de fusién abstracto, que es el caso que manejan Puig y Broto et al.

desde un principio.

Teorema 2.12. Sea S un p-subgrupo de Sylow de un grupo G y P < S. Se cumple que P
es totalmente normalizado en Fs(G) si y solo si Ng(P) € Syl,(Na(P))

Prueba. Sea L € Syl,(Ng(P)). Como L es un p-subgrupo de G, existe un p-subgrupo de
Sylow L de G que lo contiene. Dado que todos los p-subgrupos de Sylow de GG son conjugados,

1

existe g € G tal que gLg~! = S, por tanto L. = ¢~ 'S¢, vy con esto, L < g~'Sg.

Como N,-154(P) es un subgrupo de g~'Sg, es claro que Ny-15,(P) serd un p-grupo. Dado
que L es un p-subgrupo de Sylow de Ng(P) se cumplird que |Ny-15,(P)| < [L| ya que
Ny-154(P) < Ng(P); por otra parte todo elemento que normalice a P en g~'Sg estd con-

tenido en N,-15,(P), por lo que, como L < g~ 'Sg, necesariamente ocurrird que
L < Ng(P)N(g7'Sg) = Ny-15,(P)
Debido a ambas afirmaciones, N,-15,(FP) = L.
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Esto tltimo implica que Ng-15,(P) € Syl,(Na(P)), por lo que también se tendrd que
Ns(gPg™') € Syl,(Na(9Pg™")) dado que la conjugacién por g induce una corresponden-
cia biyectiva entre N,-15,(P) y Ns(gPg™') y entre Ng(P) y Ng(gPg™).

Para todo subgrupo P’ < S tal que P’ =z ) P, se tendrd que |Ng(P)| = [Na(F')|.
Como Ng(P') es un p-subgrupo de Ng(P') y Ns(gPg™') es un p-subgrupo de Sylow de
Ng(gPg™), es claro que |Ng(P')| < |Ns(gPg™1)|, ya que Ng(P') y Ng(gPg™") tienen la

-1

misma cardinalidad. Por tanto, gPg~" es totalmente normalizado en F.

Esto implica que P es totalmente normalizado en F si y sélo si [Ng(P)| = |Ns(gPg™1)|.
Esto tltimo es cierto si y sélo si Ng(P) € Syl (Ng(P)). 0O

Sustituyendo el normalizador por el centralizador en la prueba anterior, se puede obtener el

mismo resultado para los subgrupos totalmente centralizados:

Teorema 2.13. Dado un p-subgrupo de Sylow S de un grupo finito G y P < S, P es
totalmente centralizado en Fs(G) si y solo si Cs(P) € Syl,(Cq(P)).

Prueba. La demostracién del teorema es andloga a la de totalmente normalizado susti-
tuyendo los normalizadores por centralizadores y totalmente normalizado por totalmente

centralizado. O

Definicién 2.14. Un sistema de fusién F basado en un p-grupo S es saturado si cumple las

siguientes dos condiciones:

e Cualquier P < S totalmente normalizado en F también es totalmente centralizado en

F y Autg(P) € Syl,(Autz(P))

e Si P < Syype Homz(P,Q) son tales que ¢(P) es totalmente centralizado, y definimos
el conjunto

N, :={g € Ns(P)|pcgp™" € Autg(p(P))},

entonces existe un homomorfismo @ € Homz(N,, S) tal que @‘ p =1
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El hecho de que pc,p! € Autg(p(P)) implica que pc,p = ¢, como automorfismos para

algin ¢, € Autg(e(P)).

De la definicion anterior, la primera condicién suele ser referida como la condicion de Sylow,
mientras que la segunda condicién suele ser referida como la condicion de Extension. Ambos

se conocen como los axiomas de saturacion

Para el siguiente resultado, es necesario notar este lema previo basado tnicamente en

conocimientos de teoria de grupos:

Lema 2.15. Sea H un subgrupo normal de G con indice una potencia de un primo p. Dados

dos p-subgrupos de Sylow S, 8" de G, se tendra que S’ = hSh™! para algin h € H.

Prueba. Tenemos que:
|G| |G/H]|H]
G:S=—=
CSI= 8]~ TsHHT A
va que |G| = |H||G/H| y por el segundo teorema de isomorfismos SH/H = S/(H N S5).

Por otra parte, |SH/H| divide a |G/H| y |H N S| divide a |H|. Entonces |H|/|HNS|y

|G/H]|/|S/H]| son enteros, por lo que tenemos que:

6] _ |o/H| H
S|~ ISH/H] [HN S|

Como S es un p-subgrupo de Sylow, se tiene que [G : S] = |G|/|S| es primo relativo con
p. Entonces |G/H| = |SH/H|, pues |G/H| es potencia de p y |G/H|/|SH/H| un entero
positivo, por lo que la tinica forma de que este nimero sea primo relativo con p y una potencia
de p, es que sea 1. Por otra parte, existe la inclusién SH/H — GH/H donde 7([sh]) = [sh],
por lo que, teniendo dos grupos del mismo orden y una inclusién entre éstos, necesariamente

son iguales, por tanto SH/H = G/H.

Siz € G, vH = shiH se tendrd que (shy)~'z = hy, entonces & = shyihsy, por lo que todo

elemento x en G puede verse de la forma sh con s € S, h € H, es decir, G = SH.

40



Finalmente, consideremos un p-subgrupo de Sylow S’ distinto de S. Por el segundo teorema
de Sylow, existe un sh € G tal que (sh)™'Ssh = S’. Reescribiendo la identidad, es equiva-
lente a decir que h™'Sh = S’, esto es, existe un h € H tal que S conjugado bajo esta h es

S’, cumpliendo asi el resultado. O

Teorema 2.16. Sea S un p-Sylow de G. Entonces el sistema de fusion Fs(G) es saturado.

Prueba. Para probar que se cumplen los axiomas de saturacién, primero probaremos la

condicién de Sylow.

Si P es totalmente normalizado en Fg(G), implica por el teorema 2.12 que Ng(P) €
Syl,(Na(P)). Sea |Na(P)| = p“k con (p,k) = 1. Esto implica que |[Ng(P)| = p*. Aparte,
sea |Cq(P)| = p°q con (p,q) = 1.

_ INe(P)| _ Pk _ o,
|ICa(P)]  pPq

con 7 = k/q. Sea |Cs(P)| = p° (ndtese que 6 < 3). Calculando |Auts(P)| tenemos:

|Aute(P)]

a—0

_INs(P)|  p*

“Cs(P) P

Como Autg(P) < Autg(P), se tiene que p*~? ‘ p®~Br, en concreto, p*~? ‘ p*? (ya que

|Auts(P)]

med(p,7)=1), teniendo asi que p*—° < p*7b. Esto tltimo implica que necesariamente
a—0d < a— 3, por tanto § = 3, lo que hace que necesariamente Cs(P) € Syl,(Cg(P)). Por
el teorema 2.13, podemos concluir que P es totalmente centralizado. De la misma forma
queda implicito que [Autg(P)| = p*~* haciendo que Autg(P) € Syl (Aute(P)), cumpliendo

asi la condicion de Sylow.

Para probar la condicién de extension, consideremos un subgrupo P < S y sea g € G tal

que gPg~! < S es totalmente centralizado en Fg(G). Definimos los siguientes conjuntos:
N ={z e Ng(P)|cgoc,0¢,' € Auts(gPg™")}
N' = {z € Ns(gPg™") | ¢, ' oc,oc, € Autg(P)}

y sean Ng = N -Cg(P)y N = N'-Cq(gPg™").
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I'= N/,. Para ello es suficiente ver que gNgg~' C N{, y gCq(P)g™* C N}

Veamos que gNgg~
vaquesin € Nycée Cg(P), es claro que gneg™! = gng~tgcg™. Es claro que geg™' €
Cc(gPg™"), asi que sélo necesitamos ver que gng™' € N,

Al ser n € N, tendremos que cgn,-1 = ¢y € Autg(gPg™') para algin n’ € Ng(gPg™!),

1= ¢ paraun ¢’ €

implicando que (n')"'gng=! € Cq(gPg™') y por tanto que (n')"tgng~
Ca(gPg™).
Asi, gng™ = n'd. Como n’ € Ng(gPg™'), tenemos que ¢,-1,,, € Autg(P), y asi n’ € N'.

1

Por lo tanto, gng~! es el producto de un elemento en N’ y uno en Cg(gPg™!), y con esto

gNgg™ C NJ. De forma andloga se obtiene que gNgg™' 2 N{,. Luego gNgg™ = N¢.

Vemos que gNg~' y N’ son p-subgrupos de N{, ya que ambos estdn contenidos en los

respectivos p-grupos gNg(P)g~ y Ns(gPg™1).

Siz € Cs(gPg™') en particular estd en Ng(gPg~!). Tenemos entonces que para todo p € P,

se cumplird que:

Co129(p) = g ' xgpg 2 g = g (gpg a9 =g "gpg g =p

y por lo tanto x € N’. Por otra parte, si z € N’ N Cg(gPg™!), necesariamente r €
Ng(gPg™') C S, por lo que z € SN Cq(gPg™') = Cs(gPg). De lo anterior concluimos
que N'NCq(gPg™') = Cs(gPg™"). Entonces, tendremos la siguiente identidad

e v = IV CelaPe DI IN'1ICe(oPg )l _ |CaloPy )]
¢ V| IN[IN" O CalgPg )| |Cs(gPg™)|

Dado que gPg~! es totalmente centralizado, el indice de Cs(gPg~") con Cg(gPg™!) es primo
relativo con p implicando asi que, al ser N' un p-subgrupo de N¢,, también sea un p-subgrupo

de Sylow del mismo.

1

Como N’'y gNg~' son p-subgrupos de N{, y N’ es un p-subgrupo de Sylow, existe un

p-Sylow N, tal que gNg=! < N,.

Luego, por el lema 2.15, al ser Cg(gPg™") < N/, y tener indice potencia de un primo,
podemos considerar un elemento h € Ce(gPg™") tal que N, esté conjugado con N/, y como

gNg™ < Ny, se tendrd que hgNg~'h~! < N{,.. Asi, podemos concluir que ¢, € Homg (N, S),
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es una extension del morfismo ¢, € Homg(P, S), ya que dado p € P, al ser h € Cq(gPg™'):

cng(p) = h(gpg " Yh ™" = (gpg " Yhh™ = gpg™" = ¢, (p)

demostrando asi la propiedad de extension y con ello los axiomas de saturacién. O

2.2 Subgrupos importantes en sistemas de fusion

En un sistema de fusion, varios conjuntos de objetos resultan importantes pues contienen
mas informacion sobre el sistema de fusién que otros. Este es el caso de los subgrupos

céntricos, radicales y esenciales que se expondran en esta seccion.

Definicién 2.17. Dado un sistema de fusion F basado en un p-grupo S, un subgrupo P < S
es F-céntrico’ si Py todos sus F-conjugados contienen a sus S—centralizadores, es decir
Cs(Q) < @ para toda Q =x P. Se denota por F¢ a la subcategoria completa de F cuyos

objetos son los subgrupos F-céntricos de S.

Es claro que para todo grupo P < S| se tiene que Z(P) < Cs(P). El concepto de F-céntrico
exige que Cg(P) < P, y por lo tanto, que Z(P) > Cg(P). Como consecuencia del con-
cepto de céntrico, y de la contencion mencionada, para los subgrupos P céntricos se tiene

Z(P) = Cs(P).

Ejemplo 2.18. Retomemos el primer ejemplo de un sistema de fusién. Sea G el 4-grupo de
Klein y nuevamente consideremos su 2-Sylow, que es él mismo. La representacién del sistema
de fusién Fg(G) conteniendo los morfismos del sistema de fusién (salvo sus automorfismos)
es

G

I

P, Pas Py

L. Puig denomina los subgrupos céntricos como autocentralizados en [25]
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Ahora, para ser céntrico algiin 2-grupo P, debe ocurrir que Cg(P) < P, pero al ser abeliano
G, todos los 2-grupos de orden 2 tienen por centralizador a todo G, que es de orden 4.
Entonces ninguno de ellos es céntrico. El tnico candidato restante a 2-grupo céntrico es G,
el cual su centro es justamente él mismo. Por consecuente, la categoria Fs(G)¢ es dada por

G con el grupo de automorfismos de GG, que es unicamente la identidad.

Ejemplo 2.19. Basandonos en el grupo Mathieu;s (que denotaremos por M), y tomando
su 3-subgrupo de Sylow, tenemos al mismo grupo que en el caso del sistema de fusién dado
en el ejemplo 2.7, es decir (Z3 X Z3) X Zs. En este caso, la subcategoria F¢ queda descrita
en el siguiente diagrama (sin considerar los automorfismos) como:

@1 Q2 Q3 Qu,
donde nuevamente ); = Zz X Z3. En este caso, los automorfismos de los objetos céntricos de

Fs(Miz) son: Autp,,(Q;) = GLo(F3) para i = 1,2, Autyg,,(Q;) = Ss para j = 3,4 y para S

se tiene que Autyy,,(S) = S3 x S3. Este cédlculo se obtuvo con GAP.

Para obtener ejemplos de sistemas de fusién céntricos con méas de un subgrupo céntrico,
es necesario considerar p-grupos S de orden mayor a p?. De otra forma, para todo P < S,

P serd abeliano y por tanto si F es un sistema de fusién basado en S, entonces Ob(F¢) = {S}.

Es posible obtener una relacion entre el concepto de subgrupo céntrico y el de subgrupo

totalmente centralizado, que es la siguiente:

Teorema 2.20. Dado un sistema de fusion F basado en un p-grupo S, cada subgrupo F-
céntricos P de S es totalmente centralizado en F. Por otra parte, si P < S es totalmente

centralizado en F, entonces Cs(P) - P es F-céntrico.

Prueba. Primero, es claro que si P es F-conjugado con (), entonces los centros de ambos
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grupos seran isomorfos. Entonces, si P es céntrico, para todo @) = P, se tiene Cs(Q) =

Z(Q) porque Cg(Q) < Q. Por tanto
Cs(Q) =12(Q)| = |Z(P)| = |Cs(P)],

por lo que P serd totalmente centralizado por cumplir que |Cs(P)| = |Cs(Q)| para todo
Q=rP.

Para probar que si P < S es totalmente centralizado entonces Cs(P) - P es céntrico, denote-

mos por @ = Cs(P) - P.

Quisiéramos ver que Cs(p(Q)) C ¢(Q) para todo homomorfismo ¢ € Homz(Q,S). Sea
v € Homz(Q, 5) fijo y denotemos Q' = ¢(Q) y sea P’ = p(P) < Q.

Notemos primero que al ser inyectiva la funcién ¢, se tendra que |p(Cs(P))| = |Cs(P)|. Por
otro lado, como P es totalmente centralizado, se tiene que |Cs(¢(P))| < |Cs(P)|. Por tanto,

tenemos que
[Cs(p(P))| < |Cs(P)| = |e(Cs(P))];

y de aqui, se tiene que p(Cgs(P)) = Cs(P’). De lo anterior, tenemos que

Q" =¢(Cs(P)- P) =¢(Cs(P)) - p(P) = Cs(P") - P'.

Por los mismos argumentos usandos para ), podemos afirmar que Cs(Q’) < Cs(P’) < @,

implicando asi que () sea céntrico. O

Definicién 2.21. Sea F un sistema de fusion basado en un p-grupo S. Un subgrupo P < S
es llamado F-radical si Outx(P) es p-reducido, es decir, si el médximo p-subgrupo normal de
Outz(P) es 1. Cuando el sistema de fusién del que se trata es claro, se dice que el grupo es

radical.t

Definicién 2.22. Consideremos el grupo G = S5 X Zs, el grupo producto directo del grupo
simétrico de tres elementos y Zs, y sea S su 3-Sylow, el cual es claro que serd Zz x Zs, que

es de orden 9. Para generar el sistema de fusién Fg(G), necesitamos los subgrupos de S, los

"La mayorfa de los autores denota por O,(M) al méximo p-subgrupo normal en M.
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cuales son los subgrupos de orden 3, que seran los generados por los elementos de orden 3, y
S. Estos son: Py := (((1,2,3),0)), P, :=(((1,2,3),1)), P»:=(((1,2,3),2)) y P3:={((),1)).

El diagrama del sistema de fusién queda dado (exceptuando los automorfismos) por

Py p 20 . p Py

S

Claramente, por ser abeliano, el grupo S no tiene automorfismos internos. Por otra parte,
es de indice 2 en G, por lo que S es normal en G, implicando que Ng(S) = G. Ademas,
su centralizador es unicamente S, ya que éste debiera ser de orden 9 6 18, pero como los
elementos de orden 2 en la entrada de S3 no centralizan a los elementos de S, el centralizador

debera ser de orden 9. Por tanto, los automorfismos externos de S son
Outfs(g)(S) = Aut]:s(g)(S) = N(;(S)/C(;(S) = Z2.
Luego es claro que S es radical.

Por otro lado, para cada P; sus homomorfismos internos son triviales, pues al ser abeliano
S, setendrd que Z(P;) = B, luego Outzy)(F;) = Autr, ) (F;) para todo P; < S. Como el
centralizador de cada P; es S, el normalizador debe ser de orden 9 o 18. Como para Py, P;
y Py el elemento ((1,2),0) no estd en sus normalizadores, para todos estos P; se tendrd que
Ng(FPy) = Ng(Py) = Ng(P,) = S. Para el caso de P, es facil ver que ((1,2),0) si conmuta

con €él, por lo que su normalizador debe ser todo G. Por tanto, podemos ver que
Autrye)(Fo) = Autrg ) (P1) = Autry ) (F2) = S/,

donde es evidente que sus grupos de automorfismos son isomorfos al grupo trivial, y para
P37
Autr () (Ps) = Na(Ps)/Co(Ps),

donde |Ng(Ps)|/|Cq(Ps)| = 18/9 = 2, por lo que es congruente a Z,. Por tanto, como los
grupos de automorfismos de los P; son iguales a sus grupos de automorfismos externos, solo
son isomorfos a Zs o al grupo trivial. De esto, podemos ver que ambos posibles grupos de

automorfismos externos son 3-reducidos, por lo que todos los P; son radicales, implicando
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que todos los objetos de la categoria son radicales.

Ejemplo 2.23. Retomemos el ejemplo 2.7, recordando el sistema de fusién Fg(G), el cual
utilizé el grupo S = UT'(3,3), el cual era de orden 27, y el grupo en cuestién de donde se
obtuvo fue el grupo Mathieus, que denotamos Mi5. En este caso, el diagrama de subgrupos

F-radicales queda dado (exceptuando los automorfismos) por:

%H&Hﬂ% WPB

Ps+— FPo+— P, Pys+— Py+—— Py

Como en este caso, los automorfismos de cada P; son primos relativos a 3 (son isomorfos
a Zs), todo subgrupo del mismo también, por lo que todo P; es radical. Por otra parte,
como los grupos @); con ¢ = 1,2,3,4 cumplen que el centro del grupo es el mismo grupo
dado que Q; = Zs3 X Zg, se tiene que Outz(Q;) = Autz(Q;) para todo i. Como Q3 y Q4
tienen grupos de automorfismos isomorfos a S3 en Fg(G), no son radicales, pues S3 tiene un
3-subgrupo de indice dos que por lo tanto es normal. Para el caso de )1 y (Q2, sus grupos de
automorfismos son isomorfos a G'Ly(F3), y su tnico 3-subgrupo no trivial es de orden 3, el
cual no es normal en G Ly(F3), por lo que para los subgrupos @1 y Q2 si son radicales. Para
S su grupo de automorfismos en Fg(G) es S3 X S3, y dado que el grupo de automorfismos
internos es isomorfo a Zs x Zs, la cardinalidad del grupo de automorfismos externos cumple
que

Outz,,,, (5)] = [Autz,, (9)]/[Inn(S)] = 36/9 = 4,

dejando claro que Outg,, | (S) no tiene 3-subgrupos normales y por tanto S es radical.

Otra cuestion importante es el concepto de subgrupos esenciales, los cuales ayudan a reducir

la informacion necesaria para obtener todo el sistema de fusién original del que proviene.
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Para ello, se requiere del concepto de fuertemente encajado:

Definicién 2.24. Dado un grupo finito G y un subgrupo propio H < G, se tiene que H
estd fuertemente p-encajado si p divide a |H| y para todo z € G — H, el orden de H N H”

no es divisible por p.

Definicién 2.25. Dado un p-grupo S, un subgrupo @) < S es esencial en F si es F-céntrico

y Outz(Q) tiene un subgrupo que esté fuertemente p-encajado.

Claramente si un subgrupo P es esencial, implica que debe ser céntrico, y dado que el sub-
grupo Outz(P) debe contener un subgrupo fuertemente p-encajado, necesariamente ningiin
p-subgrupo H < Outxz(P) puede cumplir que sea normal, dado que al conjugarse con
cualquier elemento de G — H, p dividird a |H N*H|, por lo que todo subgrupo que sea

esencial deberd ser también radical.

Lema 2.26. Dado un sistema de fusion saturado basado en un p-grupo S, se tiene que S

no es esencial.

Prueba. Un p-grupo P es totalmente normalizado si |Ng(P)| > |Ng(P’)| para todo P =x
P’. Como S es tnicamente F-conjugado con él mismo, necesariamente S es totalmente
normalizado. Dado que es totalmente normalizado, el primer axioma de saturacién afirma

que Autg(S) € Syl,(Autz(S)), y como Autg(S) = Inn(S), tendremos que

[Autz(S5)] ‘AUW(S)

on(S)| | Ton(S) ‘ZKM?(S)"

De lo anterior, no existen subgrupos H < Outx(95) tales que p| |H|. Por lo tanto no pueden
existir subgrupos p-encajados en Outz(S). Consecuentemente S no es esencial. O

Ejemplo 2.27. Considerando el grupo M, y nuevamente como referencia al 3-subgrupo de
Sylow S = UT(3,3), usando la informacién de los ejemplos 2.19 y 2.23, como los subgrupos

esenciales deben cumplir que sean céntricos y radicales, los subgrupos candidatos a esenciales
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se encuentran en la interseccién de estos dos conjuntos, es decir, s6lo pueden ser esenciales
Sv Ql 6 Q2-
Por el lema 2.26, S no puede ser esencial, dado que hablamos del sistema de fusién de un

grupo y por tanto de un sistema de fusion saturado.

Dado que los automorfismos externos de (1 y (2 son isomorfos a G'Ly(F3), sélo requerimos

saber si GL(F3) tiene un subgrupo que sean fuertemente 3-encajado.

Para ello, consideremos un 3-Sylow de GLy(F3). Como queremos que el grupo H sea de
orden divisible entre 3, pero el orden de H N*H no, necesitamos un subgrupo de G Ly (F3)

tal que al conjugarlo con algin = € GLy(F3) — H, no pueda dar por resultado algtin 3-grupo

()

y consideremos el grupo H de orden 12 generado por

11\ (1 0\ (20
0= , , .
<01 0 2 02>

Claramente K < H, ya que

de H. Consideremos el 3-Sylow

2 0 11 20 11
0 2 0 1 0 2 0 1
1 2
10 11 10 1 2 11
al igual que = =
0 2 01 0 2 0 1 0 1
Claramente el normalizador de K no puede ser de orden mayor. No puede ser de orden 48
01
pues seria todo el grupo GLy(F3), v la matriz M = no normaliza a K:
10
-1
01 11 0 1 10
10 0 1 10 11

Por otra parte, tampoco el normalizador puede ser de orden 24, pues implicaria que sea el

tnico subgrupo de éste orden en G Lo(IF3), que es SLy(F3), el grupo de matrices invertibles
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de determinante 1, pero esto implicaria que la matriz N = normalizara a K, lo cual

1 0
claramente no es cierto:
0 2 1 1 0 1 1 0
1 0 01 2 0 2 1

Por tanto el normalizador de K es H, y es claro que éste H es 3-encajado. Como H tiene
orden 12 y K es normal en H, el tinico 3-subgrupo de H es K, por lo que al conjugar a H
con cualquier elemento x € G Ly(F3) — H, al no ser ningtn = del normalizador de K, ningtin
elemento normalizara a K, por lo que H N*H serda un grupo de orden primo relativo a 3,

dejando asi que ambos (); deben ser esenciales.

Luego entonces la subcategoria de subgrupos esenciales esta simplemente compuesta por ()¢

y Q2.
o Q2,

Donde en este caso, los tinicos morfismos necesarios son los automorfismos de cada @);, ya

que no existe ningin morfismo en Mj5 que los haga conjugados entre si.

Dado que el hecho de que un subgrupo sea esencial implica que sea también radical y céntrico,
cabe la posibilidad de confundir que un subgrupo céntrico y radical termine siendo esencial.

Es por ello la motivacién del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.28. Un grupo mazimal parabdlico P™™ es un grupo de matrices de la forma

GLn(K) Myn(K)
0 GL,(K)

P(m,n) .

Y

donde K es un campo de cualquier caracteristica, M, ,,(K) es el grupo aditivo de matrices
de tamano m x n con entradas en el campo K y GL,(K) el grupo multiplicativo de matrices

invertibles de tamano n con entradas en K. Definiremos por Upm.» al subgrupo unipotente
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radical T de P como el grupo de matrices de la forma

I, M, (K)
0 I,

UP(m,n) —

Haciendo las cuentas necesarias, es claro que Upgnny <P puesto que para todo elemento
en PMmn) gse tiene que, considerando A € GL,(K), B € GL,(K) y matrices M, N €
M0 (K).

B M I, N B! —B'MA-! (I BNA-1 cU

0 A 0 I, 0 Al 0 I,
Por tanto, podemos hablar de P/U como grupo. Si consideramos P := P®Y y a U := Up,
dado que la tltima fila de todo elemento de U es de la forma (0 0 0 1) y la dltima columna
es de la forma (V 1)T con V' € M3, (Fy), toda matriz representante L de P/U puede verse
como una matriz de la forma

Q 0

Y

0 1

L=

donde @ € GL3(IFy). Como consecuencia, podemos establecer que P/U = GL3(IFy) bajo el

isomorfismo L — Q.

Consideremos el sistema de fusion relativo a P basado en un 2-Sylow S. Como el orden de
P es
|G L3(F3)| x [M31(Fs)| x |GL1(Fy)| = 168 x 8 x 1 = 1344 = 2% x 21

Tendremos que |S| = 647. De forma similar a la operacién anterior, podemos obtener que el

orden de U es 8. Una vista rapida a la conjugacion dada para la normalidad de U en P nos

TUna matriz unipotente es una matriz cuadrada cuyo polinomio caracteristico es de la forma (z — 1)"
donde n sea la dimensién de la matriz. En la literatura, un grupo de matrices unipotente radical U es el
subgrupo normal mas grande de un grupo de matrices M que consiste de elementos unipotentes. El grupo
unipotente radical definido aqui cumple ésta condicién pero no la requerimos para los fines del ejemplo, por

lo que no se probaran estas propiedades.
fComputacionalmente podemos obtener que S = UT(4,2), el grupo de matrices triangulares superiores

de dimensién cuatro con coeficientes en Fo.
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deja claro que para que un elemento en P centralice a los elementos de U, debe ocurrir que

para la matriz en cuestién cumpla que BNA™! = N:

B M I3 N B™' —B7'MA-! I; BNA™! I3 N
0 A 0 1 0 At 0 1 0 1
Necesariamente A = [1], pues es la tunica manera de que A sea un bloque de una matriz

en GLy(F2) (de otra forma la matriz tendria determinante cero). Luego, la tinica matriz
tal que BN = N para toda N € Mj;(F3) debe ser B = I3, por tanto las unicas matrices
que centralizan a los elementos en U son justamente las matrices en U. En consecuencia
Cp(U) =U. Como U es normal en P, el tinico U" P-conjugado a U es U’ = U, por tanto U

es céntrico.

Por otra parte, como U es abeliano (esto puede verse debido a que U = Mj;(F3) con la
operacién de suma, asignando a cada matriz de U su esquina superior derecha en M3 (F2)),

Autryp)(U) = Outryp)(U). Por la primera ecuacién de este ejemplo, U < P,y
Out]-'s(p)(U) = NP(U)/CP(U) = P/U = GLg(FQ)

Es sabido que G = G L3(IF,) tiene orden 168 = 23 x 3 x 7. Para verificar si G contiene algiin
2-subgrupo normal (para verificar si U es radical), dado que todo 2-Sylow es conjugado con

los demas, podemos, sin pérdida de generalidad considerar el 2-subgrupo

1 01 1 11

A=<011,011>.

0 01 0 01

Claramente A = Dg. Si un 2-grupo es normal en G, debe ser normal en el 2-Sylow que lo
contenga, por tanto los tinicos subgrupos que pueden ser normales en G son el centro de A,

o los subgrupos de orden 4 y 8 en Dg. Si consideramos la matriz

101
Q=101 0],
00 1
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es claro que pertenece al centro de A y a todos los subgrupos de orden 4 de A. Por tanto, si
un 2-grupo de S es normal en G, entonces debe cumplirse que al conjugar () por cualquier

elemento de G, el nuevo elemento siga en A. Notemos que si conjugamos () por la matriz

011
M=100 1],
1 10

la matriz obtenida serd

100\ (101 /(111 100
MQM™*=1]0o10flo1o0]]l110l=]010]/,
011/\oo1/\o1o0 01 1

la cual no estd en A, y por tanto al conjugar cualquier subgrupo de A, ninguno podra
ser normal en G, ya que todos los candidatos a 2-subgrupos de A para ser normales en G
contienen a Q y M no conjuga a ) en A, haciendo imposible que exista un 2-grupo tal que

sea normal en G, implicando que asi U sea radical.

Para verificar que G no tiene subgrupos fuertemente 2-encajados, supongamos por con-
tradiccion que existe un subgrupo H < G que si lo sea. Si H es fuertemente 2-encajado,
es necesario que tenga orden divisible entre 2 y contenga al normalizador de sus 2-grupos

para evitar que al considerar un elemento = en el normalizador de alguno de ellos, 2 divida

al orden de H N*H.

Bajo la suposicién anterior, veamos que si C' € Syl,(H), se tendra que C' € Syl,(G). De no
ser cierto, entonces |C| < |C'| para los C" € Syl,(G). Por los teoremas de Sylow existird un
2-grupo A < G tal que C'JA donde el orden C' serd estrictamente menor al de A. Como por
hipotesis deseamos un grupo H tal que contenga al normalizador de sus 2-grupos, entonces
Ng(C) < H, entonces A < H, contradiciendo la definicién de subgrupo de Sylow, pues
|C| < |A|. Por tanto, si C' € Syl,(H) entonces estd en Syl,(G).

Como para cualquier « € G es claro que xHx~! es un grupo, la interseccién H N*H también
lo sera. Si es posible obtener un elemento de orden 2 en H N*H, autométicamente el grupo

seré de orden divisible entre 2.
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Es claro que atun conteniendo al normalizador del 2-Sylow A descrito anteriormente, es
necesario contener todos los elementos tales que al conjugar A con éste den un subgrupo de

orden divisible entre 2. Notemos que las matrices de A son de la forma

1 X1 X9
0 1 X3
0 0 1

donde cada x; puede ser 0 6 1. Veamos que las matrices de GL3(F3) que si cumpliran que 2

dividird al orden de A N*A son

011 1 10
a=[0 0 1],0=10 11
1 11 010

las cuales propiciaran que existan elementos de orden 2 en A N*A, implicando que 2 divida
al orden de la interseccién A N*A. Por tanto H debe contener ambos a y b. Esto implica
que H = (A, a,b), lo que fuerza a que H = G L3(IF3) (pues el orden de a es 3y el de bes 7).
De esto, se implica que no existan subgrupos fuertemente 2-encajados, concluyendo que U

no sera esencial.

Por lo tanto, en el sistema de fusién Fy(P), se tiene que U es un subgrupo céntrico y radical,

pero no esencial.

Dado que los sistemas de fusiéon se componen de objetos con diferentes caracteristicas, es
apropiado ver como los conceptos se materializan bajo un ejemplo desarrollado de forma

completa y apreciar las caracteristicas de los diferentes tipos de objetos.

Ejemplo 2.29. Sea G = 9y, el grupo de permutaciones de 4 elementos, y sea S un 2-Sylow
de G. Obtendremos Fg(Sy). Como |Sy]| = 4! = 24, entonces si S € Syl,(54), se tendrd que
|S| = 8.

Consideremos entonces el 2-Sylow S generado por los elementos o = (1,3,2,4) y 5 = (1, 2).

Claramente este grupo es isomorfo a un grupo diédrico de orden 8, Dg. Primero notemos
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todos los elementos de S viéndolos como productos de « v de 3 considerando que a3 = Ba~!:

Blemento | (1,2) | 3.4) | (1269 | 1L.9@1 | Lo@3) | 1329|1123
Nombre I6; a?B a? af a3 a o’
Orden 2 2 2 2 2 4 4

Claramente no hay elementos de orden 8, pues todos los 2-grupos de Sylow son isomorfos, y
de existir un elemento asi en Sy, se tendria que Dg = Zg, lo cual no es cierto. Para obtener
los subgrupos de S, veamos que por cada elemento de orden 2, existe un 2-subgrupo de orden

2, por lo que en total son cinco 2-grupos de orden 2.

Para obtener los 2-subgrupos de orden 4, estos seran isomorfos a Z, 0 a Zy X Zo. Claramente
s6lo hay un grupo de orden 4 isomorfo a Z,, que es (o) pues o € (). Por otra parte los

otros 2-grupos de orden 4 son (o, 8) y (a? af).

Para obtener el sistema de fusién Fg(S;) con toda la informacién que lo compone, se re-
quieren del normalizador y centralizador de cada subgrupo. Se denotara por P; a los sub-
grupos de orden 2 donde i sea el generador, es decir, P,25, Ps, P2, Pag, y Pa3p, ¥y POr @;

a los subgrupos de orden 4 donde i seré el elemento generador distinto de o2, es decir, @3,

Qa y Qaﬁ-

Como |S| < |Ng,(S5)], entonces |Ng,(S)| = 8 6 24. Como (1,2,3) no normaliza a S, ya que
(1,2,3)(1,2)(1,3,2) = (1,3), el cual no estd en S, es claro que Ng,(S) no puede ser de orden
24, y por tanto no puede ser Sy. Luego, es de orden 8. De lo anterior, también se deduce que
el centralizador de S en S, es (a?), pues el centralizador debe estar contenido en Ng,(S).

Por tanto
AU-t]-'s(S4)(S) = S/<Oé2> = <O‘>5|O‘2 = 62 = 1,045 - 604) = Z2 X Z2

Para obtener los normalizadores de los subgrupos @);, es claro que al ser de indice 2 sobre
S, entonces S C Ng,(Q;) y por tanto sus normalizadores son de orden 8 6 24. Dado que
al conjugar el elemento (1,2,3) con a? se obtiene (1,2,3) - a? - (1,3,2) = (1,3)(2,4) ¢ S,
entonces Ng, (Qu25) = Ns,(Qp) = S. Sin embargo, podemos ver que todo elemento en Sy

normalizard a ,s, por tanto Ng,(Qas) = Ss. Como cada @); es abeliano y S no lo es, queda
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claro que para los i # af que Cg,(Q;) = Q;, por tanto

Autrg(s,)(Qi) = S/Qi = Ly

y para (s, se tiene que

Autrg(s,)(Qas) = S1/Qap = Ss.

Para los P;, notemos que para cualquier elemento de orden 2, (2,3,4) - P, - (2,4,3) £ S,
por lo que el normalizador de estos no puede ser de orden 24 (pues seria todo Sy), por lo
que deberd ser de orden potencia de 2. Por otra parte, cada subgrupo es de indice 2 en los
Qi que los contienen, por lo que sus normalizadores son de orden 4 u 8. Notemos que en
Sy hay dos 2-Sylow mas distintos del que estamos considerando. Cada uno es generado por
((1,2,3,4),(2,4)) y por {(1,4,2,3),(4,3)), es facil ver que a3 y a3 son los centros de cada
uno respectivamente. Por tanto, los 3-grupos P,2, Pag ¥ Pa3s tienen normalizador isomorfo

aun Dg.

Para los subgrupos P,25 y Pz, sus normalizadores pueden ser subgrupos de orden 4 u 8. Si
fueran de orden 8, significaria que fueran normales en algin Dg contenido en Sy, lo cual
serfa afirmar que conmutan con todos lo elementos de un Dg. Esto ultimo implicaria que
sean centros de un 2-grupo isomorfo a Dg en Sy, pero esto no puede suceder porque ya son
conocidos todos los Dg en Sy y sus respectivos centros. Por tanto los normalizadores de los

2-grupos P23 y Ps es el 2-grupo (0%, f) = Qp-

Para obtener los centralizadores, es claro que para los ();, ellos mismos son abelianos, y que
Dg no, por tanto, como sus centralizadores son de orden menor a sus normalizadores, sus
centralizadores son los mismos @);. Para los P, los centralizadores de los subgrupos P,25 y
Pg son su normalizador, dado que éste es un grupo abeliano, y no pueden ser el centro de
otro subgrupo Dg, dado que éstos son los otros tres subgrupos de orden 2. Por tanto, los
centralizadores de P,23 y Pg son de orden 4 y los de los demas F; de orden 8. De todas

L9 3
formas tendremos que para P; con i = o, a8 o a°f3

Aut;s(54)(ﬂ) = Dg/Dg = 1,
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y para i = a?f o B se tendrd que

|Autrg (s, (F)] = [Ns, (F)|/|Cs,(P)| = Qp/Qs = 1

dejando claro que Autr,s,)(F;) = 1. Con estos automorfismos, ya es posible exponer la
informacion para representar el diagrama del sistema de fusién relativo a S, basado en S

(sin los automorfismos representados en el diagrama para cada subgrupo):

y los automorfismos de cada subgrupo son:

Subgrupo Pyg | Ps | Py | Pog | Pasp | Qas | Qs | Qo | Ds

Normalizador en Sy | Qp | Qg | Ds | Ds | Dsg Ss | Dg | Dg | Dy

Centralizador en Sy | Qs | Qs | Ds | Ds | Ds | Qup | Qs | Qo | Pa

G. de automorfismos 1 1 1 1 1 Sy | Zo | Zo | K,

donde K es el 4-grupo de Klein. Es claro que los grupos P,2, Pogy Pass son conjugados entre
si dado que son los centros de los 3-subgrupos de Sylow de Sy. Por otra parte, P25 =7 (s,) Ps

a través de la conjugacién por el elemento (1,3)(2,4).

Totalmente normalizados

Ahora, los subgrupos totalmente normalizados son aquellos H < S tales que |Ng(H)| >
|Ns(H')| para todo H' =z s,y H. Es claro que al ser los tres (); no conjugados entre ellos,
los tres seran totalmente normalizados. De forma parecida S es totalmente normalizado por

unicidad entre sus conjugados.

Como para P,» su normalizador es de orden 8 pues es el centro de S y el de sus conjugados
es de orden 4, éste es el inico subgrupo totalmente normalizado de ésta clase de conjugacion.

Por otro lado, tanto F,25 como Pz son totalmente normalizados, pues ambos tienen el mismo
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normalizador. Por tanto, el diagrama de subgrupos totalmente normalizados del sistema de

fusion es
(o, B)
{ zﬁ)/ (1 \( 2, ap)
(0?8) ¢————(B) (0?)

Totalmente centralizado

Para hallar los subgrupos totalmente centralizados, el teorema 2.16 afirma que todo sistema
de fusién relativo a un grupo es saturado. En un sistema de fusion saturado, la primera
condicién afirma que si un subgrupo es totalmente normalizado, se ve obligado a ser también
totalmente centralizado. Por tanto, todos los subgrupos totalmente normalizados estan en
esta subcategoria. Sin embargo, queda verificar si Png y P,33 son totalmente centralizados.
Como ambos P,3 y P,sp no son centros de S, sus centralizadores en .S son de orden menor

a 8 y como estan conjugados con P,2, el cual su centralizador es S, se cumple que
Cs(Paz)| > |Cs(Pag)l, |Cs(Pazp)|-

Por lo que implicard que ninguno de los dos sea totalmente centralizado. Por tanto, el
diagrama del sistema de fusion con subgrupos totalmente centralizados serd el mismo que el

de subgrupos totalmente normalizados.
Céntricos

Para hallar los subgrupos céntricos en S, es necesario ver que si un subgrupo es candidato a
ser céntrico, los conjugados a éste también lo sean, aunque por otra parte, es posible descartar
los subgrupos candidatos viendo si alguno de sus conjugados no cumple la condicién de los
subgrupos céntricos. En este caso, dado que cada P; estda contenido en un @); y estos son
abelianos, el centralizador de cada P; es de cardinalidad mayor a P;, por tanto ningin F;

sera céntrico. Por otro lado, cada @); si lo sera dado que su centralizador es él mismo, y
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unicamente es conjugado consigo mismo, dejando claro que éstos sean céntricos.

Radicales

Para obtener los subgrupos radicales del sistema de fusion, se requiere obtener los auto-
morfismos internos de cada @Q;, P; y .S, sin embargo todos son abelianos, por lo que sus
automorfismos internos son tnicamente la identidad. Luego para cada H que sea subgrupo

propio de S se tendra que Autry(s,)(H) = Outrys,) (H).

Como para todo H # (,s sus grupos de automorfismos externos son abelianos sélo reque-
rimos ver si la cardinalidad de sus automorfismos es divisible entre 2. Como los grupos de
automorfismos externos de los P; son triviales, no pueden ser 2-reducidos, luego todo FP; es

radical.

Para los ); con i # «af3, como sus normalizadores son de orden 8 y sus centralizadores son
ellos mismos, sus automorfismos externos son de orden 2. Luego entonces Outzys,)(Q:)
contiene a un 2-grupo normal no trivial (él mismo), por lo que los Q; tales que i # a8 no

son radicales.

Para el caso de Qo5 con su grupo de automorfismos isomorfo a Ss, se tiene que ningtn

2-grupo es normal en S3, por lo que (s si serd radical.

Para S, como su grupo de automorfismos externos es el trivial, por tanto es 2-reducido
implicando que S sea radical. En consecuencia, el diagrama de los subgrupos radicales

queda dado por:



donde los automorfismos son los correspondientes en la tabla.
Esenciales

Como los subgrupos esenciales deben cumplir que sean radicales y céntricos para ser can-

didatos a esenciales, s6lo nos fijaremos en los subgrupos que cumplan estos dos requisitos.

Por tanto, los tinicos subgrupos que nos interesaran son QQ.g y S. Por el lema 2.26, S no

podra ser esencial, por tanto sélo falta considerar a Q.p.

Para ()ns, su grupo de automorfismos es S3, donde el inico candidato a subgrupo 2-encajado
es un subgrupo de orden 2. Considerando el subgrupo H = ((1,2)), una revisién répida nos
hace ver que no existe x € S3 — H tal que 2 divida a |H N*H|, dejando claro que H es
2-encajado, y por tanto ()3 es esencial. Por tanto, el inico subgrupo esencial en el diagrama
es Qug-

(aB).

El motivo de la extension de este ejemplo es dejar en claro la complejidad que tiene abarcar

todos los tipos de subgrupos que puede contener un grupo en especifico.

2.3 El teorema de fusion de Alperin en sistemas de

fusion saturados

Uno de los temas importantes a abarcar en esta tesis es como se interpreta el teorema de
Alperin para sistemas de fusién saturados, para generalizarlo para un sistema de accion de
fusién. Es por ello que es preciso observar el resultado para sistemas de fusién, sin embargo,

para su prueba son necesarias ciertas propiedades previas de sistemas de fusion.

Definicién 2.30. Dado un sistema de fusion F basado en un p-grupo S, para todo subgrupo
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P < Sy todo grupo de automorfismos K < Aut(P), se definen los siguientes conjuntos:
Aut®(P) = K N Autz(P) Auts (P) = K N Autg(P)
Y se define el K-normalizador de P en S como el subgrupo

NE(P):={x € Ng(P) | c, € K}.

En particular, tenemos que NgutS(P)(P) = Ng(P), el normalizador de P,y Néid}(P) =
Cs(P), el centralizador de P. Del concepto de K-normalizador, se obtiene la siguiente

definicién:

Definicién 2.31. Dado un sistema de fusién F basado en S, para cualquier P < Sy
cualquier K < Aut(P), se dice que P es totalmente K-normalizado en F si |[NE(P)| >
INEK9™ (p(P))| para todo ¢ € Homz(P, S).

Teorema 2.32. Dado un sistema de fusion F saturado basado en un p-grupo S, fijemos

P <S8 y K <Aut(P), entonces se cumple lo siguiente:

e Hay un subgrupo P' < S y un isomorfismo ¢ €lsox(P, P') tal que P’ es totalmente

centralizado en F y

Autg T (P') € Syl (AutZe (P")).
e P es totalmente K-normalizado en F si y solo si P es totalmente centralizado en F y

Auth (P) € Sylp(Autg(P))

e Fijado ¢ € Homz(P,S), definiendo P' = o(P) y K' = pKp=t, si P’ es totalmente
K'-normalizado en F, entonces existen homomorfismos p € Homz(NE(P) - P,S) y

X € K tal que §|p = po x.

Prueba. Para probar el primer inciso, escogemos un ¢y € Homz(P,S) tal que P’ = po(P)

es totalmente normalizado. Luego, por ser un sistema de fusién saturado, P’ es totalmente
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centralizado y Autg(P’) € Syl (Autz(F’)). Es claro que woAuth (P)pg' < woAutt (P)pg?,

ya que

Auts(P) S Aut;(P)
= Auth (P) = K N Autg(P) < K N Autz(P) = Auts(P)

= poAuts (P)py" < poAuty (P)pg ™.

Como Autk (P) es un subgrupo de Autg(P), que es un p-grupo, entonces poAuts (P)epy?
es un p-grupo. Como es un p-grupo, significa que existe un p-subgrupo de Sylow S de

woAut’ X (P)py ! tal que poAuth (P)py' <'S. Como tenemos la siguiente contencién:
S < poAutE (P)p,! < Autz(P),

significa que S es un p-subgrupo de Autz(P’). Sea A un p-Sylow de Autz(P’) que contiene
a S. Aplicando el primer teorema de Sylow, existe a € Autz(P’) tal que aAa™" < Autg(P’)
(pues es un p-Sylow por hipétesis), dejando implicito que woAuts (P)py* < a~'Autg(P')a.

Esto afirma que
poAutg (P! < (o™ Auts(P')a) N (poAutz (P)gg ') =S,

por lo que el lado derecho de la ecuacion es un p-subgrupo de Sylow de goOAuth{(P)goa L

Ahora, es claro que, como
At (P = Autg(P') N ok oyt = (Auts(P') N Autr(P')) N oK i,

y al ser Autz(P') N poKp,' = Aut?_-OK¢al(P’),

Auts(P') N Aut?50 " (P) = Auts(P') N goAuth (P)yy L.
Por tanto, usando la afirmacion anterior y conjugando con «, tendremos:

apoAuth (P)eyta™ = Auts(P') Na(poAuts (P)eyta.
Haciendo ¢ = aupg, es equivalente a afirmar que

Autg T (P') € Syl, (pAutf(P)p ") = Syl,(Aut?* ' (P).
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Para probar el segundo inciso, si P es totalmente centralizado en F, entonces para todo
¢ € Homz(P,S), tenemos que |Cs(P)| > |Cs(p(P))|. Si ademds P es tal que Auth (P) €
Syl,(Auts (P)), se cumple que |Autg (P)| > |Aut§K“°71(go(P))\, ya que hay una correspon-
dencia biyectiva entre AutX(P) y AuthK“f1 (p(P)). Por lo tanto tenemos que:

1

—1 —
INE(P)| = |Cs(P)| - |Autg (P)| > |Cs(p(P))] - [Aut§™ ™ (o(P))| = [N (o(P))],
y asi es claro que P es totalmente K-normalizado en F.

De la misma forma, si P es totalmente K-normalizado en F, por la primera parte del teorema

existe un homomorfismo ¢ € Homz(P, S) tal que ¢(P) es totalmente centralizado en F, y
At (o(P)) € Syl (AutE? (o(P))).

entonces
1

INS(P)| = INE™2 (p(P)),

que es equivalente a:
|Cs(P)] - |Auts (P)| = |Cs(p(P))] - [Aut™ ™ (o(P))].
Pero como ambos subgrupos en el lado derecho son p-subgrupos de Sylow, se tiene que:
[Cs(P)] < |Cs(p(P))] y [Autg (P)] < |Autg (o(P))].

Entonces la desigualdad anterior entre el producto de ellas sélo puede ocurrir si son iguales
las desigualdades entre centralizadores y grupos de automorfismos, entonces |Cg(P)| =
|Cs(p(P))| v |Auts (P)| = |Auth (p(P))|, y con esto es claro que P es totalmente cen-
tralizado y Aut§ (P) € Syl,(Autk(P)).

Para probar el tercer inciso, primeramente probaremos que si un p-grupo ) < S es totalmente

K-normalizado, entonces también es totalmente K - Inn(Q))-normalizado.

Si @ es totalmente K-normalizado, significa que para todo ¢ € Isox(Q, Q'), tendremos que

INE(Q)] = [AutE(@Q)] - [Cs(Q)] = |AutF* ™ (Q)] - |Cs(@)] = INE*(@)].
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Para que ) también sea totalmente K - Inn(Q)-normalizado, se deberia cumplir
N D@ = INgHT @),
equivalentemente
Aut@) | |05(@Q)] > [AutsSe @ Q)] Cs(Q).
Por otra parte se tiene que
Aut?lnn(@ =K -Inn(Q) NAut#(Q),

lo que nos permite calcular la cardinalidad considerando que Inn(Q) N Autz(Q) = Inn(Q).

Tendremos que

@) _ VK0 AUA(Q)]- [Inn(Q) 0 Auts(@)] _ K 0 Aut<(Q)] - [Inn(Q)
g K 01 1an(Q) N Aut+(@) K@l

Como @ < S es totalmente K - Inn(Q)-normalizado si y sélo si
Vg @) = INGTOQ)

esta desigualdad equivalente a afirmar que

KN Autr(Q)| - [Inn(Q)] Ko nAuty(Q)] - [Inn(Q')|
[K N Inn(Q))] e Ko~ N Inn(Q')| '

Sustituyendo las identidades |NX(Q)| = |Aut®(Q)] - |Cs(Q)| y la identidad obtenida de
la definicién dada para Aut®(Q), como |[Aut%(Q)| = |K N Autz(Q)|, se puede ver que la

1Cs(Q)] > |Cs(Q)]

desigualdad

[Inn(Q)] : Inn(Q)]

Ko
. |K N Inn(Q)] = N5 Q- oK~ NInn(Q)|

NS (Q)]
Dado que hay una correspondencia biyectiva entre

Inn(Q) y Inn(Q")
y KNInn(Q) y K¢~ NInn(Q’)

a través de la conjugacién con ¢, tendremos las respectivas identidades

Inn(Q)[ = [Inn(Q")|
[K NInn(Q)] = K¢~ NInn(Q")],
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por lo que lo tinico que se precisaria para obtener la desigualdad es que |Cs(Q)| > |Cs(Q")|,
lo cual por el segundo inciso es cierto, ya que por hipotesis, ) es totalmente K-normalizado
y por tanto totalmente centralizado. Luego si () es totalmente K-normalizado, entonces

también serd totalmente K - Inn(Q)-normalizado.

Visto esto, supongamos que ¢ € Homz(P,S) y definimos P’ = ¢(P) y K' = oKp™L.
Supongamos que ¢ es tal que P’ es totalmente K'—normalizado en F. Si consideramos que P’
es totalmente K’-normalizado, entonces P’ también es totalmente K’ - Inn(P’)-normalizado.
Dado que la implicacién siempre es cierta para todo K, supongamos que K sea K - Inn(P)
para poder suponer que P < N (P), puesto que al ser ¢, € K - Inn(P) para todo p € P,
se tendré que P < NX(P). Por el segundo inciso se tiene que Aut (P') € Sylp(Aut?(P)).
Por otra parte, se tiene que Auth (P) es un p-grupo, por lo que existe un y € Aut’(P) tal
que yAuth (P)x~! < Aut%(P) sea conjugado a un p-grupo de gp‘lAut?(P)cp, y por lo tanto
se tenga que

p(xAuth (P)x He™ < Auth ' (P)

Como P’ es totalmente centralizado, se puede utilizar la segunda condicién de los sistemas
de fusion saturados para extender el morfismo ¢ o y a un homomorfismo @ € Homz(N, S),

donde N = N, que por definicién es

Nyoy = {g € Ns(P)|pxcox ¢! € Auts(P')}.

De aqui, si g € NE(P), entonces se tendrd que pyc,x '~ € Aut! (P') < Autg(P'), por

lo que NX(P) < N, y por tanto se cumple el tercer inciso. O
Lema 2.33. Dado un sistema de fusién F basado en un p-grupo S'y P < S, el grupo Inn(P)
es un p-subgrupo normal de Autz(P).
Prueba. Es claro que

[Inn(P)| = [P|/|Z(P)].

Como tanto P como Z(P) son p-grupos, Inn(P) es un p-subgrupo. Para ver que es un

p-subgrupo de Autx(P)
Inn(P) = Autp(P) < Autg(P) < Autx(P).
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Sea ¢, € Inn(P) con p € Py k € Autz(P). Dado x € P, se tendra

kocyor () =kog(n (z)) =klp k' (z) - p ) = rp) 2 k(p™) =k(p) -z k(p)”
pues £ es un homomorfismo, y por tanto ko ¢, o k() = ¢y (z). Dado que K es un

automorfismo de P, se tiene que x(p) € P, por lo que kc,k™! = Cr(p)- Esto prueba que

Inn(P) < Autx(P). O

Teorema 2.34. (Alperin) Dado un sistema de fusion saturado F basado en un grupo S,

entonces para cada morfismo ¢ €lsor(P, P') en F, existe una secuencia de subgrupos de S.

P=P),P,....P,=P Q1,Qs,...,Q

y elementos ¢; € Autx(Q;), tales que:
e (); es totalmente normalizado en F, F-radical y F-céntrico para cada i;
o P, P <Q;iywi(Pi1) =P, para cada i, y

® P=PpO0Pr_10---0

Por la extension del teorema de Alperin, es apropiado hacer un resumen lo suficientemente

corto para evitar tecnicismos al lector sobre la prueba del mismo.

Dado que es una induccion inversa sobre el orden del p-grupo considerado, en casi la to-
talidad de la prueba se extiende el morfismo a uno entre dos subgrupos de orden mayor al
considerado. En si, la prueba se preocupa en analizar como crear extensiones si una de las

condiciones pedidas no se cumple.

Consta de cuatro partes fuertes esencialmente y una conclusiéon. En la primera parte se
demuestra que de tener un morfismo cualquiera entre dos subgrupos, sélo es necesario probar

el teorema para un morfismo entre un subgrupo y un subgrupo totalmente normalizado.

La segunda parte simplifica el teorema pasando de validarlo para un morfismo entre un
subgrupo y un subgrupo totalmente normalizado al caso de un automorfismo de un subgrupo

totalmente normalizado.

La tercera parte demuestra que si el subgrupo totalmente normalizado escogido que se con-

sidera no es céntrico, el morfismo se puede extender a un grupo de orden mayor para utilizar
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la hipdtesis de induccion.

La cuarta parte afirma que si el subgrupo no es radical, sera posible extender el morfismo

de interés a uno en un grupo de orden mayor.

La quinta parte culmina con que el teorema es valido si el subgrupo totalmente normalizado

es céntrico y radical.

Prueba. Una pieza importante para la demostracién es el hecho de que todo morfismo en un
sistema de fusién es un homomorfismo inyectivo, por lo que si « € Homz(A, B) y |A| = |B],
entonces « € Isoz(A, B).

Aplicaremos induccién hacia abajo con respecto al orden del p-grupo P considerado. Si
P = S, entonces P’ = S, y trivialmente se cumple que S es totalmente normalizado, F-
céntrico, F-radical y ¢(S) = S, por lo que se cumplen las condiciones del teorema: existe una
familia {@Q } (la familia {S}) de subgrupos de S donde existen homomorfismos ¢ € Autz(Q1)
(p € Autz(9)) tales que P, P' < Qi y p(P) =P < Q1 (S < Sep(S)=5<09).

1) Supongamos que P < S (por tanto |P| < [S]). Sea P* un subgrupo de S que sea F-
conjugado a Py que sea totalmente normalizado, y consideremos ¢ € Iso(P, P*). El teorema
se cumple para ¢ € Isor(P, P') si se cumple para ¢ y oo~ € Isox(P’, P*). Esto es debido
a que podemos ver a ¢ como (¢ o ) to ysi Q1,Qq,...Q v ¢ € Autx(Q;) son las
familias de subgrupos de S y morfismos que cumplen la condiciéon para 1 respectivamente y
Ry, Ry, ..., Ry, y 7; € Autz(R;) son las familias de subgrupos de Sy morfismos que cumplen
la condicién para 1 o =1, la familia que cumplird para ¢ serd la cadena de subgrupos
formada por estas familias, es decir {Q1, Qs ..., Qx,, Ry, Rky—1, - - -, Ro, R1} v el morfismo ¢

se descompondria de la forma
_ ~1 ~1
SO_TI o..-OTkZ_lOTk2 O¢k10¢k1_10~..o¢1'

Esta implicacién reduce el problema a probar el teorema cuando P’ = P*, es decir, cuando

el isomorfismo es entre un p-grupo y un p-grupo totalmente normalizado.
2) Dado que P’ es totalmente normalizado, por el lema 2.32, considerando K = Autz(P),
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NE(P) = Ng(P), existen homomorfismos p € Homz(Ng(P),S) v x € Autz(P) tales que

P(P)=P,yplp=pox.

P
?lp X
P’ — P.

La tltima afirmacién implica la igualdad ¢ = @|pox~!. Alser P < S, por el teorema 1.14
es posible obtener un p-subgrupo de S con un orden mayor a P donde éste sea normal, por
lo que P < Ng(P). Como P es un morfismo entre Ng(P) y B(Ng(P)), el teorema se cumple
para ® por ser morfismo entre grupos de orden mayor a P. Entonces, el teorema se cumple
para @|p, pues la misma familia para los que se cumple el teorema para P servirdn también

para su restriccion en P.

Como ¢ = P|p o X!, y para p|p se cumple el teorema, si consideramos el automorfismo

oxp~t € Autx(P'), el siguiente diagrama conmuta:

P+ 2 p

P/
y con esto podemos reconsiderar la demostracién a que el teorema se cumpla para ¢ si y

s6lo si se cumple para pye~!. Entonces podemos considerar que el teorema se cumple si se

cumple para P totalmente normalizado y ¢ € Autx(P).

3) Como P es totalmente normalizado, por el axioma de Sylow para los sistemas de fusién
saturados, también es totalmente centralizado. Por el mismo axioma de Sylow, ¢ se extiende

a un morfismo ¢* € Homz(N,, S). Como ¢ € Autx(P), retomando la definicién de N,
N, ={g € Ns(P) | pegp™" € Auts(p(P))},
podemos reescribir el conjunto como
N, ={g € Ns(P)| wegp™" € Auts(P)},
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y con esto es claro que todo elemento en Cg(P) - P va a cumplir la condicién, por lo que

podemos afirmar que Cg(P) - P < N,.

Ahora, dado que ¢*|p = ¢, se tendra que p*(Cs(P)) - p*(P) = ¢*(Cs(P)) - P. Ya que todo
elemento de ¢*(Cs(P)) conmuta con P, tendremos que ¢*(Cs(P)) < Cs(P). Por tanto
¢ (Cs(P)) = Cs(P).

Supongamos que P no es céntrico. Como P es totalmente normalizado, por los axiomas de
saturacion, P es totalmente centralizado y por el lema 2.20, Cs(P) - P es céntrico. Como
P no es céntrico, Cg(P) £ P (de otra forma Cg(P) - P = Py por tanto P serfa céntrico,
contradiciendo nuestra suposicién). Entonces el grupo Cs(P) - P # P y por tanto podemos
afirmar que |Cs(P) - P| > |P|. Entonces el morfismo ¢ € Homgz(P,S) siempre puede
extenderse a un morfismo ¢* € Homz(Cg(P) - P, S). En especifico, a ¢* € Autz(Cs(P) - P),

y por hipétesis de induccion, las condiciones del enunciado se cumplen para ¢*.
4) Ahora, si P no es radical, implica que |O,(Outz(P))| > 1.

Dado que P no es radical, podemos considerar al subgrupo K = O,(Autz(P)) = Inn(P)
pues el lema 2.33 afirma que Inn(P) es normal en Autz(P) (La contencion K = Inn(P)
se debe a que K es el subgrupo normal méximo). Ya que K un p-subgrupo de Autz(P),
podemos decir por los teoremas de Sylow que K esta contenido en un p-Sylow K de Autz(P).
Dado que P es totalmente normalizado, Auts(P) € Syl,(Autz(P)) por el axioma de Sylow.
Por lo tanto Autg(P) es conjugado con K, es decir existe un 3 € Autz(P) tal que KB~ =
Autg(P). En particular K37 < Autg(P), pero ya que K es normal en Autx(P), se cumple

BKB™' = K y tendremos que K < Autg(P).

Recordemos que N& (P) = {g € Ns(P)| ¢, € K}. Como Inn(P) & K < Autg(P), se tendra
que N&(P) Z P. Para todo g € NE(P), se tiene que ¢, € K,y ¢'c,¢’ ' € K para todo
¢ € Autz(P). En concreto, si consideramos a ¢, es exactamente la condicién del conjunto

N, dado en el axioma de extension de los sistemas de fusién saturados,

N, = {g € Ns(P)| pcgp™" € Auts(P)}.
Puesto que K < Autz(P), todos los elementos de K cumplen la condicién de N, tendremos
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la siguiente contencién para cualquier ¢ € Autz(P):

Usando nuevamente la condicién de extension de los sistemas de fusiéon saturados, podemos
afirmar que ¢ se extiende a un morfismo en Homg(N,,S), y dado que |N,| > |P|, por

hipétesis de induccién ¢ cumple el teorema.

Finalmente, si ¢ € Autz(P) y P es totalmente normalizado, céntrico y radical, entonces el

teorema se cumple de manera trivial considerando Q1 = P y ¢ = . O

El teorema de Alperin es menos fuerte que el teorema de Alperin-Goldschmidt-Puig, més
conocido como el teorema de Alperin-Goldschmidt ([15]), que considera los subgrupos esen-
ciales, sin embargo, la prueba dada aqui servira posteriormente para probar el teorema de

Alperin en los sistemas de accién de fusion.

2.4 Preservando fusion

Una de las propiedades para dar paso a los capitulos posteriores es el de preservar fusion.
Su utilidad radica en que los sistemas de accién de fusién podran actuar sobre conjuntos

estables (lo cual se definird posteriormente).

Definiciéon 2.35. Dados sistemas de fusion F y F’ basados en los p-grupos S y S’ re-
spectivamente, un homomorfismo de grupos «: S — S’ preserva fusion si existe un fun-
tor F,: F — F' tal que F,(P) = a(P) para todo P < S y se cumple que para todo
¢ € Homg(P, P'),

Fulp)oa=aoy

70



esto es, que el siguiente diagrama

P—"5a(P)
S{ lFa(so)
P —= a(P")

conmute.

Definicién 2.36. Dado un sistema de fusién F basado en un p-grupo S y un grupo finito
G, un morfismo a: S — G preserva fusion si para algin T' € Syl (G) conteniendo a(S), se

tiene que que a: S — T preserva fusion en el sentido de la definicién 2.35.

Para los fines del ultimo capitulo, requerimos de la equivalencia de las definiciones dadas por

Gelvin entre la definicion anterior y el teorema siguiente.

Teorema 2.37. Dado un sistema de fusion F basado en S, un grupo finito G y un homo-
morfismo de grupos a: S — G, o preserva fusion si y sélo si para cada ¢ € Homg, (P, P’)

eziste algun ¥ € Homg(a(P), a(P")) tal que cp = .

Prueba. Si o preserva fusion, por definicién significa que existird un 7' € Syl,(G) tal que
exista un funtor F,: Fs — Fr(G) que sea evaluar por « los objetos de Fg y tal que para
todo ¢ € Homgz, (P, P'),

aop=Fu(g)oa.

Como los morfismos del sistema de fusiéon Fr(G) son conjugaciones por los elementos de
G, se cumple que F,(¢) € Homz, o) (a(P),a(P’) para todo ¢ € Homz, (P, P') lo cual hace

evidente la ida.

Por otra parte, si consideramos que para cada ¢ € homz, (P, P') exista algin homomorfismo
¢y € Homg(a(P), o P')) tal que ap = ¢y, si existiera otro morfismo ¢, tal que cumpliera

=1 implicando

la condicién, se tendria que para cada p € P, ¢,a(p) = ga(p)g~' = g'a(p)g
que a(p)(gg9’)~! = gg'a(p), lo que es equivalente a que gg' € Cg(a(P)), por lo que implicaria

que la tnica forma de que existiera un ¢, distinto es que ¢’ = gc donde ¢ € Cg(P). O
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El concepto dado en 2.37 inicialmente fue dado como un teorema en la tesis de Gelvin
([10]). Sin embargo resulta de vital importancia verlo como una definicién ahora, pues

posteriormente dara paso al concepto que se desarrollara en el capitulo final.
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Capitulo 3

Sistemas de accion de fusion

3.1 Preservar fusién en 5,

Previo al concepto de sistema de acciéon de fusion independiente de un grupo G finito dado,
son necesarios ciertos requisitos. Denotaremos por Xy al conjunto de permutaciones de ele-
mentos en el conjunto X. Durante este capitulo se dara por entendido que X es un conjunto
de cardinalidad finita. Se denotara por pX al conjunto X cuando se considere bajo la accion
de Pysig: P— @, se denotard por X al conjunto X bajo la accién de P dada de la

forma p-z := ¢(p) -z

Definicién 3.1. Sea X un S-conjuntoy P,Q < S. Dados ¢ € Hom(P, Q) y 0 € Xx, diremos

que o es p-equivariante si para todo p € P,y todo xz € X, se cumple que o(p-x) = ¢(p)-o(z).

Por otra parte, haremos uso del concepto de preservar fusién definido al final del capitulo
anterior para comprender la utilidad del concepto de F-estabilidad y qué papel juega en su

aplicacion final sobre los sistemas de accion de fusion.
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Lema 3.2. Sea X un G-conjunto y Xx el grupo de permutaciones de X. Se define el
homomorfismo p: G — ¥ x asignando a cada g € G su accién en X; también se define

ps = pls. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

ps: S — Y x cumple que preserva fusion con respecto a Fg.

Para todo g€ G, s € Sy x € X, se tiene que g- (s-x) = ¢,(s) - (g - x).

Para todo H < Gy g € G, se tiene que g X = %X como H-conjuntos.

Para todo P < Sy g € G, se tiene que | XT| = |X9Pg*1|'

Prueba. Para el primer inciso si consideramos ¢, € Homg, (P, (Q), podemos ver que si

consideramos F),(cy) = ¢, €l diagrama

P—" ps(P)
Cg Fpg(eg)

Q—" ps(Q)

cumple que c,g(g) © ps = ps © g, por lo que cumplird que preserva fusién. Para el segundo
inciso, tenemos que claramente g-(s-x) = (g-s-g71)-(g-7) = ¢,(s)-(g-x). Para que g X fuera
isomorfo como H-conjunto a X, se desearfa que existiera una funcién entre H-conjuntos
f: gX — JX tal que tuviera una funcién inversa y que cumpliera que para todo h € H
fuera cierto que f(h-x) = h- f(z), y de forma andloga f~'(h-z) = h- f~!(z). Podemos
elegir el isomorfismo p(g): X — X, tendremos que si h € H, al aplicar el isomorfismo, se
obtendra que
plg)(h-z)=g-h-x=g-h-g7 " g-x=cyh)p(g)(x)

que es justo lo que necesitamos. Para el cuarto inciso, es claro que para todo elemento x €
X7P podemos considerar el elemento ¢-z, el cual estard en X979 " ya que gpgtgz)=gux

para todo p € P.
O

Definicién 3.3. Dado un sistema de fusion saturado F sobre un p-grupo S y un S-conjunto

X, se dird que X es F-estable si el homomorfismo p: S — ¥ x que determina la acciéon de
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S preserva fusion.

Teorema 3.4. Sea S un p-grupo y F un sistema de fusion saturado basado en S. Sea
ps: S — Xx el homomorfismo que define la accion de S. Para cualquier S-conjunto X los

siguientes enunciados son equivalentes:
o X es F-estable.

e Para todo ¢ € Homz(P,Q), existe un o € ¥y tal que el siguiente diagrama conmuta:

P—" pg(P)
@ co

P/ ps(P)

e Para todo ¢ € Homgz(P,Q), existe un isomorfismo abstracto de P-conjuntos pX = % X.

e Para todo p € Homz(P,Q), el orden de los conjuntos de puntos fijos de X¥ y X#(F)

es la misma.

Prueba. Es claro que la equivalencia entre el primer punto con el segundo es debido a la

definiciéon de preservar fusion y la equivalencia dada por el teorema 2.37.

Para ver la equivalencia entre el segundo y el tercer punto, veamos que el tercer punto puede
reescribirse como decir que existe una funcién f: pX =, 2X tal que f(g-xz) = ¢(g)f(x).
Para la ida del segundo punto al tercero, si consideramos f = o donde o es la permutacion
que hace conmutar el diagrama del segundo punto, tendremos que para g € Py x € X,

ocurrira que
o(ps(g) - x) = ps(e(g)) - o(),

por lo que se cumplird que o sea la funcion requerida. Para la vuelta del tercer punto al
segundo, podemos ver que la misma funcién f que cumple la condicion para el tercer punto
cumplira que el diagrama conmute, puesto que f: pX =, ?X,paratodop € Pyx € X,
se tendra que f(ps(p) - x) = ps(p(p)) - f(x), y dado que f es una funcién biyectiva entre X

y él mismo, f € X x, por lo que 0 = f cumple las dos condiciones del segundo inciso.
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Para ver la ida del tercer al cuarto, dado un ¢ € Homz(P, Q) tal que o sea g-equivariante,
por definicién o da un isomorfismo de P-conjuntos pX = %X . Si consideramos un x € p X7,
es claro que o(pg(p) - ) = o(x) para todo p € P. Por otra parte, como o es p-equivariante,
o(ps(p) - x) = ps(p(p)) - o(z). Por tanto tenemos que ps(¢(p)) - o(z) = o(ps(p) - z) = o(z).
Consecuentemente, pg(p(p)) - o(z) = o(x). Por tanto si 2 € X*, entonces o(z) € X)) =
£ XP. De forma andloga obtenemos que si o(z) € X¢P) entonces z € X considerando la
funcién o1 (la cual existe ya que o es un isomorfismo entre G-conjuntos). De lo anterior,

| XP| =|2XP| = | X¢P)| concluyendo asf la ida del tercer punto al cuarto.

Para ver la vuelta del cuarto al tercer punto, recordemos que el teorema 1.15 justamente

implica que ambos conjuntos sean isomorfos. O

3.2 Sistemas de accién de fusion

Definicién 3.5. Dado un p-grupo S y un S—conjunto X, se define como la categoria de
Gelvin s x) a la categoria cuyos objetos son todos los subgrupos P < S y los morfismos
son

Mory, ¢ (P, Q) = {(¢,0) € Inj(P, Q) x Xx | o es p-equivariante}.

La composicién se realiza coordenada a coordenada.

Definicién 3.6. Sea S un p-grupo. Un sistema de accion de fusion basado en S actuando
en un conjunto X es una subcategoria Xg(X) de (S, X) cuyos objetos son los mismos
que los de 4U(S, X) y sus morfismos, denotados por Morx,(x)(P, Q) satisfacen las siguientes

condiciones:

e Para cualesquiera P,(Q < S y para todo s € S tal que sPs™' C Q se tiene que
(s, 4s) € Mory(x)(P, @), donde £;: X — X estd dado por (4(z) = s - x.

e Todo morfismo de Xg(X) se descompone como un isomorfismo seguido de otro mor-

fismo cuya primera coordenada es una inclusion.
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Todo sistema de accién de fusion estara contenido en una categoria mayor basdndola en el
conjunto y p-grupo correspondiente. La categoria de Gelvin es el sistema de accién de fusién
mas grande que puede darse para un p-grupo S y un S-conjunto X, puesto que contiene

todos los objetos, y posibles morfismos que podria tener un sistema de accién de fusién con

Sy X.

Para posteriores referencias, denotaremos por Mory(s x)(P, @) al conjunto de morfismos de

la forma (cs, £5) en Mory (x)(P, Q) con s € S.

Con esta definicién se ve que el concepto de sistema de accién de fusiéon es muy parecido al

de un sistema de fusién expuesto en la definicion 77?.

Definicién 3.7. El sistema de fusion subyacente de Xg(X) es el sistema de fusién FxsX)

basado en S donde

Hom zx4x) (P, Q) = {¢ € Inj(P, Q) | existe o € Xx tal que (¢,0) € Homxyx)(P, @)}

Dado que los sistemas de accién de fusién sobre un p-grupo S de G relativo a la G-accién
en un conjunto X finito es mas accesible en la ejemplificacion, es apropiado dar el concepto

del mismo para posteriormente ejemplificar un sistema de accion de fusion.

Definicién 3.8. Dado un grupo finito G, un G-conjunto finito X y un p-subgrupo de Sylow
S de G, se define el sistema de accion de fusién basado en S relativo a la G-accion en X7
como la categoria X5(G, X), cuyos objetos son los subgrupos P < Sy sus morfismos son

dados por

Morxya,x)(P,Q) ={(¢,0) | p=cg: P—Q y o0 ="Ly: pX = 72X para cierto g € G}.

"En la notacién que usa Gelvin en [10], éste denota un sistema de accién de fusién por Xs(G) como se
haria en un sistema de fusién. Sin embargo, en esta notacion se pierde el conjunto del que se hace referencia,

es por ésto que la notacién que se usard es Xg(G, X)
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La composicién estd dada coordenada a coordenada.

Es claro que el sistema de accién de fusion basado en S relativo en G actuando sobre X es
un caso particular de la definicién 3.6, pero en general, un sistema de accién de fusién podria

tener morfismos que no fueran de la forma (cg, £,).

Cuando un sistema de fusion esté basado en un p-grupo S y sea relativo a la accion del
mismo en un conjunto X, se denotard por Xg(X). Si el sistema de accién de fusién sea
relativo a un p-grupo S y basado en él mismo, se denotard por X(S, X). Si referimos a un
sistema de accion de fusion general o no hay posibilidad de confundir el sistema de accion

de fusién del que se habla con otro, denotaremos al sistema de accién de fusién por X(X).

Ejemplo 3.9. Consideremos el grupo G = Zs y su accién sobre el conjunto X = {1,2}, la

cual serd determinada por p: Zys — ¥ x asignando p(1) = (1,2).

Para determinar el sistema de accion de fusion basado en G relativo a la G-accion en
X, veamos que el conjunto de objetos del sistema de accién de fusién Xqg(X) es {1,G}
donde 1 denota al grupo trivial. Claramente los homomorfismos de Zs por conjugacién
son unicamente el trivial, dado que es un grupo abeliano. Por otra parte, las acciones de
los homomorfismos son distintas dependiendo del elemento que actie. Por lo tanto, los

automorfismos del sistema de accién de fusién son
Autgx) (1) = {(Idy, p(0)), (Id1, p(1))} = Zs,

Autz () (G) = {(1d, p(0)), (g p(1))} = Zo,
Morzox)(1, @) = {(1, p(0)). (1. p(1))}.

donde ¢ es la inclusién de 1 a G. Por tanto, el diagrama del sistema de acciéon de fusién esta

dado por (salvo composiciones)

ZzCl%GDZQ
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Notemos que esta categoria es distinta del sistema de fusion de G basado en si mismo, pues

el subgrupo trivial tiene mas de un automorfismo.

Ejemplo 3.10. Sea G = Zy X Zs el 4-grupo de Klein, y X = {1,2,3,4} el conjunto de
cuatro elementos. Sea p: G — Y x el homomorfismo que define la accion de G en X, donde

la accién estd determinada por p((1,0)) = (1,2)(3,4) y p((0,1)) = (1, 3)(2,4).

En el capitulo anterior (ejemplo 2.4) obtuvimos los subgrupos de G y los morfismos de la

primera coordenada, obteniendo el sistema de fusion Fg determinado por el diagrama

G

T

P o) Payy Po,y

Y sus automorfismos eran los triviales para cualquier P < . Por tanto, para obtener el
sistema de accién de fusion, sélo requerimos de calcular las acciones del grupo y ver como
formar los morfismos en base a estos y los automorfismos del sistema de fusién. Notemos

que para cada elemento de GG existe una accién correspondiente:

p((0,0)) = 0

p((1,0)) = (1,2)(3.4)
p((0,1) = (1,3)(2.4)
p(1L1) = (1,4)(23)

Por esto, como cada elemento de G actia de forma distinta, los automorfismos de cada
subgrupo P < G seran de la forma Auty,x)(P) = {Idp} x {p(9) | ¢ € G}, los cuales
claramente serdn isomorfos a Zy X Z,, y los morfismos entre P, ) < G serdn Morx,(x)(P, Q) =

{t} x{p(g) | g € G}. donde ¢: P — @ es la inclusién de P a Q.

Por tanto, el diagrama del sistema de accién de fusion esté determinado por (salvo composi-
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ciones y el grupo trivial)

Zio X Lo

Y
P Pay Po,
L T T
Zz XZQ ZQ XZQ ZQ XZQ

dejando nuevamente una distincién entre un sistema de fusion y un sistema de accion de

fusién por el hecho de contener automorfismos que el primero no tenia.

Ejemplo 3.11. Consideremos el grupo simétrico G = S5, junto con el conjunto X = Syl (.S5)
y el 5-subgrupo de Sylow S = ( (1,2,3,4,5) ) del G en cuestién. G actia sobre X por con-
jugacion. Tendremos que Ob(Xg(G, X)) = {1, S5}, donde 1 es el grupo trivial.

Si consideramos el grupo trivial, el tinico automorfismo del que dispone es la identidad, por
lo que la primera coordenada de sus morfismos sera 1, sin embargo en la segunda coordenada
seran todas las conjugaciones ¢,. Esta ultima afirmacién es debido a que si hubiese alguna
conjugacion que deje fijo a X, implicaria que el elemento en cuestién esté en el normalizador
de cada uno de los seis subgrupos.

Para demostrar que la intersecciéon de los normalizadores es trivial, calcularemos sus nor-
malizadores. Dado que para cualesquiera dos S;,S; se cumple que |Ng,(S;)| = |Ns,(S;)],
calculemos el normalizador de uno de los S; y luego mediante conjugacién obtendremos los

de los demaés.

Fijémonos en S. Claramente el normalizador de S lo contiene, por tanto es de orden
mayor o igual a cinco. Por tanto, el normalizador de S puede ser de orden 5, 10, 15,
20, 30, 40, 60 6 120. Veamos que el normalizador de S en S5 tiene que ser Ng (S) =
((1,2,3,4,5), (2,4,5,3) ).

Como (1,2,3)(1,2,3,4,5)(1,3,2) = (1,2,4,5,3) ¢ S, implica que Ng,(S) no puede ser S;
y tampoco As (pues (1,2,3) € A;). Por otra parte, notemos que no pueden ser de or-
den 30 ni 40, ya que de serlo, el normalizador en cuestion tendria un elemento de orden

2, y cualquier grupo que contenga a (1,2,3,4,5) y un elemento de orden 2 generard a Ss,
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por lo que el normalizador sélo puede ser de orden menor o igual a 20. Como el grupo
((1,2,3,4,5), (2,4,5,3) ) es de orden 20 y S es normal en él, entonces debe ser el normal-
izador de S.

Para ver ahora que la interseccién entre los normalizadores de cada 5-Sylow en Syl (.S5)
es trivial, si consideramos S y S" = ( (1,2,4,5,3) ) cumplen que Ng,(S) N Ng, (S') =

( (1,2,5,4) ). Denotemos a esta interseccién V.

Por otra parte, si consideramos el normalizador de S” = ( (1,3,4,5,2) ), es claro que
Ng, (S") = ((1,3,4,5,2),(2,4,3,5) ) no contiene a ninguno de los cuatro elementos de N,
por lo que la interseccién de tres normalizadores es trivial, y por consecuente, la de los seis
5-Sylows de Sy lo serd también. Por tanto, es posible afirmar que ninguna conjugacién de

los elementos de S5 deja fijo a Syl;(Ss).

Por lo anterior, los automorfismos del subgrupo trivial son de la forma
Morzxg@,x)(1) ={(1,4) | g € G}

Dado que el grupo de donde se obtiene S es S5, los automorfismos del sistema de accion de

fusién sobre este objeto serdn de la forma (c,4, ¢,4) con g € Ss.

Més atin, las conjugaciones ¢, solo pueden ser cuatro posibles automorfismos que seran de
la forma o(s) = s* para 1 < k < 4, pues el generador (1,2, 3,4,5) puede mandarse a cuatro

generadores distintos y cada uno generara un automorfismo diferente.

e Para generar los morfismos tales que su primera entrada sea la identidad Idg (k = 1),
los elementos g € Ng, (S) seran de forma tal que sus elementos son los tinicos que fijan

a S, por lo que los morfismos de ésta forma seran {(1,¢,) | g € S}.

e Para generar los morfismos que manden (1,2,3,4,5) a (1,3,5,2,4) (esto es, k = 2), los

elementos seran {(c,, ;) | g = (2,4,5,3) - s para algin s € S}.

e Para generar los morfismos que manden (1,2,3,4,5) a (1,4,2,5,3) (esto es, k = 3), los

elementos seran {(cy,4,) | g = (2,4,5,3) - s para algiun s € S}.

e Para generar los morfismos que manden (1,2,3,4,5) a (1,5,4,3,2) (esto es, k = 4), los

81



elementos seran {(c,, ;) | g = (2,3,5,4) - s para algin s € S}.

Con ésto se tiene la lista de automorfismos de S para determinar el sistema de accion
de fusién basado en S relativo a la accién de S5 en Syl;(S5), que es el grupo generado
por los elementos de la forma o = (1,(1,2,3,4,5)) v 8 = (¢, (2,4,5,3)). Realizando las
operaciones, uno puede notar que el grupo de morfismos de S en Xg(G, X) es isomorfo a

N, (S).

Con los datos ya establecidos, ya podemos decir finalmente que la categoria Xs(G, X) con
base en S es dada por los objetos Ob(Xs(G, X)) = {1, S}, y los morfismos estdn dados por
MOI;{S(G7X)(1, 1) = 55 y MOTXS(G,X)(Sa S) = N55 (S)

El ejemplo 3.11 es un buen caso donde se puede hacer la distincién entre la categoria determi-

nada por el sistema de accién de fusion, representada bajo el diagrama (salvo composiciones):
55718 ) Nsy(s)

Y la categoria determinada usando el mismo 5-grupo para generar el sistema de fusién basado

en éste, que queda dado (salvo composiciones) por:

1C1%S®Z4

Una de las cuestiones que mas distingue a los sistemas de accién de fusién de los sistemas
de fusién es el hecho de que el grupo trivial deja de tener tnicamente un grupo de auto-
morfismos trivial y adquiere por grupo de automorfismos en el sistema de accién de fusién
un grupo isomorfo a la imagen de la accién del grupo que se use. Por otra parte, para los
sistemas de accién de fusiéon Xg(G, X) basados en un p-grupo S relativo a la accién de un
grupo G sobre un conjunto X, si G cumple que el homomorfismo que determina la accién
p: G — X x tiene una imagen inyectiva, el grupo de automorfismos en el sistema de accién

de fusién de todos los grupos P < S termina siendo isomorfo a Ng(P).

Utilizar conjuntos X con diferentes acciones para un mismo p-grupo genera diferentes cate-

gorfas inicamente por la estructura de los grupos de automorfismos.
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Definicién 3.12. Se define el funtor 77: X(X) — F**) mediante

7 Ob(X(X)) — Ob(F*X)) 77 Homz(x) (P, Q) — Homzxx) (P, Q)

P— P (p,0) = p

Considerando el conjunto X = {*} con la accién trivial de G' y p-Sylow S, puesto que en
este caso la segunda coordenada del sistema de accion de fusion siempre sera la identidad,

entonces mx es un isomorfismo entre Xg(G, X) v Fs(G).

Puesto que es posible dar una proyeccion sobre la primera coordenada, resulta deseable tener

una proyeccion para la segunda coordenada:

Definicién 3.13. Dado un sistema de accién de fusién X(X) basado en un p-grupo S, para
cualquier par de subgrupos P,Q < S se define 75 : Morxx) (P, Q) — Xx, la proyeccién en
la segunda coordenada de los morfismos de P a @ en X(X) al grupo de permutaciones de
X.

Cuando P = @, se tiene que Moryx)(P, Q) es un grupo y 7s: Autyx)(P) — Xx es un
homomorfismo de grupos, por lo que su imagen es un subgrupo de Xy, y se denota por

R ().

Definicion 3.14. Sea K el kernel de la accién de G sobre X. Definimos el X-normalizador

y X-centralizador en GG de un subgrupo H < G como

Ng(H,X):N(;(H)ﬂK C(;(H7X):Cg(H)ﬁK

En la definiciéon anterior, si consideramos G = S un p-grupo, P < S,y K el kernel de la

accion de S sobre X, tendremos los X-centralizadores y X-normalizadores de P en S.

En su trabajo de tesis, Gelvin define los automizadores para los sistemas de accion de fusién

relativos a un grupo G que posteriormente servirian para dar el concepto de sistema de
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accion de fusion saturado, es por ello que es preciso hacer mencién de ellos.

Definicién 3.15. Dado un grupo G, un G-conjunto X y P < .S < G, se definen los siguientes

conjuntos como los G-automizadores! de P como

Autxyax)(P) = {(p,0) |son morfismos de Xg(G, X)}
Aut zxge0(P) = {¢ € Aut(P) | existe o € Xx tal que (¢,0) € Autyye,x)(P)}
¥¥@X)(P) = {0 € Xy |existe ¢ € Aut(P) tal que (p,0) € Autzye.x)(P)}
Fof 9Py = {peAut(P) | (p,idy) € Autrgax)(P)}

Zoxs(G,X)(p) = {0 € Xx | (dp,0) € Autxy x)(P)}.

Dichos de otra forma, los automizadores pueden entenderse por los cocientes:

Auth(GX (P = Ng(P)/Cg(P,X
Ne(P)/Ca(P

) )

Aut zxgex (P) = )

SX(@X)(P) = Ng(P)/Ne(P; X)
) )
)

fs(GX

P) =Na(P; X)/Co(P; X

(
XGNPy = Cu(P)/Ca(P; X).

Los grupos previos pueden verse con el siguiente diagrama donde cada elemento en una arista

es el cociente de los vértices que une.

Aut zxg6.x) (P) EBES(G’X)(P)

— T
o 7

Ca(P)

2§S(G,X)(P) ‘7_-355(0 X)(

\/

CG(P§X)

TLa notacién usada para los conjuntos anteriores no es la misma que la usada por Gelvin en [10] con

motivo de tener una similitud de la notacién usada en [4] para los sistemas de fusién.
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En el diagrama es necesario dirigir especial atencién a las dos sucesiones exactas obtenidas

de las definiciones, que son

0—— 555N (P) —— Autyax) (P) — At pxgiex (P) —— 0

0 —— Fo 59 (P) — Autry(g.x) (P) —— £X@X)(P) —— 0,

Las cuales, reescribiéndolas como cocientes y haciendo uso del tercer teorema de isomorfis-

mos, resultan en una explicacion clara del porqué es cierta cada sucesion exacta:

0——Ce(P)/Ca(P; X) ——— Ng(P)/Cq(P; X) — Ng(P)/Ca(P) ——0

0—— Na(P; X)/Cq(P; X) — Na(P)/Ca(P; X) — Na(P)/Ne(P; X) —— 0.

Estas sucesiones exactas son igualmente validas para el concepto de sistema de accion de
fusion sin considerar a un grupo G y su accion sobre el conjunto X sobre el que se desarrolle

el sistema de accién de fusién.

A diferencia de los sistemas de fusién, los axiomas de saturacién de un sistema de accion de
fusién (que se definirdn a continuacién) requieren de méas condiciones, por ello son necesarios

definir ciertos conceptos previos al enunciado.

Definicién 3.16. Dado un p-grupo Sy P < S y un S-conjunto X, se definen los siguientes

conjuntos los automizadores de P como
o Auty(x)(P), al grupo de automorfismos de P en X(X).
o Autzxx (P) al grupo de automorfismos de P en F¥X),

o fg(x)(P) al grupo de morfismos en Auty(x)(P) de la forma (¢, idx) tales que idx sea

(p-equivariante.

o Y¥X)(P) al conjunto de permutaciones de X que aparecen en la segunda coordenada

de los morfismos en Auty(x)(P).
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o ZOX(X)(P) al conjunto de morfismos en Autyx)(P) de la forma (idp, o) donde las per-

mutaciones ¢ sean id p-equivariantes.

Es facil ver que todos son grupos. Los conceptos en 3.16 difieren de los dados en 3.15 en el
hecho de que los tltimos dependen del uso de un grupo G, lo cual termina sin ser de ayuda
para el estudio de los sistemas de accién de fusién que no sean basados en un p-grupo S
relativos a un grupo G actuando sobre un conjunto X. En este sentido, la definicién 3.16
es mas general y se pueden usar con independencia de si el sistema de acciéon de fusién es

relativo a la accion de un G o no.

Definicién 3.17. Dado un sistema de accién de fusién X(X), y un subgrupo P < S. Se

definen los siguientes conceptos:
o P es totalmente normalizado en X(X) si |Ng(P)| > |Ng(P')| para todo P" =xx) P.
e P es totalmente centralizado en X(X) si |Cs(P)| > |Cs(P')| para todo P’ Zx(x) P.

e P es totalmente X-normalizado en X(X) si |Ng(P; X)| > |Ng(P'; X)| para todo
P =) P.

o P es totalmente X -centralizado en X(X) si |Cg(P; X)| > |Cg(P'; X)| para todo P’ Zx(x)
P.

De los conceptos dados sobre subgrupos totalmente normalizados y totalmente centralizados
en un sistema de accién de fusion, podemos ver que ambas definiciones no tiene relacién con

el sistema de accién de fusién X(X) que se quiera considerar.

De esto, también podemos ver que los conceptos no difieren de los totalmente normalizados
y totalmente centralizados dados para sistemas de fusién. Por ello, de las pruebas dadas en
el capitulo anterior sobre sistemas de fusion basados en un p-Sylow relativos a un grupo G,

podemos recuperar lo siguiente:
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Lema 3.18. Dado un sistema de accién de fusién Xg(G, X) basado sobre un p-Sylow S
relativo a un grupo G actuando sobre un conjunto X, si un subgrupo P < S es totalmente

normalizado, entonces Ng(P) € Syl,(Ng(P)).

Prueba. Anéloga a la prueba dada en 2.12. U

Lema 3.19. Dado un sistema de accién de fusién Xg(G, X) basado sobre un p-Sylow S
relativo a un grupo G actuando sobre un conjunto X, si un subgrupo P < S es totalmente

centralizado, entonces Cs(P) € Syl (Ca(P)).
Prueba. Anéloga a la dada en el lema 3.18. O

Para el caso de los subgrupos X-normalizados y los X-centralizados, es posible dar el mismo

resultado que los dos anteriores y afirmar que:

Lema 3.20. Dado un sistema de accién de fusién Xg(G, X) basado sobre un p-Sylow S

relativo a un grupo G actuando sobre un conjunto X, si un subgrupo P < S es totalmente

X-normalizado, entonces Ng(P; X) € Syl (Na(P; X)).

Lema 3.21. Dado un sistema de accién de fusién Xg(G, X) basado sobre un p-Sylow S

relativo a un grupo G actuando sobre un conjunto X, si un subgrupo P < S es totalmente

X-centralizado, entonces Cs(P; X) € Syl,(Cq(P; X)).

La prueba de ambos lemas es andloga a las dadas en el lema 3.18.

Definicién 3.22. Sea S un p-grupo y Xg(X) un sistema de accién de fusion basado en S.

Se dice que Xg(X) es saturado si

I) Dado P < S, se cumplen las siguientes implicaciones:

P es totalmente normalizado == P es totalmente X-normalizado

M M

P es totalmente centralizado == P es totalmente X-centralizado.
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IT) Si P es totalmente normalizado, entonces
o Autg(P) € Syl,(Aut zxgx) (P)).
o Autys.x)(P) € Syl,(Autxyx)(P)).
o SESX)(P) ¢ Syl (ST (P)),
III) Si P es totalmente X-normalizado, entonces fge(s’x)(P) € Sylp(f03€S(X)(P)).
IV) Si P es totalmente centralizado, entonces 2§(57X>(P) € Sylp(ZéeS (X)(P)).
V) Si P < Sy (p,0) € Morgx)(P, P') es tal que p(P) es totalmente X-centralizado y

definimos’

Npo) =1{9 € Ns(P) | (pocgop™,00ly007") € Aut(s,x)(@(P))},

entonces existe un (¢, 0) € Morx(x)(Np,0), S) tal que p = @|p.

A estas condiciones se les llamaréan axiomas de saturacion de sistemas de accion de fusion.

Gelvin refiere a los puntos I — I'V como las Condiciones de Sylow para sistemas de accion
de fusién saturados, es decir, el analogo a los Axiomas de Sylow para sistemas de fusién
saturados. De forma analoga, el punto V es la Condicion de Extension para sistemas de

accién de fusién saturados.

Una de las cuestiones importantes es resaltar el hecho de que todo sistema de accién de
fusion basado en un p-Sylow S relativo a un grupo G actuando sobre un conjunto X sea

saturado.

Teorema 3.23. Dado un sistema de accion de fusion Xs(G, X) sobre un p-Sylow S relativo

al grupo G actuando sobre un conjunto X, se cumple que si P es totalmente normalizado,

tGelvin refiere a NN, (p,0) como el extendedor de un sistema de accién de fusién sin contemplar la posibilidad
de dar sistemas de accién de fusién independientes de un grupo. Con esta definicién, sustituyendo a ¢, por ¢
y o por {4, pese a ser un cambio minimo, abre la posibilidad a ser considerada en caso de que sean definidos

sistemas de accion de fusién exdticos
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entonces
° Auts(P) € Sylp(AU_t]:S(G)(P)).

° Autx(s,X)(P) € Sylp(Auth(QX)(P)).
o SEEX(P) € Syl (SO (pY).

Mds aun, st P es totalmente normalizado, entonces es totalmente centralizado, totalmente

X-normalizado y totalmente X -centralizado.

Prueba. Por el teorema 2.16, podemos recuperar que si un subgrupo es totalmente normali-

zado, entonces también serd totalmente centralizado, ademds de que ocurrird que Autg(P) €
Syl (Autzs(c)(P)).

Para la segunda parte, consideremos |[Ng(P)| = p®q y |Ca(P; X)| = p°r donde (p,qr) = 1.
Recordemos que Autys x)(P) < Autx e x)(P) y que Ng(P), Cs(P; X) y Autys x)(P) son
p-grupos. Como Ng(P) € Syl,(Na(P)) por ser P totalmente normalizado, tendremos que

[Ns(P)|
|[Cs(P; X))

donde 7 < 3. Sin embargo, p®~7 divide a p*#(q/r), pero como (p,qr) = 1, esto implica

= |Autx(s,x)(P)| = p*7,

que p®~" divide a p*~#. Consecuentemente 3 < 7, lo cual junto a la primera desigualdad,
implicard que ambos sean iguales. Por tanto |Cs(P; X)| = p®, implicando que Cs(P; X) €
Syl,(Ca(P; X)), y que Autys x) € Syl (Autxyc x)(P)).

Para el tltimo inciso, recordemos que |S¥s(@X)(P)| = |Ng(P)|/|Ng(P; X)|. Considerando
también que LXX)(P) = |Ng(P)|/|Ns(P; X)|, nuevamente al ser totalmente normalizado
P, se tiene que Ng(P) € Syl,(Na(P)). Suponiendo que |Ng(P; X)| = ps y también que
|INg(P; X)| = ptz con (p,sz) =1y u < 0, tendremos que, atin considerando |Ng(P)| = p*q,

ot = BB =
De la ecuacién anterior, nuevamente p®# divide a p®~%(s/z), que implica que p®# di-
vida a p*~?, forzando que ocurra la desigualdad 6 < pu, haciendo que p = 6. Por lo
tanto, Ng(P;X) € Syl,(Ng(P; X)), lo que implica que sea totalmente X-normalizado y

que XX € Syl (R¥s(GX), O
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Del teorema anterior, podemos obtener que un sistema de accién de fusion Xg(G, X) basado
en un p-sylow X relativo a un grupo G actuando sobre un conjunto X siempre cumple el
segundo inciso de los axiomas de saturacion para sistemas de accion de fusién. También im-
plica parte del primer inciso, dado que podemos apreciar que si un subgrupo es totalmente

normalizado, implicara ser totalmente centralizado, X-normalizado y X-centralizado.

Teorema 3.24. Dado un sistema de accion de fusion Xs(G, X) sobre un p-Sylow S relativo
al grupo G actuando sobre un conjunto X, se cumple que si P es totalmente X -normalizado,

entonces Fo X (P) e Syl, (FE@X)(PY) y P es totalmente X -centralizado.

Prueba. Como P es totalmente X-normalizado, tendremos que Ng(P; X) € Syl (Na(P; X)).
Recordemos que, por como definimos los G-automizadores, se tendrd que |F (S’X)(P)| =
[Ns(P; X)|/ICs(P; X)| v que | Fy=“Y(P)| = |Na(P; X)|/|Ca(P; X)|. Si |[Na(P;X)| =
pq, entonces |Ng(P; X)| = p®, por ser P totalmente X-normalizado. Si |Cq(P; X)| = p'r
con (p,r) =1, supongamos que |Cs(P; X)| = p" con u < 0, tendremos que

[Ns(P; X))

. X(S,X) o _
cupex) o=

implicando que p®~* divida a p®~? por tenerse que .7-"36(5 (P) < .7:365 (@.X) (P) De lo anterior,
se obtiene que ¢ < y, y por tanto p = 6. Consecuentemente Cs(P; X) € Syl (Ca(P; X)),
implicando que P es totalmente X-centralizado y que }"%(S (P e Syl, (Fos @Xpyy O

Teorema 3.25. Dado un sistema de accion de fusion Xs(G, X) sobre un p-Sylow S relativo

al grupo G actuando sobre un conjunto X, se cumple que si P es totalmente centralizado,

entonces ZX(SX (P) € Syl, (3, 2X5@X) (PY) y P es totalmente X -centralizado.

Prueba. La prueba es andloga a la dada en el teorema 3.24, considerando que si P es total-
mente centralizado, entonces C's(P) € Syl,(Ca(P)), que \E§S(G’X)(P)\ = |Ca(P)|/|Ca(P; X))
v que [£5(P)| = |Cs(P)|/|Cs(P; X)]. O

Los teoremas 3.23,3.24 y 3.25 demuestran que para cualquier sistema de accién de fusion de

la forma Xg(G, X), siempre se cumplirdn el segundo, tercer y cuarto axioma de saturacién
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respectivamente. Ademads, considerandolos en conjunto, demuestran el primer axioma de

saturacién debido a las implicaciones en sus pruebas.

Finalmente, el quinto axioma para sistemas de accién de fusién saturados también es adapt-

able a un sistema de accién de fusién de la forma Xg(G, X).

Teorema 3.26. Dado un sistema de accion de fusion Xs(G, X) sobre un p-Sylow S relativo
al grupo G actuando sobre un conjunto X, se cumple que si consideramos un g € G tal

que gPg™!

es totalmente X -centralizado en Xs(G,X), entonces existe un ¢ € G tal que
' Niyoy) < Sy que (cg, by)|p = (cg,4yg). Dicho de otra forma, existe un morfismo (cqy,ly) €

MorxS(G7X)(N(cg7gg), S) tal que extienda a (cg4,Cy).

Prueba. Si gPg~! es totalmente X-centralizado, entonces, considerando que Ng(gPg™!) -

Ce(gPg™; X) = Cs(gPg™"), tendremos que

_ _ -~ Neo(gPg™! C' P
[Ns(gPg™") - Ca(gPg™"; X) : Ns(9Pyg 1)]=| s( gCS(); | Gg g |/IN (gPg™!

que es equivalente a afirmar que
[Ns(gPg™") - Ca(gPg™"; X) : Ng(gPg™")] = [Ca(gPg™") : Cs(gPg™")].

De lo anterior, es claro que al ser X-centralizado, podemos afirmar que Cg(gPg™!) €
Syl,(Ca(gPg™")), por tanto el indice de Ng(gPg™") en Ng(gPg~') - Ca(gPg™"; X) es primo
relativo con p. Por lo tanto, recordando que Ng(gPg™!) es un p-grupo, podemos afirmar

ahora que Ns(gPg~') € Syl,(Ns(¢Pg™") - Ca(gPg™"; X)).

! serd un p-subgrupo

Ahora, por como se definié el extendedor N, oby)> entonces gN(., ¢)g~
de Ng(gPg™') - Cq(gPg™'; X). Ademds, como Cg(gPg™!; X) tiene indice potencia de un
primo en Ng(gPg™')-Ca(gPg™"; X), entonces existe un elemento z € C(gPg™"; X) tal que
29N (e, (29)7" < Ns(gPg™).

Considerando ¢' = zg, tendremos que ¢, es el homomorfismo que buscamos. O
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Con la prueba de este ultimo teorema, se demuestra que todo sistema de accion de fusion
basado en un p-Sylow S relativo a un grupo G actuando sobre un conjunto X, todos los

axiomas de saturacion se cumplen sobre él. Por tanto, podemos afirmar que:

Corolario 3.27. Todo sistema de accion de fusiéon basado en un p-Sylow S relativo a un

grupo G actuando sobre un conjunto X es un sistema de acciéon de fusién saturado.

Prueba. Es una implicacion de los teoremas 3.23,3.24,3.25 vy 3.26. 0

Teorema 3.28. Si un sistema de accion fusion X(X) es saturado, el sistema de fusion

subyacente FXX) es saturado también.

Prueba. Dado P < S, por los axiomas de saturacion de un sistema de accién de fusion,
si P es totalmente normalizado, entonces también es totalmente centralizado, y Autg(P) €

Syl,(Aut zxx)(P)), que es la condiciéon de Sylow para sistemas de fusion.

Para la segunda condicién, si consideramos un P < S y ¢ € Homgzxx)(P, P') tal que

@©(P) = P’ es totalmente centralizado, necesitamos obtener un @ € Hom zxx)(N,, Q) tal que

Plp = .

Como ¢ € Isozxx) (P, P'), existe 0 € Xx tal que (¢,0) € Mory(x)(P, P’). Consideremos
Npo) = {9 € Ns(P) | (pcgp™ " alyo™") € Autxis x)(P)}.
Claramente N, » < N,, su andlogo en sistemas de fusién, pues NN, se define como
N, ={g € Ns(P) | pcgp™" € Auts(P)}

y la condicién impuesta en N, ») sobre la segunda coordenada implica que tendrd menor o
igual cantidad de elementos que N,. Ahora queremos ver que N(, ) nos servird para generar

la extension, utilizando la condicién de extension de los sistemas de accién de fusion.
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Definamos la funcién §: N, — Autyx)(P) donde para todo g € N, la imagen serd

d(g) = (cg,£,). Claramente es un homomorfismo de grupos.

Dado que ¢ € F¥X) es claro que podemos considerar y fijar un o € Xx tal que (¢,0) €
Mory(x)(P, P'). Denotemos por N < Autyx)(P’) al grupo (¢,0) o 6(N,) o (p,0)~" que
equivale al grupo

N = {(pegp~" olyo™) | g € N}

Como N, es un p-grupo, entonces N también lo serd. Si N < Autyx)(F’), implica que para
todo elemento en N, (e, 0ly,07") € Autys x)(P’), y por tanto, todos los elementos
de N, estdn en N, ). Consecuentemente N, < N, ), viendo asi junto con la primera
contencion trivial que N, = N(, ). Entonces es posible aplicar la condicién de extensién de
los sistemas de accién de fusién saturados para (p, o) y obtener (¢, 0) € Morg(x)(Nep,0), S).
Por esta tltima contencién y por ser N, = N0y, ¢ € Autrxx(N,), lo que probaria el

axioma de extensién para FX(X),

Si N, # Ns.0), es facil notar que el conjunto N termina satisfaciendo N < Z(?(X)(P’) .
Autxs,x)(P'), ya que cualquier elemento (e, 0lyo™!) con g € N, diferirfa de Auty(s x)(P’)

por un elemento de la forma (idp, p) € ZOX(X)(P’).

Ahora probaremos que Autx(s x)(F’) es un p-subgrupo de Sylow de Ege(X) (P")-Autxs,x)(FP').
Consideremos

125 (P - Autrs x) (P')]

XX (pry L Aut P'): Aut P =
(X0 (P') - Autx(s,x)(P'): Autz(s,x)(P')] |Autx (s x)(P’)]

Utilizando las siguientes identidades:

X(X
CZe P |- | Auts,x (P)]

1= (P) - Autxs,x (P)] = :
ISeC) (P N Autggsx) (P

=P |
ISe (P N Autasx) (P)]

[ Sy (P) - Autrs.x)(P'): Autxpsx(P) ] =
tendremos por tanto

[ S (P') - Autags,x)(P): Autzsx)(P) ] =[S (P) - 555 (P) 0 Autsgs,x) (P)].
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Ahora, por definicién tenemos que
Autys x)(P') = {(p,0) € Autg(P') X Xx | ¢ = ¢, y 0 = {, para cierto s € S},
lo que hace claro el que sea un p-grupo. Considerando también la definiciéon del conjunto
3 X(P) = {(idpr, 0) € {idp} x Ix | (idp, 0) € Autxix)(P)},
podemos afirmar, inicamente contando con sus definiciones, que
Sa (P N Autysx)(P') = £33 (P,

y por el cuarto axioma para sistemas de accion de fusion saturados, podemos decir que

Se G (P € Syl (2™ (P)). Al ser Autxs,x)(P') un p—grupo y tener
[ S35 (P) - At x) (P): Autxgs,x) (P') ] = (5550 (P) = 350 (),

tendremos que Autxs x)(P’) € Sylp(Eée(X)(P’) - Auty(g x)(P’)). Como N es un p-subgrupo
de 2§(X)(P’) - Auty(s x)(P’), entonces existe un (idp, 7) tal que (idp,7) o N o (idp,77!) <
Auty(s x)(P'). Por lo anterior podemos aplicar el caso cuando N, < Auty(g x)(F’). Por la
definicion de los conjuntos, N, = N, ror-1) ¥ podemos concluir que es valido el axioma de
extensién de sistemas de fusién saturados para FXX),

O

Teorema 3.29. Sea S un p-grupo. Fijemos un sistema de accion de fusion saturado X(X)
basado en S sobre un conjunto X y sea P un subgrupo de S. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

o P es totalmente normalizado en FXX),

e P es totalmente centralizado en F*X) y Autg(P) € Syl (Autzxco (P)).

e P es totalmente X -normalizado en F¥X) y ¥ SX)(P) € Syl (S*XX(P)).

e P es totalmente X -centralizado en F*™) y Autys v)(P) € Syl,(Autyx)(P)).
Prueba. Por los axiomas de saturacion para sistemas de accién de fusion saturados, es claro

que que el primer inciso implica los otros tres. Por tanto el teorema puede reducirse a probar
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que si se tiene alguna de las otras condiciones, se cumplird la primera.

2) = 1) Considerando el sistema de accién de fusiéon X(.S, X), por como se define un sistema
de accion de fusién de la forma X(X), es necesario que X(S5, X)) C X(X). Ahora, usando las

secuencias exactas obtenidas del diagrama de los automizadores, tendremos lo siguiente:

0 — ZOX(X) (P) —_— Autx(X) (P) e Aut]:x(x) (P) —0

SleW]\ ]\ ]\Sylow

0 —— N5 (P) —— Autg(sx) (P) — Autg(P) —— 0.

Dado que X(S,X) C X(X), entonces todas las inclusiones son validas. Por otra parte, si

|E§(X)(P)‘ — pak y |Autx(x)(P)| — pﬁq’ con (/{;q,p) =1, tendremos que

~Autx) (P)] - p%k

|Aut yxx) (P)| = SO = g = p° B (k/q).

Por hipétesis, Autg(P) € Syl,(Autzxx)(P)), y por el cuarto axioma de sistemas de accién de
fusion saturados, X5 @ (P) € Syl (S5 (P)). Luego |Autx(sx)(P)| = p* v [ 5 (P)| =
p”, v usando la estructura de Autg(P) como cociente de grupos de una sucesién exacta,

ocurrira que

Aut P o
‘AUtS(P)‘ _ | X(S,X)( )| _ p_ :pa—ﬁ.

X(S,X
DRSS
Esto implica que Auty(s x)(P) es un p-subgrupo de Sylow de Auty(x)(P).

Sea () un subgrupo totalmente normalizado X(X')-conjugado a Py sea (y, o) € Morxx)(Q, P).

Es claro que tendremos que

(0, 0)Autx(s,x)(Q)(p,0) " < Autz(x)(P).

Es evidente que Auty(s x)(Q) es un p-grupo y por tanto (¢, 0)Autys x)(Q)(p, o)~ también
lo sera. Mds atn, al ser p-subgrupo de Autyx)(P), existe un (¢, 7) € Autxx)(P) tal que

(¢¢> TU)AutS(Q)(¢¢> TU)_l < Autx(s’x)(P),

pues Auty(s x)(P) es un p-Sylow de Auty(x)(P).

95



Si consideramos el homomorfismo 0: Ng(Q) — Autx(x)(Q) y la definicién de Auty(s x)(Q),
se tiene que la imagen de Ng(Q) bajo 0 es justamente Autysx)(Q). Por otra parte,
dado que P es totalmente centralizado, es X-centralizado. Entonces por el quinto axioma
de sistemas de accién de fusion saturados, es posible obtener una extension (@,7‘0) en
Morx(x)(Nwep,ro), S) del morfismo (¢, 70). De aqui, como Ng(Q) tiene su imagen bajo ¢
es Autyg x)(Q), entonces Ng(Q) = Ny, probando asi que el morfismo puede verse en
Morx(x)(Ns(Q), S). Recordemos que aplicando ’{/J\;O, a (), su imagen sera P por ser extension
1

del morfismo 1. Dado que para cualquier ¢ € Q y n € Ng(Q) se cumple ngn~' = ¢’ para

cierto ¢’ € @, se tendra que aplicando @,

P =1p(d) = vo(ngn™) = (bp(n))pldpnr))

para ciertos p,p’ € P. Con esta identidad, es claro que todo elemento en @E;O(NS(Q)) nor-
maliza a P. Tendremos que @(NS(Q)) < Ng(P). Recordando que por ser ) totalmente
normalizado se tiene que |[Ng(P)| < |Ns(Q)|, como ¥y es inyectiva, [1h¢p(Ng(Q))| = |Ng(P)].

Por tanto |Ng(Q)| = | Ns(P)|, probando asi que P es totalmente normalizado.

3) = 1) Como P es totalmente X-normalizado, se tiene por el segundo axioma de los
sistemas de accién de fusiéon saturados que ]__x(sx (P) € Syl, (]—"%(X (P)). Por otra parte,
por hipétesis tenemos que LX) (P) € Syl (3*X)(P)). Consideremos entonces nuevamente

las sucesiones exactas cortas dadas en los conceptos de automizadores:

0 —— Fy Y(P) —— Autz(x)(P) —— S¥(P) ——0

Sylow]\ ]\ ]\Sylow

0 —— Fo O (P) — Autgs.x) (P) — DXEX)(P) —— 0.

Por un argumento parecido al de la implicacién 2) = 1), podemos ver facilmente que
Autx (g x)(P) debe ser un p-subgrupo de Sylow de Autyx)(P). Dado que P es X-normalizado,
implica por los axiomas de sistemas de accion de fusién que también es X-centralizado. Con
esta ultima afirmacion, haciendo exactamente la misma demostracién del inciso anterior, es

posible concluir.
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4) = 1). Se puede concluir exactamente de la misma forma que se concluye en 2) = 1) y

3)=1

~—

O

Teorema 3.30. Sea S un p-grupo. Dado un sistema de accion de fusion X(X) basado
en S actuando sobre un conjunto X y un subgrupo P de S, se tiene que P es totalmente

centralizado si y sélo si P es totalmente X -centralizado y So°™) (P) € Sylp(Eée(X)(P)).

Prueba. La primera implicacién es obvia dado que es dada por los axiomas de los sistemas
de accién de fusion saturados.

Tenemos que por definicion
Cs(P)| = |Cs(P; X)| - |55 Y(P).

Como P es X-centralizado, para todo P =3 @, se tendra que |Cs(P;X)| > |Cs(Q; X)].
Por otra parte, ZOX(X)(P) ~ ZOX(X)(Q) mediante una conjugacién. De lo anterior es facil
ver que |Z§(S’X)(P)| > |Z§(S’X)(Q)| para todo @ Zxx) P, pues por hipdtesis Z§(S’X)(P) €

Sylp(2§(x)(P)). Entonces se cumplird para todo @ =xx) P que
Cs(P)] = |Cs(P; X)| -1 (P)] 2 1Cs(Q; X)| - 1557 (Q)] = ICs(Q),

lo que implica que necesariamente P sea totalmente centralizado por definicion.

O

Teorema 3.31. Sea S un p-grupo. Dado un sistema de accion de fusion X(X) basado

en S actuando sobre un conjunto X y un subgrupo P de S, se tiene que P es totalmente

X -normalizado si y sélo si P es totalmente X -centralizado y Fa™)(P) € Syl (FXE(P)).

Prueba. La primera parte de la prueba es implicacién de los axiomas de saturacion de los
sistemas de accion de fusion saturados.

Por la identidad ]-"SE(S’X)(P) = Ng(P; X)/Cs(P; X) dada en 3.15, podemos afirmar que
[Ns(P: X)| = |Cs(P; X)| - |Fg 5 (P)).

Aplicando que Fo* ™) (P) e Sylp(./fo36 $X)(P)) y que P es X-centralizado implica que para
todo Q Zxx) P es cierto que |Ng(P; X)| > |Ng(Q; X)|, podemos concluir de la misma
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forma que en el teorema anterior (3.30).

3.3 El teorema de fusién de Alperin en sistemas de
accion de fusion saturados

Previo al teorema principal, es requerimento obtener un teorema equivalente a la proposicion

A2 de [4], la cual fue herramienta para poder extender morfismos en el teorema de Alperin.

Teorema 3.32. Si (¢,0) € Morxx)(P, P’) es un isomorfismo tal que P’ es totalmente
normalizado, entonces hay un morfismo (@,0") € Morgx)(Ng(P),S) y (¢, 7) € Autyxx)(P)

tal que Plp =po) y que o’ =ocoT.

Prueba. Dado que P’ es totalmente normalizado, por los axiomas de los sistemas de accién

de fusién saturados, se tiene que Autx(sx)(P’) € Syl,(Autzx)(F’)).

Por construccion, (p, o) o Autxs x)(P) o (p,0)~ es un p-subgrupo de Autyx)(P’). En-
tonces es posible obtener un p-subgrupo de Sylow de Auty(x)(F’) que contenga a (@, o) o
Autxs,x)(P) o (¢,0)7!, y por tanto existe un morfismo (¢, 7) € Autxx)(P’) tal que

(Y, 70) © Auty(s x)(P) o (Y, 7o) < Auty(s x)(F)
Sea (o, 8) = (¢ ', 77to7). Entonces
(¢, 0) o (o, B) 0 Autx(s x)(P) o (o, B) ' o (@,0) " < Autz(s,x) (P').

Por los axiomas de saturacion, al ser P’ totalmente normalizado, también es totalmente X-
centralizado. Por el quinto axioma de saturacién, se puede extender (¢, o) a un morfismo

(¢,0") € Morx(x)(Npa,08),S). Recordemos que

Nigaos) = {5 € Ns(P) | ((¢ar) 0 e 0 (pa) ™, (08) 0 b 0 (o)) € Autxs.x)(P')}-
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De lo anterior, es evidente que N(ga,08) < Ng(P) pues N(pq,05) se compone de elementos de

Ng(P). Por otra parte, recordemos que
Nyo = {s € Ns(P) | (pa)es(pa)™ € Autg(P')}

y al aplicar el morfismo 0: Ny — Autxsx)(F’), la imagen de N, serd justamente
(o, 08) o Autys x)(P) o (¢a,03)~". Por la primera contencién, este dltimo grupo estd
totalmente contenido en Autxx)(P’), y por tanto se tiene la igualdad N, = N(pa0p), ¥ €5
posible realizar la extensién en Mory(x)(Ns(P),S), concluyendo el teorema.

O

Como en el capitulo anterior, se precisa de la definicion de subgrupos céntricos y radicales
para el teorema de Alperin. Gelvin define los subgrupos céntricos y X-céntricos para sus
estructuras en [10], sin embargo no contiene una definicién de subgrupo radical ni X-radical

para sistemas de accion de fusion.

Definicién 3.33. Se dice que P < S es céntrico en el sistema de accion de fusion si

Cs(P) < P,y para todo P’ Zx(x) P se cumple que Cg(P’) < P'.

Definicién 3.34. Se dice que P < S es X-céntrico en el sistema de accion de fusion si

Cs(P; X) < P,y para todo P’ Zyx) P se cumple que Cg(P’; X) < P'.

Es claro que si un subgrupo es céntrico, automaticamente es X-céntrico. Ahora, dada la
definicion de subgrupo radical en sistemas de fusion, debe adaptarse a la nueva situacion,
que es considerando morfismos para sistemas de accion de fusion utilizando. Para ello, pre-

cisaremos de un concepto apropiado de morfismos internos de un p-grupo P.

Definicién 3.35. Dado un sistema de accién de fusién X(X) sobre un p-grupo S y un
subgrupo P < S, se define el grupo de automorfismos internos de P en el sistema de accion

de fusion X(X) como el grupo
Inng(x)(P) := {(¢,0) € Autx(x)(P) | ¢ € Inn(P)}
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donde Inn(P) es el grupo de automorfismos internos de P.

De este concepto, es facil ver el siguiente resultado:

Corolario 3.36. El grupo Inngx)(P) es normal en Autyx)(P).

Prueba. El subgrupo Inngx)(P) es normal si para todo (¢,0) € Inngx)(P) vy (¢¥,7) €
Auty(x)(P), se cumple (Y=t 7o) € Inng(x)(P), lo cual es cierto si y sélo si Yyt €
Inn(P), lo cual es cierto ya que Inn(P) < Aut zxx)(P) (probado en el teorema 2.33).

U

Definicién 3.37. Dado un sistema de accién de fusién sobre un p-grupo S y un subgrupo
P < S, se define el grupo de automorfismos externos de P en el sistema de accion de fusion
X(X) como

Outx(x) (P) := Autx(x)(P)/Innz(x)(P)

Y en base a esta nueva estructura, es posible obtener la nueva definicién de subgrupo radical.

Definicién 3.38. Dado un p-grupo S, un subgrupo P < S es llamado radical en X(X) si
Outy(x)(P) es p-reducido.

Para poder dar la definicion correcta del concepto de X-radical, como Gelvin definié los
“X-subgrupos” en relacién al kernel de las acciones del sistema de accion de fusién sobre
el conjunto X dado, deberia ser una estructura similar. Y para no perder la esencia de un
subgrupo radical en un sistema de accién de fusién, debe ser la p-reducibilidad de los auto-
morfismos externos. Por consecuente, es apropiado dar la estructura equivalente en cuanto

a Innyx)(P).

Definicién 3.39. Dado un sistema de accién de fusién X(X) sobre un p-grupo S y un

subgrupo P < S| se define el grupo de automorfismos internos neutros de P en el sistema
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de accion de fusion X(X) como el grupo
) — X(X)
Inny(x)(P; X) :={(p,0) € F577(P) | ¢ € Inn(P)}

donde Inn(P) es el grupo de automorfismos internos de P.

De la misma forma que el anterior concepto, es posible afirmar que

Corolario 3.40. El grupo Inngx)(P; X) es normal en Autyx)(P).

Prueba. Anéloga a la dada en 3.36.
O

Del corolario 3.40, podemos deducir también que sea normal en .7-"8€ (X)(P), por tanto pode-

mos realizar el cociente entre fgg(X)(P) e Innyx)(P; X).

Definicién 3.41. Dado un p-grupo S y un subgrupo P < S, se definen los automorfismos

externos neutros de P en el sistema de accion de fusion X(X) como
Outx(x)(P; X) = Fy ) (P) /Tnnx x) (P X).

Definicién 3.42. Dado un p-grupo S, un subgrupo P < S es llamado X-radical en X(X)
si se tiene que Outx(x)(P; X) es p-reducido.

Con estos conceptos, la idea de que radicalidad implica X-radicalidad es inverso, es decir,
si un subgrupo es X-radical, entonces es radical, a diferencia de la relacién entre los otros

subgrupos y sus “X-formas”.

Ya disponiendo del concepto de radical y X-radical, se puede enunciar el teorema de Alperin

para sistemas de accion de fusion saturados.
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Teorema 3.43. (Alperin) Dado un sistema de accion de fusion saturado X(X) sobre un
grupo S actuando sobre un conjunto X, entonces para cada morfismo (p,0) € Isoxx)(P, P')

en X(X), existe una secuencia de subgrupos de S.
P=PR,P,....P,=P Q1,Q2,...,Q%
Y elementos (¢;,0;) € Autx(x)(Q;), tales que:
e (), es totalmente normalizado en X(X), céntrico y radical para cada i;
o P_1, P, <Q; yi(Pi1) = P, para cada i, y
* (,0) = (¢r; %) 0 (Ph-1,0%-1) © -+ © (p1,01).

Prueba. El proceso de demostracion es nuevamente de manera inductiva hacia abajo con
respecto al orden del p-grupo P considerado. Si el grupo P = S, entonces P’ = S. Es claro
que S es céntrico por cumplirse que Cg(S) < Sy ser él el tinico en su clase de conjugacion.
Por otra parte S es totalmente normalizado en X(X), pues el tnico conjugado con S es

él mismo. Por tanto, por el segundo axioma de saturacién, se tiene que Autyg x)(S) €
Syl, (Autx,(x)(5))-

Por esto tltimo, dado que hablamos de S, Auty(s x)(S) = Inngg(x)(S) < Inngx)(S). Con-
secuentemente Outy(x)(S) es de orden primo relativo con p, por lo que necesariamente S
serd radical. Entonces podemos extender el morfismo (¢, o) a si mismo en Morxx)(S,S) y
serda en un p-grupo totalmente normalizado, céntrico y radical. Con ello se cumple la base

de induccion.

Si ahora suponemos que P < S (por tanto |P| < |S|), sea P* un subgrupo de S que
sea X(X)—conjugado a P y que sea totalmente normalizado. Si consideremos (¢,7) en
Morx(x)(P, P*), el teorema se cumple para (p, o) en Morg x)(P, P’) si se cumple para (1), 7)
y (¥, 7)o (¢,0)t € Moryx)(P', P*). Esto se debe a que si Q1,Qs,...Qk, v (¥i,7) €
Auty(x)(Q;) son las familias de subgrupos de S y morfismos que cumplen la condicién
para (¢, 7) y Ry, Ry, ..., Ry, y (i, pi) € Autyix)(R;) son las familias de subgrupos de S

-1

y morfismos que cumplen la condicién para (¢, 7) o (p,0)”", respectivamente, la familia
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que cumplird para ¢ serd la cadena de subgrupos formada por estas familias, es decir

{Q1,Q2...,Qk,, Riy, Riy—1, - - ., Ro, R1} vy el morfismo ¢ se descompondria de la forma

(‘%U) = (:ulup1>_1 00 (:ukzvpkz)_l ° (wkUTkl) 00 (¢177—1)‘

Esta implicaciéon nuevamente reduce a probar el teorema cuando el isomorfismo es entre un

p-grupo y un p-grupo totalmente normalizado en X(X).

Dado que P’ es totalmente normalizado, por el teorema 3.32, dado (i, o) tal que p(P) es to-
talmente normalizado existen morfismos (, 0') € Morx(x)(Ns(P),S) y (x,7) € Autxx)(P),
tales que G(P) = P,y ¢lp=pox yqueo =copu.

P

@lp.”) oo

Pe—— P
(¢,0)

1’0_/ ou).

Al ser P < S, es posible obtener un p-subgrupo de S con un orden mayor a P donde éste

Esta tltima afirmacién implica la igualdad (¢, 0) = (@¢|p o x~

sea normal, por lo que P S Ng(P).

Como (@, 0’) es un morfismo entre Ng(P) y @(Ng(P)), el teorema se cumple por hip6tesis
de induccién para (¢|p,0’). Luego, se cumple para la restriccién usando las mismas fa-
milias {Qm }men y morfismos (0, ) € (Autx(x)(@m) para los que se cumple el teorema
por hipétesis de induccién sobre (@, ¢’) por ser morfismo entre grupos de orden mayor a P,

serviran también para su restriccion en P.

Como (p,0) = (@|lpox~t, 0" ou™t), y para (§|p,0’) se cumple el teorema, si consideramos
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el automorfismo (oxp ', opuo™t) € Autx(x)(P’), el siguiente diagrama conmuta:

P (¢,0) p

L (@lp,a”)

(exep~Houo™!)

Pl
y con esto podemos reconsiderar la demostracion a que el teorema se cumple para (@, o) si

y sblo si se cumple para (¢xp ', ouc~!). Entonces podemos considerar que el teorema se

cumple si y s6lo si P es totalmente normalizado y (¢, 0) € Autyxx)(P).

Como P es totalmente normalizado, por el primer axioma de sistemas de acciéon de fusion

saturados, también es totalmente centralizado.

Si P no es céntrico, por el quinto axioma de saturacién, (p, o) se extiende a un morfismo

(¢*,0) € Morg(x)(N(p,e),S). Como (¢,0) € Autyx(x)(P), retomando la definicién de N, o),
Nipoy={9 € Ns(P) | (pocyjop™, dgolyoo™") € Autxsx)(¢(P))},
puesto que ¢(P) = P, podemos reescribir el conjunto como
Nio)y =19 € Ns(P) | (o 0990_17 ool oo ') e Autxs,x)(P)},

y con esto es claro que todo elemento en Cg(P) - P va a cumplir la condicién, por lo que

podemos afirmar que Cg(P) - P < N,.

Dado que la restriccion de ¢* a P es ¢, se tiene ¢*(P) = P y por tanto ¢*(Cgs(P) -
P) = ¢*(Cs(P)) - P. Ya que todo elemento de ¢*(Cs(P)) conmuta con P, tenemos que
©*(Cs(P)) < Cs(P). Como ¢* es un homomorfismo inyectivo, ¢*(Cg(P)) = Cs(P). Como
estamos suponiendo que P no es céntrico, considerando el sistema de fusion subyacente
FXX) el teorema 2.20 se cumplird sobre F¥X) | pues todo elemento que sea conjugado con P
sera conjugado bajo un morfismo cuya primera coordenada sea un homomorfismo del sistema
de fusién subyacente, por lo que es posible concluir que si P no es céntrico, |P| < |Cs(P)- P,

pudiendo asi extender el morfismo a uno en Mory(x)(Cs(P) - P,Cs(P) - P), y por hipétesis
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de induccién dado que el orden de Cg(P) - P es mayor que el de P, se cumplird el teorema

para este caso.

Si P no es radical, implica que |O,(Outxx)(P;X))| > 1, y por tanto existe al menos un

p-subgrupo normal H < Auty(x)(P) de orden mas grande que Inny x)(P; X).

Por la suposicién de no radicalidad, podemos considerar al subgrupo

Las contencién de K expuesta se debe a que K es el subgrupo normal maximo, y por el
corolario 3.40, Inny(x)(P; X) es normal. Ya que K un p-subgrupo normal en Autyx)(P),
podemos decir que existe un p-subgrupo de Sylow K que lo contiene.

Como P es totalmente normalizado, Autxs x)(P) € Syl,(Autx(x)(P)) por el segundo axioma
de saturacién, por tanto es conjugado con K, por lo que existe un 3 € Autyx)(P) tal que
BKB™! = Autxs x)(P), y en especifico KA~ < Autx(s x)(P), pero ya que K es normal en
Auty(x)(P), BKS~" = K. Por tanto tendremos que K < Auty(g x)(P).

Por hipétesis, para todo (a, 3) € K, se tiene que (pap™t, 0B07!) € K por la normalidad de
K. Esto es exactamente la condicion del conjunto N, ) de la condicion de extensiéon de los

sistemas de fusion saturados,

Nipoy = {9 € Ns(P) | (pegp™", 0lyo™") € Autx(sx)(#(P))},

Entonces la prueba se dirige a probar que |P| < |N(, ).

Por la primera afirmacién de este caso, K 2 Innyx)(P), por lo que P < N, ). Como
IInnx(x)(P)| < |K| < |Autys,x)(P)|, entonces existen morfismos (cg,fy) con g € S — Py
que estén contenidos en Auty(s x)(P). En especifico, existe s € Ng(P) tal que s ¢ Py que
(cs,ls) € Auty(sx)(P) N K (pues todo K esta contenido en Auty(g x)(P), y de no haber
uno, K serfa Inng x)(P)), por lo que (pesp~t, 0ls07t) € Autys x)(P). Consecuentemente
s € Ny, implicando que |P| < [N, |, por lo que el morfismo (p, ) se puede extender
a un morfismo en Morx(x)(N(p,0),S), pudiendo asi cumplir el teorema en este caso por la

hipotesis de induccion.
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Finalmente, si ¢ € Autrzxx)(P) y P es totalmente normalizado, céntrico y radical, en-
tonces el teorema se cumple considerando el diagrama conmutativo previo, y éste afirma
que (px¢ 1) =P|p, y dado que el teorema se cumple para p|p y para @xp !, entonces se
cumplird para ¢, dado que ¢ = (px¢)(@|p').

]

De esta forma, el teorema de Alperin también es aplicable a los sistemas de accion de fusion.
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Capitulo 4

Sistemas de representacion de fusion

El concepto de sistema de accién de fusién se adapta inicamente a un conjunto finito sobre
el que un sistema de fusién actia dadas ciertas reglas. Sin embargo, es posible darle una
nueva direccion a un sistema de acciéon de fusion hacia un espacio vectorial. En el siguiente
capitulo se intentard dar una versién de sistemas de acciéon de fusiéon sobre espacios vecto-

riales de dimensién finita sobre un campo de caracteristica 0.

Un sistema de representacion de fusion Xg(V') basado en un p-grupo S actuando en un
espacio vectorial V' (de manera lineal), se espera definir como una categoria cuyos objetos
sean los subgrupos P < Sy cuyos morfismos, denotados por Morx (P, @), son parejas
de funciones en Inj(P, Q) x GL(V'). Se espera que cumpla condiciones andlogas a las de los

sistemas de fusién y de accién de fusién:

e que para cualesquiera P, ) < S, paratodo s € S se tenga que (cs, p(s)) € Morxyv)(P, Q),
con p(s) € p(S) donde p: S — GL(V) es el homomorfismo de grupos que determina

la accién y

e que todo morfismo de Xg(V') se descompone como un isomorfismo seguido de otro

morfismo cuya primera coordenada es una inclusion.
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Es claro que el concepto no dista del de sistema de accién de fusién, sin embargo éste ain
se desea definir. Seguiremos la metodologia de Gelvin en [10] para generar una estructura

solida sobre la que podamos desarrollar el concepto.

4.1 Preservando fusién en GL(V)

En el segundo capitulo se dio la definicién de preservar fusion, idea que Gelvin redefinio
en 2.37 apoyado de 2.36 para dar paso a los sistemas de accién de fusiéon. Sin embargo sus
conceptos en ese momento sélo abarcaron el preservar fusion en grupos de orden finito. En el
tercer capitulo se explicé cémo entenderia Gelvin el preservar fusion en un grupo especifico
(Sp). Para nuestro propésito requerimos que el grupo sobre el que se preserve fusién sea
GL(V). Es por ello que simplemente consideraremos la definiciéon 2.37 para darle sentido
a qué sea preservar fusion con respecto a GL(V'). Para los conceptos posteriores, se hara

aclaracion de la notacién a usar.

Definicién 4.1. Se entenderd por V a un espacio vectorial de dimension finita sobre un
campo de caracteristica 0. Dado un grupo G, se entenderd por una representacién de G
sobre V' como un homomorfismo de G a GL(V'). Se definird por yV al H-espacio vectorial
V donde H actia en V' por restriccién y se definird por 4,V al H-espacio vectorial V' donde
H acttia en V' bajo la operacién h - v := ¢(h) - v. Se denotaran los puntos fijos de la accién

de H en el H-espacio vectorial V' como V# y a la dimensién de este espacio por dim (V).

Definicién 4.2. Dado un sistema de fusion F basado en S, un espacio vectorial de di-
mensién finita sobre un campo de caracteristica distinta de cero V' y un homomorfismo
p: S — GL(V), se dird que p preserva fusion siy sélo si para cada ¢ € Homz(P, P’) existe

algin ¢ € Homgrv)(p(P), p(P')) tal que pp = 1p.

Dada la definicion 4.2, ahora es posible definir la F-estabilidad dada por Gelvin para sus

resultados en [10] en este contexto.
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Ambos teoremas de equivalencias de estabilidad precisaran que si un grupo actia sobre un
espacio vectorial, el conjunto de puntos fijos es un subespacio vectorial, pero esto es un re-

sultado probado en el teorema 1.16.

Lema 4.3. Sea V un espacio vectorial y p: S — GL(V') un homomorfismo. Si H < S|y
g € S, se tiene que dim(V¥#) = dim(V979 ).

Prueba. Hay una correspondencia biyectiva lineal entre los elementos de V y los de V959!

a través de la correspondencia v — g - v. Si h - v = v, entonces

(ghg™") - (g-v)=g-(h- (g7 (g-v)=g-(h-v)=g-(v)=g-v

1

. -1 _ .
Y de la misma forma, a todo vector v en V99" le corresponde un vector g~! - v, dejando

claro asi que son subespacios vectoriales isomorfos y por tanto de la misma dimensiéon. [

Debido a que la cantidad de puntos fijos por una accién es finita en un conjunto pero en un
espacio vectorial no, el lema 3.2 diferird en el caso de un espacio vectorial en el cuarto inciso
para poder ser reutilizado con la misma consistencia dada a un sistema de acciéon de fusién

para los sistemas de representacién de fusién.

Sustituyendo la condicién [XF| = [ X979 | por dim(V?) = dim(V979"), el concepto cobra
mayor sentido. Sin embargo, no se encontré una manera de darle validez al cuarto inciso en

el teorema 3.4, puesto que el teorema de Burnside sélo cobra sentido en el anillo de Burnside.

De igual forma, el teorema 3.4 es una forma equivalente a obtener la F-estabilidad en un
sistema de fusion de un conjunto y por tanto el concepto de F-estabilidad sigue teniendo

sentido independientemente de ello.
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Lema 4.4. Sea V un G-espacio vectorial y consideremos GL(V'). Se define el homomorfismo
p: G — GL(V) asignando a cada g € G su representacién en V'; también se define pg = plg.

Las siguientes afirmaciones son ciertas:
e ps: S — GL(V) cumple que preserva fusién con respecto a Fg.
e Paratodo g€ G, s € Sywv eV, setiene que g-(s-v) =c4(s) - (g-v)
e Para todo H < Gy g € G, se tiene que gV = ¥V como H-conjuntos.

e Para todo P < Sy g e G, se tiene que dim(V?) = dim(V9F9 )

Prueba. La prueba es andloga a la dada en el lema 3.2. Para el primer inciso si consideramos

cg € Homgz, (P, Q), podemos ver que si consideramos F),;(c,) = c,(q) €l diagrama

P—"5 ps(P)
Cg Fpg(eg)

Q—" ps(Q)

cumple que c,g(g) © ps = ps © g, por lo que cumplird que preserva fusién. Para el segundo
inciso, tenemos que claramente g- (s-v) = (g-s-g7') - (g-v) = ¢,(s) - (g - v). Para que gV
fuera isomorfo como G-espacio vectorial a 7V, se desearia que existiera una funcién entre H-
espacios vectoriales f: gV — 9V tal que tuviera una funcién inversa y que cumpliera que
para todo h € H fuera cierto que f(h-v) = h- f(v), y de forma andloga f~'(h-v) = h- f~1(v).
Esto es a causa de que si consideramos el isomorfismo p(g): V' — V, tendremos que si
h € H, al aplicar el isomorfismo, se obtendra que p(g)(h-v) =g-h-g *(g-v) = g(-h-v), que

es justo lo que necesitamos. Para el cuarto inciso, la demostracion esta en el lema 4.3. [

Para su uso posterior, podemos definir la misma estabilidad dada por Gelvin:
Definicién 4.5. Dado un sistema de fusion saturado F sobre un p-grupo S y un S-espacio

vectorial V', se dird que V' es F-estable si el homomorfismo p: S — GL(V') que determina

la accién de S preserva fusion.
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Teorema 4.6. Sea S un p-grupo y F un sistema de fusion saturado basado en S. Sea
ps: S — GL(V) el homomorfismo que define la accion de S. Para cualquier S-espacio

vectorial V' los siguientes enunciados son equivalentes:
o UV es F-estable.

e Para todo ¢ € Homz (P, Q), existe un 7 € GL(V) tal que el siguiente diagrama con-
muta:
P—5 pg(P)
¥ Cr

P/ ps(P)
e Para todo ¢ € Homz(P,Q), existe un isomorfismo abstracto de P-conjuntos pV = %V

Prueba. Nuevamente la prueba es similar a la dada en 3.4. La equivalencia entre el primer
punto con el segundo es debido a la definicién de preservar fusién y del uso de la definicién

4.2.

Para ver la equivalencia entre el segundo y el tercer punto, veamos que el tercer punto puede
reescribirse como decir que existe una funcién f: pV =, 2V tal que f(g-v) = ¢(9)f(v).
Para la prueba del segundo punto al tercero, si consideramos f = 7 donde 7 es la acciéon que
hace conmutar el diagrama del segundo punto, tendremos que para g € Py v € V', ocurrira
que

7(ps(g) - v) = ps(e(g)) - 7(v),

por lo que se cumplird que 7 sea la funcién requerida. Para la vuelta del tercer punto al
segundo, podemos ver que la misma funcién f que cumple la condicién para el tercer punto
cumplira que el diagrama conmute, puesto que f: pV = 2V, paratodope Pyv eV, se
tendra que f(ps(p) - v) = ps(e(p)) - f(v), y dado que f es una funcién biyectiva entre V' y

él mismo, f € GL(V), por lo que 7 = f cumple las dos condiciones del segundo inciso. ]
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4.2 Sistemas de representacion de fusién

La idea de un sistema de representacion de fusion termina siendo una extension de los sis-
temas de accién de fusién. La mayoria de los resultados dados por Gelvin en [10] tienen
pruebas analogas difiriendo tinicamente en el objeto sobre el que se realicen las acciones. Si

G es un grupo, se denotara por p, a la imagen de g € G en la representaciéon de GL(V)

Definicién 4.7. Dado un espacio vectorial V' y un p-grupo S, se define la categoria de
Gelvin lineal (.S, V') como la categoria donde los objetos sean {P | P < S} y los morfismos

sean

Morys,v)(P, Q) = {(¢, p) € Inj(P, Q) x GL(V) | p es p-equivariante},

los cuales se componen coordenada a coordenada.

De aqui, es posible obtener la definicién esperada de un sistema de representacion de fusion:

Definicién 4.8. Sea S un p-grupo y V' un espacio vectorial. Un sistema de representacion de
fusion basado en S actuando en un espacio vectorial V' es una subcategoria X5(V') de 20(S, V)
cuyos objetos son los mismos que (S, V') y cuyos morfismos, denotados por Morx (P, Q)

satisfacen las siguientes condiciones:

e Para cualesquiera P,QQ < S y para todo s € S tal que sPs™! C (@ se tiene que
(s, ps) € Morxyv)(P, @), donde py: V- — V estd dado por ps(x) = s - .

e Todo morfismo de Xg(V') se descompone como un isomorfismo seguido de otro mor-

fismo cuya primera coordenada es una inclusion.

Claramente un sistema de representacion de fusién cumple los formalismos aplicados para
un sistema de accién de fusion, por lo que para los efectos, muchos de los resultados de los

ultimos se podran aplicar a los sistemas de representacién de fusion.
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Una cuestién importante es que un sistema de representacion de fusién puede definirse sobre
un p-grupo S, aunque se pueden no obtener los morfismos en base a un grupo G, de la misma

manera que ocurre para sistemas (de accién) de fusion.

Definicién 4.9. Dado un grupo finito GG, un espacio vectorial V' y un p-subgrupo de Sylow
S de G, se define el sistema de representacion de fusion basado en S relativo a G en V a la

categoria Xg(G, V), cuyos objetos son los subgrupos P < Sy sus morfismos son dados por
Morxgv) (P, Q) ={(p,0) |¢p=cg: P—=Q vy oc=pg:V =,V para cierto g € G}.

La composicion esta dada coordenada a coordenada.

Como es de esperarse que todo el algebra contenido en los sistemas de accién de fusion se
pueda heredar a los sistemas de representacion de fusion, una cuestion importante para los
ejemplos es que el teorema de Alperin se aplicard también. Por tanto, los tinicos morfismos
de los que prestaremos atencién son los automorfismos de los objetos de cada Xg(V') presen-

tado, pues las composiciones se podran obtener por el teorema de Alperin.

Ejemplo 4.10. Para obtener un ejemplo sencillo de un sistema de representacién de fusion,
consideremos es un sistema de accion de fusién actuando sobre la base B de un espacio vec-
torial V. toda permutacién de GG induce un isomorfismo lineal de V', es decir, hay un homo-
morfismo : Sp — GL(V). Aplicando el homomorfismo correspondiente p: Sy, — GL(V)
(donde V4 denota a la base de V') a la segunda coordenada de los morfismos del sistema de
accion de fusion nos dara un sistema de representacién de fusiéon. Como se definié previa-
mente que éste tenga una dimension finita, su base también lo sera. Los objetos seran los
mismos que el sistema de accién de fusién y los morfismos en vez de ser de la forma (¢, o),
serdn (o, p(0)). Este es un caso de un sistema de representacién de fusién isomorfo a un

sistema de accion de fusion como categoria.

Ejemplo 4.11. Un ejemplo concreto de lo que mencioado en el ejemplo 4.10 es el caso

considerando Z; y el espacio vectorial R?. Consideramos la representacién de Zy = {0, 1} al
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grupo de transformaciones p: Zs — G Lo(R) dada por

Si consideramos el sistema de representacién de fusién sobre Z, denotado por Xz,(Zs, R?), los
objetos tnicamente serdn Ob(Xz,(Zs, R?)) = {{0},Z,}. De los morfismos sélo requerimos
los que son de un grupo sobre si mismo (automorfismos) como en los sistemas expuestos
anteriormente. En la primera coordenada, los morfismos seran simplemente la identidad,
puesto que no puede ocurrir otro morfismo en Zs. Por otra parte, la segunda coordenada del
morfismo (el morfismo en GL(V') puede ser p(02) o p(ls), dejando asi para cada grupo dos
posibles morfismos: (Id, p(02)) o (Id, p(13)). Entonces el sistema de representacién de fusién

obtenido es representado por el diagrama:
(11— S j Z,
Utilizando la base candnica de R2, es claro que estamos definiendo bajo esta representacién

., 0 1 . . .,
una permutacion de la base { ( ) , ( ) }, por lo que es isomorfo a un sistema de accion
1 0

de fusion.
Ejemplo 4.12. Consideremos el espacio vectorial R?, el grupo
Dg = (r,s|r* =5 =¢e, rs=sr"1)

y la representacién p: Dg — G L2(R) dada por:

Hay que notar que p es inyectiva. El sistema de representaciéon de fusién X(Dg, R?) se com-
pone de los subgrupos de Dg. Fécilmente uno puede realizar el diagrama como en ejemplos

anteriores. Primeramente los automorfismos de los subgrupos de orden 2 son tnicamente
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la identidad en la primera coordenada, aunque por la segunda coordenada, seran la ima-
gen de cada elemento de Dg bajo p. Por tanto, para los grupos de orden 2, los grupos de

automorfismos serdn de la forma {1} x p(Dg).

Para los subgrupos de orden 4, los automorfismos de la primera coordenada son isomorfos a
Z, dado que todos los subgrupos son normales en el grupo inmediato superior del diagrama
y no conmutan con él (salvo (r?), el cual es el centro del grupo y por tanto su normalizador
es su centralizador), los morfismos de cada subgrupo de orden 4 son la identidad o la funcién
que manda a cada elemento a su inverso (la conjugacién por r). Por tanto, para los subgrupos

de orden 4 distintos del centro de Dg, sus automorfismos seran
{1} x{pse |0 < a <4} U{c} x{prse | 0 < < 4}

Y en el caso del centro, los automorfismos seran {1} x {pq | d € Dg}.

/T(\rrs
<@/ \y/

Una de las cuestiones importantes en el concepto de sistema de representaciéon de fusion

% (r3, s)

es que ahora es requerimento mencionar la estructura sobre la que uno esta trabajando,
dado que hay cabida a la confusién entre un sistema de accién de fusion y un sistema de

representacion de fusién. Por tanto, una de las cuestiones importantes sera la notacion.

Si al tener un sistema de representacion de fusion existe la posibilidad de confundir al lec-
tor con un sistema de accién de fusién, se denotard por X(S,V, Vecty) a los sistemas de
representacion de fusién, donde Vecty es la categoria de espacios vectoriales en el campo
K. Si al tener un sistema de accién de fusion existe la posibilidad de confundir al lector, se
denotard por X(S,V, Set) a los sistemas de accién de fusién, donde Set serd la categoria de

espacios vectoriales en el campo K.
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Es facil ver que muchos de los objetos obtenidos para sistemas de acciéon de fusion pueden

ser adaptados a sistemas de representacion de fusion.

Definicién 4.13. Se define el sistema de fusion subyacente de un sistema de representacion
de fusién Xg(V') basado sobre el p-grupo S como el sistema de fusién F*s() donde Ob(F*s(V)) =
Ob(Xs(V)) v los morfismos de F¥s(V) son

Mor zxsv) (P, Q) = {¢: P — @ | existe p € GL(V) tal que (¢, p) € Morx, (P, Q)}
Definicién 4.14. Se define el funtor pr: Xg(V, Vecty) — F*s(V) como

pr: Ob(X5(V, Vect)) — Ob(FFs(V:Vectn))
P— P
pr: Morx g v vecty) (P, Q) — Homux,(vveet ) (P; Q)

(p,p) = ¢

Definicién 4.15. Sea K el kernel de la accién de la representacién de G sobre V. Definimos

el V-normalizador y V-centralizador en G de un subgrupo H < G como

Ng(H7V):Ng(H)mK Cg(H7V):Cg(H)mK

De los conceptos dados, se pueden definir los equivalentes a los subgrupos totalmente nor-

malizados y totalmente centralizados de un sistema de accién de fusion:

Definicién 4.16. Dado un sistema de representacion de fusién Xg(V'), y un subgrupo P < §S.

Se definen los siguientes conceptos:
e P es totalmente normalizado en Xg(V') si [Ng(P)| > |Ng(P')| para todo P’ Zx vy P.
e P es totalmente centralizado en Xg(V') si |Cs(P)| > |Cs(P')| para todo P’ Zx v P.

e P es totalmente V-normalizado en Xg(V) si |[Ng(P;V)| > |Ng(P';V)| para todo

' Zxs(V) P.
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e P es totalmente V-centralizado en Xg(V) si |Cs(P; V)| > |Cs(P'; V)| para todo

' Zxs(V) P.

Una pieza importante en el estudio de los sistemas de fusién y los sistemas de acciéon de
fusion han sido los axiomas de saturacion. Dado que la totalidad del dlgebra de los sistemas
de accion de fusién puede recuperarse al sustituir conjuntos finitos por espacios vectoriales
de dimension finita, es posible dar una definicién similar de saturacion para los sistemas de
representacion de fusion. Por tanto, podemos heredar los mismos subgrupos importantes

que Gelvin considerd.

Definicién 4.17. Dado un grupo G,y P < S < G, se definen los siguientes conjuntos como

los (G, V)-automizadores de P como

Autygcv)(P) = {(p,p) | son morfismos de X5(G,V)}

Aut zxgev)(P) = {p € Aut(P) | existe p € GL(V) tal que (¢, p) € Autxyqvy(P)}
GL*GV)I(P) = {pe GL(V) |existe ¢ € Aut(P) tal que (¢, p) € Autxy)(P)}
Fo Py = {peAut(P) ] (¢ idy) € Autyyav)(P)}

GLy* Y (P)

{p e GL(V) | (idp, p) € Autzycv)(P)}-
Nuevamente los cocientes definidos en el capitulo anterior son validos para este caso. Para el
caso de un sistema de representacion de fusion que no necesariamente dependa de un grupo

G, se definen los V-automizadores por medio de los siguientes conceptos:

Definicién 4.18. Dado un p-grupo S y P < § y un espacio vectorial V| se definen los

siguientes grupos como los V -automizadores de P como
o Autxyv)(P), al grupo de automorfismos de P en Xg(V).
e Aut xsv)(P) al grupo de automorfismos de P en F*s(V).

o fgS(V)(P) al grupo de morfismos en Auty vy (P) de la forma (¢,idgrv)) tales que los

automorfismos ¢ que sean idgy(v)-equivariantes.
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o GL¥)(P) al conjunto de representaciones sobre GL(V) que aparecen en la segunda

coordenada de los morfismos en Auty ) (P).

. GL§S(V)(P) al conjunto de morfismos en Autx ) (P) de la forma (idp, p) donde las

representaciones p sean id p-equivariantes.

Dado que los grupos descritos antes son en esencia los mismos que los descritos en las defini-
ciones 3.15, 3.16 y 3.17, es posible dar los mismos axiomas de saturacion para los sistemas

de representacion de fusion:

Definicién 4.19. Sea S un p-grupo y Xg(V') un sistema de representacién de fusién basado

en S. Se dice que Xg(V) es saturado si
I) Dado P < S, se cumplen las siguientes implicaciones:

P es totalmente normalizado == P es totalmente V-normalizado

U M

P es totalmente centralizado == P es totalmente V-centralizado.

IT) Si P es totalmente normalizado, entonces

o Autg(P) € Syl,(Autzxsv) (P)).

o Autx(s,v)(P) € Syl,(Autxyw)(P)).

o GL*SV)(P) € Syl (GL¥sM)(P)).
III) Si P es totalmente V-normalizado, entonces ]-"ge(s’v)(P) € Sylp(}"geS(V)(P)).
IV) Si P es totalmente centralizado, entonces GL§(S’V)(P) € Sylp(GLées VI (P).

V) Si P < Sy (p,p) € Morgg (P, P') tal que ¢(P) es totalmente V-centralizado y

definimos

Nigp) =19 € Ns(P) | (pocgop™,Top or7h) € Autxsy)(p(P))},

entonces existe un (@, 0) € Homy g1y (N(p0),S) tal que ¢ = @[p.
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A estas condiciones se les llamaran axiomas de saturacion de sistemas de representacion de

fusion.

Una cuestion importante aqui, es que la prueba para demostrar que todo sistema de accion
de fusién de la forma Xg(G, X) es saturado, también puede extenderse a un sistema de rep-

resentacién de fusién:

Teorema 4.20. Dado un sistema de representacion de fusion Xs(G, V') sobre un p-Sylow S
relativo al grupo G actuando sobre un espacio vectorial V', se cumple que si P es totalmente

normalizado, entonces
o Autg(P) € Sy1p(AU.t]_—3€S(G,V)(G)(P)).
° Autx(s,v)(P) e Sylp(Autxs(G,v)(P)).
o GLESVI(P) € Syl (GLA@V)(P)).
Mds aun, st P es totalmente normalizado, entonces es totalmente centralizado, totalmente
V-normalizado y totalmente V -centralizado.
Prueba. La prueba es analoga al teorema 3.23. 0

Teorema 4.21. Dado un sistema de representacion de fusion Xs(G, V) sobre un p-Sylow S

relativo al grupo G actuando sobre un espacio vectorial V, se cumple que si P es totalmente

V-normalizado, entonces Fo ) (P) € Sylp(foxsw)(P)) y P es totalmente V -centralizado.

Prueba. La prueba es analoga a la dada para el teorema 3.24. O

Teorema 4.22. Dado un sistema de representacion de fusion Xg(G, V') sobre un p-Sylow S
relativo al grupo G actuando sobre un espacio vectorial V', se cumple que si P es totalmente

centralizado, entonces GLOX(S’V)(P) € Sylp(GL§S(G’V)(P)) y P es totalmente V -centralizado.
Prueba. La prueba es analoga a la dada en el teorema 3.25. U

Los teoremas 4.20,4.21 y 4.22 demuestran que para cualquier sistema de representacion de
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fusién de la forma Xg(G, V), siempre se cumplirdn el segundo, tercer y cuarto axioma de
saturacion respectivamente. Ademads, considerandolos en conjunto, demuestran el primer

axioma de saturacién debido a las implicaciones en sus pruebas.

Finalmente, el quinto axioma para sistemas de representacion de fusion saturados también

es adaptable a un sistema de representacion de fusion de la forma Xg(G, V).

Teorema 4.23. Dado un sistema de representacion de fusion Xs(G, V) sobre un p-Sylow S

relativo al grupo G actuando sobre un espacio vectorial V', se cumple que si consideramos un

1

g € G tal que gPg~—" es totalmente V -centralizado en X5(G, V'), entonces existe un ¢ € G

tal que §'Nic, o) < S Yy que (cy, py)|p = (g, pg). Dicho de otra forma, eviste un morfismo
(cqr, pg) € Morz g, x)(Nicy.pg), S) tal que extienda a (cg, py).

Prueba. La prueba es analoga a la dada en el teorema 3.26. O
Teorema 4.24. Si un sistema de representacion de fusion Xg(V') es saturado, el sistema de
fusion subyacente F*5V) es saturado también.

Prueba. Anéloga a la prueba del teorema 3.26. O

Teorema 4.25. Sea S un p-grupo. Fijemos un sistema de representacion de fusion saturado
Xs(V) basado en S sobre un espacio vectorial V' y sea P un subgrupo de S. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
e P es totalmente normalizado en F¥s(V),
e P es totalmente centralizado en F*V) y Autg(P) € Syl (Autx ) (P)).
e P es totalmente V-normalizado en F¥sV) y GL*SV)(P) € Syl (GL¥sY)(P)).

e P es totalmente V-centralizado en F*sV) y Autx(sv)(P) € Syl,(Autx,o(P))

Prueba. Anéloga a la prueba del teorema 3.29. U
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Teorema 4.26. Si (¢,0) € Homy (P, P') es un isomorfismo tal que P’ es totalmente nor-
malizado, entonces hay un morfismo (¢,0") € Morxgwv)(Ns(P),S) y (¥, 7) € Autzyv)(P)
tal que Plp =po) y qued’ =oor.

Prueba. Anéloga al teorema 3.32. U

Para enunciar el teorema de Alperin para sistemas de representacién de fusion saturados, se

requieren de los conceptos de céntrico y radical.

Definicién 4.27. Se dice que P < S es céntrico en el sistema de representacion de fusion

si Cg(P) < P,y para todo P’ Zx ) P se cumple que Cg(P') < P

Definicién 4.28. Se dice que P < S es V-céntrico en el sistema de representacion de

fusion si Cs(P;V) < P,y para todo P’ =Zx ) P se cuample que Cg(P'; V) < P'.

Definicién 4.29. Dado un sistema de representacién de fusién Xg(V') sobre un p-grupo S
y un subgrupo P < S, se define el grupo de automorfismos internos de P en el sistema de

representacion de fusion Xs(V') como el grupo

Iz, w)(P) = {(¢.0) € Autzy)(P) | ¢ € Inn(P)}

donde Inn(P) es el grupo de automorfismos internos de P.

Definicién 4.30. Dado un sistema de representacion de fusién sobre un p-grupo S y un
subgrupo P < S, se define el grupo de automorfismos externos de P en el sistema de

representacion de fusion Xs(V') como

Outxs(v)(P) = Autxs(v)(P)/Innxs(V)(P)

Definicién 4.31. Dado un p-grupo S, un subgrupo P < S es llamado radical en Xg(V') si
Outxg(vy(P) es p-reducido.
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Teorema 4.32. (Alperin) Dado un sistema de representacion de fusion saturado Xg(V)

basado en un p-grupo S sobre un espacio vectorial V', entonces para cada (¢, p) € Isoxgoy (P, P')

existe una secuencia de subgrupos de S.

P=P,P,....P,=P Q1,Qs,...,Q

Y elementos (@;, p;) € Autxgv)(Q;), tales que:
e (); es totalmente normalizado en Xg(V'), radical y céntrico para cada i =1,...,k;
« Py P < Qi ypi(Py) = P para cada i,

o (©,p) = (Yk, pr) © (Pr-1, Pr—1) 0 - -0 (1, p1).

Prueba. La prueba es andloga al teorema de Alperin para sistemas de accién de fusion

saturados. O
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