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Invariantes de espacios de configuraciones
de tuplas que conmutan

Angel Rolando Jiménez Cruz

Resumen

Consideremos el espacio Confi’(G) de k-tuplas de elementos distintos
que conmutan en un grupo topoldgico G. En este trabajo tomamos
G =U(n), SU(n) 6 Sp(n) y determinamos invariantes homotoépicos de
Conf:*(G). Obtenemos una descripcién de la cohomologia racional de
este espacio en términos de un toro maximal de G y la accién del gru-
po de Weyl. Se muestran calculos completos de la cohomologia racional
para Confi*(SU(2)) y para Confi’(U(2)) cuando k = 2,3. Probamos
que la inclusién Confi(G) — Hom(Z*, G) induce isomorfismos en ho-
mologia racional hasta cierta dimensién dependiendo del rango de G.
Probamos que las sucesiones de espacios r — Confi”(G,) satisfacen esta-
bilidad homoldgica racional, y que las sucesiones de .S, - representaciones
r — H"(Conf®(G); Q) satisfacen estabilidad uniforme por representa-
ciones.



Invariants of configuration spaces of
commuting elements

Angel Rolando Jiménez Cruz

Abstract

Consider the space Conf;?(G) of k-tuples of distinct commuting elements
in a topological group. In this work we take G = U(n), SU(n) or Sp(n)
and we determine homotopical invariants of Conf:®(G). We obtain a des-
cription of the rational cohomology of this space in terms of a maximal
torus in G and the action of the Weyl group. The rational cohomology
groups are computed for SU(2) and U(2) for k = 2,3. We show that
the inclusion Confi”(G) — Hom(Z*, @) induces isomorphisms in ratio-
nal homology up to a certain dimension depending on the rank of G.
We prove that the sequences of spaces r — Confzb(Gr) satisfy ratio-
nal homological stability, and that the sequences of S, - representations
r = H"(Conf**(G); Q) are uniformly representation stable.



Introduccion

Sea X un espacio topologico. El espacio de configuraciones ordenadas
de k puntos de X es el conjunto

Confy(X) = {(z1,...,z1) € X* | 2; # x; 81 i # j}

con la topologia subespacio de X*. El grupo simétrico Sj, actia libre-
mente sobre Confy(X) permutando las coordenadas de una tupla. Esta
accion da lugar al espacio de configuraciones desordenadas de k puntos
de X:

Bi(X) = Conf,(X)/S*

Los espacios de configuraciones fueron introducidos por primera vez por
los matemadticos Fadell y Neuwirth [13] en el afo 1962. En su trabajo,
probaron, entre otras cosas, la existencia de la fibracién

Confy_1(X — {z1}) — Conf(X) — X

(1, .oy Tg) = T4

cuando X es una variedad topoldgica. Esta fibracién fue importante pa-
ra calcular grupos de homotopia de los espacios de configuraciones. Mas
adelante, en 1969, Birman se interesé en el grupo fundamental de es-
tos espacios [4]. Mostré que m(Conf; (X)) es isomorfo a [], m1(X) para
variedades de dimensién mayor que 2, y entre otras cosas, dio una presen-
tacion explicita del grupo fundamental para superficies orientables, como
el toro. En su trabajo se estudié principalmente el grupo fundamental de
los espacios By(X), el cual es conocido como el grupo de trenzas. Los
grupos de trenzas han sido importantes en diferentes areas de las ma-
tematicas, como la topologia, geometria o en los sistemas dinamicos.

El estudio de los espacios de configuraciones continué con matematicos
como Cohen, Totaro, Napolitano, entre otros, quienes estudiaron sus pro-
piedades geométricas y homoldgicas. En 1995, Cohen [10] se enfocé en los
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espacios Euclidianos y calculé algunos grupos de cohomologia del espacio
Conf3(R™). Ademds mostré relaciones entre la homologia de Confy(R™)
y las algebras de Lie graduadas o las representaciones de grupos simétri-
cos. Por su parte, Totaro [26] en 1996, determing el anillo de cohomologia
racional de Confy(X) cuando X es una variedad proyectiva, compleja y
suave, concluyendo que tal anillo depende tinicamente del anillo de coho-
mologia de X. En el 2003, Napolitano [23] se concentré en el estudio del
anillo de cohomologia de By(X), cuando X es una superficie arbitraria.

Mas recientemente, debido a la dificultad que muestran los invariantes
en las dimensiones bajas, se ha estudiado la estabilidad homolégica de
Confy(X), esto es, los grupos de homologia en dimensiones altas. En el
ano 2011, Church [7] demostré que si M es una variedad conexa orien-
table entonces los grupos de homologia {H;(Confy(M);Q)} satisfacen
estabilidad por representaciones en el sentido de Church - Farb [9].

Por otro lado, si G es un grupo de Lie, el espacio de homomorfismos
de Z* a G es el conjunto

Hom(Z*,G) = {(g1, ..., &) € G* | 9:9; = gi9;}

con la topologia subespacio de G*. Este espacio es conocido como el es-
pacio de k-tuplas que conmutan y fueron introducidos por primera vez
por el fisico Witten [28] en 1982. Sin embargo, fue Goldman [16] en 1998
quien estudio el tema desde un punto de vista matematico, en su trabajo
estudié las propiedades globales de Hom(Z*, G) y calculé el nimero de
componentes conexas de Hom(Z*, ) para algunos grupos semisimples.
Por su parte, Adem y Cohen [1] en el ano 2007, estudiaron el espacio
de k-tuplas que conmutan de manera mas exhaustiva desde un punto
de vista topoldgico; estudiaron la arco-conexidad y describieron la geo-
metria y cohomologia de los espacios. Incluso calcularon los grupos de
cohomologia de Hom(Z?, SU(2)) y Hom(Z3, SU(2)). En su trabajo tam-
bién determinaron el tipo de homotopia estable para algunos casos, entre
los que se incluyen los propios Hom(Z?, SU(2)) y Hom(Z3, SU(2)).

Un poco més adelante, en el 2007, Baird [3] demostré una férmula para
la cohomologia singular y equivariante de Hom(Z*, G), en términos del
algebra de Lie de un toro maximal 7" en G y la accién del grupo de Weyl
We de G. Esta formula era de hecho una aplicacién de un teorema més
general para G-espacios en los que cada elemento estd fijo bajo un toro



maximal. Entre sus resultados obtuvo el siguiente isomorfismo:
H*(Hom(Z*, G); F) = H*(G)T x T*; )¢
cuando F' es un campo cuya caracteristica no divide el orden de W.

Otros topdlogos se interesaron en el grupo fundamental de Hom(Z*, G),
como Torres-Giese y Sjerve [25] en el 2008, quienes calcularon los grupos
fundamentales de los espacios de k-tuplas que conmutan en SU(2), U(2)
y SO(3). Més tarde, en el 2012, Gémez, Pettet y Souto [17] probaron
que de hecho si G' es un grupo de Lie entonces para Hom(Z*,G);, la
componente conexa del elemento (1, ..., 1), se tiene que m (Hom(Z*, G);)

es isomorfo a 7 (G).

En el 2012, Adem y Gémez [2] consideraron los grupos U(n), SU(n)
y Sp(n) y se enfocaron en los invariantes equivariantes de Hom(Z*, G),
como su K-teoria equivariante.

Si bien los espacios de k-tuplas que conmutan resultaron ser interesantes,
también resultaron ser un poco complicados, como lo muestran los inva-
riantes en dimensiones bajas de estos espacios. Esto llevé a que algunos
matematicos se interesaran en las dimensiones altas de los invariantes. Asi
que, de manera més reciente, Ramras y Stafa [24] en el 2018, estudiaron la
estabilidad homoldgica de los espacios Hom(Z*, G). Algunas de sus con-
clusiones fueron que los grupos de homologia {H, (Hom(Z*, G.,); Q)},>:
satisfacen estabilidad homolégica racional y {H,(Hom(Z* G,); Q)}r>1
satisfacen estabilidad por representaciones siempre que {G,},>1 sea de
las familias de grupos compactos de Lie clédsicos, como {SU(r)},{U(r)}

o {Sp(r)}.

En este trabajo, consideraremos los grupos de Lie compactos y cone-
xos U(n), SU(n) y Sp(n) y estaremos interesados en un hibrido de los
dos conceptos anteriormente mencionados. A este espacio lo llamaremos
el espacio de configuraciones de tuplas que conmutan y lo denotaremos
por:

Confi”(G) = {(g1, .-, gr) € G* | 9ig; = 9;9i»9i # gj si i # j}

Este espacio también estara dotado de la topologia que induce la topo-
logia de G*. Comenzaremos estudiando las propiedades basicas como la



arco-conexidad de estos espacios. Como resultado del estudio de la cone-
xidad obtuvimos que en la mayorfa de los casos Conf2”(G) es arco-conexo,
salvo para SU(2) con k > 3 y para U(1) & S, que ya era conocido pues
Confs*(S') = Confy(S"). También determinamos el niimero de compo-
nentes en estos casos:

Teorema: Si k > 3 el mimero de componentes conezas de Confi>(SU(2))
(k—1)!

es 5.
En el capitulo 2 desarrollamos algunos de los conceptos y resultados en
el articulo publicado por Baird [3]. El concepto principalmente utilizado
es el de haz principal cohomolégico, el cual es una herramienta con el
que se obtienen resultados para la cohomologia de aquellos espacios que
admiten acciones de G en los cuales cada punto queda fijo por un toro
maximal.

Més adelante, en el capitulo 3, mostramos que si G = U(n),SU(n) 6
Sp(n) entonces la funcién

® : G x Conf,(T) — Conf*(G)
(gv (tla atk)) — (gtlgilv "'7gtkgil)

es continua, suprayectiva y cerrada. Esta funcién, que relaciona los es-
pacios de configuraciones con los espacios de configuraciones de tuplas
que conmutan, es importante en el capitulo 3, en el que calculamos las
componentes conexas de Conf:’(G). Ademas, la funcién ® también es
utilizada para fabricar un haz principal cohomoldgico, con la intencién
de aplicar la teoria de Baird:

Teorema: El par (¢, No(T)) es un haz principal cohomoldgico, donde
Ne(T) actia por la derecha sobre G x Confy(T) mediante:

(97 (tla EEET) tk)) "= (gna (n_ltlnv ) n_ltkn))

Con este teorema se obtiene la siguiente descripcion del anillo de coho-
mologfa racional de Confi”(G):

H*(Conf®(G); Q) = H*(G/T x Confy(T); Q)¢

En el capitulo 4, aplicamos los teoremas probados en los capitulos ante-
riores para dar una descripciéon explicita de la cohomologia racional de



Confs*(SU(2)) y Confi?(U(2)), obteniendo los siguientes grupos:

Q sin=0,3

0 otro caso

H"(Confy”(SU(2)); Q) = {

12

(k=112
H"(Conf*(SU(2)); Q) {Qk Y sinss

0 en otro caso.
(Q sin=0
Q? sin=1,2
H"(Conf®(U(2));Q) =2 { Q® sin=34
Q sin=5
0 en otro caso.

Motivados por el calculo de los grupos de cohomologia, también obtuvi-
mos las siguientes equivalencias homotopicas:

Confi®(SU(2)) ~ SU(2) ~ 53

Confi”(SU(2)) ~ | | $*x 8" sik>3
(k—1)!/2

Adicionalmente, también mostramos que los grupos de cohomologia ra-
cional en dimensién 1 de Conf:®(G) son cero si el rango de G es mayor
igual que 3.

Finalmente, hacemos uso de herramientas como la fibracion de Fadell y
Neuwirth, la presentacion del grupo fundamental de Birman, entre otras
para obtener la cohomologia como Zy-médulo de Confz(S! x S') y con
ello también calculamos los siguientes grupos de cohomologia:

(Q sin=0
Q* sin=1,6
Q" sin=2,5
H™(Confi*(U(2)): Q) =
( 1'13( ()) @) Qlo Sln:?)
QY sin=4
0 en otro caso.




En el capitulo final, introducimos a la categoria FI y a los FI-mddulos.
Estos conceptos son herramientas que ayudan a determinar la estabilidad
por representaciones en sucesiones de S,-representaciones y la estabili-
dad homoldgica en sucesiones de espacios. En nuestro caso, estudiamos
particularmente los FI-mdédulos

r— H,(G,./T,) r +— H,(Confy(T})),
con la intencién de usar el isomorfismo
H,(Conf(G,)) = H,(G,/T, x Confy(T,))"

Nos enfocamos también en la inclusién Confy,(T,) — (7})*, con la que
obtuvimos el siguiente resultado:

Proposicion: Sea X una variedad topolégica conexa y sin borde de di-
mension n > 2. Entonces la inclusion iy, : Confy(X) — X* induce un
isomorfismo en homologia en dimensiones menores an — 1.

Esta proposicién nos ayudé a obtener un resultado analogo con la in-
clusién Confi”(G) — Hom(ZF, G):

Teorema: Si el rango de G es n > 2, entonces la inclusion
Conf*(G) — Hom(Z*, G)
induce isomorfismos en homologia racional hasta dimension n — 2.

Con todo lo obtenido determinamos la estabilidad homoldgica racional
para las sucesiones de la forma r — Conf:*(G,.).

Por ultimo, utilizando el resultado de Church [7] sobre la estabilidad
uniforme por representaciones de r — H"(Conf,(T");Q), logramos ob-
tener que la sucesién de S,-representaciones r — H"(Conf*(G); Q) es
uniformemente estable por representaciones.

Cabe mencionar que aunque este trabajo se comenzd a escribir antes
de la publicacién del preprint de Ramras y Stafa [24], este articulo sirvié
de motivacion adicional. En él se sugiere el estudio de estos espacios y se
plantea la pregunta sobre si satisfacen estabilidad homolégica racional,
la cual se resuelve en esta tesis.
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Capitulo 1

Preliminares

Daremos inicio a este trabajo con este capitulo que nos sera 1util para
fijar la notacién y recordar propiedades de temas ya conocidos. Debido
a esto, muchas de las propiedades inicamente seran referenciadas. Como
ya hemos comentado, estamos interesados en los siguientes grupos:

» Un)={Ae€ M(n,C)| AA* = I,}
» SU(n)={Ae€ M(n,C)| AA* = 1,, det(A) =1}
» Sp(n) ={A e M(n,H) | AA* = I,,, det(A) =1}

Estos son grupos de Lie y por tanto son variedades diferenciables y lo-
calmente arco-conexas. Ademas son espacios compactos y arco-conexos.
El lector interesado en mayor detalle puede consultar [22].

1.1. Toros maximales

Los toros maximales son de gran importancia para nosotros en sec-
ciones posteriores. Asi que hemos introducido esta seccién para definir
los toros maximales y enunciar propiedades importantes de éstos.

Definicién 1.1.1. Dado G un grupo compacto de Lie y .S un subconjunto
de G, definimos el centralizador de S como el siguiente conjunto:

Ce(S) ={g9 € G| ga = ag para toda a € S}
Mientras que el normalizador de S es el siguiente conjunto:
Ne(S)={9€ G| gSg~" = 5}

9



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Si el contexto es claro, unicamente usaremos C(S) y N(S) para de-
notar al centralizador y al normalizador de S respectivamente.

Definicién 1.1.2. Dada una accion de un grupo G sobre X, denotamos
por X el conjunto de puntos que son invariantes bajo la accion de G.
Mads generalmente, si A C G denotamos por X* los puntos fijos bajo la
accion restringida a A.

Definicién 1.1.3. Un grupo topolégico isomorfo al producto directo de
n copias de U(1) es llamado un toro de dimension n. Esto es:

T=T"=2U(1)x..xU(l)
Claramente un toro es un grupo de Lie compacto, conexo y abeliano.

Definicién 1.1.4. Decimos que T es un toro mazximal de G si T es un
toro de G y para cualquier toro T' de G que contiene a T se tiene T =T".
De manera equivalente, no existe ningin toro T" que contenga a T aparte
de él mismo.

Si G = U(n), SU(n) 6 Sp(n) entonces los siguientes subgrupos son
toros maximales:

ParaU(n) T"={\M@&..d\, |\ €U(1)}
Para SU(n + 1) T = {)\1 D...D )‘n-‘rl | )\z S U(l), >\1~-->\n+1 = 1}
Para Sp(n) T"={M@..o\, |\ €qU(1))}

donde ¢(U(1)) = {a+bi+cj+dk e H|c=d=0}y A\ &...B A\, denota
la matriz diagonal con entradas Aq, ..., A,,. A estos los llamaremos el toro
estandar de G.

Proposiciéon 1.1.5 (Lema 3.12 de [22]). Si T' es un toro maximal y

Ng(T)o es la componente conexa de la identidad en Ng(T) entonces
NG(T>0 - T

Proposicién 1.1.6 (Teorema 3.15 de [22]). Si T es un toro mazximal de
un grupo compacto de Lie G, entonces para cada elemento x € G, existe
g € G tal que gtxg € T, esto es:

G=|Jgrg"

geG
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Proposicién 1.1.7 (Corolario 3.16 de [22]). Si T es un toro mazximal de
un grupo compacto de Lie G, entonces T es un toro mazimal de G si y
sélo si existe x € G tal que T' = Tz~ 1.

Proposicién 1.1.8 (Lema 3.19 de [22]). Si S es un subgrupo abeliano y
conexo de un grupo de Lie G compacto, entonces existe un toro mazximal
que contiene a S.

De hecho, es posible mostrar que los grupos de Lie compactos, abe-
lianos y conexos son precisamente los toros (ver pag. 562 de [21]). Si en
la proposicién anterior S no es conexo, entonces el resultado no necesa-
riamente es cierto, como mostramos en el siguiente caso; consideremos a
G = SO(3) y a las siguientes matrices:

-1 0 0 1 0 O
A=10 -1 0 B=10 -1 0
0 0 1 0 0 -1

Con esto se tiene que el subgrupo (A4, B) = {1, A, B, AB} es abeliano.
Ademés, los tnicos elementos de SO(3) que conmutan con A y B son
precisamente 1, A, B y AB, asi que ningin toro en SO(3) contiene a

(A, B).

Proposicién 1.1.9 (Corolario 3.20 de [22]). Si T es un toro mazimal de
un grupo de Lie G' compacto y conexo entonces Cq(T) =T.

La razén por la que nos concentraremos en los grupos U(n), SU(n)
y Sp(n) es porque haremos uso de la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.10 (Corolario 2.4 de [1]). Si G es uno de los grupos
U(n), SU(n) 6 Sp(n), entonces cada subgrupo abeliano estd contenido en
un toro mazimal.

1.2. El grupo SU(2)
Uno de los grupos sobre los que hemos tomado mayor énfasis es el
grupo SU(2). El objetivo de esta seccién es familiarizarnos con este gru-

po y asi hacer mas facil la lectura més adelante.

El grupo de Lie SU(2) puede ser expresado de la siguiente manera:

su@ ={ (% 5) € 3l llalf + 11517 =1}



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Recordemos que el toro maximal estdndar de SU(2) es isomorfo a S*.

T(SU(2)) = { (8‘ aol)

Y un isomorfismo explicito viene dado por:

o eC,lafl = 1}

T — St

a 0
(O al)w

Con este homeomorfismo consideraremos a cada matriz ¢t € 1T como
t € SU(2) 6t € S, seglin nos sea conveniente.

Proposicién 1.2.1. El normalizador del toro estindar de SU(2) es la

union disjunta de T y oT', donde o = (_01 é)

Demostracion: Observemos primero que

or={(_j g)‘ﬁeC,HBH:l}

Consideremos ahora g € Ngy(2)(T'). Mostraremos que g € T'LI 0T Sea,
t € T tal que t # %1. Los elementos g, t y g~ ! tienen la siguiente forma:

G I () I A

Observemos de aqui que, ya que 7 € C y ||| = 1, entonces vy = a+iby

v~1 = a —ib y puesto que vy # %1, entonces v # v~ 1. Luego se tiene lo

siguiente:
4 (ay By (a -8
oo = (—Bv @7‘1) | <B a)

_ ( laly + By~ —afy+ aﬁ'y‘l)

—afy+abyt  |Bly +laly
Ya que gtg~! € T, entonces —afy+aBy~! =0, conlo cual af(y~! —v) = 0.
Ya que v # 71, necesariamente a3 = 0 y por lo tanto 8 = 0, lo cual
implica g € T', 6 a = 0, lo cual implica g € oT'.
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La otra contencién es mas clara, ya que si g € T entonces g € Ngy(2)(T)
(por ser T abeliano) y si g € o1 entonces g y g~ ! son de la forma:

(5D ()

y de aqui, si t € T' entonces

-1 _ 0 Byt (0 =BY _ vt 0
Y asi gtg™ € T, esto es, g € Nsy(2)(T). Lo cual muestra lo deseado. B

Observemos que de la demostraciéon podemos sacar las siguientes con-
clusiones:

» SiteT,t+#{£l}yxz e SU(2) son tales que xtz~' € T entonces
x e N(T).

» Six € oT entonces ztz~! =t~! para toda t € T.
Ademds también podemos concluir lo siguiente:

Proposicién 1.2.2. El grupo de Weyl de SU(2) estd dado por:
W = N(T)/T = {T,0T} = Z,

Proposicién 1.2.3. Sea T el toro mazximal estindar de SU(2). Entonces

U(2)/T = CU{o0}.
Demostracion: Consideremos las siguientes funciones:

f:SU2)/T — CU {oo}
(a 5) {a/ﬁ si8#0
B a o  sif=0

g:CU{oo} — SU(2)/T

z 1
VIR VR TG 2o
. z

VIR /14212

T Sl z =00

Z =
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Veamos que f estd bien definida; si AT = BT, donde A y B son de la
forma

96

_ (@x + By ay - B:E)

%

B

I
VR
=1L

bx—ay Py+ax

y asi fx — agj = 0. Ahora bien, si 8 = 0 (lo cual implica a # 0) entonces
ay = 0y asi y = 0. Por lo tanto, f(AT) = o0 = f(BT). Si 8 # 0
entonces * = %, con lo cual necesariamente y # 0 y asf a/3 = z/.
Por lo tanto, f estd bien definida. Ademas es claro que f es continua y

g también lo es, ya que si z, — oo entonces m — 0y asi g(z,)
Zn

tiende a una matriz de la forma

(6 ")

que pertenece a T'. Por tltimo, es claro que f y g son inversas una de la
otra. |

Recordemos que existe un homeomorfismo f : S? — C U {oo} da-
do por la proyeccién estereografica desde el polo norte en los puntos
5% —{(0,0,1)} y £(0,0,1) = oo. Por lo tanto, SU(2)/T = S%. Cabe
mencionar que el cociente SU(2) — SU(2)/T es la fibracion de Hopf.

Lema 1.2.4. Consideremos la accion de Zs = {1,0} sobre CU{oo} dada
poro-z=1/zZ yo-oo=0. Entonces la accion

- (.Z'l, T2, .’L'g) = (_3:17 —Z2, —$3)
en S? es tal que el homeomorfismo f : S? — CU{oo} es equivariante.

Demostracion: Para que la accién sobre S? sea tal que f es equiva-
riante debe cumplirse que f(0-2) = o-f(2) y por tanto oz = f~1(0-f(2)).
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Con lo cual, basta ver el resultado de f~'(o - f(2)). Supongamos que
(21, 22, 23) # (0,0,1), entonces:

f(21,Z27Z3)=< & = )

1—23’1—23

(1= z) —z(l— zg))

b
22+ 22 22+ 22

o f(z1,2,2) = (

o f(z1, 22, 23))
—221(1 — 23) —229(1 — 23) (1 —23)% — 22 — 22
- ((1 — )+ +23 (1—z)P+24+424 (1 —23)2+z%+z§)
—221(1 — 2z3) —229(1 — 23) 222 — 223
:( 2 — 9225 | 2— 224 ’2—223)

:(_Zly —Z9, _23)

Para (0,0, 1) se tiene que f(0,0,1) = ooy o - f(0,0,1) =0, con lo cual,
(o £(0,0,1)) = £(0) = (0,0, 1), .

1.3. El grupo U(2)

Otro grupo de Lie en el que estaremos interesados es U(2), el cual es
el grupo que consta de las siguientes matrices:

[ 2) e

El toro maximal estandar de U(2) es el siguiente subgrupo:

e -{(5 9

Y es homeomorfo a S' x S mediante:

0 45 = 0, |Jall2 + 18I = 12 + 113112 = 1}

0,8 € C lal = 1] = 1}

T — S' x S
(5 5) =@

Con este homeomorfismo consideraremos a cada matriz A € T como
A€ SU(2) 6 Ae St x S, segiin nos sea conveniente.
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Proposicién 1.3.1. Si St y T son los toros mazimales estdndares de
SU(2) y U(2) respectivamente, entonces U(2)/T = SU(2)/S*.

Demostracion: Consideremos la siguiente funcion:

i:SU(2)/S" — U(2))T
ASY— AT

Veamos que estd bien definida; si AS' = BS! entonces B~1A e S C T,
por lo tanto, AT = BT. La funcién también es inyectiva, ya que si
AS' BS' € SU(2)/S! son tales que AT = BT entonces B™'A €T y ya
que T NSU(2) = S! entonces AS' = BS'. Para ver que es suprayectiva
consideremos la matriz A € U(2). Ya que det(A) # 0 podemos considerar
a una de las raices cuadradas de det(A), digamos w. Sea C' la siguiente

matriz:
(1w 0
¢'= ( 0 l/w)

Ya que ||det(A)|| = 1 entonces ||1/w|| = 1y por lo tanto C' € T, con lo
cual ademas ACT = AT. Luego observemos que

det(AC) = det(A) det(C) = det(A) detl( 5!

Asi que AC' € SU(2), con lo cual, i(ACS') = ACT = AT. Finalmen-
te, es claro que ¢ es continua y ya que los espacios son de Hausdorff y
SU(2)/S' = S? es compacto, se sigue que es un homeomorfismo. W

Proposicién 1.3.2. El normalizador del toro estandar de U(2) es la

union disjunta de T y oT', donde o = ((1) (1))

Demostracion: Se tiene que:

or={ (3 3)|prechsi=ini-1}

Sea g € N(T). Mostraremos que g € TUoT. Consideremos A = (1,—1) € T..
Los elementos g, Ay g~! tienen la siguiente forma:

=5 0 =60
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Luego entonces, se tiene lo siguiente:

-1 a —pf a
wo = (0 75)- (5 5)

_ (IOé!2 —|BP* ay—pBo )

S\ ay=p66 |y o
Ya que gAg~! € T, entonces |a|?>— |82 # 0, |y]*—|5|> # 0y ay— B = 0,
con lo cual oy = 4. Observemos que del hecho de que gg~' = I también
se tiene que oy = —B34. Por lo tanto, necesariamente se tiene uno de los
siguientes cuatro casos; « = 06 v = 0 con alguno de § =0 6 6 = 0.
Notemos que @ = 0 y 3 = 0 no puede darse, pues |a|?> — |3|> # 0, por
lo tanto, si @ = 0 entonces 6 = 0, lo cual implica g € ¢7T. De manera
similar se concluye que si § = 0 entonces v = 0, lo cual implica g € T'.
En cualquier caso se tiene que g € T U oT.

La otra contencién es més clara, ya que si g € T entonces g € N(T)
(por ser T abeliano) y si g € 0T entonces g y g~ ! son de la forma:

0D 0

y de aqui, si A € T entonces

gtgt = (O BYY (0 N (IBPy 0 ) _ (v 0
yr 0 g0 0 ||z 0 =z
Y asf gAg™' € T, esto es, g € N(T). Lo cual muestra lo deseado. W
Con el argumento de la demostracién en la proposicion anterior podemos

concluir que si g € 0Ty A = (x,y) entonces g(z,y)g~! = (y, z). Ademés,
también podemos concluir lo siguiente:

Proposicién 1.3.3. El grupo de Weyl de U(2) estd dado por:
W = N(T)/T = {T,0T} = Z,

1.4. Sobre ClV-complejos.

En esta seccion veremos algunas propiedades de C'W-complejos, con
los que estableceremos equivalencias homotopicas que nos seran de utili-
dad en el Capitulo 5.
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Comenzaremos con algunas propiedades de D™, el disco de dimension
n. Por convencién para esta seccion, si € > 0y x € D", denotaremos por
B(x) a la bola cerrada centrada en x y por B?(x) al interior de tal bola.

Proposicién 1.4.1. Six y y estdn en el interior de D", entonces existe
un homeomorfismo D" — {z} — D™ — {y} que fija OD".

Demostracion: Sea z € D™ — {x}. El elemento z se encuentra en
una tUnica linea, digamos ¢, que va de = a dD". Esta linea se encuentra
parametrizada por (0, 1], asi que z se encuentra en cierta posicién ¢ en
esta parametrizacion. Definimos f : D" —{z} — D™ — {0} tal que f(z)
es el elemento que se encuentra en la posicion t en la parametrizacién de
la linea que va de 0 hacia el punto de interseccién de ¢ con 0D™:

Esta construcciéon cumple que f es un homeomorfismo y claramente fija
0D". Tomando el homeomorfismo similar g : D" — {y} — D" — {0}, se
tiene el homeomorfismo deseado mediante g~! o f. |

Proposicién 1.4.2. Sean xz,y puntos en el interior de D™ y e€,0 > 0
tales que B.(x), Bs(y) estan contenidos en el interior de D™ y ademds
B?(z) N BY(y) # 0. Entonces existe un homeomorfismo

D" —{a} — D" —{y}
que deja fijo D" — (Be(x) U Bs(y)).

Demostracion: Sea z € B%(x) N BY(y). Ya que B.(z) = D" y los
puntos z,z estdn en el interior de Bc(z), entonces por la proposicién
anterior existe un homeomorfismo f : B.(x) — {z} — B.(z) — {z} que
deja fijo B.(x). Este homeomorfismo local extiende al siguiente:

f:D"—{x}—>D"—{z}
e {f(t) sit € B.(z) — {z}

t en otro caso
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Claramente f es homeomorfismo y se encuentra bien definido ya que
f deja fijo 0B.(z). Ademas f deja fijo D" — B(x). De manera similar,
puede construirse un homeomorfismo g : D" —{y} — D™ —{z} que deje
fijo D™ — Bs(y). Con esto se tiene el homeomorfismo deseado, a saber,
gtof. |

Proposicion 1.4.3. Sean n > 2 y consideremos xy, ..., Ty, Y1, ..oy Yp PUN-
tos en el interior de D™. Entonces existe un homeomorfismo

D" —{xy1,...,x.} — D" —{y1, ..., yr}
que fija OD™.

Demostracion: Procederemos por induccion; el caso r = 1 es jus-
to la Proposicion 1.4.1. Supongamos entonces que el enunciado es cierto
para r — 1. A continuaciéon mostraremos que es valido para r. Conside-
remos f: D" —{x1,....,x,—1} — D" —{y1,...,yr—1} el homeomorfismo
que existe por hipétesis de induccidn, el cual deja fijo 0D™. Si f(z,) = y,
entonces ya habriamos terminado, pues f restringido a D" — {z1, ...,z }
serfa el homeomorfismo deseado. Supongamos entonces que f(x,) # v,
con esto se tiene un homeomorfismo de la siguiente manera:

foD" —{ar, ez} — D" —{y1, sy, f(2)})

que también deja fijo 9D™. Ya que n > 2 entonces D" — {yy,...,y,_1} es
arco-conexo y por lo tanto existe « : [0,1] — D" — {y1, ..., y—1} tal que
a(0) = f(x,) y a(l) = y,. Paracada t € [0, 1] sea ¢ > 0 tal que B, (a(?))
esté contenido en el interior de D™ y B, (a(t)) N {y1, ..., yr—1} = 0. De-
finamos U; = B? («(t)). Ya que Im(«) es compacto en D", se tiene que
existe un nimero finito de Uy, digamos n, tales que Im(a) C |J—, Uy,. Po-
demos suponer ademas que esta cubierta es tal que 0 =t < ... <t, =1
y Uy, NU,,, # 0. Con esto a(t;), a(t11) estan en el interior de D", los
subconjuntos Be, (a(t;)), B, , ((ti+1)) estdn contenidos en el interior de
D"y ademds Be, (a(t;)) N Be,,,  (a(tiy1)) # 0. Ast que por la Proposicién
1.4.2; existe un homeomorfismo g¢; : D" — {«a(t;)} — D™ — {a(ti11)}
que deja fijo D" — (B, (a(t;)) U Be,,  (a(ti+1))). En particular, cada g;
deja fijo a los elementos ¥, ..., y,_1 y asi, obtenemos un homeomorfismo
mediante la restriccion

gi = 9i| - D" — {yla '-'7yr—17a<ti)} — D" — {yh "'7y7"705(ti+1)}
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Finalmente, podemos tomar el homeomorfismo dado por:

Jn-10...0G1 0 f : D" —A{xy, ...,z } — D" —{y1, ...,y }

el cual claramente deja fijo D™ pues cada uno de las funciones en la
composicion lo hacen. [ |

Proposiciéon 1.4.4. Sea X un CW-complejo de dimension n con una
tinica n-celda. Entonces X — {x} ~ X™=Y) para cada x en el interior de
la celda.

Demostracién: Sea (®,) : (D", 0D") — (X, X" ) la funcién
caracteristica de la tnica celda y consideremos i : D" — D™ — {0} y
p: D™ — {0} — 9D™ como la inclusién y la proyeccion radial, repecti-
vamente. Entonces poi =1e 70 p~ 1 rel D" mediante una homotopia
H:(D"—{0}) x I — D™ —{0}. Por lo tanto D" — {0} ~ 0D". Re-
cordemos que X = X1 Uz D™ y consideremos 0 € D". Con esto,
X —A{[0]} = X Uz (D™ — {0}) donde [0] € X estd en el interior de la

celda. Consideremos también a la siguiente funcion:

feX —{l0]} — x™7Y

2] {:v size XD
O(p(x)) sixe D" —{0}

Esta funcién claramente es continua y se encuentra bien definida ya que
d(p(D" — {0})) ¢ XV y si [2] = [®(y)], entonces y € ID" y asi
[®(p(y))] = [®(y)] = [z]. Consideremos ahora i: X" 1 — X — {0}
como la inclusién, que es tal que f o7 = 1 y consideremos también

H:(X-{0]}) x I — X

([z],t) — {x S? r e Xn-1)
O(H(z,t)) sixze D™—{0}

la cual es homotopia bien definida pues ¢ o p ~ 1 rel 0D™ y ademas
es tal que 7 o f ~ 1. Por ultimo, por la Proposicién 1.4.1 se tiene que
D" — {xz} = D™ — {0} rel D™ para cualquier punto x en el interior de
D™ | con lo cual,
XU o X —{[0]} = X Uy (D" — {0})
=XUp (D" —{a}) =X —{[z]} m

Como consecuencia tenemos el siguiente corolario:
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Corolario 1.4.5. Sean X un CW -complejo de dimension n con una
unica n-celda y x un punto en el interior de la celda. Entonces la inclusion
i: X s X {z} es una equivalencia homotépica y por tanto induce
isomorfismos en homologia.

La siguiente proposicion tiene el objetivo de generalizar la Proposicion
1.4.4.

Proposicién 1.4.6. Sin > 2 y xq,...,z,. son puntos en el interior de
D™ entonces
r—1
D" —{xy,...,x,} ~0D"V \/ S*=t rel D™

=1

Demostracion: Paracadal <i <rseaa; = (0,...,0,—1 + W)
y paracada 1 <i<r—1sea f; : 0D" ! — 9D" la inclusién de D"
como la esfera formada por la intersecciéon de D™ con un hiperplano
perpendicular al ultimo eje con altura —1 + % Estas condiciones son de
tal manera que el conjunto

r—1

7 = 0D" qui (I_l Dnl) c D" — {(11, ...ar}

=1

se ve de la siguiente forma;

Z:( : ) C : = D" —{ay,...,a,}

N\

Sea p : D" — {ay,...,a,} —> Z la proyeccion radial sobre cada a; hacia
Z. Es claro que si i : Z — D™ — {ay,...,a,} es la inclusion, entonces
poi=1eiop>~1rel 0D"™ mediante la homotopia

H: (D" —{ai,...;a,}) x I — D" —{ay,...,a,}
(x,t) =t + (1 —t)p(z)

con lo cual, D" —{ay, ...,a,} ~ Z rel 9D". Ya que Uf; : UOD""1 — D"
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es nulhomoétopa, entonces

r—1
Z ~ QD" U, <|_| D"-l) rel 9D"
i=1
r—1
—opv\/ 5
i=1
donde ¢ : WOD™ 1 — D™ es la funcién constante (—1,0,...,0). Por

ultimo, si 7y, ..., z, son puntos en el interior, de la Proposicién 1.4.3 se
tiene que D" — {x1,...,x,.} ~ D" — {ay, ..., a, } rel OD™. Asi que

—{x1,...,x.} =~ D" —{aq,...,a,} rel OD"
r—1
~ oD"V \/ St rel D"
i=1 |

Proposicién 1.4.7. Sea X un CW - complejo de dimension n con una
dnica n-celda. Entonces X —{x1, ..., x,} ~ XDV \/7_! S~ para cua-
lesquiera x1, ..., x, en el interior de la celda.

Demostracion: Sea (®,®) : (D", dD") — (X, X" 1) la fun-
cién caracteristica de la tnica n-celda y consideremos a; € D™ para
cada 1l < i <ry fi:0D"!' —9D" para cada 1 < i < r — 1 co-
mo en la demostracién de la Proposicion 1.4.6. Con esto se tiene que
X = XD Uz D"y que cada z; = ®(a;) estd en el interior de la celda,
por lo tanto

X —{z,.., 2} =X"Vu; (D" —{ay, ...,a,})

Ya que D" — {ay, ...,a,} ~ D" Uy, (LI'Z, ' D" 1) rel 9D™ entonces

r—1
XV ug (D™ —{ay, ..., a,}) =~ XD Uy <8D” Uos; <|_| D"—1>>
i=1
Como ®(0D") ¢ X™1) entonces

r—1 r—1

XD yg (aD" Uuf, <|_| D”‘1>> ~ X" U, <|_| D”‘1>
i=1 i=1

Por tltimo, como LIf; es nulhométopa asi también lo es Lif; o @ y por lo
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tanto

r—1 r—1
X(nfl) quio&) <|_| Dnl) ~ X(nfl) U, <|—| Dnl)
i=1 i=1
r—1
_ X(nfl) V. \/ gn—1
=1

donde ¢ es la constante ®(—1, ..., 0). Siguiendo la cadena de equivalencias
establecidas, concluimos que

r—1
X {2z, 2} = XDy \/ st

=1

Finalmente, si x1, ..., z, son arbitrarios en el interior de la celda, enton-
ces existen v, ...,y en el interior de D" tales que ®(y;) = x; y por la
Proposicién 1.4.2 una equivalencia homotoépica tal que

D" —A{y1,...,y.} ~ D" —{ay,...,a,} rel D"
Por lo tanto:

X —A{zy,.., 2.} =XUg (D" —{v1, ..., yr })
~ X Uz (D" —{ay,...,a,})

:X—{zl,...,zr}zX(”_l)\/S”_1 m

En particular, si X un C'W-complejo de dimension n con una tnica
n-celda, entonces X — {z,y} ~ X@=1 871 para cualesquiera z,y en
el interior de la celda.

Consideremos ahora a S* = {1} U; D!, donde f : {—1,1} — {1}.
Esto da a S* una estructura de CW-complejo con sélo una 0-celda y una
1-celda, cuyas iméagenes en S' (de las funciones caracteristicas) son los
conjuntos pt = {1} y a = {z | x € S'}. A partir de esta estructura, po-
demos otorgar de manera inductiva una estructura CW para T, = (S')",
de tal manera que el k-ésimo esqueleto de T,., donde k£ < r, tiene celdas
de dimensién k cuyas imagenes en 7T son de la forma by x ... X b, donde a
aparece en el producto k - veces y los r — k términos restantes son pt. De
aqui en adelante, consideraremos siempre a 7, como un C'W-complejo
con esta estructura.
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Por ultimo, recordemos lo siguiente; si X, Y son CW-complejosy f: X — YV
es tal que para toda celda ®(e;) de X existe una celda ®(€j) de Y con
el siguiente diagrama conmutativo:

er —1>ég
. |@
XLy

donde @ y ® son las respectivas funciones caracteristicas y e, = € = D",
entonces f induce un homomorfismo de complejos dado por:

1 CN(X) — (Y
€q €5
El homomorfismo fx estd bien definido pues si existiesen dos celdas tales
que

d(ej) = f(P(eq)) = ()
entonces tales celdas coincidirian en el interior, lo cual no puede ser,

pues Y es un C'W-complejo. Este homomorfismo induce a su vez un
homomorfismo en homologia celular dado por:

for V(X)) — HW(Y)
[eal = [f#(eq)]

Este homomorfismo ademas coincide con el inducido en homologia sin-
gular en el sentido en el que el siguiente diagrama conmuta:

fa

HEY (X) HOW(Y)
Ho(X) —L—— H,(Y)

1.5. Espacios de configuraciones

Los espacios de configuraciones toman relevancia en este trabajo ya
que las configuraciones de tuplas que conmutan vienen a partir de com-
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binar los espacios de configuraciones con los espacios de tuplas que con-
mutan. Aqui mostraremos algunas de sus propiedades.

Definicién 1.5.1. Sea X un espacio topoldgico, definimos el espacio de
configuraciones de k puntos de X como el siguiente conjunto:

Confy(X) = {(z1,...,x) € X* | 2; # x; sii # j}
dotado de la topologia subespacio de X*.

Proposicién 1.5.2. Si X es un espacio de Hausdorff entonces Confy(X)
es un subconjunto abierto de X*.

Demostracion: Sea (z1, ...,z;) € Confy(X). Ya que x; # x; sii # j
entonces existen abiertos Uy, ..., Uy tales que z; € U; y U; NU; = O si
¢ # j. Consideremos entonces el abierto U = U; x ... x Uj, el cual es
tal que (z1,...,2x) € U. Si (y1,...,yx) € U, entonces y; € U;, y ya que
U;NU; = 0 sii# j entonces y; # y; sii # j. Por lo tanto, U C Confy(X)
y asi Confy(X) es abierto. [

Proposicién 1.5.3. Si X es un espacio topoldgico infinito tal que X \ A
es arco-conexo para cada subconjunto finito A de X entonces Conf,(X)
es también arco-conexo para cualquier n.

Demostracion: Para demostrar el enunciado consideremos
(1, ey Tn), (Y1, vy Yn) € Conf, (X)

Mostraremos que existe un camino = : [0, 1] — Conf, (X)) tal que
7(0) = (21, .o ) y Y1) = (Y1, Un)

Consideremos primero sy € X \ {x1, ..., Zpn, 1, .., Yn} (esto es posible ya
que X \ {x1, ..., Zp, Y1, .., Yn} sigue siendo infinito). Ya que por hipétesis
X\ {x1,23...,Tn, Y1, .., Yn} €8 arco-conexo y xs, sy € X \ {x1,3..., 2.},
entonces existe

as:[0,1] — X\ {x1, 23, ..., 2, }

tal que ay(0) = x9, as(l) = s9. Consideremos ahora el siguiente camino:

Go(t) = (a1, Qa(t), T3y ooy )
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Ya que as(t) # x; para todo t, se sigue que @s(t) es un camino en
Conf,(X) que comienza en (x1,...,x,) y termina en (zq,S2, T3, ..., Tp).
Sea ahora s3 € X \ {x1, $2, T3, ..., T, Y1, -, Yn }, S€ tiene en particular que

g € X \ {z1, 59,24, ..., x5}

Ya que X \ {z1, 89,24, ..., T, } €s arco-conexo, entonces existe un camino
az : [0,1] — X\ {x1, $2, 24, ...,x,} tal que a3(0) = z3, az(l) = s3.
Consideremos ahora el siguiente camino:

5[3(t) = (.Tl, S9, Oég(t), ceey In)

Ya que as(t) # z; v as(t) # se para todo t, se sigue que @s(t) es un
camino en Conf,(X) tal que

&3(0) - ('rlu S2,T3, Ty, 7x’n) &3(]—) - (I17827 53,24, ...,In>

Podemos seguir este proceso de manera inductiva y construir un ca-
mino &,(t) en Conf, (X) que comience en (x1, Sa, ...S,_1, T,,) ¥ termine en
(%1, 82, 83, ..., Sp), donde ademds cada s; es distinto de cada y; y de ;1 y
s; # sj sii # j. Con esto, hemos construido un camino en Conf, (X) que
comienza en (1, ..., ;) y terminaen (x1, So..., S, ), a saber, f = a1*...xq,.

Ahora bien, como X \ {sa,...,s,} es también arco-conexo, y ademéds
1,1 € X\ {s2, ..., $n}, se sigue que existe £y : [0,1] — X \ {s2,..., sn}
tal que $1(0) = x1 y Bi(1) = y1. Ya que cada fi(t) # s; entonces el

camino f;(t) = (B1(t), sa, ..., sp) estd contenido en Conf,(X). Ademds
comienza en (x1, Sy..., S,) y termina en (y1, Sa, ..., Sp)-

Luego, como X \ {y1, $3, ..., S, } €s arco-conexo y
Y2, 82 € X \ {y1, 83, -, Sn

entonces existe B, que comienza en sy y termina en y,. De manera simi-
lar, el camino Bz(t) = (y1, Pa(t), 3, ..., Sn) esta contenido en Conf,, (X),
comienza en (yi, S, S3, ..., S,) y termina en (yi,ys, S3, ..., Yn). Podemos
continuar este proceso de manera inductiva y construir un camino Bn en
Conf,(X) que comience en (y1, ..., Yn—1, 5,) ¥ termine en (y1, ..., yn). Por
tanto, hemos construido ahora un camino en Conf,, (X) de (x1, s, ..., $,) a
(Y1, -, Yn), & saber, 3 = (1 %...% 3,. Finalmente, también hemos construi-
do un camino en Conf, (X) de (x1, ..., x,) a (Y1, ..., Yn ), dado por v = Sx*7.
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Esto muestra el resultado deseado. [ ]

Corolario 1.5.4. 5i X es una variedad topologica arco-conexa de dimen-
sion mayor que 1, entonces Confy(X) es arco-conexo para todo k > 1.

Proposicion 1.5.5. Si X es un espacio de Hausdorff localmente arco-
conezo entonces Confy(X) también es localmente arco-conezo.

Demostracion: Sea v = (xy,...,z;) € Confy(X) y U abierto de
Conf,(X) tal que z € U. Ya que el espacio Confy(X) es abierto en X*,
se sigue que U también es abierto en X*. Sean Uy, ..., U,, abiertos de X
tales que Uy x ... x U, C U y z; € U;. Podemos suponer ademas que
estos abiertos son tales que U; NU; = () usando un argumento como en la
proposiciéon 1.5.2. Ya que X es localmente arco-conexo, existen Vi, ..., V,
abiertos en X y arco-conexos tales que V; C U; y x; € V;. Finalmente,
considerando al abierto V = V; x ... x V}, se tiene que V es arco-conexo
y x € V C U, ast que Conf,(X) es localmente arco-conexo. [

Ya que los grupos U(n), SU(n) 6 Sp(n) son espacios de Hausdorff local-
mente arco-conexos entonces Confy(U(n)), Confy,(SU(n)) y Confy(Sp(n))
son localmente arco-conexos.

Proposicién 1.5.6. Si G es un grupo topoldgico, entonces para k > 2
se tiene que Confy(G) = G x Conf_1(G — {e}).

Demostracion: Consideremos las siguientes funciones:

¢ : Conf(G) — G x Confy_1(G — {e})

)
(915 -96) = (91, (9291 9001 )
¢ : G x Conf_1(G — {e}) — Confi(G)
)

(l’, ('xlw"axk’—l = (maxlma"'y'xk—la’:)
Es claro que estas funciones son continuas y se encuentran bien definidas.

Ademsds, son tales que pop =1y poop=1. |

Proposicién 1.5.7. St X =2 Y, entonces Confy(X) = Confy(Y) para
k> 2.
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Demostracion: Ya que X = Y entonces existen f : X — Y y
f71:Y — X que son continuas y una inversa de la otra. Consideremos
entonces las siguientes funciones:

f: Conf(X
(1, ey Tpe

71 Confy,(Y
(yl; s Yk

— Conf,(Y)

= (f(z1), s f 1)
— Confg(X)

= (7 ) f 7 ()

La funcién f est4 bien definida, ya que si z; # x; entonces f(x;) # f(x;).
De manera similar, f *1 también esta bien definida. Finalmente, es claro
que las funciones f y f~! son continuas y una inversa de la otra. |

~— ~— —

El espacio Confi(X) no es un invariante homotépico, ya que si consi-
deramos el conjunto que contiene a un punto e, se tiene que R ~ e, sin
embargo Confy(e) =0y

Confy(R) = R*\ {(a,a) ER* |[a € R} ~elle

Como hemos comentado en la introduccién, Fadell y Neuwirth [13] pro-
baron la existencia de la fibracion

Conf_1 (X — {x1}) — Conf(X) — X
(X1, ey Tg) > T4

cuando X es una variedad topoldgica. Sin embargo, se ha probado de
manera mas general que las proyecciones

Confy_.(X — {a4, ..., a,}) — Confy(X) — Conf,(X)
(1, ey Tg) > (T1, ey T)

donde r < k y (ay,...,a,) € Conf,(X), también son fibraciones cuando
X es una variedad topoldgica (ver Teorema 1.1 de [12]), todas conocidas
como fibraciones de Fadell y Neuwirth.

1.6. Grupo fundamental de Conf;(T)

Aqui mostramos la presentacién del grupo fundamental de Confs(T)
dada por Birman [4]. Esta seccién nos serd de utilidad en el capitulo 4,
donde estaremos calculando las cohomologias de las configuraciones de
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tuplas que conmutan de algunos grupos.

Consideraremos al toro como R/Z x R/Z y denotaremos un punto de
T por sus coordenadas (u,v), donde u,v € [0,1]. Sean z; = (1/8,1/8),
xo = (2/8,2/8), z3 = (3/8,3/8) y v la curva ilustrada en la siguiente
figura:

]

Consideremos los siguientes lazos en Confs(7):

(x1 — (t,0),29 — (¢,0),23 — (¢,0))
as(t) = (x1, 29 — (¢,0), 23 — (¢,0))
as(t) = (x1, z9, 23 — (¢,0))
= (x1 — (0,1), 22 — (0,1), 23 — (0,1))
(z1, 2 — (0,1), 23 — (0,1))
b3(t) = (21, 29,23 — (0,1))
(

Teorema 1.6.1 (Teorema 5 de [4]). El grupo m (Confs(T), (21, z2,x3))
admite una presentacion con generadores ay, as, as, by, by, bs, Bz y las si-
quientes relaciones:

[a;, aj] = [bi, bj] =
[ai, Bas| = [517323] =1 1=1,2
b3, azay 1] = [bsbg 7a3] Bos
a1, b;] = [b1, a;] =

Ahora bien, el homeomorfismo

f: Conf3(T) — T x Confy(T — {1})

(21, 22, 23) = (21, (1227, 2377 1))
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induce un isomorfismo entre los grupos fundamentales

fv : m(Conf3(T)) — w1 (T x Confy(T — {1}))
[a] = [foa]

Este isomorfismo manda los generadores a;, b;, Bos a los siguientes gene-

radores en 7 (T x Confy(T — {1})):
fo(lar@®)]) = [(z1 — (£,0), (x2 — 21, 23 — 21))]
fe(laa(®)]) = [(21, (w2 — 21 — (£,0), 23 — 21 — (£,0)))]
fllas@)]) = [(z1, (22 — 21,23 — 21 = (£,0)))]
fo([b1(D)]) = [(z1 = (0,1), (22 — 21,25 — 71))]
Fo([b2(1)]) = [(z1, (22 — 21 = (0,1), 23 — 21 — (0,1)))]
Fe([b3(1)]) = [(z1, (x2 — 21,23 — 71 — (0,1)))]
fe([Bas(t)]) = [(w1, (22 — 21,7(t) — 21))]

donde estos generadores también satisfacen las condiciones respectivas
del Teorema 1.6.1. Asi que también se tiene una presentacion del gru-
po fundamental de Confy(7" — {1}), como lo mostramos en el siguiente
teorema.

Teorema 1.6.2. El grupo m(Confy(T — {1})) admite una presentacion
con generadores ag, a3, ba, by y las siguientes relaciones:

(G2, 3] = [52753] =1
a2, 323] = [527323] =1
[bs, dzay '] = [bsby ', d3) = Bys

Demostracion: Se tiene el siguiente isomorfismo:

(T x Confy(T — {1})) — 71 (T) x m(Confy(T — {1}))

[ = ([en], [ea])

donde a : I — T x Confy(T" — {1}) con a(t) = (ai(t), as(t)). Es-
te isomorfismo manda los generadores de f.(a1), f«(b1) a los generado-
res en m1(7") mediante la proyeccién a la primera coordenada, y a los
fe(a;), fu(bi), f«(Bas) restantes mediante la proyeccién a la segunda coor-
denada a los generadores d;, b;, Bys deseados en my(Confy(T — {1})). B
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Observemos que los generadores de 71 (Confy(T'—{1})) tienen la siguiente
forma:

a2 t) = (yl - (t O)ay2 - (t,O))
= (y1,y2 — (t70))

(11 — (0,2),52 — (0,1))
(

<

w
~

Il

N

—

[N

[ V]

~

|
—~~
=
~
S—
S—

donde y; = (1/8,1/8),y> = (2/8,2/8) y (1) = 4(t) - (1/8,1/8),

1.7. Espacios de tuplas que conmutan

Los espacios de tuplas que conmutan son el otro espacio con el que
se obtienen las configuraciones de tuplas que conmutan, asi que aqui
introducimos esta seccion para familiarizarnos con ellos.

Definicién 1.7.1. Sea G un grupo de Lie. Definimos el espacio de k-
tuplas que conmutan como el siguiente conjunto:

Hom(ZF,G) = {f : Z* — G| f es homomorfismo}

Este espacio es un espacio topoldgico con la siguiente topologia: dado
un homomorfismo f € Hom(Z*, G), podemos asociar a este homomorfis-
mo un elemento de G¥ = G x ... x G, de la siguiente manera:

f = (f(el)v s f(ek>)

Esta k-tupla satisface ademas para cada i, j:

flei) - flej) = flei+ej) = flej +ei) = fle;) - fles)

Esto es, las coordenadas de la k-tupla conmutan entre si. Reciprocamente,
si se tiene una k-tupla (g1, ..., gx) tal que g;-g; = g; - gi, entonces podemos
considerar el homomorfismo f : Z*¥ — G que se obtiene al extender por
linealidad la condicién f(e;) = g;. Explicitamente:

f(z1,.0y2 ) flz1-e14 ...+ 2z ex)
(21 ) f(Zk ek)
(61) (ek)

Z1

=9 - gk
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La igualdad g; - g; = g, - g; permite que f sea un homomorfismo, pues de
€; + €j = € + €; se tiene:
g9i- g5 = f(ei) - flej) = flei +¢5)
= flej +e) = fley) - fle:) = g;- gi

Con esto, podemos identificar al conjunto Hom(Z*, G) con el siguiente
subconjunto de G*:

Hom(Z*, G) = {(g1,-..,91) € G* | g: - g; = g; - 9:}

Ahora bien, ya que GG es un grupo de Lie, en particular es un espa-
cio topolégico y asi G¥ también es un espacio topoldgico con la topo-
logia producto. Con esto, dotamos al espacio Hom(Z*, G) de la topologia
subespacio de G*.

Proposicién 1.7.2. El espacio Hom(Zk, G) es cerrado en G*.
Demostracion: Consideremos la siguiente funcion:
fi,j . Gk — G
(g15 - 98) 7 9i9;9; '9; "

Se tiene que f; ; es continua, pues al ser G un grupo de Lie, el producto y
la inversa son funciones continuas. Por lo tanto, A; ; = fifjl(e) es cerrado,
donde e es la identidad de G. Por ultimo, se tiene la siguiente igualdad:

Hom(Zk, G) = ﬂ Az,]
".j

Y ya que cada A; ; es cerrado entonces también lo es Hom(Z*,G). W

Si G es un grupo de Lie, entonces G es de Hausdorff, se sigue enton-
ces que G* es también un espacio de Hausdorff. Finalmente, como los
espacios Confy(G) y Hom(Z*, G) son subespacios de GF, se sigue que
estos espacios también son de Hausdorff.

Proposicién 1.7.3. Si G = U(n), SU(n) ¢ Sp(n) entonces el espacio
Hom(Z*, G) consta de justamente aquellas tuplas (g1, ..., gr) tales que los
elementos g; pertenecen a un mismo toro mazximal.

Demostracion: Si (g1, ..., gr) € Hom(Z*, G) entonces g;g; = g;9; y
por lo tanto el subgrupo (gi,...,gx) es abeliano, con lo cual, la Propo-
sicién 1.1.10 indica que existe T' tal que (g1,...,gx) C T, por lo tanto,
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g; € T. La otra inclusion es clara. |

Sea G un grupo compacto de Lie y T un toro maximal de G. Consi-
deremos la siguiente funcién:

¢: G x T — Hom(Z", G)
(ga (t17 SRED) tk)) — (gtlg_lv "'7gtkg_1)
Veamos a continuacion que esta funcién se encuentra bien definida: dados
g€ Gy (t,...ty) € T" se tiene debido a la conmutatividad en T' que

(gtig™") - (gtjg™") = gtit;g™"

= gtitig™" = (9t;97") - (gtig™")
Esto es, las coordenadas conmutan entre si, por lo tanto,

(gtig™", ..., gtrg™ ") € Hom(Z", G)

y asi o esta bien definida. Claramente la funcién ¢ también es una funcién
continua, pues el producto y la inversa en G son continuas.

1.8. Sobre representaciones

En esta seccion hablaremos un poco de representaciones, que son
herramientas que usamos en los capitulos 4 y 5.

Definicién 1.8.1. Una representacion de un grupo finito G sobre un
espacio vectorial V' de dimension finita, es un homomorfismo de grupos

p:G— GL(V).

Una representaciéon otorga a V' una estructura de G-mdédulo de la
siguiente manera: gv = (p(g))(v).

Definicién 1.8.2. Sean V' y W representaciones de G. Un morfismo en-
tre tales representaciones es una transformacion lineal ¢ : V. — W que
es equivariante. Si existe un morfismo ¢~ que es inverso de ¢, entonces
decimos que V' y W son equivalentes.

Definicién 1.8.3. Una subrepresentacion de una representacion V es
un subespacio vectorial W de V' que es invariante bajo G. Si no existe
ningun subespacio invariante no trivial y propio de V', decimos que V es
wrreducible.
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Si V' y W son representaciones, entonces también lo son V& W y
V @ W mediante:

g(v B w) =gvd gw g(v®w) = gv® gw

Proposicion 1.8.4. Si W es una subrepresentacion de V', entonces exis-
te un subespacio invariante W tal que V=W @ W.

Demostracion: Sea U un subespacio complementario a W , esto es,
tal que V. =W @ V. Consideremos 7y : V. — W la proyeccion sobre W
en la suma directa. Consideremos m como

T:V—W

v Z gmo(g ')

geG

Es facil verificar que es una transformacién lineal. Ademas, si h € G

entonces
E gmo(g  hw)
geG

= hgmo(g~'v) = ha(v)

geG

Esto es, m es G-equivariante. En particular, ker(r) es un subespacio in-
variante bajo G. Por otro lado, si w € W, teniendo en cuenta que W es
invariante bajo GG, se tiene que

= Zgﬂo(gflw) = Zw = |Glw

geG geG

En particular, m(w) # 0 si w # 0. Asi que W Nker(r) = 0. Finalmente,
ya que dim(Im(7)) = dim(W') entonces

dim(V') = dim(ker(7)) + dim (W)
con lo cual, V=W @& ker(r). Siendo ker(m) el subespacio deseado. W

Para el grupo G = Zy = {1,0} se tienen las representaciones trivial
y alternante que estdn respectivamente determinadas mediante:

- =2 - =—x
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Denotaremos por 1 y o respectivamente a estas representaciones. En la si-
guiente proposicién mostramos que todas las representaciones racionales
de Z, se descomponen en estas representaciones.

Proposicion 1.8.5. Cualquier representacion racional V' de dimension
finita de Zs, es equivalente a una suma directa de las representaciones 1

yo.

Demostracion: Pongamos Zs = {1,7}. Si dim(V) = 1 entonces
de 7(1z) = x se sigue que V.= 16 V = 0. Supongamos ahora que
dim(V) = 2 y pongamos 7(z,y) = (ax + by, cx 4+ dy). Con esto se tiene
que

7(az + by, cx + dy) = ((a® + be)z + (ab + bd)y,
(ac + cd)x + (be + d*)y)

Ya que necesariamente 7(7(z,y)) = (z,y), entonces
a’+bc=1 cla+d)=0
bla+d) =0 be+d* =1
Podemos analizar cada uno de los casos posibles; si b = 0 entonces
a=d=41yc=0 0 a=—-d=+1yceQ

En el primer caso se tiene que 7(z,y) = (z,y) 6 7(z,y) = (—z, —y), con
locual V=26V = 20. En el segundo caso se tiene 7(z,y) = (z,cx —y).
Si ¢ = 0 entonces claramente V' = 1 @ o. Mientras que si ¢ # 0,
entonces V' tiene por puntos fijos a los de la forma (2y/c,y), asi que
V = Q2/¢,1) Q(0,1) = 1 0. En cada uno de los casos restantes
puede realizarse el mismo andlisis y encontrarse subespacios Wi y Wy
invariantes bajo Z, y equivalentes al trivial o al alternante tales que
V 2 Wi @ Ws,. Asi que el enunciado también es valido en este caso.

Si dim(V') > 3, entonces podemos considerar al subespacio de los puntos
fijos V%2, Por la Proposicién 1.8.4, existe un subespacio W invariante
bajo Zsy tal que V = dim(V%2)1 @ W. En particular

dim(W) = dim(V) — dim(V?2)
Ahora bien, consideremos w € W. Se tienen los siguientes dos casos;

Tw=rwconr €Q 6 wy Tw son linealmente independientes,
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donde 7w € W. Si Tw = rw entonces necesariamente (w) = o, pues de lo
contrario, w serfa un punto fijo. Si w y 7w son linealmente independien-
tes entonces dim({w, 7w)) = 2, asi que por el caso previo, necesariamente
(w, Tw) = 20, pues W no tiene puntos fijos. Si dim(W') < 2 entonces ya
habriamos terminado. En el caso contrario, tomamos w € W tal que
W ¢ (w,Tw) y repetimos el argumento previo. Ya que dim(W) es un
natural, este procedimiento acaba. |

Del argumento en la demostracién anterior podemos obtener el siguiente
corolario.

Corolario 1.8.6. Cualquier representacion racional V' de dimension fi-
nita de Zo es tal que

V 2 dim(V*)1 @ (dim(V) — dim(V?2))o

Lema 1.8.7. Si 1 y o son las representaciones trivial y alternante res-
pectivamente, entonces

l®l1=1 1o =0 cRoc=1

Ademds, si [m1 @ no|?2 denota al subespacio de los puntos fijos en la
representacion de Zs sobre m1 & no, entonces [ml + na]Z2 = Qm.

Demostracion: Se tiene que el isomorfismo Q ® Q = Q viene dado
por x @ y — xy. Asi que cada representacién resultante de los productos
tensoriales corresponde a la multiplicacién de los signos. Por tultimo, la
accion de Zsy sobre m1 @ no es tal que

(X1, ooy Ty Tt 1y o0y Tn) = (T4, ooy Ty — Tyt 1y ooy — )

Asi que los puntos fijos bajo esta accién corresponden a los de la forma
(21, ey T, 0, ..., 0), con lo cual, se tiene el resultado deseado. |

Finalizamos esta seccion con la siguiente proposicion que nos serd de
utilidad en los célculos del capitulo 4.

Proposicién 1.8.8. Las representaciones de Zo sobre Q* que estdn da-
das por

U(:U7y) = (yvx) U(l‘,y) = (_y7 —.CE)

son isomorfas a la representacion 1 @ o.
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Demostracion: Basta notar que los puntos fijos de estas representa-
ciones son de la forma (a, a) y (a, —a) respectivamente y usar el Corolario
1.8.6. [ |






Capitulo 2

Cohomologia

El objetivo de esta seccion es desarrollar la teoria con la que se ob-
tienen las herramientas para calcular grupos de cohomologia racional de
las configuraciones de tuplas que conmutan. Es una elaboracion de los
resultados publicados por Baird en [3].

2.1. Haces principales cohomolégicos

Sean f: X — Y una funcién continua y 7 un grupo topoldgico que
actia libremente sobre X por la derecha, tal que X — X/7 es un haz
principal. Para el lector interesado en el tema de haces principales, una
referencia es [20].

Definicién 2.1.1. Decimos que (f : X — Y,7T) es un haz principal
cohomolégico para la teoria cohomologica H si:

i) [ es suprayectiva y cerrada.

ii) f desciende a través de la funcion cociente a una funcion h:

X
. f
Xl/f\h‘ Y

ii) H(h™1(y)) = H(pt) para toda y €Y.

Proposicién 2.1.2. Si (f : X — Y, 7) es un haz principal cohomoldgi-
co, entonces h también es suprayectiva y cerrada.

39
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Demostracion: Claramente h es suprayectiva pues f lo es. Veamos
que es cerrada. Sea A C X/7 cerrado, luego entonces 7 1(A) C X es
cerrado y ya que f es cerrada, se sigue que f(n 1(A4)) C Y también es
cerrado. Finalmente, ya que f = h o7 y 7 es suprayectiva se sigue que

f(mH(A)) = h(r(n~(A))) = h(A)
es cerrado, con lo cual, h es una funcion cerrada. |

Teorema 2.1.3 (Teorema 2.1 de [3]). Sea h: Z — Y una funcion su-
prayectiva y cerrada, donde Z es un espacio paracompacto de Hausdorff.
Supongamos que H*(h=(y); F) = H*(pt; F) para todo y € Y. Entonces
h*: H(Y;F) — H*(Z; F) es un isomorfismo.

Para los resultados siguientes supondremos que 7 es un grupo finito
y que F' es un campo tal que char(F) no divide a #7.

Teorema 2.1.4 (Teorema 2.2 de [3]). Sean X un espacio topoldgico sobre
el que el grupo T actia y m: X — X/7 la funcion cociente. Entonces

T (H (X/m; F)) C H(X; F)"
y mds aun, 7 : H*(X/7; F) — H*(X; F)" es un isomorfismo.

Proposicién 2.1.5. Sea X un espacio de Hausdorff paracomptacto sobre
el que el grupo T actia libremente. Si (f : X — Y, 7T) es un haz prin-
cipal cohomoldgico para H*( ; F), entonces [ induce un isomorfismo

f*H*(Y;F) — H*(X; F)".

Demostracion: Ya que X es un espacio de Hausdorff paracompacto
entonces X/7 también lo es. Como (f : X — Y, 7) es un haz principal
cohomolégico, entonces h es suprayectiva y cerrada por la Proposicion
2.1.2. Ademés es tal que H*(h~'(y); F) & H*(pt; F) para toda y, esto es,
h satisface las condiciones del Teorema 2.1.3, con lo cual,

o)

h*: H*(Y; F)

H*(X/1; F)
Por otro lado, de la Proposicién 2.1.4 se sigue que

oY

7 HY(X/1; F)

H*(X;F)T
Finalmente, ya que f* = 7" o h* se sigue que

o)

[ H*(Y;F)

H*(X; F) m
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Corolario 2.1.6 (Corolario 2.4 de [3]). Sea T un grupo compacto de
Lie con N componentes conezxas y o la componente de la identidad. Sea
(f : X — Y, 7) un haz cohomoldgico principal para H*( ;F), donde
char(F') no divide a N y X es un espacio de Hausdorff paracompacto.
Entonces H*(Y; F) = H*(X/1y; F)™/™.

Demostracion: Observemos primero quesit € 79y x € X, entonces
f(z-t) = f(x) ya que f desciende a X/7, por lo tanto, f desciende a una
funciéon

g: X/1g—Y
[z] = f(x)

Consideremos ahora la siguiente accion:

X/1o X 7/70 — X/70
([x],t70) — [z - 1]

Esta accién esta bien definida pues 7y es normal en 7. Veamos ahora que
(9 : X/19 — Y, 7/70) es un haz principal cohomolégico. Ya que f es
suprayectiva y cerrada, se sigue entonces que g también lo es. Ademas si
ly] = [z] - tmo entonces g([y]) = f(x-t) = f(x) = g([z]), con lo cual, ¢

desciende a una funcion h : % — Y. Finalmente, ya que

es un homeomorfismo tal que h = ho ®, se sigue que
H*(h™'(y); F) = H* (b~ (y); F) = H*(pt; F)

Por otro lado, el cociente X — X /7y es un haz principal y por lo tanto
una funcién cerrada, con lo cual X/7y es paracompacto y de Hausdorff
(ver 5.1.33 de [11]). Por tultimo, ya que #(7/7) = N y por lo tanto
char(F') no divide al orden de 7 /79, entonces la Proposicién 2.1.5 nos da
el resultado deseado. |

2.2. Estabilizadores con un toro maximal

Para esta seccién consideraremos GG un grupo compacto y conexo, T’
un toro maximal de G y X un espacio en el que G actia. Consideraremos
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también que cada punto x € X se mantiene fijo bajo la accion de G por
algtin toro maximal de G.

Proposicién 2.2.1. Con las condiciones indicadas para esta seccion, se
tiene que la siguiente funcion es suprayectiva:

d:Gx X' — X
(g,7)—g-x

Demostracion: Sea x € X. Luego por hipdtesis se tiene que =z
esta fijo bajo la accién de un toro maximal, digamos 7”. Ya que los to-
ros maximales son conjugados entre si, se tiene que existe g € G tal
que gT'g~! = T’. Con esto, dado t € T, ya que gtg~! € T’, entonces
gtg7' - x =x,dedonde tg~' -z =g ' -x. Estoes, g7' -2 € XT. Por lo
tanto, ®(gt,g~' - 1) = gtg~' - x = x, lo cual muestra lo deseado. W

Lema 2.2.2. Sea G un grupo topologico que actia sobre un espacio de
Hausdorff X, entonces

X'={zeX|t-x=1x VteT}
es cerrado en X.

Demostracion: Mostraremos que el complemento es abierto;
X\ X' ={z € X |existet € T con tr # z}

Siz € X\ X7, entonces existe t € T tal que Ly(z) =t -z # x. Ya que X
es un espacio de Hausdorff se tiene que existen U,V abiertos disjuntos
de z y Ly(z) respectivamente. Consideremos entonces U = UNL; (V) el
cual es un abierto no vacio, pues contiene a x. Finalmente, es claro que
UcUy L(U) C V, por lo tanto, U N Ly(U) = @. En conclusién, para
todo y € U se tiene que L;(y) # y v asi, X \ X7 es abierto. [ |

Lema 2.2.3. Sean G compacto, X un espacio y m:Gx X — X la
proyeccion sobre X . Entonces m es una funcion cerrada.

Demostracion: Sea C C G x X cerrado. Mostraremos que X \ 7(C)
es abierto. Sea x € X \7(C). Dado g € G, observemos que necesariamente
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(9,z) ¢ C'y por lo tanto como C' es cerrado se tiene que existen abiertos
U, C G, V, C X tales que (g,2) € Uy x V, y (U, x V) N C = 0. Asi
{U,}gec es una cubierta abierta para G y ya que G es compacto, existe
un numero finito de los abiertos U, que cubren a G, digamos Uy, ..., U,, .
Consideremos ahora V' =V, N...NV, . Se tiene claramente que z € V.
Veamos que ademds V N 7(C) = (. Supongamos que no fuese asi, esto
es, que existe y € V N (C), entonces G x {y} C G x V, sin embargo,

(Gx{hHnC=r"y)nC#0
y ya que cada Uy, x V' C Uy, x V,, donde (U, x V,,) N C = () entonces

(GxV)NC = (U, U..uU,,)xV)NnC
= ((Uy, xV)U..U(U,, xV)))nC
= (U, xV)NC)U ..U (U, xV)NC)=10

lo cual es una contradiccién. En conclusién, x € V' C (X \ 7(C)) y asi
X\ 7(C) es abierto. |

Proposicién 2.2.4. Si G es un grupo de Lie compacto que actia sobre
X entonces la funcion U : G x X — X, (g,2) — g - x es cerrada.

Demostracion: Consideremos la siguiente funcién

p:GxX —GxX
(9,7) = (g,97)

Esta funcion es continua y tiene por inversa a la funcién

e Gx X —GxX
(g,2) =~ (9,97 x)

que también es continua, por lo tanto, ¢ es un homeomorfismo. Sea
m: G x X — X la proyeccién sobre X. Dado (g,2) € G x X se
tiene que w(¢(g,x)) = 7(g, gx) = gx, por lo tanto ¥ = wop. Ya que 7 es
cerrada por el Lema 2.2.3 y ademas ¢ es cerrada, se sigue que ¥ también
es cerrada. |
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Se puede dotar al espacio G x X7 de una accién por la derecha del
normalizador Ng (7)) de la siguiente manera:

(G x XT)x Ng(T) — G x X7
((g,x),n) = (gnvn_l ’ ZL‘)

Se encuentra bien definida, ya quesiz € X yt € T entoncesntn™! -2 = x
yasi,tn"l-x =n"1 2, estoes,n”t-x € XT. Ademsds, la accién también

es libre, pues si n # e entonces gn # g.

Esta accién induce una del grupo de Weyl de G sobre G/T x X1 de
la siguiente manera:

(G)T x XTYx W — G/T x X*
((¢T,z),nT) — (gnT,n ')

Veamos que no depende del representante de ¢T'; si g7 = ¢'T entonces
gty = ¢’ para algtin t; € T, y asi, n~'t;n = t; para algtin ¢, € T. Luego
tin = ntg, con lo cual gnty = gt1n y asi gnT = gtynT = ¢'nT. De manera
similar se puede ver que no depende del representante de n’I". Por otro
lado, también se encuentra bien definida sobre X7 ya que si nT = mT
entonces n~!T = m~T. Por lo tanto, m~! = n™1t, con t € T, entonces
mtzr=n" 2, yvyaquexrc XT, entonces m -z =n""!x.
Finalmente, esta tltima accion induce una accién por la izquierda del
grupo de Weyl sobre la cohomologia H*(G/T x XT) de la siguiente ma-
nera: Dado nT € W, consideremos la funcién

Ry :G)T x XT — G/T x X*
(9T, z) = (gnT,n"'z)

la cual estd bien definida. Y consideremos la funcién inducida en coho-
mologia:

for HYNGIT x XT) — HYNG/T x X7T)
Definimos entonces la accién en cohomologia como:

W x HY(G/T x XT) — H¥G/T x XT)
(nT,z) — R} ;(x)
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Podemos descomponer a la accién inicial en cada una de sus coordenadas,
de la siguiente manera:

G/T x W — G/T
(9T, nT) — gnT

X' x W= X"
(z,nT)>n"' a
Ya que el isomorfismo dado por el teorema de Kiinneth es equivariante
con respecto a acciones definidas coordenada a coordenada, podemos

obtener la accién inducida en H*(G/T x XT) conociendo las acciones
inducidas en H(G/T) y en H(XT), para 0 <i < k.

Lema 2.2.5. Sea G actuando sobre X por la derecha y sea x € X7T.
Entonces x-g € XT siy sélo si g € GONg(T), donde G es la componente
de la identidad de G,.

Demostracion: Si x-g € X7 entonces (z - g) -t = x - g para toda
t € Tydeaqui gTg~! € G,. Yaque T C G, y tanto T como gTg~*
son conexos, entonces 7', gT'g~! C G°. Ademés como T’ es maximal en
G entonces también lo es en G2, con lo cual gT ¢! también es maximal
en GY. Asi que existe h € GY tal que h(gTg ')h~' = T, con lo cual,
hg € N(T) y asi g € GYNg(T). Por otro lado, si g € G2Ng(T) entonces
g=hnconheG®yneN(T), conlo cual,

(

v (gtg™) = (z-h) - (ntn™'h™") = (z - (ntn™")) - A~

=z-hl=z

yasi (z-g)-t=x-g, por lo tanto, z - g € X7, [ |

Proposicién 2.2.6 (Proposiciéon A.4 de [3]). Sea G un grupo de Lie
compacto y conexo con toro maximal T'. Sea también F' un campo tal que
char(F) no divide al orden de We. Se tiene entonces que

H*(G/N(T); F) = H*(pt; F)
Recordemos que @ : G x X7 — X es la funcién (g,z) — g-x y que

Ng(T) acttia sobre @ (z) = {(9,y) € G x XT | g -y = z} mediante
(9:9) - n = (gn,n"y).
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Lema 2.2.7. Si char(F') no divide al orden de W¢, entonces para cada
v € X, B \(2)/Na(T); F) = H* (pt; F).

Demostracion: Sea x € X. Ya que ® es suprayectiva, se sigue que
existe (g,y) € G x X7 tal que ®(g,y) = g -y = x. Observemos que
P l(x) =D g y) = P !(y) mediante

“Ha) — 27 (y)
( 2) = (g lh ,2)
(gh, z) <= (h, 2)

Ademas tales funciones son Ng(T')-equivariantes, por lo tanto, podemos
suponer de inicio que £ € XT. Ahora bien, observemos que

o7 w) ={(9.9) |g-y=a} ={(9,9) |y e X", 97w =y}
={(9,97'0) | g"'z € X7}

Con el lema anterior podemos obtener el siguiente homeomorfismo:

o:dHz) — GIN(T)
(9.97'2) < g
Si ademds consideramos que N (T') actiia sobre GON(T') por la derecha

mediante g - n = gn se tiene que @ es equivariante, ya que si n € N(T')
entonces

e((9,97'2) ) = p(gn,n'g7'z) = gn = (9,9 ') - n

Por lo tanto,

“H(2)/N(T) = GON(T)/N(T)
>~ G9/(GYN N(T)) = GY/Neo (T)

Finalmente, ya que #Wgo divide a #W¢ entonces char(F') no divide al
orden de Wgo y asi, de la Proposicién 2.2.6 se tiene que

H*(® ' (x)/N(T); F) = H* (G} /Neo (T); F) = H*(pt; F) -

Teorema 2.2.8. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo con toro
mazimal T, que actiia en un espacio paracompacto de Hausdorff X. Su-
pongamos que para cada punto x € X, el grupo de isotropia G, contiene
un toro mazimal de G. Entonces (® : G x XT — X, N(T)) es un haz
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principal cohomoldgico para H*( ; F'), donde char(F') no divide al orden
de Wq. En particular

H*(X;F) = H(G/T x XT; F)"e

Demostracion: Ya que X es de Hausdorff entonces por el Lema
2.2.2 se tiene que X7 es cerrado. Ademés como X es paracompacto en-
tonces X7 también lo es. Ahora bien, la funcién

UV:GxX—X

(9,2) =g
es cerrada por el Lema 2.2.4, entonces ® también lo es, al ser la restriccion
de una funcién cerrada en un subespacio cerrado. Por otro lado, de la

Proposicién 2.2.1, & también es suprayectiva. Con esto se tiene i) de la
Definicién 2.1.1. Luego, si n € N(T') entonces

®((g,2) - n) = ®(gn,n"'z) = (gn) - (')
=g z=2(g,7)
Por lo tanto, ® desciende a través del cociente @ : (Gx XT)/N(T) — X.

Por dltimo, con el Lema 2.2.7 se tiene que

H* (@~ (x); F) = H' (@™ (2)/N(T); F) = H*(pt; F)

Con lo cual, (® : Gx X7 — X, N(T)) es un haz principal cohomolégico.
Ahora bien, con la Proposicién 1.1.5 se tiene que

(G x XT)/N(T)o = (G x XT)/T
Luego se tiene el siguiente homeomorfismo
(Gx XT))T — G)T x X*
lg, 2] = (9T )

el cual ademds es equivariante bajo la misma accién de Wg = N(T)/T
sobre cada uno de los espacios. Finalmente, con el Corolario 2.1.6 se tiene

H*(X;F) = H*((G x XT)/N(T)o; F)N /N T
=~ [0*(G)T x XT; F)We =
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Cabe mencionar que de la demostracién puede verse que el isomorfis-
mo H*(X; F) = H*(G/T x XT; F)¢ viene inducido por la funcién

d:G/TxXT — X
(9T, z) = @(g,2)

que es tal que el siguiente diagrama conmuta:

IR | B

H*(X; F) H*(G/T x XT; F)We

1%
1%

H*(G/T xw, X7, F)

2.3. El W-médulo H*(G/T)

Hemos comentado en la Seccién 2.2 que hay una accion del grupo de
Weyl de SU(2) sobre SU(2)/T dado por

SU((2)/T x W — SU(2)/T
(g7, nT) — gnT

que induce una accién de W sobre H*(SU(2)). Ya que en la Seccién
1.2 mostramos que SU(2)/T = C U {occ} = S? podemos ver de manera
explicita esta accion, y eso sera lo que haremos en esta seccion. En algunas
ocasiones pasaremos a trabajar de acciones por la derecha a acciones por
la izquierda o viceversa mediante g -2 =z - g~ 1.

Proposicién 2.3.1. La accion de W = Zy sobre C U {oo} para que el
homeomorfismo de la Proposicion 1.2.3 sea equivariante corresponde a
o-z=1/Zyo-00=0.

Demostracion: Para que las funciones f y g sean equivariantes se
tiene que cumplir que f(o-g(z)) = -z, con lo cual, basta ver el resultado
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de f(o - g(2)). Supongamos primero que z # oo, entonces:

z 1
VIHIER 1=
1 z

9(z) = | _
VIHIER /1422
z 1 1 z
14|22 14|22 0 1 N z||? 1+(]2]|2
oogz)= [ VIR VIEF ) (_1 0) _ | VEREF VA
VIR /1422 V12 V12
1
1+]]2|[2 1
o gl = 2 — 2
1+]|z]]
Mientras que si z = oo entonces f(o - g(z)) = 0. |

El Lema 1.2.4 transforma esta accién a la accién de Z, sobre S? median-
te 0 - & = —x. Por lo tanto, podemos considerar al W-espacio SU(2)/T
como a S? con la accién antipodal.

Ahora bien, la accién inducida sobre la cohomologia H¥(S?) es la in-
ducida por 1: §2 — S? y 0 : S2 — S2. Observemos que H*(S?) = 0
cuando k # 0,2, por lo tanto, basta ver la inducida sobre H°(S?%) = Z
y H?(S?) = Z. La funcién 1 induce la identidad tanto en H° como en
H?, ya que 1 es la identidad sobre S2. Mientras que la funcién o induce
la identidad en H® ya que S? es arco-conexo, e induce —1 : Z — Z,
xr+— —x en H?, ya que 0*(1) = deg(o), y deg(o) es el grado de la funcién
antipodal, que corresponde al valor —1 cuando n = 2. En resumen, la
accién inducida sobre H* es la siguiente:

Zy x H(S?) — HO(SQ)
(0,2) =

Zy x H*(S?) — HZ(SQ)
(0,2) —

En términos de representaciones de Z,, se tiene:
H(S?) =1 H*(S%) =

Para U(2)/T tenemos el siguiente resultado, donde denotaremos por S*
al toro maximal estdndar de SU(2).
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Proposiciéon 2.3.2. El homeomorfismo i : SU(2)/S' — U(2)/T de la
Proposicion 1.3.1 es equivariante. En particular

U(2)/T =g, SU(2)/T

Demostracion: Notemos que la matriz

(50

es un representante de 07" en W tanto en U(2) como en SU(2), se sigue
que si A € SU(2) entonces

i(ASY) - 0T = AT - 6T = AoT
= i(AoS') = i(AS' - oS -

Como consecuencia de esta proposicion se tiene que:
H*(U(2)/T) =z, H*(SU(2)/5")
De manera mas general, Baird ha considerado lo siguiente:

Sea G un grupo de Lie, compacto y conexo que actia sobre un espacio to-
polégico X y sea EG un espacio universal para GG. Con esto, G actia por
la derecha sobre EG y BG = EG/G es un espacio clasificante para G.
Ademds G también actia sobre EG x X mediante (e,z)-g = (eg, g 'x).
Denotemos X¢ = EG x¢ X (el cociente) y consideremos el haz fibrado
estandar

m: Xg — BG
e, z] — p(e)

donde p : EG — BG es el haz G-principal universal. Con esto, 7 induce
el homomorfismo

7 H(BG;C) — H*(Xs;C)

Finalmente, denotemos por (H/,) al ideal en H*(X¢; C) generado por la
imagen del ideal de elementos de grado positivo en H*(BG; C) bajo 7*.

Baird ha dado una férmula para la estructura de W-médulo H*(G/T'; C)
en términos de los conceptos aqui mencionados:
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Proposicion 2.3.3. Como anillos graduados y W-mddulos se tiene que

H*(G/T;C) = H*(BT;C)/(Hf)






Capitulo 3

Configuraciones que
conmutan

En este capitulo presentamos a las configuraciones de tuplas que con-
mutan. El espacio que resulta de la mezcla del espacio de configuraciones
y el de tuplas que conmutan. En este capitulo mostraremos la definicién
y algunas de sus propiedades bésicas, asi como las componentes conexas
en los casos G = U(n), SU(n) 6 Sp(n).

3.1. Definicion y propiedades basicas

Definicién 3.1.1. Sea G un grupo de Lie. Definimos el espacio de con-
figuraciones de k-tuplas que conmutan de G como el siguiente conjunto:

Conf*(G) = {(g1, ..., gx) € Hom(Z*,G) | g; # g; si i # j}
={(91, .- 0x) € G* | 9i-9;,=9;-Gi, i F#9g; SiiFj}

De manera similar a los espacios Confy,(G) y Hom(Z*, G), el espacio
Confzb(G) es un espacio topoldgico con la topologia subespacio de G*.

Observemos que se tiene la siguiente igualdad de conjuntos:
Conf2*(G) = Confy,(G) N Hom(ZF, G)

Teniendo en cuenta que Confy(G) es abierto en G* y Hom(Z*, G) es ce-
rrado también en G* se tiene que Confi®(G) es cerrado en Confy(G), y
es abierto en Hom(Z*, G).

23
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El espacio Confi’(G) es de Hausdorff por ser un subespacio de un es-
pacio de Hausdorff.

Ya que Hom(ZF, G) es localmente contrictil (ver pdg. 568 de [16]) en-
tonces también es localmente arco-conexo. Por otro lado, Conf;*(G) es
abierto en Hom(Z*, G), por lo tanto el espacio Conf2”(G) es también lo-
calmente contractil. En particular, Conf:”(G) es localmente arco-conexo.

Usando la Proposicion 1.7.3 podemos obtener también la siguiente ca-
racterizacion.

Proposicién 3.1.2. Si G es uno de U(n), SU(n), Sp(n) entonces el es-
pacio Confs*(G) consta de justamente aquellas tuplas (g1, ..., gr) € Confy(G)
tales que los elementos g; pertenecen a un mismo toro mazximal.

Sea GG un grupo compacto de Lie y T" un toro maximal de G, consi-
deremos la siguiente funcién:

® : G x Conf,(T) — Conf*(G)
(gv (tb atk)) = (gtlg_lv "'7gtkg_1)

Veamos a continuacion que esta funcién se encuentra bien definida: dados
g € Gy (t1,....,t;) € Confy(T), necesariamente gt;g~' # gt;g~* cuando
i # 7, pues de lo contrario se tendria ¢; = t;, lo cual no puede ser, por lo
tanto, las coordenadas son diferentes entre si. Mientras que el argumento
usado para ¢ (en la Seccién 1.7) muestra que las coordenadas también
conmutan entre si. En conclusién,

(gtig™", ..., gtrg™") € Confi*(G)

y asi ® estd bien definida.

Observemos que ® es la restriccién de la funcién ¢ : GxT* — Hom(Z*, G)
de la Seccién 1.7 al subespacio G x Confy(T'), esto es, si

(9, (t1, ..., tx)) € Confy(T)

entonces ®(g, (t1,...,tx)) = (g, (t1,...,tx)). Consideremos la siguiente
accién de G sobre Confi"(G)

G x Conf{?(G) — Conf? (@)
(9, (91, 98)) = (99195 -, 999 ™)
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Si G = U(n), SU() 6 Sp(n) v (g1,-.., gx) € Conf’(G) entonces por la
Proposicién 3.1.2 se tiene que existe un toro maximal 7" de G tal que
g; € T' para 1 < i < k, con lo cual ®(t, (g1, ..., 9x)) = (91, -.-, gx) para
todo t' € T" (ya que T" es abeliano). Esto es, todo elemento de Confs’(G)
estd fijo bajo la accién de un algin toro maximal.

Proposicion 3.1.3. Si G es un grupo compacto de Lie conexo y T es
un toro mazximal de G, entonces

Conf(G)" = Confy(T)

Demostracion: Si (gi,...,gx) € Conf’(G)” entonces tgit™' = g;
para todo ¢t € T, con lo cual, g;'tg, = t para todo t € T, esto es,
gi € Cq(T) = T (usando la Proposicién 1.1.9), por lo cual,

(g1, -, g) € Confy(T)
Por otro lado, es claro que si (44, ..., t;x) € Confy(T') entonces
(t1,...,tx) € Confe*(G)T
En conclusién Confs*(G)” = Confy,(T). u

Esta proposicion muestra que la funcion ® de la Seccion 2.2 en este caso
corresponde a esta funcion ®. Por lo tanto, con lo visto en esa seccién,
® desciende a la siguiente funcién:

® : G/T x Confy(T) — Conf’(G)
(9T, (t1, ..., t)) (gtlg_l, ...,gtkg_l)

Con lo mencionado podemos probar el siguiente teorema:

Teorema 3.1.4. Sea G = U(n), SU(n) ¢ Sp(n) y consideremos la accion
de N(T) por la derecha sobre G x Confy(T') dada por

(.g) (tla ERE) tk’)) n= (gn7 (n_1t1n7 SE) n_ltkn))
Entonces el par
(@ : G x Confy(T) — Confi*(G), N(T))

es un haz principal cohomolégico. En particular, se tiene que

&)*
H*(Conf*(G); Q) = H*(G/T x Confy(T); Q)"
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Demostracion: Los grupos G = U(n), SU(n) y Sp(n) son grupos
de Lie compactos y conexos. Y si G es uno de estos grupos entonces
Confi?(@G) es un espacio paracompacto y de Hausdorff en el que G actiia
con la accion mencionada, la cual ademas es tal que G, contiene un toro
maximal para cada 2 € Conf;”(G). Por lo tanto, por el Teorema 2.2.8 se
tiene lo deseado. |

Cabe mencionar que ®* forma parte del siguiente diagrama conmuta-
tivo:

H*(Conf™(@))

IR | &

H*(G/T x Confy(T))"e
* w*

oY

IR

H*(G/T XWe COka(T))
donde la funcién ¢ estd dada por:

Y : GJT xw Confy(T) — Confi’(G)
(9T, (t1, ... t)] = (gtrg™ ", ..., gtrg™)
Del hecho de que el par (® : G x Conf,(T) — Confi*(G), N(T)) sea un
haz principal cohomolégico se tiene que la funciéon ® es suprayectiva y

cerrada y que el espacio Confy (7)) es cerrado en Conf*(@). Por lo tanto,
las funciones ® y ¢ también son suprayectivas, continuas y cerradas.

Cabe mencionar que es posible obtener un resultado analogo al Teorema
3.1.4 para homologia, usando el teorema de coeficientes universales y te-
niendo en cuenta que las homologias usadas aqui son de dimensién finita.
Con lo cual los resultados con coeficientes racionales son equivalentes.

Proposicién 3.1.5. Si G = U(n), SU(n) 6 Sp(n), entonces las funcio-
nes w, ® y 1 inducen isomorfismos

T+ Hy(G/T x Confy(T); Q)Y — H,(G/T xyw Conf(T); Q)

Ut Hy(G/T xw Confy(T): Q) — Hy (Confy’(G): Q)

®, : H,(G/T x Confy(T); Q)W = H,(Conf’(G): Q)

Observemos ademés que si Ty T” son los toros maximales estdandares
de G y G’ respectivamente y f : G — G’ es un homomorfismo tal que
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f(T)CcT'y f(Na(T)) C N (T") entonces tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

G/T xyw, Confy(T) ——= G'/T" x, Confy(T")
P P
Conf*(G) ! Confs*(G")

donde las funciones [’ son las funciones inducidas esperadas a partir de
f. Diremos que 1) es natural con respecto a f.

3.2. Componentes conexas de Conf:"(G)

Ya que el espacio Confﬁb(G) es localmente arco-conexo, se tiene que
las componentes conexas y las componentes arco-conexas coinciden.

Proposicién 3.2.1. 5i G es un grupo topologico abeliano arco-conezxo tal
que G\ A es arco-conexo para cada subconjunto finito A de G, entonces
Conf*(G) es arco-conexo.

Demostracion: Sea (g, ..., gx) € Confp(G). Ya que G es abeliano
entonces ¢; - g; = g; - gi, con lo cual se tiene la siguiente igualdad de
conjuntos:

Conf2®(G) = Conf,(G)

La igualdad también es de espacios topolégicos, pues ambos tienen la to-
pologia subespacio de G*. Finalmente, por la Proposicién 1.5.3 se tiene
que Conf,(G) es arco - conexo. |

Si G es un grupo de Lie compacto, abeliano y arco-conexo de rango
mayor que uno, entonces GG es una variedad topoldgica arco-conexa de
dimensién mayor que uno, por lo que el Corolario 1.5.4 da lugar al si-
guiente resultado.

Corolario 3.2.2. §i G es un grupo de Lie abeliano de rango mayor que
uno, entonces Confi’(G) es arco-conero.

Corolario 3.2.3. Si T" = S' x ... x S! con n > 2 entonces el espacio
Confr(T™) es arco-conezxo para todo k.
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Demostracion: Sin > 2, entonces 7" = St x ... x St es un grupo de
Lie abeliano de rango mayor que uno. El corolario anterior da el resultado
deseado. ]

Proposicién 3.2.4. Sea G es un grupo compacto de Lie arco-conexo
de rango mayor o igual que 2, tal que cualquier subgrupo abeliano estd
contenido en un subgrupo abeliano conexo. Entonces Confs’(G) es arco-
CONETO.

Demostracion: Sea T un toro maximal de G. Ya que el rango de
G es mayor igual que 2, entonces T' = T" para algin n > 2. Asi que
por el Corolario 3.2.3 se tiene que Confy(7T) es arco-conexo. Por lo tan-
to, G x Confy(T") también es arco-conexo. Por tltimo, como la funcién
® : G x Conf,(T) — Confi*(G) es suprayectiva, se sigue que Conf?>(G)
€8 arco-conexo. |

Si G =U(n), Sp(n), con n > 2 6 SU(n) con n > 3, entonces GG satisfa-
ce las condiciones de la proposicion anterior. Esto da lugar al siguiente
teorema.

Teorema 3.2.5. Si G = U(n), Sp(n), conn > 2 ¢ SU(n) conn > 3
entonces Confs’(G) es arco-conexo

Los casos U(1) = S y SU(2) = Sp(1) seran tratados a continuacion.

3.3. Componentes conexas de Conf?"(S")
Proposicién 3.3.1. Si k > 2 entonces |mo(Conf,(0,1))| = k!
Demostracion: Sea (ti,...,t;) € Confy(0,1). Ya que t; # t5 enton-

ces t; < ty 6 ty < t;. Ahora bien, ya que t3 # tq,ty, entonces t3 satisface
una de las siguientes condiciones:

Si ty < t; entonces se tienen los siguientes casos:

t3 <ty <1y to <tz <1t to <t <3

Mientras que si t; < ty entonces se tienen los siguientes casos:

ty3 <11 <ty t1 <tz <ty t <ty <ts
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Observemos que las condiciones anteriores de los tq,...,t;_; determinan
los casos en los que se encuentra t;, los cuales son i. Continuando este
argumento, se tiene que ({1, ..., 1) estd en alguno de estos conjuntos:

Ay = {(t1, 1) € (0, 1) |ty < oo < tyriiy}

donde o € Si. Por lo tanto, se tiene la siguiente igualdad:

Confy(0,1) = U A,

oES

Veamos que cada A, es convexo: Sean (ti,...,tg), (r1,....,7%) € Ay y
s € [0, 1]. Luego

(L= s)(tr, o ti) + s(r1, ooome) = (L= s)ty + s, o0, (1= 8)t + s7%)
Sean i < j entonces t,-1(;) < to-1(;) ¥ To-1(i) < T'o—1(;), POI lo tanto
(1 — S)t0—1(i) + 8Tre-1(;) < (1 — S)tg—l(j) + STe-1(j)

y asi (1 —$)t; + sr1,..., (1 — s)tp + s1%) € A,

Ahora bien, consideremos las siguientes funciones:
fio : (0,1)F — R
(tl, ey tk) = to-1() — to-1(i—1)

Estas funciones claramente estan bien definidas y son continuas. Ademas,
son tales que

Ay = fi,(0,1) NN f35(0,1)

por lo tanto, A, también es abierto y ademas es disjunto con A, para
todo 7 # o. Lo cual demuestra el enunciado, pues |Si| = k! [ |

Teorema 3.3.2. El nimero de componentes conezas de Confy,(S') es

(k—1)!
Demostracion: Por la Proposicion 1.5.6 se tiene que
Conf(S') = S* x Conf,_;(S* — {1})

Ahora bien, (0,1) & S — {1} mediante t <+ > por lo tanto, por la
Proposicién 1.5.7 se tiene que

Confy,_;(S' — {1}) = Conf,_4(0,1)
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Con lo cual

Conf(S") = 5" x | ] A4,
0ESK_1

= U St x A,

oc€Sk_1

donde cada S x A, es abierto, arco-conexo y disjunto con los deméds
St x A, por lo tanto, cada S! x A, es una componente conexa. El hecho
de que |Sg_1| = (k — 1)! concluye la demostracion. [ |

Para facilitar la notacién, diremos que (t1, ..., tx_1) € Confy_1(0,1) tiene
el orden o si (ty,...,tx_1) € A,. Diremos que tal elemento tiene el orden
inverso de o € Si_; si tiene el orden dado por (i) = k—o(i). El elemen-
to & € Si_1 tiene por inverso a (i) = o~} (k—1— (i — 1)), con esto, si
(t1,...,tp—1) tiene el orden inverso de o entonces t,-1(4-1) < ... < ly-1(1).
Claramente dos elementos de distinto orden pertenecen a componentes
conexas disjuntas. También se tiene que el elemento ¢ es tinico y distinto
de 0, y ademds ¢ = 0. También llamaremos a & el orden inverso de o.

3.4. Componentes conexas de Conf®’(SU(2))

Al inicio de esta seccién hemos probado, entre otras cosas, que la
funcion
® : SU(2) x Confy(T(SU(2))) — Confi*(SU(2))
(.g) (tla sy tk’)) = (gtlg_la "'7gtkg_1)

es suprayectiva y cerrada, donde T(SU(2)) = S'. Asi que se tiene lo
siguiente:

Conf’(SU@) =2 | |J SU@) xV,
oE€SEL_1
= |J @U@ xv)
oESKL_1

donde Confy,(S*) = |J V,ycadaV, = S!'x A,. Ya que ® es continua

oESK_1

y cada SU(2) x V, es conexo se sigue que cada ®(SU(2) x V,) también
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lo es. Por lo tanto, el niimero de componentes conexas de Confs*(SU(2))
se encuentra acotada por (k—1)!

Proposiciéon 3.4.1. Si (z1,...,z) € V, C Confy(S'), entonces se tiene

que (z7", ...,:E,Zl) € Vs, donde 7 es el orden inverso de o.

Demostracion: Observemos primero que cada elemento
(21, ..., 7%) € Confy,(Sh)
puede ponerse de manera tnica en la forma (x, ze*™ .. xe*™-1) donde
(t1,...,tg—1) € Confr_1(0,1)

Ahora bien, el homeomorfismo S* x Conf,_1(0,1) = Conf,,(S*) viene dado
por (z, (ty, ..., tx_1)) <> (x,xe*™  xe*™-1). Consideremos

(z, 2™ xe®™-1) €V, 2 ST x A,

y observemos que

(33'71, (erwitl)fl’ o (336271-1'%,1)71) _ (.1'71, x71€2m'(17t1)7 - lfle?m'(lftk,l))
— (ZE_I, (]_ — tl, ey 1-— tk;—l))

Ya que (t1,...,tx—1) € Ay entonces to-1(1) < ... < tg-1(_1) y asi

I —to-1hm1) < oo <1 —tg-101)

Por lo tanto, (1 —t;,...,1 —tx_1) € As, donde & es el orden inverso de o.
En conclusién, (71, (ze?™)~1 . (ze?™-1)"1) € V. |

Ahora bien, consideremos (A, ..., Ay) € Confi*(SU(2)), entonces exis-
te (g, (z1,...,2x)) € SU(2) x V,, para algin o € Si_; tal que

O(g, (z1, ..y xx)) = (Aq, ... Ag)

Sea n € o como en la Seccién 1.2, en la que ya hemos mostrado que si
x; € T entonces nx;n~! = z;'. Por lo tanto,

O(g, (z1,...,x1))
(gn™t, (nzin™t, .. nzpnh))

P
O(gn, (21, )

(Aq, ..., Ag)
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Teniendo en cuenta la proposiciéon anterior se tiene que
(Al, ,Ak) S @(SU(2) X V&)

De hecho, ®(SU(2) x Vz) = ®(SU(2) x V), donde & es el orden inverso
de 0. Por lo tanto, bastan la mitad de los elementos en S;_; para generar
Conf*(SU(2)). Con esto, podemos concluir que para k < 3, se tiene que
Confs*(SU(2)) es conexo.

Consideraremos ahora k > 4. Teniendo en cuenta que cada V, es ce-
rrado se sigue que cada ®(SU(2) x V,) es cerrado pues ® es cerrada.
Finalmente, veamos que los conjuntos ®(SU(2) x V,) y ®(SU(2) x V;)
son disjuntos si p # 0,4

Consideremos a los siguientes elementos:

(gtrg™", . gtrg™") € B(SU(2) x V)
(hsih™", ... hsgh™') € ®(SU(2) x V)

con p # 0,6 y tales que (gtig7 %, ..., gtrg™') = (hsih™!, ..., hspgh™!). Lue-
go entonces, h=tgt;g™*h = s;. Ya que k > 4, necesariamente existe
s; # {£1} y por lo tanto, como hemos mostrado en la Seccién 1.2, se
tiene que h™'g € N(T). As{ necesariamente todos los s; son tales que
s;=1; 6 s; = t; *. Ningtin caso puede darse, pues (t1,...,t;) y (51, ..., 5¢)
venian de componentes disjuntas, donde ademas o no era el orden inverso
de p. En conclusién, cada componente ®(SU(2) x V) es disjunta de otra
P(SU(2) x V,), con p # 0,5.

Con todo lo mostrado en esta seccion hemos probado el siguiente teo-
rema.

Teorema 3.4.2. El espacio Confs’(SU(2)) es arco-conexo y para k > 3
el niimero de componentes conevas de Confi®(SU(2)) es (k_Tl)'



Capitulo 4

Cohomologia de Conf‘];‘b(G)

En este capitulo y en el siguiente Unicamente estaremos utilizan-
do cohomologia racional, por lo tanto escribiremos H*(X) en lugar de
H*(X; Q).

El primer caso que trataremos serd el del espacio Confs”(SU(2)).

4.1. El espacio Conf®(SU(2))

En el Capitulo 3 hemos visto que
H*(Confy”(SU(2))) = H*(SU(2)/T x Confy(5*))"sve

donde T'(SU(2)) = S* como en la Seccién 1.2. Ademés en la Seccién 2.2
hemos comentado que para determinar la acciéon de W sobre

H*(SU(2)/T x Confy(Sh))
basta determinar las acciones inducidas de cada una de las siguientes:

SU(2)/T x W — SU(2)/T
(¢T,nT) — gnT
W x Confy(S*) — Confy(S')

(nT, (1, 23)) — (n:z:ln_l, nxgn_l)

En la Seccion 2.3 ya hemos determinado completamente la accion de W
sobre H*(SU(2)/T), con lo cual, falta determinar la accién de W so-
bre H*(Confy(S')). En la Seccién 1.2 vimos que W = {T,0T} X Zy y

63
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1 1

que oxo~t = x7! por lo tanto, la accién sobre Confy(S') estd dada por
I- (5131,.%’2) = (xth) yo- (.Z'l,ilfg) = (xfl7x51)'

Ahora bien, S! puede interpretarse como R/Z mediante e*™ <« [t]. Con
esta interpretacién, el producto estd dado por [t] - [s] = [t + s], el inverso
de [t] es [t]™! = [1 — t] y el antipodo, es el siguiente:
—e™ = (—cos(2nt), —sen(27t))
= (cos(2mt + m), sen(27t + 7))
= (cos(2m(t + 1/2)), sen(2m(t + 1/2)))
= 22 [t 4 1/2]
De manera similar, se tiene la siguiente interpretacion:
2
Stox St -3
(€2t e2mita) oy 1) ]

Finalmente, una interpretacion de Confy(S?) es la siguiente:

R2

7i [z,z] | x € [0,1]}

Por lo tanto, también consideraremos a Confy(S') de esta manera, segin
nos convenga.

Proposicién 4.1.1. Si consideramos la accion de W = Z, sobre S?,
dado por o -x = x71, se tiene que Confy(St) ~z, S'.

Demostracion: Observemos primero que la accion indicada corres-
ponde a o - [t] = [1 — t]. Consideremos ahora las siguientes funciones:

f : Confy(S*) — S*
(21, T2) > To
g:S" — Confy(Sh)
y = (—y,9)

Claramente las funciones son equivariantes y ademas fog = llgi. Ahora
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bien, consideremos la siguiente homotopia:

H : Confy(S") x I — Conf,(St)

([, 9, ) H{

[+t/24+ty—x)y 0<y<zx<l1
[t —t/2+ty—x),y 0<z<y<l1

Los elementos en los que podrian haber problemas de definicion son aque-
llos de la forma [z,0] = [z,1] y [0,y] = [1, y]. Sin embargo

H([z,0],t) =[x +t/2 —tz,0] = [t — t/2+ t — tx,1] = H([z, 1],?)
H([0,y],t) = [=t/2 + ty,y] = [ + ty — t/2,1] = H([1, 4], 1)

Ademds [r +t/2 +t(y — ), y| siempre es elemento de Confy(S') cuando
0 <y <z <1, yaque de lo contrario,  + t/2 + t(y — ) = y para
algin t € [0, 1], y por lo tanto, si ¢t # 1 entonces y — x = ﬁ, lo cual
no puede ser, pues y — = < 0, mientras que si £ = 1 entonces se tendria
1/2 = 0. Ningtn caso puede darse. De manera similar con el otro ca-
so. Ahora bien, observemos que Ho([z,y]) = [2,y] = Loont,s)([,¥]) ¥
que Hi([z,y]) = [y £1/2,9] = (=[], [y]) = g o f([x,y]). Por lo tanto,

go f = ﬂConfg(Sl)~

Finalmente, observemos que si [z,y] es tal que 0 < x < y < 1 entonces
[1—z,1—y|lestal que 0 < 1—y < 1—xz <1, esto es, satisface la primera
relacién, y por lo tanto, para t € [0, 1] se tiene:

H(o - [z, yl,t) = H((o - [z],0 - [y]),t) = H([1 =z, 1 —y|,1)
=[l—z+t)2+t(l-y—(1—2x)),1—y]
=[l-—2z+t/2+tx—y),1 -y

o-H([z,yl,t) =0 [x —t/2+1(y — 1),y
=[l—z+t/2+tz—vy),1-y]

Esto es, la homotopia es equivariante para todo ¢ € [0,1] y por lo tanto
una equivalencia equivariante, como deseabamos. |

Con esto podemos considerar a Confy(S*) como a S! con la accién da-
da por o - = 271, Ahora bien, la accién sobre la cohomologia H*(S?!)
que induce la accién de Zs sobre S! es la inducida por 1: St — Sty
o: 8" — Sl 2+ 271 Observemos que H*(S') = 0 cuando k # 0, 1,
por lo tanto, basta ver la inducida sobre H°(S') 2 Z y H'(S') © Z. La
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funcién 1 induce la identidad tanto en H® como en H', mientras que la
funcién o induce la identidad en H® ya que S! es conexo.

Para ver la inducida de o en H'(S'), veamos primero la inducida so-
bre la homologia:

1R

Hl(sl) 71—1<Sl>abgzabgz

Hy(S") = (S = Ly 2 Z
La inducida en el grupo fundamental, o, es tal que o.(1) = —1, ya que
o manda al lazo cuya clase genera 7(S!) al reverso. Por lo tanto, en
la inducida en homologia se tiene también o,(1) = —1. Finalmente, la

inducida o* en H'(S') corresponde a la transpuesta de H;(S'), que en
este caso vuelve a ser o,. En resumen, la accién inducida sobre H* es la
siguiente:
Zy x H(S') — HO(Sl)
(0,2) —
Zy x H (51)—>H( 1
( g, )'_> -
En términos de representaciones, se tiene
H(SY) =1 HY(SY =0

Ahora podemos pasar a calcular la cohomologia de Confi”(SU(2)) di-
mension a dimensién. Para ello usaremos lo visto en la Seccién 1.8.

Ya que el espacio es conexo por lo visto en el capitulo anterior, se tiene
que

H°(Conf3*(SU(2))) = Q
Para la dimension uno, se tiene usando el Teorema de Kiinneth que
H'(Conf3*(SU(2))) = [H'(SU(2)/T x Confy(S))]*
= [H(SU(2)/T) ® H'(Conf,(S"))
@ H'(SU(2)/T) ® H°(Confy(S"))]*
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Usando las equivalencias homotdpicas equivariantes antes calculadas, ob-
tenemos que

H'(Confy’(SU(2))) = [(H*(S*) @ H'(S") & (H'(S%) ® H°(S"))]*
g[( 0)& (0®0)]” = [1® o)™

IIZ

=0

Para la dimension 2, se tiene que

H?(Conf3”(SU(2))) = [H*(SU(2)/T x Confy(S"))]*
[(H?(S%) @ H°(SY))
(H'(S%) @ H'(S")) ® (H(S%) @ H*(S")))*
[o—®1) (0®0)®(1®0)]*
=0

S

IIZ

Para la dimension 3, se tiene que
H?*(Confy"(SU(2))) = [H*(S5*) ® H*(S") @ H*(S?) © H'(S")
® H'(S%) @ H*(S) @ H(S*) @ H*(S"))™
=[0el)®(c®o)®(0®0) 6 (1®0)™
~ 122 > Q)

En dimension k£ > 4, en todos los términos involucrados en el isomorfismo
de Kiinneth aparece al menos un cero, lo cual muestra que

H*(Conf3*(SU(2))) = 0

En resumen:

Q sin=0,3
0 en otro caso

H"(Confy”(SU(2)); Q) = {

La cohomologia de Conf3”(SU(2)) es también la cohomologfa de SU(2) = S°.
Esto da lugar a intuir que Confi’(SU(2)) ~ S°. Esto es cierto, como lo
muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.1.2. El espacio Confs’(SU(2)) es homotdpicamente equiva-
lente a SU(2).
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Demostracion: Consideremos las siguientes funciones:

f: Confi(SU(2)) — SU( )
(A, B) =
g:SU2) — Confgb(SU(Q))

A (A, —A)

Se tiene que fog = lsye) y 9(f(A, B)) = (A, —A). Veamos que g o f es
homoétopa a 1 gg,mb(sp(2))- Consideremos la siguiente homotopfa:

H : Confs?(SU(2)) x I — Conf5*(SU(2))

t(—A)+(1—-t)B
(A, B,t) — (A, [[t(—A) + (1 —t)B||>

donde consideramos A, B € R* y || - || la norma correspondiente en R*.
Veamos que H se encuentra bien definida: primero, si sucediera que
l|t(=A) + (1 — t)B|| = 0, entonces tA = (1 —t)B, con lo cual, nece-
sariamente t # 0 y t # 1, por lo tanto, A = %B. Ya que % >0y
A BeS? entonces A = B, lo cual no puede ser. Ahora bien, si sucediera

A)+(1-t)B ‘
que A m se tendria

||t(=A)+ (1 —t)B||[A=t(—A)+(1—-1t)B

con lo cual, (|[t(=A)+ (1 —¢)B||+t)A=(1—-t)B,y yaque A, B € S3
y A # B, entonces B = — A, de donde

(I[t(=4) + (1 =) (=A)[[+ A =t -1)A

conlocual, 1+t=t—-1y por lo tanto 1 = —1, lo cual no puede ser.
En conclusién A # Hig ﬁ;i(i i

b Finalmente, ya que A, B € H son de

norma 1 y son tales que A A, se tiene que las partes imaginarias

de A y B son paralelas, dlgamos
A=a+bi+cj+dk B =e+ \bi + \cj + Mdk

Con lo cual,

t(-A)+(1-t)B _ t(—a) + (1 —te) t+(1—=1t)A bi
t(=A)+ (@ =)B[  |[t(=A)+ A =Bl [[t(=A)+ (1 - 1)B]|
t+ (1 —1t)A , t+(1—t)A

(=) + T —0B[7 T =A+ 1 -0B]
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y por lo tanto, las partes imaginarias de A y % son paralelas

y asi conmutan como elementos de H. En conclusion, la homotopia con-
siderada esta bien definida. Esta homotopia claramente es continua y es
ta]. que H() = ]I'Confgb(SU(2)) y H1 =go f .

4.2. El espacio Conf?*(SU(2))

En la Seccién 3.1 mostramos que la funcion

Y : SU(2)/T xw Confy(T) — Confi(SU(2))
9T, (t1, - ti)] = (gtrg ™, gtrg )

es suprayectiva, continua y cerrada. Ahora bien, supongamos que

w([gTv <t17 7tk)]) = wthv (817 X Sk)])

Se tiene entonces que h~lgt;g~'h = s;, ya que k > 3 entonces existe
t; # {£1}, por lo tanto, h~'g € N(T) (como hemos comentado en la
Seccién 1.2). Asi que existe n € N(T') tal que h™'g = n. Observemos
entonces que

(9T, (t1, .., tr)) - n~t = (gn T, (nt;n~ .. ontpnh))
= (hT, (h_lgtlg_lh, s h_lgtkg_lh))
= (hT, (Sl, ey Sk))

Esto es [¢T), (t1,...,tx)] = [hT, (1, ..., sx)]. En conclusién 1 es también
inyectiva y asi un homeomorfismo. Por lo tanto

Confs*(SU(2)) = SU(2)/T xyw Confy,(S)

Teorema 4.2.1. El espacio Confi’(SU(2)) es homotdpicamente equiva-
lente a |_| S? x St cuando k > 3.

(k—1)!
2

Demostracion: En la Seccién 2.3 mostramos que SU(2)/T =y S,
donde la accién de W sobre S? es la antipodal. Y en esta seccién mos-

tramos que Confy,(S') 2y |_| S con la accién comentada. Asf que
oE€SK_1

SU(2)/T xw Confy(S') = 8% xy | | S'

o€SE_1
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En este cociente, cada elemento (z, a,,) de la componente conexa S? x S}
se relaciona tnicamente con el elemento (—z, ;') de la componente
conexa S% x S1. Asi que toda la componente conexa S? x S! se identifica
tinicamente con la componente conexa S? x S, por lo tanto, se tiene que

Conf(SU(2)) = 8* xw | | &
oE€Sk_1
>~ | | $?xs

(k—1)!

3 |

Con la equivalencia mostrada, y teniendo en cuenta que los grupos de
cohomologfa de S? y S! son conocidos, es posible calcular los grupos de
cohomologfa del espacio Confi”(SU(2)).

Corolario 4.2.2. El espacio Confi’(SU(2)) tiene los siguientes grupos
de cohomologia cuando k > 3:

(k—1)!

Q= sin<3

0 en otro caso.

H"(Confi(SU(2)), Q) = {

4.3. Cohomologia de Conf5*(U(2))

Hemos visto que W = Z, actia sobre U(2)/T y Confy(T) de la si-
guiente manera:

UR2)/TxW —U(2)/T
(9T, nT) — gnT
W x Confy(T") — Confy(T')
(nT, (A, B) — (nAn~',nBn™1))
La accién inducida de W sobre U(2)/T ya fue calculada en la Seccién 2.3,
asi que basta calcular la accién inducida sobre Confy(7"). Consideremos
ahora A = (a1, a2) € T. En la Seccién 1.3 hemos visto que el elemento o

es tal que 0 Ao~! = (ag,a;). Asf que la accién del grupo de Weyl sobre
Confy(T') esta dada de la siguiente manera:

o - ((x1,22), (y1,92)) = (22, 21), (Y2, 1))

De la Proposicién 1.5.6 se tiene que Confy(7) =2 T x (T'— {1}). Para dar
una accién del grupo de Weyl sobre T' x (T — {1}) de tal manera que el
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homeomorfismo sea equivariante debe cumplirse:

o ((‘rla xQ)v (ylv 3/2)) = ¢(U ’ 90((1‘17932)7 (yla y2)>)

donde las funciones ¢ y ¢ corresponden a las de la Proposicién 1.5.6.
Desarrollando la expresion se obtiene que la accion es

o - ((z1,22), (y1,92)) = ((z2, 21), (Y2, 1))

Ahora bien, consideremos a T — {1} como el cuadrado unitario I x [
menos el centro, en el que se identifican los lados paralelos, junto con
la accién de Zs sobre T — {1} que es tal que o - (z1,22) = (22, 71).
Observemos que el subconjunto de 7' — {1} que consta de los lados del
cuadrado es homeomorfo a SV S! y la accién sobre T'— {1} restringida
a S'v S corresponde a la accién que es tal que o - (s); = (s)s, donde
()1 representa al elemento s € S} y (s)2 al elemento s € S3. Ademds es
claro que la accién sobre T'— {1} es tal que

o (x1,22) + 0 (y1,y2)

o ((z1,72) + (y1,2)) :
t(o - (z1,22)) + (L —t)(0 - (y1,92))

o (t(r,22) + (1 =) (y1,92))

Consideremos entonces a las siguientes funciones:

p:T—{1} — S*v St

i:S'v St — T {1}
donde p es la proyeccién radial desde el centro del cuadrado hacia los
lados e i es la inclusion de los lados paralelos en el cuadrado. Notemos

que p es tal que p(o-(x1,x2)) = 0-p(z1,x2) y por tanto p es equivariante,
e 7 también lo es, pues

i(o - (s)) = i((s)2) = (0, 5)
o (i(s)) = (5,0) = (0,5)

Ademsds estas funciones son tales que poi =1 e iop(xy,xs) = p(x1,T2).
Sea ahora la siguiente homotopia:

H:(T-{1})xI —T—-{1}
(x,t) = (1 —t)p(z) + ta

Se encuentra bien definida ya que el segmento que va de p(x) a = no pasa
por el centro. Esta H es tal que Hy(x1,22) = p(x1,22) =i 0 p(z1,22) y
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H, =1 y ademas

H(o - (z1,22),t) = H((x2,21),1)
= (1 —t)p(z2, 21) + t(xa, x1)
= (L=1)(0 - p(x1,32)) + t(0 - (21, 22))
=0 H((z1,22),1)

Por lo tanto, T — {1} ~z, S' Vv S§! y asf también

T x (T —{1}) ~, T x (S* v S")

Veamos ahora cémo es la accién que induce en H*(T) y H*(S' Vv S'), lo
cual corresponde a ver la inducida de ¢ en las cohomologias respectivas.
Ya que T'y S*V.S! son conexos, se tiene que la inducida de o sobre H°(T)
y H(S' Vv S') es trivial. Ahora bien, se tiene que los lazos que generan
el grupo fundamental de T son a = (™ 1) y 8 = (1,e*™), estos lazos
son tales que o -a =By o- B =a. Yaque m(T) = m(T)q se tiene que
la inducida o, en H{(T) = Z & Z es la inducida o, en m(T) 2 Z ® Z,
la cual es tal que 0,(0,1) = (1,0) y 0.(1,0) = (0,1) y esta representada

por la matriz
01
10

Por lo tanto, la inducida en H(T') es la transpuesta de o, que vuelve
a tener la misma expresién. Ahora bien, se tiene que H*(T') = Ag(z,y)
con |z| = |y| = 1, donde z y y corresponden a (1,0) y (0,1). Ya que o*
es multiplicativa y xy es un generador de H*(T) = Q, se tiene que

o-xy=(0-z)(0-y)
=yr = —ay

Con esto se ha determinado la inducida en H*(T). Veamos ahora un
andlisis similar para H*(S' v S'). Los lazos que generan el grupo fun-
damental de S] V S5 son a = (e*™); y f = (e*™),, los cuales son
tales que 0 -a = f y o0 - = a. Por lo tanto, la inducida o, en
m(StVv SY) = Fyestalque o-a =by o-b= a Luego, la inducida
en H'(S* Vv S) = Hom(m(S'V SYuy; Q) = Q @ Q es también tal que
o-(1,0)=(0,1) y - (0,1) = (1,0). En resumen, la accién del grupo de



4.3. COHOMOLOGIA DE CONF2B(U(2)) 73

Weyl viene dada por:

HYT)=Q H(T)=QeQ  HY1)=Q

orr==x o-(z,y) = (y,x) o-x=—x
HO(S'v sY)~Q HY(S'vSh=QaeQ
g-T=1I U(Ct?,y):(y,l')

En términos de representaciones y usando la Proposicion 1.8.8 se tiene:
HY(T) =1 H(T)=1®0 H*(T)=0o
H(S'v S =1 H'(S'vSYHY=1®0

Con esto ya podemos calcular la cohomologfa de Conf3*(U(2)).

En el capitulo anterior vimos que Conf3’(U(2)) es conexo, por lo tan-
to,
H°(Confy”(U(2))) = Q

Para la dimension 1, se tiene que

H'(Confy"(U(2))) = [H'(U(2)/T) @ H°(Confy(T))
& H(U(2)/T) ® H'(U(2)/T)]*
Ya que Confy(T) ~z, T x (St v SY) y U(2)/T =z, S* (lo cual implica
HY(U(2)/T) = 0), se tiene, usando de nuevo el Teorema de Kiinneth y
el Lema 1.8.7, que
H'(Confy"(U(2))) = [H"(S*) @ [HN(T) ® H(S" v )
® HY(T) ® H'(S' v s1)])%
=le[((lenel)de (1 (1 0))]>
=(202)*=QaQ
Para la dimensién 2 se tiene
H*(Confy”(U(2))) =[H?(5%) @ H*(T x (S' v 5"))
© H(S?) @ (HYT) @ H*(S' v SY)
oy HQ(T) ® HO(Sl v Sl))]Zz
(cel)e(le(leo)@(ldo))a (0®1)))]™
ce(lene@al)eod”
2@40]”>2QaQ
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Para la dimensién 3 se tiene:
H3(Confs>(U(2))) = [H*(S?) ® (H*(T) ® H'(S* v S))
® H*(S*) @ (HY(T) ® H'(S' v S1)
® HY(T)® H°(S' v S1))]%
®(@(1lao)d(c®(1®(1d0))

=1

o ((loo) 1))
=lconocal)e(cal)”
= [B®30]? =Q

Para la dimensién 4 se tiene

H*(Conf3"(U(2)))

[H*(S*) @ (HI(T) ® H'(S' v S))
(H*(T) ® H(S' v §1)))*
re((leoe(leo)e(lea))”
[ 1

= |

S

col)®(leo)®(col)™
3+ 30]2 =Q*

Para la dimensién 5 se tiene que:

H?(Conf3”(U(2))) = [H*(S*) @ (H*(T) @ H'(S" v S"))|*
=[c@ (@ (1e0))”
=[1+0”=Q

Si k > 6, cada uno de los términos involucrados en la férmula de Kiinneth
tiene un cero, por lo tanto:

H*(Confs(U(2))) =0

En resumen, obtuvimos lo siguiente:

Q sin=0
Q% sin=1,2
H™(Confs®(U(2)),Q) =2 { Q® sin=234
Q sin=5
\0 en otro caso.
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4.4. Cohomologia de Conf$*(U(2))

Recordemos que H*(Confs”(U(2))) = [H*(U(2)/T x Confs(T))]% vy la
cohomologia de U(2)/T esta calculada en la Seccién 2.3, entonces basta
conocer la cohomologia de Confs(T"). Ya que

Confs(T") =2 T x Confy(T — {1})

lo que haremos primero seréd calcular H*(Confy(T — {1})) y deducir la
accion de Zsy sobre esta cohomologia. Consideraremos a Confy (T — {1})
como en la Seccién 1.6, donde T'= R/Z x R/Z y un punto de 7" es deno-
tado por sus coordenadas (u,v), con u,v € [0, 1]. Consideremos también
a los puntos y; = (1/8,1/8) v yo = (2/8,2/8), de esta forma, 1 y 2
estan fijos bajo la accion de Zs.

La fibracién de Fadell y Neuwirth [13] se ve de la forma

T —{1,y:} -5 Conky(T — {1}) 2 T — {1}
y = (y1,v)
(r,y) =z

Esta fibracién da lugar a una sucesion exacta larga entre los grupos de
homotopia de los espacios involucrados. Observemos que

T—{1,3} ~S'vsvst T—{1} ~S'v st

y por lo tanto (T — {1,111 }) = F3 y m (T —{1}) = F,. Ademéds si k > 2
entonces

7Tk(T - {1}) = Wk(Sl V Sl) = Wk(E) =1

donde E es el cubriente universal de S* Vv S!, el cual es contractil. De
manera similar se tiene que 7, (T — {1,11}) = 1 si &k > 2. Se tienen
entonces las siguientes sucesiones exactas cortas:

1 — Fy = m(Confy(T — {1})) 25 F — 1 (4.1)
1 — m(Confy(T — {1})) — 1
Por lo tanto, Confy(T — {1}) es un K (m(Confy(T — {1})),1) y asi
BWl(COHfQ(T - {1})) ~ COIlfQ(T - {1})
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Ahora bien, en la Seccién 1.6 vimos que 71 (Confy (T — {1})) es generado
por los elementos as, as, bo, b3 v Bas que satisfacen las siguientes relacio-
nes:

[a27a3] = [bzybg] =1
la;, Bas) = [bi, Bas] =1
[bs, agagl] = [bsbila as] = Bas

y donde Bas(t) = (y1,7(t)). Consideremos ahora a los espacios
T —{1,y1} Confy (T — {1}) T-—{1}

basados en los puntos 4o, (y1,¥2) v y1 respectivamente. Con esto las fun-
ciones p e 7 son funciones basadas. Consideremos también a los grupos
fundamentales basados en los puntos dados con esta presentacién:

Bem(T-{1)=(h)  BEm - {Ly)) = {57k

donde los lazos correspondientes I — T — {1}, T — {1, 4;} son los si-
guientes:

v(t) =y — (0,1) o(t) = y2 — (0,1)
h(t) =y — (t,0 7(t) =(t)
h(t) = y» — (t,0)

Con esto es claro que las funciones 7, y p. son tales que:

iw (T — {1,151 }) — m(Confy (T — {1}))
U b3
T+ Bag
hs as
ps : m(Confy (T — {1})) — m (T — {1})

as — h
by — v

az, by — 1

La sucesién exacta corta (4.1) induce una fibracién homotoépica entre los
espacios clasificantes de los grupos involucrados, que salvo homotopia
es la fibracién de Fadell y Neuwirth. Ya que BFy; ~ S'v Stv Sty
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BF, ~ S'v S! la fibracién tiene la siguiente forma:

Stv Stv St — Confy(T — {1}) — St v S*

Esta fibracion nos da una sucesion espectral de Serre que es tal que:

EYY = HP(S1 Vv Sl;ﬂq(Sl v Stv st Q)
= HP"9(Confy(T — {1}); Q)

donde H(S'v StV St Q) indica que los coeficientes son locales, esto es,
es el grupo HY(S' Vv S'v S Q) en el cual acttia 7 (S v S) por medio
de la accién inducida por la fibracién. Ahora bien, ya que para k > 2 se
tiene que H*(S1 v S*) = H*(S' v S v S') = 0 entonces la pagina Es se
ve de la siguiente manera:

0 0 0
HO(S'v Sy HY (ST v Stv St HY(S v SLHY(S VSTV SY)) 0
HO(Sv St HO (ST v Stv sty HY(S v SLHO(ST v ST S 0

Los diferenciales son todos iguales a cero, por lo tanto, la pagina Fs
corresponde a la pagina E.. Asi que la cohomologia de Confy(T" — {1})
esta dada por:

H°(Confy(T — {11))
H'(Conf,(T — {11))

HO(S' v sY HO(ST v St v st
HO(S' v st HY (ST v St v st
( )

)

HY(S'v S HO(SY v Sty St
HY(S'v St HY (S v Sty St
0 sik>3

S

H?(Conf,(T — {11))
H*(Confy(T — {1}))

NSNS
o RS B U O
e N N N

(4.
(4.
(4.
(4.
(4.

A continuacién determinaremos cada uno de los términos involucrados
en la sucesion espectral, para ello determinaremos primero la accién de
m(S' v S1) sobre las cohomologias respectivas. Para ver la accién de
los generadores h y v, primero tomamos ay € p,'(h) y by € p;t(v).
Consideramos para cada x € Fjy los elementos Cy(z) y C,(x) definidos
mediante

i (Ch(x)) = agiy(z)ay " i (Co(w)) = baiy ()b
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Estos elementos estan bien definidos ya que i, es inyectiva. Con esto se
obtienen homomorfismos C},, C, : F5 — F3 . Observemos entonces que:

agi(D)ay ' = aghsay’ boin (5)b3 1 = bobsby ! = by
Aol (f)agl = a2323(12_1 = B23 ng*<f)bQ_1 = 1)2323[)2_1 = B23
agi*(ﬁ)agl — a2a3a2—1 = as b2®*<l~1)b2—1 — b2a3b2_1

De la presentacion del grupo 71 (Confy (7 — {1})) se tiene que:

3 = (305 bzagaz by
= a2_163a2 = CL;IB;;bgag
= a3a§1b3a2a§1 = B;slbg
= a;lagbgagl&g = Bz_glbg
= a3b3a51 = CLQBQ_31b36L2_1 = B2_31a2b3a2_1

= agbgagl = ngagbga:;l

De manera similar, de Bsg = bsb, 1a3b2b§1a§ ! se puede concluir que
boazby; ' = By3'bzaszb;'. Por lo tanto, C), y C, tienen la siguiente regla
de asignacién en los generadores:

ChZF3—>F3 CUZF3—>F3
o+ Fhoh™! b0
T V7T 7T
hs h hs 7 'oho!

Siguiendo con el procedimiento para obtener la accién de los genera-
dores h y v, ahora debemos considerar modelos para [BCy] y [BC,,
esto es, funciones o, : S'v Stv St — Stv Stv St tales que
la] = [BCy] y [B] = [BC,] y usar éstas para obtener la accién inducida
en H'(S*v S1v St). Sin embargo, ya que SV SV .St es arco-conexo, sin
importar los modelos considerados, se tendrd que la accién de (S Vv .S1)
sobre H°(S'v S1v S es trivial.

Ahora bien, para ver la accién sobre H!(S' v S' v S1), recordemos que
a:Stv Sty St — STV STy St es un modelo para [BCy] siy sélo si el
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siguiente diagrama conmuta:

(T = {L,y}) — (T — {1,1})

- -

m(Stv Sty S — s (ST Sty S

De igual manera para [BC,]. Asi que sin importar cual sea el modelo,
sabemos cudl serd la accién inducida en 7;(S* v S* v S), y ya que

Hi(S'vS'vSY2m(S'vS'V Sy 2m(T — {1, y1})a

entonces también podemos obtener la accién inducida en Hy (S*v StV St),
esta accion viene dada por:

(Ch)y : Hy(S*v StV SY) — H(S'v StV Sh
€y > Cp €y
e, — e,
en — ep

(Cyp)s s Hi(S'V STV SY — Hy(STv Sty St
€y — €y
e, — e,

ep = ep — €,

donde e,, e, y e, son las clases de los elementos @, 7 y h en Hy(S'V.S'V.S1).
Las funciones (C,). y (Cy)« estén representadas en la base {e,, e,, e, } por
las siguientes matrices:

100 10
C.=[1 1 0 C)=[0 1 -1
00 1 0 0

Asi que los duales C} y C estdn representados en H'(S' v S* Vv S') con
la matriz transpuesta respectiva, esto es:

110 1 0 0
ci=1010 cr=(0o 1 o0
00 1 0 -1 1

Siendo esta la accién de Fy sobre H(S' Vv StV S1). Asi que ya hemos
descrito como actiia m; sobre las HY respectivas, por lo tanto, ya podemos
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calcular las cohomologias involucradas en la sucesién espectral.

Ya que la accién de F; sobre HY es trivial, entonces
HO(S'v SY HO(ST v St vish)) =2 HY(S'vShQ) = Q
HY(S'v SY; HO(ST v st v sh)) = |/t (81 v St Q) = Q?
Ahora bien, recordemos que HY(X; M) = M™X) " asi que
HO(S*v S HY (S v Stv SY)) = HY (ST v Stv S (4.7)
Si (z,y,2) estd fijo bajo Cy y C¥ entonces (z,y,z) = (v + y,y,2) ¥y
(x,y,2) = (2,9, —y + z), de donde y = 0. Esto es, los puntos fijos corres-
ponden a los de la forma (z,0, z). Por lo tanto

H(S'V SV S 2 (@) = {(2,0,2) € Q") = @
Asi que
H(Confy(T — {1})) =2 Q H'(Confy(T — {1})) = Q

Para calcular el término restante H*(S'v S*; H'(S* v S' v S')) haremos
uso de la sucesién de Mayer-Vietoris con coeﬁc1entes locales. Considere-
mos los siguientes abiertos:

U= V=

Estos abiertos son tales que U,V ~ St UUV = Stv Sty

unv =

con lo cual, U NV ~ pt. Tenemos entonces la siguiente sucesion exacta
larga:

0 HO(ST v SY; M) — HO(SY; M) & HO(S'; M)

l

HY(SY; M) & HY(S*, M) < HY(S' v S%; M) HO(pt; M)

£
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donde M = H'(S*v S'Vv S';Q). Los coeficientes locales de cada término
en la sucesion de Mayer-Vietoris heredan la accién del grupo fundamen-
tal restringido a los espacios correspondientes. Esto es, mi(pt) actia de
manera trivial sobre M, mientras el generador de uno de los 7 (S!) actia
sobre M mediante C} y en el otro mediante C;. Ahora bien, el término
HO(S' v S'; M) ya fue calculado en (4.7), mientras que en los demés
términos se tiene lo siguiente;

HOU; M) = H(SY; M) = H'(S' v §' v s = @Q?
HOV;M) = HY(S' M) = H'(S' v §' v §')C = @?
Luego, teniendo en cuenta que H'(X, M) = M, (x) cuando m(X) es
ciclico e infinito (ver pag. 58 de [6]), se tiene que
H' (S M) = H'(S'V SV SYe:
=Q/((x,y.2) = (x + 9,9, 2))
=~ Q*/{(y,0,0)) = Q°
HY(SY M)~ HY(S'v STV SYes
= Q°/((2,y,2) — (2,9, 2 —y))
=~ Q%/{(0,0,y)) = Q°

Se tiene entonces la siguiente sucesion exacta en la que se encuentra el
término que nos interesa:

f

Q3

l

0<——Q* @ Q*< HY(S*v St M)

0_)_@29_@2@Q2

donde f es la inclusién de los puntos fijos, esto es, i(z,y) = (z,0,y) y
f(u,v) =i(u) —i(v). Es claro que Im(f) = Q? y por lo tanto

Coker(f) = Q*/Q? 2 Q
Con lo cual, se tiene la siguiente sucesion exacta corta:
0—=Q— HY(S'V S M) —~Q? & Q0
Ya que Q? @ Q? es libre, entonces esta sucesién se escinde, y asf

H'(S' Vv SH M) =@’
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Por lo tanto, H?(Confy(T — {1})) = Q5. Con esto se ha logrado calcular
la cohomologia racional de Confy (7" — {1}).

Ahora bien, recordemos que la acciéon de W = {1, o'} sobre Confy (T — {1})
es tal que o - ((z1, z2), (y1,92)) = ((z2, 1), (y1,y2)) ¥ estamos interesados
en saber la accién inducida sobre la cohomologia. Ya que Confy(T"—{1})
es conexo, se sigue que en H°, esta accién es trivial. En dimensién 1, los
generadores del grupo fundamental de Confy (7" — {1}), son tales que
U'a2:b2 U'G3:b3 O"bgzag 0-b3:a3
Por lo tanto, en H'(Confy(T — {1})) = Q* la accién es tal que
g€l = €9y g€y = €1 0 -€3 = €4 0 -€4 = €3
En términos de representaciones se tiene:

H°(Confy(T — {1})) =1 H'(Confy(T — {1})) = 2@ 20

Ahora bien, para determinar la accién sobre H?, recordemos primero que
Confy (T — {1}) era parte de la siguiente fibracién homotépica:

STV STV St — Confy(T — {1}) -5 S' v S
(x,y) = p(2)

donde p es la proyeccién radial del centro del toro hacia su 1-esqueleto con
su C'W-estructura usual (esto tltimo ya que p es un modelo para [Bp,]).
Ahora bien, la accién de Zy sobre Confy(T'—{1}) induce una accién sobre
Stv Sty sobre StV StV St de tal manera que p es equivariante. Tal
accion sobre StV Sty StV St v S respectivamente estd dada por:

o (s)1 = (s)2 o (s)1 = (s)3 (4.8)
o (s)2 = (sh o (s)2=(s"")s (4.9)
o-(s)s=(s) (4.10)

Ya que H?(Confy(T — {1})) = H'(S' v S:; HY(S' v StvS)) =2Q° yla
sucesion espectral de Serre es natural respecto a funciones entre fibracio-
nes, basta conocer cudl es la accién sobre H(S' v S'; H'(S*v S*v S1)).
Recordemos que en el argumento anterior obtuvimos la siguiente sucesién
exacta corta:

0 —> Coker(f) - HY(S' v 8%, M) % HY (S M) & H'(S}: M) — 0
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Ya que la sucesion anterior se escinde y estamos tratando con una accion
de un grupo finito, entonces existe una escisién equivariante
ro HY(Sy; M) @ H'(Sy; M) — HY(S' v S*5 M)
Asi que la accién de Zy sobre H'(S}; M) @ H'(S}; M) determinaré la
accién sobre Im(r) = Q* C H'(S* v S'; M). Esta accién es la que viene
dada en 4.8. Ya que
H'(S;: M) ® H'(Sy; M) = H'(S'V S'V §)e; @ H'(S' v SV ey
g<U1,7’1,h1>ab (v2, 79, ha)ab
(h1) (v2)
= <67 f1> D <f27 h>

Dado que la accién de o sobre S§ V S3, manda los elementos de S} a Sj
y viceversa, y considerando la accién de o sobre SV StV St se tiene que

U'Ulzhg g-T1 = —Ty U'h1:1}2
J'nghl g Ty9 = —T1 U'h2:U1
y por lo tanto
-v=nh -h=29

1= —T2 O"fzz—fl

Q
Q

IR

O’ .

Asi que falta determinar inicamente la accién de o sobre el tltimo gene-
rador de H'(S* v S*; M). Recordemos que

H'(S" v 8" M) = Coker(f) @ (H' (S1; M) ® H'(Sy; M))
~Qo Q' eQ)
mediante el isomorfismo que viene dado por
p: Qe (Q®Q*) — H'(S'V S, M)
(m,p) = 6(m) +r(p)

Asi que el tltimo generador es el que viene dado por 6(73), donde 73 es
el generador de Coker(f). Ya que

f:QPeQ* — HY(S'vS'VSY) = (v, h)aw

e Im(f) = (v, h), entonces Coker(f) = Qrs3, y ademés o - 73 = —73. Por
lo tanto, el elemento en el que estamos interesados es o - §(73). Ya que
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0-6(73) = 0*(8(r3)) donde o : (STVSHL U, V) — (S'V S V,U), se tiene
que el siguiente diagrama debe ser conmutativo:

QWA 5 pgiy g

o* o*

Q o~ HO(IZ?(J[{);M) & Hl(Sl vV Sl)

Y de aqui se sigue que 0*0d = §’oc™*, donde § es la funcién borde de la su-
cesién de Mayer-Vietoris que induce la inclusién iy : UNV — Sty St
y ¢ es la funcién borde que induce la inclusién iy : VNU — St v St
Ya que o - 73 = —73 entonces o*(x) = —z. Veamos ahora que la funcién
0" que induce iy es —0.

Consideremos [e] € H*(U NV), el elemento [d(e)] resulta de un proceso
en el que primero se toma un elemento

(a,b) € C°(U) @ C°(V)

tal que if(a) — i7(b) = e. Luego, aplicamos la funcién § para tener

el elemento (4(a),d(b)) € CHU) & CY(V) y finalmente un elemento
m € CY(S'V SY) tal que (jif(m), i (m)) = (6(a),d(b)) es asignado al

borde. Esto es, [d(e)] = [m] , donde las funciones
ip:UNV —U iv:UNV —V
jUZU—>Sl\/Sl jviv—)Sl\/Sl

son las respectivas inclusiones. Por otro lado, con el proceso andlogo del
mismo elemento con la otra sucesion, se tiene primero que el elemento
(=b,—a) € CO%(V) @ C°U) es tal que if:(—b) — i*(—a) = e. Luego,
aplicando la funcién 4 se tiene el elemento (6(—b),d(—a)) € CY(V) @
CY(U). Y finalmente, tomando el elemento —m se tiene que

(v (=m), ju(=m)) = (=4(b), =6(a))

Por lo tanto, el valor asignado correspondiente es —m, esto es,

[5'(e)] = [=m] = [-d(e)]
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En conclusion, la accién de o sobre §(73) es la trivial, pues:

- o(F ))—5’ "(73) = 0'(=T3)
—0(=73)) = 0(7s)

Con esto ya se tiene una descripcion de la acciéon sobre los generadores,
la cual da por resultado la siguiente accién sobre Q°:

g - (Jfl, T, X3, T4, ./E5) — (.Z’5, —Ty4, T3, —T2, Il)
En términos de representaciones y usando la Proposicion 1.8.8 se tiene:
H?*(Confy(T — {1})) =3d 20

Teniendo en cuenta que la accién sobre H*(T') es como en la seccién an-
terior y que U(2)/T 2, S?, ahora podemos pasar a calcular los puntos
fijos de la accién en cada dimension de las cohomologias.

Ya que Conf5’(U(2)) es arco-conexo, entonces
H°(Conf3"(U(2))) = Q
Para la dimension 1 se tiene que
H'(Conf3*(U(2))) = HY(U(2)/T x Confs(T))%
= [H°(S%) ® [(H*(T) ® H'(Confy(T — {1})))
HY(T) ® H(Confy(T — {1})))]]*

D (
~1e(1®2620)a (160 1)~
>~ [3 + 30)%2 = Q3

2

Para la dimension 2 se tiene lo siguiente:

H?(Conf3"(U(2)))

I

(H°(S%) @ [(H*(T) @ H°(Confy(T — {1})))
HY(T) @ H'(Confy(T — {1})))

H(T) @ H*(Confy(T — {1})))])

H?*(S?) @ H°(Confy(T)))]*
co(1®0)®(2®20)) D (33 20)) @ o)™
©(4D40) D (33 20) @ o)™

+ 80]%2 = Q7

R & & &

~N Q

—~

12

2
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Para la dimension 3 se tiene lo siguiente:

H*(Confy”(U(2))) = [H°(S?) ® [H'(T) @ H*(Confy(T — {1}))
@ H*(T) @ H'(Confy(T — {1}))]
@ H*(S%) @ [H(T) @ H'(Confy(T — {1}))
@ HY(T) ® H°(Confy(T — {1}))]]%
Z[((1®0)®(3d020))® (0 ® (26 20))
(c®(2a2)®(1e0)))™
> (53 50) © (20 ®2) @ (20 B2) & (16 0)]>
>~ [10 @ 100]%2 = Q!°

69

Para la dimensién 4 se tiene que:

H'(Conf3"(U(2))) = [H*(S*) @ [H*(T) ® H*(Confy(T — {1}))]
© H?*(S?) @ [HY(T) @ H?*(Confy(T — {1}))
© HY(T) ® H' (Confy(T — {1}))
® H*(T) ® H(T)])*
= (e ® (3®20))
DR ((3020)®(1®0)® (20 20)) ®0))]™
~[(30®2)®(Bo®2) @ (do@4) @ 1™
= [9 @ 100]%2 = Q°

Para la dimension 5 se tiene que:

H*(Conf5(U(2))) 22 [H*(S?) ® [H'(T) @ H*(Confy(T — {1}))
® H*(T) ® H'(Confy(T — {1}))])*
~o[(100)®(3320))®(c®(2®20))]]>
> [(5®50) @ (2@ 20))"
> [7@ 7o) 2 Q"

Para la dimension 6 se tiene que:

H®(Conf3”(U(2))) = [H*(S*) @ H*(T) @ H*(Confy(T — {1}))]*
~o®0® (3®20)>
> [3®20]" = Q°
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Finalmente, si k > 7, cada término de la férmula de Kiinneth tiene un
cero, por lo tanto,

H*(Conf3"(U(2))) = 0

En resumen, hemos obtenido:

(Q sin=0
Q® sin=1,6
Q" sin=2,5
H™(Confi*(U(2)), Q) =
(ODS( ())Q) Qlo sin=23
Q% sin=4
0 en otro caso.

Ahora bien, para SU(3) y Sp(2) el toro maximal estdndar es de dimensién
2. Teniendo en cuenta que

H"(Conf(SU(3))) = é H"(SU(3)/T) ® H'(Confy(T))

=0
n

H"(Conf;"(Sp(2))) = @ H"(Sp(2)/T) @ H'(Confy(T))

1=0

y que la cohomologia racional de Conf,(7") la hemos determinado en este
capitulo para k = 2,3, entonces es posible determinar la cohomologia
racional de Confi*(SU(3)) y Confi’(Sp(2)) para k = 2,3 usando los

mismos métodos que los usados en este capitulo.

4.5. Cohomologia en dimensién 1

En esta seccién estaremos interesados en la cohomologia de dimen-
sion 1 de Confi’(G) para todos los grupos de Lie que nos interesan:
U(r),SU(r +1) 6 Sp(r). Consideremos entonces G, = U(r),SU(r + 1)
6 Sp(r), W, el grupo de Weyl de G, y T, el toro maximal de G,. Recor-
demos ahora que el primer grupo de cohomologia del espacio de k-tuplas
que conmutan tiene la siguiente descomposicion:

H'(Hom(Z*, G,)) =2H (G, /T, @ (T,)*)""
~[(H(G,/T,) ® H'(T")) & (H"(G,/T,) ® H°(T*))|""
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donde las acciones de W, sobre G, /T, y sobre (T,)* son las que vienen
dadas por

g7, - nT, = gnT, nTy - (ty, ... t;) = (ntin~t, ... ntyn ™)

donde t; € T,.. El primer grupo de cohomologia del espacio de configura-
ciones de k-tuplas que conmutan tiene una descomposicion similar:

H'(Conf*(G,)) =HY(G, /T, ® Confy(T,)"
~[H°(G,/T,) ® H'(Confy(T}))
® H'(G,/T,) ® H°(Confy(T,))]""

Las acciones de W, sobre G, /T, y Confy(T,) son las mismas que en
el caso Hom(Z*, G). Por lo tanto, la identidad 1 : G,/T, — G,/T,
y la inclusién i : Confy,(T,) — (T})* son funciones equivariantes que
a su vez inducen homomorfismos equivariantes en cohomologia. Clara-
mente la funcién identidad en G, /T, induce el isomorfismo identidad
en H°(G,/T,) y en H'(G,/T,). Mientras que para r > 2 se tiene que
Confg(T}) es arco-conexo y por lo tanto la inclusion también induce el
isomorfismo identidad i, : H(Confy (7)) — H°((T,)*).

Lo que haremos ahora es mostrar que bajo ciertas condiciones, la inclu-
sién también induce un isomorfismo en H!. Para comenzar recordaremos
el siguiente teorema dado por Birman. Este teorema es muy importante
para los resultados obtenidos en esta seccién.

Teorema 4.5.1 (Teorema 1 de [4]). Sea M una variedad cerrada y cone-
za con dim(M) > 3, entonces la inclusion i : Confy, (M) — M* induce
un isomorfismo

m1(Confy(M)) = 7 (M*)

Recordemos que T, es una variedad cerrada. Por lo tanto, para r > 3,
se tiene por el Teorema 4.5.1 que la inclusién i : Confy(T;) — (T;)*
induce un isomorfismo:

iy : m (Confy(T,)) = m((T,)F)

Ya que el primer grupo de homologia es naturalmente isomorfo a la abe-
lianizacion del grupo fundamental para espacios arco-conexos entonces
la inducida en homologia también es un isomorfismo:

o

i* : Hl(Confk(Tr)) — H1(<Tr)k)
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Ya que hay un isomorfismo natural H*(X; Q) = Hom(H;(X); Q), enton-
ces la inducida en cohomologia también es un isomorfismo:

& HY(T.)¥) = HY(Confy(T}))

Como ya hemos comentado, la inclusién es una funcién equivariante y de
igual manera la identidad, por lo tanto, si » > 3 entonces:

[H°(G,/T,) ® H(T") ® H'(G,/T,) @ H(T")|""
~ [H°(G,/T,) ® H'(Confy(T})) ® H(G,/T,) ® H°(Confy(T,))]"
Asi que en consecuencia:

H'(Confi*(G,)) = HY(Hom(ZF, G,))

La dimension del toro maximal de SU(r + 1),U(r) y Sp(r) es mayor o
igual que 3 cuando r > 3. Por lo tanto, si r > 3 se tiene lo siguiente:

= H'(Conf(SU(r +1))) = H' (Hom(ZF, SU(r + 1))
= H'(Confe®(Sp(r))) = H'(Hom(ZF, Sp(r)))

« H'(Confy*(U(r))) = H'(Hom(Z*, U(r)))
(

Ahora bien, si G = SU(r+1), U(r) 6 Sp(r) con r > 3 entonces m;(G) =0
y por lo tanto m (Hom(Z*, G)) = 7 (G)* = 0 (ver Teorema 1.1 de [17]).

De esto tltimo también se tiene que H;(Hom(Z*, G)) = 0 y por lo tanto,
H'(Hom(Z*,G)) = 0. Asf que:

= H'(Confi*(SU(n +1)))=0 sin>3
= H'(Confi*(Sp(n))) =0 sin>3
= H'(Conff*(U(n))) =0 sin>3

No todos los grupos de cohomologia en dimensiéon 1 son cero, pues en
calculos anteriores hemos mostrado que

- H'(Confy"(U(2)) = @
- H'(Conf{"(U(2)) = @






Capitulo 5

Estabilidad homoldégica

En este capitulo mostraremos los resultados que hemos obtenido sobre
la estabilidad homoldgica de los espacios de configuraciones de tuplas que
conmutan.

5.1. Definicion y propiedades basicas

Comenzaremos introduciendo la categoria FI para luego hablar de
los FI-médulos y FlI-espacios. Estos conceptos estan relacionados con la
estabilidad por representaciones como mencionaremos mas adelante.

Definicién 5.1.1. Sea {X,, ¢n}tn>0 una sucesion de espacios topoldgi-
cos junto con funciones ¢, : X, — X,i1. Decimos que esta suce-
sion es homologicamente estable en dimension m si exviste N € N tal
que ()« : Hp (X)) — Hyp(Xo41) es un isomorfismo para toda n > N.
En este caso decimos que es homologicamente estable en dimension m
en con rango estable N.

Definicién 5.1.2. Definimos la categoria FI como aquella que tiene
por objetos a los conjuntos [n] = {1,....,n} y cuyos morfismos son las
funciones inyectivas ¢ : [m] — [n].

Algunas observaciones inmediatas son que Aut([n]) = S, y que el
conjunto Mor([m], [n]) es vacio a menos que m < n. Ademads existe una
accién de S, sobre Mor([m], [n]) mediante la composicién, es decir, si
¢ :[m| — [n] y o:[n] — [n] entonces o - ¢ = 0 0 ¢. Es claro que esta
accion es transitiva y por lo tanto, cada morfismo ¢ puede ser escrito de
la forma o - 4y, ,,, donde i, , : [m] — [n] es la inclusién de [m] en [n].

91
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Definicién 5.1.3. Un FI — mddulo V' sobre un anillo R es un funtor
V : FI — R-Md&d, donde R-Méd es la categoria de R-mddulos. Un
sub FI — médulo de V' es un FI — médulo V' con V'([n]) < V([n])
submddulo para cada n y V'(¢) = V(¢)|vi () para cada morfismo ¢ en
F1I. Por ultimo, un FI — espacio X es un funtor X : FI —Top.

Observemos que si X es un FI — espacio entonces podemos componer
con el funtor H,,( ;Q) :Top— Q-Mdd para obtener un FI — mdédulo.
A partir de aqui denotaremos V,, = V([n]) y ¢. = V(¢).

Definicién 5.1.4. Decimos que un FI — modulo V' es generado en la
etapa n si para cada k > n, la union de las imagenes de V,, bajo morfismos
Ox - Vi — Vi genera Vi, Si el FI—maodulo V' es sobre un campo, diremos
que es finitamente generado si es generado en alguna etapa n y V, es de
dimension finita.

Claramente si un FI — mddulo es generado en la etapa n entonces
también es generado en la etapa r para toda r > n. Ya que todos los
modulos trabajados aqui son sobre Q y de dimension finita, entonces un
FI — médulo V' sera finitamente generado si y sélo si es generado en
alguna etapa n.

Definicién 5.1.5. Dados FI-modulos V, W, el producto tensorial V- W
es el FI— mddulo tal que (V@ W), =V, ® W,, y donde los morfismos
actuan diagonalmente.

Proposicién 5.1.6 (Proposicién 5.2 de [27]). SiV y W son FI-mddulos
de dimension finita que son generados en las etapas m yn respectivamen-
te, entonces V @ W es generado en alguna etapa k, con k < m + n.

Definicién 5.1.7. Definimos la categoria FIL, como aquella que tiene
por objetos los conjuntos [n]g = {0,...,n} con punto base 0, y los mor-
fismos son aquellas funciones basadas ¢ : [nlo — [m]o que son inyec-
tivas en el conjunto [n]y \ ¢~(0). Definimos también un FI - mddulo
como un funtor V : Fly — R-Méd y un FI,-espacio como un funtor
X : FI, —Top.

Claramente hay un encaje de FI en FI, y por lo tanto, cada FI-
modulo V' tiene un FI — médulo asociado, restringiendo a lo largo de
la inclusiéon FI — FI,. Asi que cada FIx-moédulo también puede ser
considerado un FI — médulo.
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Un concepto relacionado con los FI-mdédulos son las sucesiones consisten-
tes. Es de este tipo de sucesiones en las que originalmente se trabajaron
los conceptos de estabilidad por representaciones. De hecho los FI-modu-
los surgieron a partir de las sucesiones consistentes, como herramientas
para estudiarlas. Para hablar de estos conceptos recordaremos algunas
propiedades de S,-representaciones e introduciremos cierta notacién.

Definicién 5.1.8. Dado n € N, diremos que X = (A1, ..., \r) es una
particion den st Ay > ... > M\ > 1 y Ay + ... + A\ = n. Denotaremos
Al = n y diremos que k es la longitud de \.

Recordemos que existe una correspondencia entre las representaciones
irreducibles de S, y las particiones de n (Teorema 4.3 de [27]). Denotemos
por V, a la representacién correspondiente. Si |[A| = [, entonces para
cualquier n > [ + \; definimos

An] = (n =1, ..., \)

Claramente |A[n|| = n. Observemos ahora que cada representacion irre-
ducible no trivial de S, es de la forma V), para una tnica A. Asi que dada
una representacién V,, de S, escribiremos ¢, (V},) para la multiplicidad
de Vypy en V.

Definicién 5.1.9. Sea {V,,} una sucesion de S,-representaciones junto
con transformaciones lineales ¢, : V,, — Vi, 1. Diremos que la sucesion
{Vp, dn} es una sucesion consistente si ¢, es equivariante con respecto
a las inclusiones i, : S, — Spi1. De manera andloga se define una
sucesion consistente de S, -espacios.

Observemos que si V' es un FI —mddulo entonces podemos asociar la
sucesiéon dada por {V,,, (i,).}, donde 4, : [n] — [n + 1] es la inclusién.
Esta sucesion es tal que V;, es una S,, representacion mediante

T 2 Sp — Aut(V},)
o0V, —V,

e 14 es equivariante bajo estas acciones, por lo tanto, la sucesion asociada
es una sucesiéon consistente. Ademas, cada FI — médulo V' estd determi-
nado por esta sucesién, ya que cada morfismo ¢ : [m] — [n]| puede ser
escrito de la forma o - ¢,,,. De manera similar, si X es un FI — espacio
entonces X estda determinado por su sucesién de S, - espacios junto con
sus funciones (i, ).
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Reciprocamente, una sucesion consistente no necesariamente se puede
extender a un FI — médulo. El siguiente lema muestra las condiciones
necesarias para que esto pueda ocurrir.

Lema 5.1.10 (Lema 3.4 de [27]). Sea {V,,, ¢,} una sucesion consistente.
Entonces esta sucesion extiende a un FI—mddulo que tiene por sucesion
asociada a {Vy, ¢n} i1y 5010 81 0, 0 Pp_10...0 Py = Gp_1 © ... © Oy, para
toda o € S, tal que o(i) =i para i < m.

En este caso, el FI —mdédulo al que extiende esta dado por [n] — V,,
YV [ = 004yn > 0400y, donde ¢y, ,, = ¢y, 0...0¢y,. Nosotros estaremos
interesados tinicamente en aquellas sucesiones que puedan extenderse, y
en algunas ocasiones haremos uso del lema para tener un FI — médulo.

Definicién 5.1.11. Sea V un FI— mddulo sobre un campo K de carac-
teristica cero. Decimos que V' es estable por representaciones si satisface
las siguientes condiciones:

i) Inyectividad: Las funciones (in)« : Vi, — Vpy1 son inyectivas a
partir de una n suficientemente grande.

i) Suprayectividad: La imagen (i,)«(V,,) genera a V,, 11 como un K[S, 1]
- modulo, a partir de una n suficientemente grande.

iii) Multiplicidades: Eziste un isomorfismo de S, - representaciones

Vn = @ CA[n] (Vn>v)\[n]
A

tal que a partir de una n suficientemente grande, la multiplicidad
e (Vi) es independiente de n para cada \.

Las descomposiciones en representaciones irreducibles siempre son
Unicas, asi que las multiplicidades se encuentran bien definidas. Un tipo
de estabilidad més fuerte es el siguiente.

Definicién 5.1.12. Sea V' un FI—mddulo que es estable por representa-
ciones, donde para cada X existe Ny tal que sin > Ny entonces cxp)(Vn)
es constante. Decimos que V' es uniformemente estable por representa-
ciones si existe N = Ny para toda particion \. En este caso decimos que
V' tiene rango estable N.
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La siguiente proposicion relaciona a los FI-moédulos que son finita-
mente generados con los que son uniformemente estables por representa-
ciones.

Proposicién 5.1.13 (Teoremas 4.27 y 4.28 de [27]). Sea K un campo
de caracteristica cero y V. un FI — mddulo. Entonces V' es finitamente
generado si y solo si es uniformemente estable por representaciones.

Ahora bien, un resultado en el que estamos interesados es el siguiente,
pues relaciona el rango estable con la etapa en la que se genera un FI —
maédulo, fue obtenido por Church-Ellenberg-Farb en [8].

Teorema 5.1.14. Sea V un FIz-mddulo sobre un campo de caracteristi-
ca cero. SV es finitamente generado como FIL,-modulo en la etapa k,
entonces V' (visto como FI — mddulo) es uniformemente estable por re-
presentaciones con rango estable n = 2k.

Por tltimo, el siguiente teorema es de gran utilidad para obtener
estabilidad homoldgica en cierto tipo de espacios.

Teorema 5.1.15 (Teorema 4.20 de [24]). Sea {X,,, ¢} una sucesion con-
sistente de Sy,-espacios tal que la sucesion consistente { Hi(X,; Q), (¢n)«}
extiende a un FI-mddulo finitamente generado. Entonces la sucesion de
espacios { X,/ Sn, én} es homoldgicamente estable en dimension k, donde

bn : Xn/Sp — X1/ Sni
[z] = [¢n ()]

Si ademds el FI—mddulo Hy(X.; Q) es generado en la etapa d y extiende
a un FIL;-mddulo entonces el rango estable de la sucesion {X,,/Sy, ¢n}
es d.

5.2. FI-médulos a partir de U(r)

Sea G, = U(r) y consideremos las inclusiones estdndar:
jr . Gr — GT+1
A O
A (O 1)

Estas inclusiones son tales que j,.(7,) C 1,11, donde T, y T, son los
toros maximales de G, y G,;1 respectivamente.
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Lema 5.2.1 (Lema 6.1 de [24]). Las inclusiones estindar son tales que
Jr(Ne, (T3)) C Ne, ., (Th41) y ademds Ng, (1) /T, = S, de tal manera que
las funciones inducidas Ne¢, (1,)/T, — Ng,,,(Tr41)/Tr+1 se convierten
en las inclusiones estandar S, — S,41.

Esto muestra que la funcion ¢ de la Proposicion 3.1.5 es natural con
respecto a j,. Ademds, el isomorfismo W, = Ng (T,)/T,. = S, 6 Sy
segun sea el caso, muestra que la acciéon de Ng, (T,)/T, sobre T, dada
por nT, -t = ntn~! corresponde a la accién de S, sobre T, que permuta
las coordenadas del toro (ver pag 22 de [24]).

Retomemos la accién de W, sobre G, /T, dada por ¢T -nT = gnT y
consideremos las inclusiones inducidas

jr : Gr/Tr — Gr+1/Tr+1

AT, — (61 (1)) Totq

Se tiene que si AT, € G,./T, y nT, € W, entonces

0 1

A0 n 0

. 0
= jr(ATr) . (3 1) Tr+1

G (AT, - nT,) = j.(AnT,) = (A” O) Tyiq

Por lo tanto, la sucesién {G, /1), j.}>1 es una sucesion consistente. En
el siguiente ejemplo mostramos que esta sucesion no extiende a un FI —
modulo.

10 0
Ejemplo: Tomemos la matrizn = |0 0 —1 ], que bajo el isomor-
01 O
fismo W3 = Ss, corresponde al elemento o = (2, 3). Este elemento es tal
que o(1) = 1, sin embargo,

U*(ng(l)) = [Tg . nT3 = nT3 7& IT3 = 3173(1)

y por lo tanto, la sucesién no satisface las condiciones del Lema 5.1.10,
con lo cual no extiende a un FI — mddulo con esta accion.
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Sin embargo, los S,-médulos inducidos H,(G,/T}) si se extienden a un
FI — médulo como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 5.2.2 (Proposicién 6.6 de [24]). Las sucesiones consistentes
de W.-médulos r — H,(G,/T,) se extienden a FI-mddulos finitamente
generados.

Ahora bien, consideremos r > 1, T, = (S*)" y la accién del grupo de
Weyl W, = S, sobre Confy (7)) dada por

nT - (z1,...,2%) = (nxn~ ', ..., napn ')

donde x; € T,. Por un comentario realizado previamente, esta accién
corresponde a la acciéon de o € S, dada por la accién que permuta las
coordenadas en cada tupla:

o-((x11, xlr) s (T 1y s Th )

= ((T1,6-1(1) > T1,0-1(1))5 -+ (Thio—1(1)5 +0s Thoro—1(r)))
Consideremos también la siguiente funcion:

¢r : Confy(T,) — Confy(T,41)
((xl,la (XS] xlﬂ’)) ceey (xk,la ceey xk,r)) — ((131717 L) xl,ra 1)7 ceey ('rk,la ceey xk,ra ]-))

Es claro que si o € S, y consideramos a ¢ € S, como aquel que permuta
a los primeros r elementos mediante o entonces

Or(0 - ((T115 ooy T1g)y ooy (Th1s ooes Thr)))

= 5’ . QZST((ZL'l,l, ceny xl,r)a PN (I‘kJ, ~-~7Ik,r))

Por lo tanto, la sucesién {Confy(T,),¢,} es una sucesién consistente.
Ahora bien, consideremos n > m 'y o € S, tal que o(i) =1 (con lo cual,
o~1(i) = i) para i < m. Notemos que se tiene lo siguiente:

0 (Pp1(c(Om(x1, oy mp)) ) = (21,1, .., 1), ooy (2h, 1, 00y 1)
= Op1(ce (P, oy p)).0)

donde x; denota un elemento de T,.. Con esto se cumplen las condicio-
nes de la Proposicion 5.1.10 y por lo tanto, la sucesion extiende a un
FI — espacio con la estructura [r] — Confy(T,) y tal que a cada morfis-
mo f = 0 0iy, : [m] — [n] le asigna f. = 0.0 ¢pp @ X;n — Xy,
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donde ¢y, = dp_1 © ... 0 4. Aplicando el funtor H,( ;Q) se tiene un
FI — médulo dado por r +— H,(Conf,(T,)).

Ahora bien, recordemos que Confy(T,) = T, x Confy_1 (7, — {1}) y note-
mos que el siguiente diagrama conmuta:

COIlfk (Tf,«)

T x Confy_i(T, — {1})
ir X Jp
COka( 7’+1) —> 1y X COIlfk 1( r+l — {1})

donde 7 y j, son las funciones que agregan el elemento 1 al final de cada
tupla. Es facil verificar que la funcién j, estd bien definida y de manera
similar al caso i,, la sucesién {Confy_1(7, — {1}), .} es una sucesién
consistente que extiende a un FI—espacio con el cual obtenemos un FI—
moédulo. Ahora bien, la férmula de Kiinneth otorga una descomposicién
de la forma:

(Confk @H ® H, - Z(Confk’ 1( - {1}))

Ya que este isomorfismo es natural con respecto a funciones coordenada
a coordenada (en particular usando i y j,.), entonces ésta es una descom-
posicién en cada uno de los siguientes FI-mddulos:

T Hz(Tr) r— Hn Z(Confk 1( — {1}))
La siguiente proposicion generaliza uno de los casos que nos interesan:

Proposicién 5.2.3 (Corolario 6.3 de [24]). Para cada n > 1, el FI —
mdédulo {H,((T,)*)} es generado en la etapan y es uniformemente estable
por representaciones con rango estable 2n.

En la proposicién anterior, la estructura de FI—médulo de { H,,((T;)*)}
viene inducida por las funciones

er : (Tr)k — (Tr-i-l)k
(tl, ...,tk) — ((tl, 1), . (tk, 1))

Tomando el caso k = 1 se tiene que el FI — mddulo r — H;(T,) es fini-
tamente generado en la etapa i. Veamos a continuacion que los grupos
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H,(Conf,(T, — {1})) son de dimensién finita. Para ello mostraremos al-
gunos lemas técnicos. Recordemos primero de la Seccién 1.4 que T, es
un C'W-complejo de tal manera que el k-ésimo esqueleto de T, donde
k < r, tiene celdas de dimension k cuyas imagenes en 7). son de la forma
by X ... X b, donde a = {x | # € S'} aparece en el producto k veces
y los r — k términos restantes son pt = {1}. En particular, 7, es un
CW-complejo de dimensién r que tlene una unica celda de dimension r.
Ademas, ya que un elemento z € T , donde m < r, pertenece a un
subespacio de la forma b; x ... X b,, donde a aparece en el producto m
veces, v los restantes » — m términos son pt, entonces

Gr(2) €by X ... X b, X pt C T,ffl) C T(”)1

De manera similar, si o € S,;1 entonces 0 -z € T! +1) C T,,:)l Con esto
puede verificarse que r — T( ™ e T( Y son FI - espacios y por lo

tanto r - H(T\™), r — H, (T(T Y son FI-médulos.
(m

Veamos ahora que las funciones o, o ¢, : T m) __, T 1 inducen mor-

fismos como en la pzigina 24; sea ek con k < m, una celda de ™.

Entonces ®(e*) = b; x ... X b,, donde a aparece en el producto k veces, y
los restantes términos son pt. Por lo tanto, ¢,.(®(ek)) = by x ... x b, x pt
y ya que la accién de cada o € S,;; Gnicamente permuta coordenadas

entonces se tiene que o, (¢, (®(e?))) = by X ... X b4y, donde a aparece en

el producto k veces. Ahora bien, by X ... X er es una celda en T +1) y

por lo tanto existe ég tal que

D(ek) = by x oo x by = 0u(D((e])))
con lo cual el diagrama deseado conmuta. Asi que o, o ¢, induce ho-

momorfismos entre los complejos celulares y en homologia como en la
Seccion 1.4.

Lema 5.2.4. Sea X un CW-complejo y M un Zm (X, xo)-mddulo iz-
quierdo. Entonces los grupos CSW (X; M) del complejo para la homologia
celular con coeficientes locales son isomorfos a los grupos CSW(X; M)
del complejo para la homologia celular con coeficientes en M.

Demostracion: Consideremos al cubriente universal X como un
CW-complejo con la estructura inducida por el cubriente p : X — X.
Ahora bien, por definicién se tiene que

CV(X, M) =CSV(X) @z My CSV(X) =2SSV(X)
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donde SV (X) es el conjunto de n-celdas que tiene X y 7 = w1 (X, o).
Ya que X es el recubridor universal, la accién de (X, zo) sobre las fibras
es libre y transitiva. Como la estructura CW de X es la inducida por
X, entonces esta accion induce una accion libre y transitiva sobre las n-
celdas de X que son levantamientos de una n-celda fija de X'. Finalmente,
ya que todas las n-celdas de X son de esta forma, entonces Sew (X ) estd
en biyeccién con w1 (X, 1)SS" (X). Por lo tanto,

7SV (X) = Zm (X, 20) SV (X)

como (X, z¢)-médulos, donde 7 (X, x¢) actiia sobre Zm; (X, 29)SCW (X))
mediante ([ae) - [5] = [a * Ble. Asi que

ZSW(X) @z M =2 Zmy (X, 20)SSW (X)) @z M

Luego Zmi(X,20)SEW(X) @z, M = ZSSW(X) @ M mediante los mor-
fismos fle@m) =c@my f'(([a]e) ® m) = e ® [a]Jm. Finalmente, ya
que Cp(X; M) = ZSSW(X) ® M concluimos que

CEW(X; M) = CSV(X; M) -

Con el lema anterior ya podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 5.2.5. Si ay, ..., a5 estan en T, — {1}, entonces los grupos de
homologia de Confy(T, {1 ai,...,as}) son de dimension finita.

Demostracion: Para este caso, consideraremos a 7). con una estruc-
tura CTV similar a la de la Seccién 1.4, cambiando el conjunto pt = {1}
por pt = {x}, donde = ¢ {1, a4, ...,as}. De esta manera, los elementos
1,aq,...,as € T, forman parte del interior de la tinica r-celda de T;.. A con-
tinuacién procederemos por induccion sobre k. Por la Proposicién 1.4.7
se tiene que T, — {1, ay, ..., a5} ~ TV v Vi_, S™1 Puesto que

H,(T, — {1,a4,...,a,}) = H, (TT(”‘I) v\/ SM)

=1

y 7Yy Vi_, S™~! tiene un nimero finito de celdas en cada dimension,
entonces H, (T,—{1, a1, ..., as}) es de dimensién finita. Supongamos ahora
que el enunciado es cierto para k — 1. Consideremos la fibracion de Fadell
y Neuwirth

Confy (T, — {1,a1,...,as}) — T, — {1,aq,...,as}
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cuya fibra es Confy_ (7, — {1, a4, ..., as,as11}), donde as,1 puede ser con-
siderado en el interior de la unica r-celda de T,. Esta fibracién nos da la
sucesion espectral de Serre con los términos
E;q = H,(T, — {1, a1, ...,as};H (Confy (T, — {1, a1, ..., as, as11}))
= H,,(Confy (T, — {1, a1,...,as}))

Ya que T, — {1, a4, ...,as} ~ Ty \/i_, S"! se tiene entonces que

Hy(T, —{1,ay,...,as}; H (Confy (T, — {1, a1, ...,a5,as11}))

~ H, (TT(T_I) Y \/ S™ 1 H, (Confy— (T, — {1,a1, ..., a, as+1}))>

=1

Ahora bien, de la Proposicion 5.2.4 se tiene que

wa( T \/\/ST Y H, (Confy_ (T, — {1, ala"'7a57as+1}>)>
%JC,?W< " 1)\/\/ST Y H, (Confy_(T, — {1, alw'-a@saaerl})))

=~ oW <TT b \/\/ST 1) ® H, (Confy_1(T; — {1, a1, ..., a5, as41}))

=1

Por hipétesis de induccién, H? (Confy_1 (T, — {1, a1, ...,as,as+1})) es de
dimension finita pues 1,ay, ..., as, as11 estan en el interior de la celda de
dimensién r. Ademas, 7"V v Vi, S ! es un CW-complejo con un
nimero finito de celdas en cada dimension, por lo tanto,

CSW (Tr(rl) v/ \/ Srl)

=1

es de dimension finita y asi

C'SW< r=1) \/\/ST L H, (Confy_1(T, — {1,a;.. as+1}))>

también es de dimension finita. Por lo tanto, cada término Ezq es de
dimension finita, al ser un cociente de un subgrupo de

C«gW( r— 1)\/\/8” L. COIlfk 1(T {1,~-7a5+1}))>
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De manera similar, cada término E>% de la pdgina E* también sera de
dimensién finita, asi que el grupo Hyi,(Confy (T, —{1,...,as})) es de di-
mension finita. |

Haciendo uso de la proposicion anterior, se tiene que si el FI-modulo
r +— H,(Confy(T, — {1})) estd generado en alguna etapa, entonces es fi-
nitamente generado.

Existen resultados similares a los desarrollados en esta seccién para G, = SU(r)
6 Sp(r). Sin embargo, requieren un argumento adicional para SU(r) 6 la
teorfa de Fly-mdédulos de [27]. En este trabajo no hace falta considerar
estos casos para determinar la estabilidad homolégica del FI — mddulo

r+— H,(Confi’(G,); Q), como lo mostraremos en la Seccién 5.4.

5.3. Estabilidad para r — H,(Conf3*(U(r)): Q).

En la siguiente seccién mostraremos la estabilidad homolégica para
i+ H,(Confi*(U(r))) y también para SU(r) y Sp(r). Sin embargo, he-
mos puesto este caso particular que es mas sencillo de comprender y que
tiene una metodologia distinta a la usada en la siguiente seccién.

Sea r > 1 y consideremos la siguiente funcién:

¢, : Confe®(U(r)) — Conf*(U(r + 1))
wm= (3.2 )

Esto da una sucesién {Confi*(U(r)), ¢.}r>1. En esta seccién mostrare-
mos que para k = 2, esta sucesién es homoldgicamente estable en cada
dimensién n con rango estable n, para toda n € N (ver Definicién 5.1.1).
Para ello veamos primero que el FI — médulo r — H,, (Confy(7,.)) es fi-
nitamente generado en la etapa n + 1. Las siguientes proposiciones estan
enfocadas en demostrar este hecho.

Proposicién 5.3.1. El FI — mddulo r — H,(T, — {1}) es isomorfo al
FI— médulo r — H,(T\™), donde m = min{n+1,r — 1}.
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Demostracion: Notemos que el siguiente diagrama conmuta:

m O x Od)r m
i e

r—1 [pcton T
i) gl

7 %

T, — {1} —"" T — {1}

donde las funciones 7 son las respectivas inclusiones y o € S, 1. Aplicando
el funtor H,( ;Q) se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

m T40(br ) m
H,(T™) H, (1))

r—1 a*o(@«)* r
H, (1Y) H,(T%))

Ho (T, — {13) =2 (1, — (1))

Sir—1 < n+1lentoncesm =r—1yasii:T™ — T esla identidad.
Sir—1>n+1entonces m =n+ 1> n, por lo tanto, en cualquier caso,
iy © Ho(T'™) — H,(T") es un isomorfismo. Por otro lado, por el
Corolario 1.4.5 se tiene que i, : Hn(Tr(T_l)) — H, (T, — {1}) también es
un isomorfismo. Finalmente, ya que todo morfismo f : [r] — [r + 1] es
de la forma o, 04, ,4; para algun o € S,1; y sus inducidos en homologia
tienen la forma o, o (¢, ). entonces el FI — médulo r — H,, (T, — {1}) es
isomorfo al FI — médulo r s H,(T\™). ]

Proposicién 5.3.2. El FI — mddulo r — H,(T, — {1}) es generado en
la etapa n + 1.

Demostracion: Por la proposicion anterior, basta mostrar que el

FI — médulo r +— Hn(ﬂ(m)) es generado en la etapa n + 1. Tomemos

r = n+ 2 (con lo cual, m = n + 1). Mostraremos que Hn(T,ET:QI)) es
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generado a partir de H, (T,Egl)). Sea [®(ek)] € Hn(T,ETgl)), con k < n-+1.
Observemos que @(65) es de la forma by X ... X Z~)n+3, donde a aparece en
el producto k veces, y los n — k + 3 > 2 términos restantes son pt.
Tomemos o € 5,3 tal que U*(i)l X ... X Bn+3) =aX..XaxXptx..xpt
yax..xaxptx..xptxptel producto donde a aparece k veces y pt
aparece n — k + 2 veces y notemos que

(0™ e(Gnaa(a X .. X a X pt X ... X pt X pt)) = by X ... X byys

Ahora bien, si consideramos ®(e¥) la celda en TTE o ) tal que

d(eF)=ax..xaxptx..xptxpt

«

entonces (07 1).((Gny2)«([D(e5)])) = [B(EE)]. Asf que H,(T15") es gene-

rado por las imédgenes de las funciones 0,04, : (TTETQFI)) — H,(T, 751451))

Un argumento totalmente analo%;o muestra que si r > n + 2 entonces
Hn(TT(ffl)) es generado por H,(T," ™). Sir < n+2, entonces m = r—1y
un argumento como este ya no funmonarla. En conclusion, el FI—maédulo
T Hn(ﬂ(m)) es generado en la etapa n + 2.

Veamos ahora que es finitamente generado en la etapa n + 1, esto es,
probaremos que H, (T,(ffr;l)) es generado a partir de H,, (T, ,E +)1) Tomemos

entonces [®(é B € Hu(T, nfgl)) y recordemos que la inclusién

i T7S+)2 — Tﬁ;l)
induce un homomorfismo sobreyectivo 7, : H, (TTE%) — Hn(Téfgl)).
Entonces existe una celda e de T(n) tal que 7,([®(e*)]) = [(i)(ég)] Usan-
do un argumento similar al anterlor se tiene que existen o € S,11 y
9(E)) € Hy(T)) tales que o ((6,51). (D(E)])) = [B(E)]. Por dltimo,
el siguiente diagrama conmuta:

U*O¢n+1

T T

o)

Tx0Pn41 +1
T = T

asi que, aplicando el funtor H,( ;Q), el diagrama respectivo en homo-
logia también conmuta, y por lo tanto, las imagenes de las funciones
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0.0 ¢ H, (TT(LZ)l) — H, (TTET; )) generan a H, (T,(LEI)), con lo cual, el
FI — médulo es generado en la etapa n + 1. |

Proposicién 5.3.3. El FI — mddulo r — H,(Confy(T})) es finitamente
generado en la etapa n + 1.

Demostracion: Recordemos que

n

H,(Conty(T,)) = @) H,i(T,) @ Hi(T, — {1})

=0

Por la Proposicion 5.2.3, el FI—mddulo H,,_;(T}) es generado en la etapa
n — iy por la Proposicién 5.3.2, el FI — mddulo H;(T, — {1}) es gene-
rado en la etapa ¢ + 1. Asi que por la Proposicién 5.1.6, cada término
H, (T,) ® H(T, — {1}) es generado en la etapa n + 1 y por lo tanto
r +— H,(Confy(T,)) es generado en la etapa n + 1. |

Usando la proposicién anterior y el Teorema 5.1.14 se tiene que tal
FI — moédulo es de hecho uniformemente estable por representaciones
con rango estable 2n + 2.

De manera similar a los casos anteriores, es posible probar que la su-
cesion {U(r)/T, x Confy(T}.), ¢, }r>1 €s una sucesion consistente, donde

or 2 U(r)/T, x Confy(T,) — U(r +1)/T41 x Confy(T,11)
(gTr,((xl,..., ), (Y1s s ¥r))) = (9Ts1, (1, ey e, 1), (Y1 ooy U, 1))

Esta sucesién tampoco extiende a un FI — espacio. Sin embargo, ya que
H,_i(U(r)/T,) y Hi(Confy(T,)) son FI-médulos con las funciones coor-
denada a coordenada y por el Teorema de Kiinneth se tiene

H,(U(r)/T, x Confy(T, @Hm r)/T,) ® H;(Confy(T}.))

entonces r — H,(U(r)/T, x Confy(7},)) es un FI — médulo.

Proposicién 5.3.4. El FI — mddulo r — H,(U(r)/T, x Confy(T,)) es
finitamente generado.

Demostracion: Se tiene que H,,_;(U(r)/T,) es finitamente genera~
do por la Proposicién 5.2.2 y que H;(Confy(7,.)) también es finitamente



106 CAPITULO 5. ESTABILIDAD HOMOLOGICA

generado por la Proposicién 5.3.3. Asi que por la Proposicién 5.1.6 cada
término H,_;(7,) ® H;(T, — {1}) es finitamente generado y por lo tanto
el FI — médulo deseado es finitamente generado. |

Teorema 5.3.5. La sucesion {Confs’(U(r)), ¢.},>1 es homoldgicamente
estable en cada dimension.

Demostracion: Hemos visto que la sucesion

{U(r)/T, x Confs(T}), prtr>1

es tal que la sucesion consistente { H, (U(r)/T, x Confa(T}.)), (¢r )« }r>1 se
extiende a un FI — médulo finitamente generado. Por lo tanto, por el
Teorema 5.1.15 se tiene que la sucesion {U(r) /T, xw, Confa(T,.), ¢r}r>1
es homoldgicamente estable en dimensiéon n, donde ¢ es el inducido en
el cociente. Asi que existe N € N tal que (@,). es un isomorfismo para
toda r > N. Mostraremos que (¢.). también es un isomorfismo para
toda r > N. Ya que la funcién ¢ de la Proposicion 3.1.5 es natural con
respecto a la funcién j, entonces el siguiente diagrama conmuta:

Conf2* (U(r)) s Conf2b(U(r + 1))

A

U(T)/Tr XW, COIlfQ (T’/‘) s U(’I“ + 1)/Tr+1 X Wit COIlfQ (Tr+1>

(]

Por lo tanto, el diagrama inducido en homologia conmuta, donde ), es
isomorfismo.

H,(Conf>(U(r))) (er)- H,(Conf*(U(r + 1))

TZJ* %‘d)*

Ho(U(r)) T} <y, Confy(T})) —— 2L H (U(r +1)/Tpsr X, Confa(Ty41))

(=23

Como (@)« es un isomorfismo para toda r > N, asi lo es (¢.).. [ |

5.4. Estabilidad para r — H,(Conf*(G,); Q)

Esta seccién generalizard lo que vimos en la seccion anterior. Consi-

deremos G, = U(r),SU(r + 1) 6 Sp(r), W, el grupo de Weyl de G, y
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T el toro maximal de G,. Con esto, la dimension de 7). es r. Sea ¢ la
siguiente funcion:

¢, - Confe®(G,) — Conf*(Gryy)

(Al,...,Ak)H<(fé1 (1)) (f(l)k (1)>)

Esto nos da la sucesién {Confzb(Gr), ©r}r>1. En esta seccion mostrare-
mos que esta sucesién es homoldgicamente estable en cada dimension.

En la Seccion 4.5 hemos visto que a partir de cierta r > 0 los grupos
de cohomologia en dimensién 1 de Conf:’(G,) son cero. Por lo tanto,
la sucesién r +— H;(Conf*(G,)) es homolégicamente estable con rango
estable 4 y con {0} como el grupo al que converge.

A continuacién definiremos algunos conceptos que nos seran de gran uti-
lidad para el resto del capitulo.

Definicién 5.4.1. Sea f : X — Y wuna funcion de espacios basados.
Decimos que f es n-conexa si el homomorfismo inducido

fo i mi(X) — m(Y)

es un isomorfismo para toda v < n — 1 y es sobreyectivo para i = n.
Decimos que un espacio X es n-conezxo si m;(X) =0 para toda i < n.

El siguiente teorema es debido a Golasinski, Gongalves y Guaschi,
quienes generalizaron el Teorema 4.5.1 dado por Birman.

Teorema 5.4.2 (Teorema 3.2 de [15]). Sea X wuna variedad topoldgica
conexa y sin borde de dimension n > 2. Entonces la inclusion

i COIlfk(X) — Xk
es (n—1) - coneza.

Proposicién 5.4.3. Sea F — E L B una fibracion donde [ esn -
conezxa, entonces F' es (n — 1)-coneza.

Demostracion: La fibracion dada induce una sucesion exacta larga
en los grupos de homotopia de la siguiente manera:

751 (E) L% w0 (B) — my(F) — my(E) 15 7;(B)
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Ya que f es n-conexa entonces m;1(E) AN m;+1(B) es sobreyectivo para
toda j < n — 1, mientras que 7;(E) LN 7j(B) es inyectivo para toda
j<n-—1 Asi quesij <n—1, el grupo m;(F) se encuentra en una
sucesién exacta corta de la forma:

0 — m;(F)—0

Concluyendo asi lo deseado. |

La siguiente proposicién es una consecuencia del Teorema 5.4.2, en la
cual, la homologia es con coeficientes enteros.

Proposicién 5.4.4. Sea X una variedad topologica conexa y sin borde
de dimension n > 2. Entonces el homomorfismo

(ir)« : H;(Conf,(X);Z) — H;(X*Z)

inducido por la inclusién iy : Conf,(X) — X* es un isomorfismo para
toda j < n — 2.

Demostracion: Ya que la inclusién i : Confy(X) — X* es (n—1)-
conexa, entonces en particular m;(X*, Conf, (X)) = 0 para todai < n—1.
Asi que por el Teorema de Hurewicz relativo (ver Teorema 4.37 de [19]) se
tiene que H,;(X*, Confy,(X);Z) = 0 para toda i < n—1. La sucesién exac-
ta larga de homologfa del par (X*, Conf, (X)) da el resultado deseado. B

Usando el Teorema de coeficientes universales para homologia podemos
tener el siguiente corolario:

Corolario 5.4.5. Sea X wuna variedad topoldgica conexa y sin borde de
dimension n > 2. Entonces el homomorfismo

(i)« : H;(Conf,(X); Q) — H;(X* Q)
inducido por la inclusion iy : Conf,(X) — X* es un isomorfismo para
toda j <n — 2.

La siguiente proposicién nos muestra el rango estable para el caso
Hom(Z*, G,). Nosotros la usaremos mas adelante para mostrar un rango
estable en el caso Confi’(G,.).

Proposicién 5.4.6 (Teorema 10.7 de [24]). Para cada k > 1, la sucesion
{Hom(ZF,G,), p, }r>1 satisface estabilidad homoldgica en dimensién n
con rango estable una vez que r — |\/r| > n.
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En la proposicion anterior se asume que la sucesiéon de naturales
r — |\/r| es creciente y que el rango estable corresponde al minimo na-
tural con tal condicién.

A partir de ahora, regresamos a usar unicamente cohomologia racional.
En la siguiente proposicién mostramos que los grupos de homologia de
Conf:*(G,) coinciden con los grupos de homologfa de Hom(Z*, G,) hasta
cierta dimension, dependiendo de la dimensién del toro maximal de G,

Teorema 5.4.7. Sea x : Confi(G,) — Hom(Z*, G,) la inclusion. Si
r > 2 entonces x induce isomorfismos en homologia hasta dimension
s <r—2. En particular si s < r — 2 entonces

H,(Conf:*(G,)) = H,(Hom(Z*, G,))

Demostracion: Observemos primero que el siguiente diagrama con-
muta:

G,/T, x Confy(T,) —2 Conf*(G,)

X X

G, )T, x (T,)k Hom(Z*, G,)

donde x es la identidad en G,./T, y la inclusién en cada coordenada en el
segundo factor y @ es la inducida por conjugacién, como en la Proposicién
3.1.5. Por lo tanto, el diagrama inducido en homologia también conmuta,
y ademas, como ® induce un isomorfismo con los puntos fijos, se tiene el
siguiente diagrama conmutativo:

.

H(G, /T, x Confy(T,))" H,(Conf*(G,))

o

X* X

HH

Hy(G, )T, x (T,)5)" H,(Hom(Z*, G,))

IR

Asi que basta probar que Y, es un isomorfismo para que Yy, lo sea. Apli-
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cando la férmula de Kiinneth tenemos las siguientes descomposiciones:

- W
H,(G,/T, x Confy(T,))"" = |@D Ho—i(G,/T,) ® Hi(Confy(T.))

L i=0

HS(GT/TT X (Tr)k>WT = @Hsfi(Gr/Tr) ® HZ((TT)k)

L i=0

W,

La funcién x induce un homomorfismo entre las descomposiciones coor-
denada a coordenada, que en este caso, corresponden a la identidad y a
la inclusion. La identidad claramente induce isomorfismos en homologia.
Por otro lado, ya que » > 2, entonces por la Proposicién 5.4.5 se tiene que
la inclusién 4 : Confy,(T}) — (7;)* induce isomorfismos en homologfa
hasta dimension ¢ < r — 2. Dado que ademas i, es W, - equivariante, se
tiene:

P H._i(G,/T,) ® H;(Confy(T,))

=0

Wy s
o [@ H,_(G,/T,) ® H;,((T,)")

=0

Asi que Y, es un isomorfismo y por lo tanto x, también, teniendo asi lo
deseado. |

En el siguiente teorema mostramos la estabilidad para las sucesiones
de la forma {Confi*(G,), @ }rs1.

Teorema 5.4.8. Para cada k > 1, la sucesion {Confs*(G,.), ¢, },>1 sa-
tisface estabilidad homologica en dimension n con rango estable

s = mdr{min{z | z — [\/z] > n},n+ 2}

Demostracion: Basta mostrar que (¢,), es un isomorfismo a partir
del rango mencionado. Consideremos r > s y observemos que el siguiente
diagrama conmuta:

Conft*(G,) —Z— ConfiP(G,41)

X X

Hom(Z*, G,) ik Hom(Z*, G, 1)

Por lo tanto, el diagrama inducido en homologia en dimensién n también
conmuta. Ya que 7 > sy s — |y/s| > n entonces por la Proposicién

W,
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5.4.6 se tiene que (@, ). es un isomorfismo, y como dim(7,) =r > n + 2
entonces por el teorema anterior se tiene que ambos mapeos y inducen
isomorfismos en homologia hasta dimensién n. Por lo tanto, (¢,). tam-
bién es un isomorfismo. ]

Para el caso G, = U(r) podemos decir un poco mas.

Proposicién 5.4.9. Para cadar > 1 sea T, el toro mazimal de G, = U(r).
Entonces el FI — mddulo r — H,(Confy(T,)) es generado en la etapa
n+ 2.

Demostracion: Sea r > n+ 2y x € H,(Conf(T,,1)), mostra-
remos que es imagen de alguno de los morfismos o, o (¢,42, )., donde
oy = Gr_10...0 ¢pyo. Bl FI —médulo r — {H,((T})*)} es generado
en el nivel n por la Proposicién 5.2.3, en particular es generado en el
nivel n + 2 y por lo tanto existen § € H,((T,42)*) v 0 € S, tales que
0.0 (Pnsar)s(§) = (ir)«(x), donde iy, : Confy(T}.) — (T;)* es la inclusién.
Notemos ahora que el siguiente diagrama conmuta:

U*O¢n+2,r

Confy(T}42) Confy(T,43)
k o*o<;~5n+2m k
(Ty2) (Tr43)

Asi que el diagrama inducido en homologia en dimensién n también con-

muta:
040(Pnt2,r)x

H,(Confy(T,42))

H,(Confy(T,3))

o

(1)«

(k)= =

U*O((Z)n+2,r)*

Hn((Tn—i—Q)k) Hn(<Tr+3)k)

Ya que dim(7},42) = n + 2 entonces por la Proposicién 5.4.4 se tiene que
(i)« es un isomorfismo y por lo tanto existe y € H,(Confy(T,.2)) tal
que (i)«(y) = 9. Finalmente, la conmutatividad del diagrama y el hecho
de que (ix)« sean isomorfismos muestra que o, © (¢pi0,)«(y) =2z. M

La siguiente proposicién nos muestra que { H,,(U(r) /T, x Confy(7}))}r>1
es uniformemente estable por representaciones.
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Proposicién 5.4.10. El FI— mddulo r — H,(U(r)/T, x Confy(T},)) es
finitamente generado.

Demostracion: El F1—médulo r +— H, (U(r)/T, x Conf,(T})) tiene
la siguiente descomposiciéon en FI - médulos:

H,(U(r)/T, x Confy(T, @H (r)/T,) @ H,_;(Confy(T}))

Ya hemos visto que H;(U(r)/T,) es finitamente generado y H,,_;(Conf,(7}.))
también es finitamente generado por la Proposicion 5.4.9. Asi que por la
Proposicién 5.1.6 cada término H,_;(U(r)/T,) ® H;(Confy(T,)) es fini-
tamente generado y por lo tanto el FI — mddulo deseado es finitamente
generado. |

5.5. Estabilidad con respecto al nimero de
puntos

En esta seccion nos concentraremos en las sucesiones donde varia el
nimero de puntos. En general, no es trivial definir funciones

Confy*(G) — Conft? | (G)

pero s es posible definir funciones Confy",(G) — Confi’(G) mediante
proyecciones. Sin embargo, en homologia estas funciones inducen homo-
morfismos de la forma H,,(Confs’ | (G)) — H,(Conf’(G)), con los cua-
les no se podrian fabricar FI - mdédulos. Es por ello que para este caso
trabajaremos con la cohomologia, que al ser un funtor contravariante,
con este si podran construirse FI - médulos. Para ello, comenzaremos
definiendo conceptos duales a los que hemos trabajado.

Definicién 5.5.1. Definimos la categoria opuesta FI’? como aquella en
la que los objetos son los conjuntos [n] y Morgpr(m], [n]) = Morgi([n], [m]).
Un coFI — espacio serd un funtor FI°Y — Top.

Ya que el funtor cohomologia H"( ;Q) es contravariante, entonces
un coFI — espacio define un FI — modulo mediante la composicién.

Definicién 5.5.2. Sea X un espacio topologico. Definimos el coFI —
espacio Conf(X) como el funtor que asigna en los objetos [n] — Conf, (X)
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y para un morfismo f € Morgpr([m], [n]), esto es f: [n] — [m] inyec-
tiva, asignamos

f« : Conf,(X) — Conf,,(X)
(ZEl, ...,:L‘n) — (Z’f(l), ...,l’f(m))

Con esto tenemos para cada n, el FI—mdédulo r — H"(Conf,.(X)). La
sucesion consistente asociada al coFI—espacio Conf(.X) esta determinada
por las funciones que induce la inclusién ¢ : [r] — [r+1], las cuales tienen
la siguiente forma:

ir41 ¢ Conf, 1 (X) — Conf,(X)
(1, ooy Tp1) = (21, oy 24)

y la accién de Sy sobre Confy(X) corresponde a aquella que permuta las
coordenadas de cada tupla. De manera similar, si G es un grupo de Lie
compacto y conexo, puede definirse el coFI — espacio Conf*(G) cuya
sucesién consistente asociada tendra las mismas caracteristicas que las

de Conf(X).

Definicién 5.5.3. Decimos que una variedad M es de tipo finito si
H*(M;Q) es de dimension finita.

Church [7] ha demostrado que para variedades de tipo finito, la su-
cesién de grupos de cohomologia de los espacios de configuraciones es
uniformemente estable por representaciones:

Proposicién 5.5.4 (Teorema 1 de [7]). Para cualquier variedad orien-
table conexa M de tipo finito y cualquier n > 0, la sucesion consis-
tente {H"(Conf,.(M);Q),i*},>1 es uniformemente estable por represen-
taciones, con rango estable 2n si dim(M) > 3 y rango estable 4n si
dim(M) = 2.

Como consecuencia de este resultado, se tiene que el FI — mdédulo
r — H"(Conf,(M)) es finitamente generado por la Proposicién 5.1.13.
En particular, como la variedad T' = (S1)* es de tipo finito, entonces el
FI — médulo r — H™(Conf,.(T)) es finitamente generado.

Lema 5.5.5 (Lema 7.6 de [24]). Sean H un grupo finito, F' un campo
de caracteristica cero, FFH el anillo de grupo y R : FH-Mod— F-Mod
el funtor de olvido. SiV : FI — FH-Mod es tal que RoV es generado
en la etapa k, entonces el FI — mddulo VI también es generado en la
etapa k.
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A continuacién enunciamos el teorema mas importante de esta sec-
ciéon:

Teorema 5.5.6. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo y n € N.
Entonces las sucesiones de S, - representaciones r — H™(Conf*(G))
son uniformemente estables por representaciones.

Demostracion: Sea W el grupo de Weyl de G y consideremos al
espacio G/T x Conf,.(T) con la accién de S, mediante la identidad en
la primera coordenada y la permutacion de coordenadas en el segundo
factor. Con esto, la funcién inducida por conjugacion

®: G/T x Conf.(T) — Conf(Q)
es S,-equivariante y por lo tanto, el homomorfismo inducido
®* : H"(Conf**(G)) — H"(G/T x Conf,(T))
es Sy-equivariante. Observemos que el FI — médulo
r— H"(G/T x Conf,.(T))

es finitamente generado, pues de la descomposicién en FI-mdédulos:

H"(G/T x Conf,(T)) = éH”’(G/T) ® H'(Conf,(T)),

1=0

el FI—moédulo r — H" (G /T) es constante y por lo tanto es finitamente
generado y el FI—mddulo H'(Conf, (7)) también lo es por la Proposicién
5.5.4. Ademas, los FI-mdédulos

r e H"(G/T) 7+ H'(Conf,(T))

son finitamente generados vistos como funtores FI — Q-Mdd, asi que
lo mismo sucede para el FI — médulo r — H"(G/T x Conf,.(T')), por lo
tanto, usando el Lema 5.5.5, se sigue que el FI — médulo

r s H"(G/T x Conf,(T))" = H"(Conf**(Q))

es finitamente generado. |

Podemos considerar ahora a los espacios formados por el cociente de
Confi*(G) sobre la accién de S, que permuta las coordenadas, con lo
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cual tendriamos el espacio de configuraciones de k-tuplas desordenadas
que conmutan:

B (G) := Confi(G) /S,

Ahora bien, generalmente la proyecciéon que olvida la ultima coordenada
Conf*(G) — Confi” | (G) no induce una funcién entre los cocientes.
Asi que ahora ya no existen funciones que conecten estos espacios. Sin
embargo, es posible obtener resultados sobre sus grupos de cohomologia.
Para ello citamos el siguiente lema:

Lema 5.5.7 (Proposicién 4.21 de [24]). Si V es un FI— mddulo finita-
mente generado sobre un campo de caracteristica cero, y V tiene rango

estable N entonces Vo = n‘?ﬁfl para toda n > N.

Teorema 5.5.8. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo. Enton-
ces los grupos de cohomologia racional en dimension n de la sucesion
{B®(G)},>1 estabilizan, esto es, existe N tal que si v > N, entonces

H"(B*(G)) = H"(B;},(G))

Demostracion: Usando el Teorema 5.5.6 y el lema anterior se tiene
que existe N para el cual H"(Conf*" (@))% = H"(Conf*®,(G))+ para
toda r > N. Recordando que los cocientes 7 : Conf®®(G) — B2*(G)
inducen isomorfismos

7 H(B™(G)) — H™(Conf(@))*

puede concluirse lo deseado. |
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