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Invariantes de espacios de configuraciones

de tuplas que conmutan

Ángel Rolando Jiménez Cruz

Resumen

Consideremos el espacio Confabk (G) de k-tuplas de elementos distintos
que conmutan en un grupo topológico G. En este trabajo tomamos
G = U(n), SU(n) ó Sp(n) y determinamos invariantes homotópicos de
Confabk (G). Obtenemos una descripción de la cohomoloǵıa racional de
este espacio en términos de un toro maximal de G y la acción del gru-
po de Weyl. Se muestran cálculos completos de la cohomoloǵıa racional
para Confabk (SU(2)) y para Confabk (U(2)) cuando k = 2, 3. Probamos
que la inclusión Confabk (G) −→ Hom(Zk, G) induce isomorfismos en ho-
moloǵıa racional hasta cierta dimensión dependiendo del rango de G.
Probamos que las sucesiones de espacios r 7→ Confabk (Gr) satisfacen esta-
bilidad homológica racional, y que las sucesiones de Sr - representaciones
r 7→ Hn(Confabr (G);Q) satisfacen estabilidad uniforme por representa-
ciones.



Invariants of configuration spaces of

commuting elements

Ángel Rolando Jiménez Cruz

Abstract

Consider the space Confabk (G) of k-tuples of distinct commuting elements
in a topological group. In this work we take G = U(n), SU(n) or Sp(n)
and we determine homotopical invariants of Confabk (G). We obtain a des-
cription of the rational cohomology of this space in terms of a maximal
torus in G and the action of the Weyl group. The rational cohomology
groups are computed for SU(2) and U(2) for k = 2, 3. We show that
the inclusion Confabk (G) −→ Hom(Zk, G) induces isomorphisms in ratio-
nal homology up to a certain dimension depending on the rank of G.
We prove that the sequences of spaces r 7→ Confabk (Gr) satisfy ratio-
nal homological stability, and that the sequences of Sr - representations
r 7→ Hn(Confabr (G);Q) are uniformly representation stable.



Introducción

Sea X un espacio topológico. El espacio de configuraciones ordenadas
de k puntos de X es el conjunto

Confk(X) = {(x1, ..., xk) ∈ Xk | xi 6= xj si i 6= j}

con la topoloǵıa subespacio de Xk. El grupo simétrico Sk actúa libre-
mente sobre Confk(X) permutando las coordenadas de una tupla. Esta
acción da lugar al espacio de configuraciones desordenadas de k puntos
de X:

Bk(X) = Confk(X)/Sk

Los espacios de configuraciones fueron introducidos por primera vez por
los matemáticos Fadell y Neuwirth [13] en el año 1962. En su trabajo,
probaron, entre otras cosas, la existencia de la fibración

Confk−1(X − {x1}) −→ Confk(X) −→ X

(x1, ..., xk) 7→ x1

cuando X es una variedad topológica. Esta fibración fue importante pa-
ra calcular grupos de homotoṕıa de los espacios de configuraciones. Más
adelante, en 1969, Birman se interesó en el grupo fundamental de es-
tos espacios [4]. Mostró que π1(Confk(X)) es isomorfo a

∏
k π1(X) para

variedades de dimensión mayor que 2, y entre otras cosas, dio una presen-
tación expĺıcita del grupo fundamental para superficies orientables, como
el toro. En su trabajo se estudió principalmente el grupo fundamental de
los espacios Bk(X), el cual es conocido como el grupo de trenzas. Los
grupos de trenzas han sido importantes en diferentes áreas de las ma-
temáticas, como la topoloǵıa, geometŕıa o en los sistemas dinámicos.

El estudio de los espacios de configuraciones continuó con matemáticos
como Cohen, Totaro, Napolitano, entre otros, quienes estudiaron sus pro-
piedades geométricas y homológicas. En 1995, Cohen [10] se enfocó en los
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espacios Euclidianos y calculó algunos grupos de cohomoloǵıa del espacio
Conf3(Rn). Además mostró relaciones entre la homoloǵıa de Confk(Rn)
y las álgebras de Lie graduadas o las representaciones de grupos simétri-
cos. Por su parte, Totaro [26] en 1996, determinó el anillo de cohomoloǵıa
racional de Confk(X) cuando X es una variedad proyectiva, compleja y
suave, concluyendo que tal anillo depende únicamente del anillo de coho-
moloǵıa de X. En el 2003, Napolitano [23] se concentró en el estudio del
anillo de cohomoloǵıa de Bk(X), cuando X es una superficie arbitraria.

Más recientemente, debido a la dificultad que muestran los invariantes
en las dimensiones bajas, se ha estudiado la estabilidad homológica de
Confk(X), esto es, los grupos de homoloǵıa en dimensiones altas. En el
año 2011, Church [7] demostró que si M es una variedad conexa orien-
table entonces los grupos de homoloǵıa {Hi(Confk(M);Q)} satisfacen
estabilidad por representaciones en el sentido de Church - Farb [9].

Por otro lado, si G es un grupo de Lie, el espacio de homomorfismos
de Zk a G es el conjunto

Hom(Zk, G) = {(g1, ..., gk) ∈ Gk | gigj = gigj}

con la topoloǵıa subespacio de Gk. Este espacio es conocido como el es-
pacio de k-tuplas que conmutan y fueron introducidos por primera vez
por el f́ısico Witten [28] en 1982. Sin embargo, fue Goldman [16] en 1998
quien estudió el tema desde un punto de vista matemático, en su trabajo
estudió las propiedades globales de Hom(Zk, G) y calculó el número de
componentes conexas de Hom(Zk, G) para algunos grupos semisimples.
Por su parte, Adem y Cohen [1] en el año 2007, estudiaron el espacio
de k-tuplas que conmutan de manera mas exhaustiva desde un punto
de vista topológico; estudiaron la arco-conexidad y describieron la geo-
metŕıa y cohomoloǵıa de los espacios. Incluso calcularon los grupos de
cohomoloǵıa de Hom(Z2, SU(2)) y Hom(Z3, SU(2)). En su trabajo tam-
bién determinaron el tipo de homotoṕıa estable para algunos casos, entre
los que se incluyen los propios Hom(Z2, SU(2)) y Hom(Z3, SU(2)).

Un poco más adelante, en el 2007, Baird [3] demostró una fórmula para
la cohomoloǵıa singular y equivariante de Hom(Zk, G), en términos del
álgebra de Lie de un toro maximal T en G y la acción del grupo de Weyl
WG de G. Esta fórmula era de hecho una aplicación de un teorema más
general para G-espacios en los que cada elemento está fijo bajo un toro
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maximal. Entre sus resultados obtuvo el siguiente isomorfismo:

H∗(Hom(Zk, G);F ) ∼= H∗(G/T × T k;F )WG

cuando F es un campo cuya caracteŕıstica no divide el orden de WG.

Otros topólogos se interesaron en el grupo fundamental de Hom(Zk, G),
como Torres-Giese y Sjerve [25] en el 2008, quienes calcularon los grupos
fundamentales de los espacios de k-tuplas que conmutan en SU(2), U(2)
y SO(3). Más tarde, en el 2012, Gómez, Pettet y Souto [17] probaron
que de hecho si G es un grupo de Lie entonces para Hom(Zk, G)1, la
componente conexa del elemento (1, ..., 1), se tiene que π1(Hom(Zk, G)1)
es isomorfo a π1(G)k.

En el 2012, Adem y Gómez [2] consideraron los grupos U(n), SU(n)
y Sp(n) y se enfocaron en los invariantes equivariantes de Hom(Zk, G),
como su K-teoŕıa equivariante.

Si bien los espacios de k-tuplas que conmutan resultaron ser interesantes,
también resultaron ser un poco complicados, como lo muestran los inva-
riantes en dimensiones bajas de estos espacios. Esto llevó a que algunos
matemáticos se interesaran en las dimensiones altas de los invariantes. Aśı
que, de manera más reciente, Ramras y Stafa [24] en el 2018, estudiaron la
estabilidad homológica de los espacios Hom(Zk, G). Algunas de sus con-
clusiones fueron que los grupos de homoloǵıa {Hn(Hom(Zk, Gr);Q)}r≥1

satisfacen estabilidad homológica racional y {Hn(Hom(Zk, Gr);Q)}k≥1

satisfacen estabilidad por representaciones siempre que {Gr}r≥1 sea de
las familias de grupos compactos de Lie clásicos, como {SU(r)}, {U(r)}
o {Sp(r)}.

En este trabajo, consideraremos los grupos de Lie compactos y cone-
xos U(n), SU(n) y Sp(n) y estaremos interesados en un h́ıbrido de los
dos conceptos anteriormente mencionados. A este espacio lo llamaremos
el espacio de configuraciones de tuplas que conmutan y lo denotaremos
por:

Confab
k (G) = {(g1, ..., gk) ∈ Gk | gigj = gjgi, gi 6= gj si i 6= j}

Este espacio también estará dotado de la topoloǵıa que induce la topo-
loǵıa de Gk. Comenzaremos estudiando las propiedades básicas como la
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arco-conexidad de estos espacios. Como resultado del estudio de la cone-
xidad obtuvimos que en la mayoŕıa de los casos Confab

k (G) es arco-conexo,
salvo para SU(2) con k > 3 y para U(1) ∼= S1, que ya era conocido pues
Confab

k (S1) = Confk(S
1). También determinamos el número de compo-

nentes en estos casos:

Teorema: Si k ≥ 3 el número de componentes conexas de Confab
k (SU(2))

es (k−1)!
2

.

En el caṕıtulo 2 desarrollamos algunos de los conceptos y resultados en
el art́ıculo publicado por Baird [3]. El concepto principalmente utilizado
es el de haz principal cohomológico, el cual es una herramienta con el
que se obtienen resultados para la cohomoloǵıa de aquellos espacios que
admiten acciones de G en los cuales cada punto queda fijo por un toro
maximal.

Más adelante, en el caṕıtulo 3, mostramos que si G = U(n), SU(n) ó
Sp(n) entonces la función

Φ : G× Confk(T ) −→ Confab
k (G)

(g, (t1, ..., tk)) 7→ (gt1g
−1, ..., gtkg

−1)

es continua, suprayectiva y cerrada. Esta función, que relaciona los es-
pacios de configuraciones con los espacios de configuraciones de tuplas
que conmutan, es importante en el caṕıtulo 3, en el que calculamos las
componentes conexas de Confab

k (G). Además, la función Φ también es
utilizada para fabricar un haz principal cohomológico, con la intención
de aplicar la teoŕıa de Baird:

Teorema: El par (Φ, NG(T )) es un haz principal cohomológico, donde
NG(T ) actúa por la derecha sobre G× Confk(T ) mediante:

(g, (t1, ..., tk)) · n = (gn, (n−1t1n, ..., n
−1tkn))

Con este teorema se obtiene la siguiente descripción del anillo de coho-
moloǵıa racional de Confab

k (G):

H∗(Confab
k (G);Q) ∼= H∗(G/T × Confk(T );Q)WG

En el caṕıtulo 4, aplicamos los teoremas probados en los caṕıtulos ante-
riores para dar una descripción expĺıcita de la cohomoloǵıa racional de
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Confab
k (SU(2)) y Confab

2 (U(2)), obteniendo los siguientes grupos:

Hn(Confab
2 (SU(2));Q) ∼=

{
Q si n = 0, 3

0 otro caso

Hn(Confab
k (SU(2));Q) ∼=

{
Q(k−1)!/2 si n ≤ 3

0 en otro caso.

Hn(Confab
2 (U(2));Q) ∼=



Q si n = 0

Q2 si n = 1, 2

Q3 si n = 3, 4

Q si n = 5

0 en otro caso.

Motivados por el cálculo de los grupos de cohomoloǵıa, también obtuvi-
mos las siguientes equivalencias homotópicas:

Confab
2 (SU(2)) ' SU(2) ' S3

Confab
k (SU(2)) '

⊔
(k−1)!/2

S2 × S1 si k ≥ 3

Adicionalmente, también mostramos que los grupos de cohomoloǵıa ra-
cional en dimensión 1 de Confab

k (G) son cero si el rango de G es mayor
igual que 3.

Finalmente, hacemos uso de herramientas como la fibración de Fadell y
Neuwirth, la presentación del grupo fundamental de Birman, entre otras
para obtener la cohomoloǵıa como Z2-módulo de Conf3(S1 × S1) y con
ello también calculamos los siguientes grupos de cohomoloǵıa:

Hn(Confab
3 (U(2));Q) ∼=



Q si n = 0

Q3 si n = 1, 6

Q7 si n = 2, 5

Q10 si n = 3

Q9 si n = 4

0 en otro caso.
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En el caṕıtulo final, introducimos a la categoŕıa FI y a los FI-módulos.
Estos conceptos son herramientas que ayudan a determinar la estabilidad
por representaciones en sucesiones de Sr-representaciones y la estabili-
dad homológica en sucesiones de espacios. En nuestro caso, estudiamos
particularmente los FI-módulos

r 7→ Hn(Gr/Tr) r 7→ Hn(Confk(Tr)),

con la intención de usar el isomorfismo

Hn(Confab(Gr)) ∼= Hn(Gr/Tr × Confk(Tr))
Wr

Nos enfocamos también en la inclusión Confk(Tr) −→ (Tr)
k, con la que

obtuvimos el siguiente resultado:

Proposición: Sea X una variedad topológica conexa y sin borde de di-
mensión n ≥ 2. Entonces la inclusión ik : Confk(X) −→ Xk induce un
isomorfismo en homoloǵıa en dimensiones menores a n− 1.

Esta proposición nos ayudó a obtener un resultado análogo con la in-
clusión Confab

k (G) −→ Hom(Zk, G):

Teorema: Si el rango de G es n ≥ 2, entonces la inclusión

Confab
k (G) −→ Hom(Zk, G)

induce isomorfismos en homoloǵıa racional hasta dimensión n− 2.

Con todo lo obtenido determinamos la estabilidad homológica racional
para las sucesiones de la forma r 7→ Confab

k (Gr).

Por último, utilizando el resultado de Church [7] sobre la estabilidad
uniforme por representaciones de r 7→ Hn(Confr(T );Q), logramos ob-
tener que la sucesión de Sr-representaciones r 7→ Hn(Confab

r (G);Q) es
uniformemente estable por representaciones.

Cabe mencionar que aunque este trabajo se comenzó a escribir antes
de la publicación del preprint de Ramras y Stafa [24], este art́ıculo sirvió
de motivación adicional. En él se sugiere el estudio de estos espacios y se
plantea la pregunta sobre si satisfacen estabilidad homológica racional,
la cual se resuelve en esta tesis.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Daremos inicio a este trabajo con este caṕıtulo que nos será útil para
fijar la notación y recordar propiedades de temas ya conocidos. Debido
a esto, muchas de las propiedades únicamente serán referenciadas. Como
ya hemos comentado, estamos interesados en los siguientes grupos:

U(n) = {A ∈M(n,C) | AA∗ = In}

SU(n) = {A ∈M(n,C) | AA∗ = In, det(A) = 1}

Sp(n) = {A ∈M(n,H) | AA∗ = In, det(A) = 1}

Estos son grupos de Lie y por tanto son variedades diferenciables y lo-
calmente arco-conexas. Además son espacios compactos y arco-conexos.
El lector interesado en mayor detalle puede consultar [22].

1.1. Toros maximales

Los toros maximales son de gran importancia para nosotros en sec-
ciones posteriores. Aśı que hemos introducido esta sección para definir
los toros maximales y enunciar propiedades importantes de éstos.

Definición 1.1.1. Dado G un grupo compacto de Lie y S un subconjunto
de G, definimos el centralizador de S como el siguiente conjunto:

CG(S) = {g ∈ G | ga = ag para toda a ∈ S}

Mientras que el normalizador de S es el siguiente conjunto:

NG(S) = {g ∈ G | gSg−1 = S}

9



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Si el contexto es claro, únicamente usaremos C(S) y N(S) para de-
notar al centralizador y al normalizador de S respectivamente.

Definición 1.1.2. Dada una acción de un grupo G sobre X, denotamos
por XG el conjunto de puntos que son invariantes bajo la acción de G.
Más generalmente, si A ⊂ G denotamos por XA los puntos fijos bajo la
acción restringida a A.

Definición 1.1.3. Un grupo topológico isomorfo al producto directo de
n copias de U(1) es llamado un toro de dimensión n. Esto es:

T = T n ∼= U(1)× ...× U(1)

Claramente un toro es un grupo de Lie compacto, conexo y abeliano.

Definición 1.1.4. Decimos que T es un toro maximal de G si T es un
toro de G y para cualquier toro T ′ de G que contiene a T se tiene T = T ′.
De manera equivalente, no existe ningún toro T ′ que contenga a T aparte
de él mismo.

Si G = U(n), SU(n) ó Sp(n) entonces los siguientes subgrupos son
toros maximales:

Para U(n) T n = {λ1 ⊕ ...⊕ λn | λi ∈ U(1)}
Para SU(n+ 1) T n = {λ1 ⊕ ...⊕ λn+1 | λi ∈ U(1), λ1...λn+1 = 1}

Para Sp(n) T n = {λ1 ⊕ ...⊕ λn | λi ∈ q(U(1))}

donde q(U(1)) = {a+ bi+ cj+dk ∈ H | c = d = 0} y λ1⊕ ...⊕λn denota
la matriz diagonal con entradas λ1, ..., λn. A estos los llamaremos el toro
estándar de G.

Proposición 1.1.5 (Lema 3.12 de [22]). Si T es un toro maximal y
NG(T )0 es la componente conexa de la identidad en NG(T ) entonces
NG(T )0 = T .

Proposición 1.1.6 (Teorema 3.15 de [22]). Si T es un toro maximal de
un grupo compacto de Lie G, entonces para cada elemento x ∈ G, existe
g ∈ G tal que g−1xg ∈ T , esto es:

G =
⋃
g∈G

gTg−1
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Proposición 1.1.7 (Corolario 3.16 de [22]). Si T es un toro maximal de
un grupo compacto de Lie G, entonces T ′ es un toro maximal de G si y
sólo si existe x ∈ G tal que T ′ = xTx−1.

Proposición 1.1.8 (Lema 3.19 de [22]). Si S es un subgrupo abeliano y
conexo de un grupo de Lie G compacto, entonces existe un toro maximal
que contiene a S.

De hecho, es posible mostrar que los grupos de Lie compactos, abe-
lianos y conexos son precisamente los toros (ver pág. 562 de [21]). Si en
la proposición anterior S no es conexo, entonces el resultado no necesa-
riamente es cierto, como mostramos en el siguiente caso; consideremos a
G = SO(3) y a las siguientes matrices:

A =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 B =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


Con esto se tiene que el subgrupo 〈A,B〉 = {1, A,B,AB} es abeliano.
Además, los únicos elementos de SO(3) que conmutan con A y B son
precisamente 1, A, B y AB, aśı que ningún toro en SO(3) contiene a
〈A,B〉.

Proposición 1.1.9 (Corolario 3.20 de [22]). Si T es un toro maximal de
un grupo de Lie G compacto y conexo entonces CG(T ) = T .

La razón por la que nos concentraremos en los grupos U(n), SU(n)
y Sp(n) es porque haremos uso de la siguiente proposición.

Proposición 1.1.10 (Corolario 2.4 de [1]). Si G es uno de los grupos
U(n), SU(n) ó Sp(n), entonces cada subgrupo abeliano está contenido en
un toro maximal.

1.2. El grupo SU(2)

Uno de los grupos sobre los que hemos tomado mayor énfasis es el
grupo SU(2). El objetivo de esta sección es familiarizarnos con este gru-
po y aśı hacer más fácil la lectura más adelante.

El grupo de Lie SU(2) puede ser expresado de la siguiente manera:

SU(2) =

{(
α β
−β̄ ᾱ

)
∈M2(C)

∣∣∣∣ ||α||2 + ||β||2 = 1

}
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Recordemos que el toro maximal estándar de SU(2) es isomorfo a S1.

T (SU(2)) =

{(
α 0
0 α−1

)∣∣∣∣α ∈ C, ||α|| = 1

}
Y un isomorfismo expĺıcito viene dado por:

T −→ S1(
α 0
0 α−1

)
7→ α

Con este homeomorfismo consideraremos a cada matriz t ∈ T como
t ∈ SU(2) ó t ∈ S1, según nos sea conveniente.

Proposición 1.2.1. El normalizador del toro estándar de SU(2) es la

unión disjunta de T y σT , donde σ =

(
0 1
−1 0

)
.

Demostración: Observemos primero que

σT =

{(
0 β
−β−1 0

)∣∣∣∣ β ∈ C, ||β|| = 1

}
Consideremos ahora g ∈ NSU(2)(T ). Mostraremos que g ∈ T t σT . Sea
t ∈ T tal que t 6= ±1. Los elementos g, t y g−1 tienen la siguiente forma:

g =

(
α β
−β̄ ᾱ

)
t =

(
γ 0
0 γ−1

)
g−1 =

(
ᾱ −β
β̄ α

)
Observemos de aqúı que, ya que γ ∈ C y ||γ|| = 1, entonces γ = a+ ib y
γ−1 = a − ib y puesto que γ 6= ±1, entonces γ 6= γ−1. Luego se tiene lo
siguiente:

gtg−1 =

(
αγ βγ−1

−β̄γ ᾱγ−1

)
·
(
ᾱ −β
β̄ α

)
=

(
|α|γ + |β|γ−1 −αβγ + αβγ−1

−ᾱβ̄γ + ᾱβ̄γ−1 |β|γ + |α|γ−1

)
Ya que gtg−1 ∈ T , entonces−αβγ+αβγ−1 = 0, con lo cual αβ(γ−1 − γ) = 0.
Ya que γ 6= γ−1, necesariamente αβ = 0 y por lo tanto β = 0, lo cual
implica g ∈ T , ó α = 0, lo cual implica g ∈ σT .
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La otra contención es más clara, ya que si g ∈ T entonces g ∈ NSU(2)(T )
(por ser T abeliano) y si g ∈ σT entonces g y g−1 son de la forma:

g =

(
0 β
−β−1 0

)
g−1 =

(
0 −β
β−1 0

)
y de aqúı, si t ∈ T entonces

gtg−1 =

(
0 βγ−1

−β−1γ 0

)
·
(

0 −β
β−1 0

)
=

(
γ−1 0
0 γ

)
Y aśı gtg−1 ∈ T , esto es, g ∈ NSU(2)(T ). Lo cual muestra lo deseado. � .

Observemos que de la demostración podemos sacar las siguientes con-
clusiones:

Si t ∈ T , t 6= {±1} y x ∈ SU(2) son tales que xtx−1 ∈ T entonces
x ∈ N(T ).

Si x ∈ σT entonces xtx−1 = t−1 para toda t ∈ T .

Además también podemos concluir lo siguiente:

Proposición 1.2.2. El grupo de Weyl de SU(2) está dado por:

W = N(T )/T = {T, σT} ∼= Z2

Proposición 1.2.3. Sea T el toro maximal estándar de SU(2). Entonces
SU(2)/T ∼= C ∪ {∞}.

Demostración: Consideremos las siguientes funciones:

f : SU(2)/T −→ C ∪ {∞}(
α β
−β̄ ᾱ

)
T 7→

{
α/β̄ si β 6= 0

∞ si β = 0

g : C ∪ {∞} −→ SU(2)/T

z 7→


 z√

1+||z||2
1√

1+||z||2

− 1√
1+||z||2

z̄√
1+||z||2

T si z 6=∞

T si z =∞
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Veamos que f está bien definida; si AT = BT , donde A y B son de la
forma

A =

(
x y
−ȳ x̄

)
B =

(
α β
−β̄ ᾱ

)
entonces B−1A ∈ T ;

B−1A =

(
ᾱ −β
β̄ α

)(
x y
−ȳ x̄

)
=

(
ᾱx+ βȳ ᾱy − βx̄
β̄x− αȳ β̄y + αx̄

)
y aśı β̄x− αȳ = 0. Ahora bien, si β = 0 (lo cual implica α 6= 0) entonces
ᾱy = 0 y aśı y = 0. Por lo tanto, f(AT ) = ∞ = f(BT ). Si β 6= 0
entonces x = αȳ

β̄
, con lo cual necesariamente y 6= 0 y aśı α/β̄ = x/ȳ.

Por lo tanto, f está bien definida. Además es claro que f es continua y
g también lo es, ya que si zn → ∞ entonces 1√

1+||zn||2
→ 0 y aśı g(zn)

tiende a una matriz de la forma(
α 0
0 α−1

)
que pertenece a T . Por último, es claro que f y g son inversas una de la
otra. � .

Recordemos que existe un homeomorfismo f : S2 −→ C ∪ {∞} da-
do por la proyección estereográfica desde el polo norte en los puntos
S2 − {(0, 0, 1)} y f(0, 0, 1) = ∞. Por lo tanto, SU(2)/T ∼= S2. Cabe
mencionar que el cociente SU(2) −→ SU(2)/T es la fibración de Hopf.

Lema 1.2.4. Consideremos la acción de Z2 = {1, σ} sobre C∪{∞} dada
por σ · z = 1/z̄ y σ · ∞ = 0. Entonces la acción

σ · (x1, x2, x3) = (−x1,−x2,−x3)

en S2 es tal que el homeomorfismo f : S2 −→ C ∪ {∞} es equivariante.

Demostración: Para que la acción sobre S2 sea tal que f es equiva-
riante debe cumplirse que f(σ·z) = σ·f(z) y por tanto σ·z = f−1(σ·f(z)).
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Con lo cual, basta ver el resultado de f−1(σ · f(z)). Supongamos que
(z1, z2, z3) 6= (0, 0, 1), entonces:

f(z1, z2, z3) =

(
z1

1− z3

,
z2

1− z3

)
σ · f(z1, z2, z3) =

(
−z1(1− z3)

z2
1 + z2

2

,
−z2(1− z3)

z2
1 + z2

2

)

f−1(σ · f(z1, z2, z3))

=

(
−2z1(1− z3)

(1− z3)2 + z2
1 + z2

2

,
−2z2(1− z3)

(1− z3)2 + z2
1 + z2

2

,
(1− z3)2 − z2

1 − z2
2

(1− z3)2 + z2
1 + z2

2

)
=

(
−2z1(1− z3)

2− 2z3

,
−2z2(1− z3)

2− 2z3

,
2z2

3 − 2z3

2− 2z3

)
=(−z1,−z2,−z3)

Para (0, 0, 1) se tiene que f(0, 0, 1) =∞ y σ · f(0, 0, 1) = 0, con lo cual,
f−1(σ · f(0, 0, 1)) = f−1(0) = (0, 0,−1). �

1.3. El grupo U(2)

Otro grupo de Lie en el que estaremos interesados es U(2), el cual es
el grupo que consta de las siguientes matrices:{(

α β
γ δ

)
∈M2(C)

∣∣∣∣αβ̄ + γδ̄ = 0, ||α||2 + ||β||2 = ||γ||2 + ||δ||2 = 1

}
El toro maximal estándar de U(2) es el siguiente subgrupo:

T (U(2)) =

{(
α 0
0 β

)∣∣∣∣α, β ∈ C, ||α|| = ||β|| = 1

}
Y es homeomorfo a S1 × S1 mediante:

T −→ S1 × S1(
α 0
0 β

)
7→ (α, β)

Con este homeomorfismo consideraremos a cada matriz A ∈ T como
A ∈ SU(2) ó A ∈ S1 × S1, según nos sea conveniente.
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Proposición 1.3.1. Si S1 y T son los toros maximales estándares de
SU(2) y U(2) respectivamente, entonces U(2)/T ∼= SU(2)/S1.

Demostración: Consideremos la siguiente función:

i : SU(2)/S1 −→ U(2)/T

AS1 7→ AT

Veamos que está bien definida; si AS1 = BS1 entonces B−1A ∈ S1 ⊂ T ,
por lo tanto, AT = BT . La función también es inyectiva, ya que si
AS1, BS1 ∈ SU(2)/S1 son tales que AT = BT entonces B−1A ∈ T y ya
que T ∩ SU(2) = S1 entonces AS1 = BS1. Para ver que es suprayectiva
consideremos la matriz A ∈ U(2). Ya que det(A) 6= 0 podemos considerar
a una de las ráıces cuadradas de det(A), digamos ω. Sea C la siguiente
matriz:

C =

(
1/ω 0

0 1/ω

)
Ya que || det(A)|| = 1 entonces ||1/ω|| = 1 y por lo tanto C ∈ T , con lo
cual además ACT = AT . Luego observemos que

det(AC) = det(A) det(C) = det(A)
1

det(A)
= 1

Aśı que AC ∈ SU(2), con lo cual, i(ACS1) = ACT = AT . Finalmen-
te, es claro que i es continua y ya que los espacios son de Hausdorff y
SU(2)/S1 ∼= S2 es compacto, se sigue que es un homeomorfismo. � .

Proposición 1.3.2. El normalizador del toro estándar de U(2) es la

unión disjunta de T y σT , donde σ =

(
0 1
1 0

)
.

Demostración: Se tiene que:

σT =

{(
0 β
γ 0

)∣∣∣∣ β, γ ∈ C, ||β|| = ||γ|| = 1

}
Sea g ∈ N(T ). Mostraremos que g ∈ T∪σT . ConsideremosA = (1,−1) ∈ T .
Los elementos g, A y g−1 tienen la siguiente forma:

g =

(
α β
γ δ

)
A =

(
1 0
0 −1

)
g−1 =

(
ᾱ γ̄
β̄ δ̄

)
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Luego entonces, se tiene lo siguiente:

gAg−1 =

(
α −β
γ −δ

)
·
(
ᾱ γ̄
β̄ δ̄

)
=

(
|α|2 − |β|2 αγ̄ − βδ̄
ᾱγ − β̄δ |γ|2 − |δ|2

)
Ya que gAg−1 ∈ T , entonces |α|2−|β|2 6= 0, |γ|2−|δ|2 6= 0 y αγ̄−βδ̄ = 0,
con lo cual αγ̄ = βδ̄. Observemos que del hecho de que gg−1 = I también
se tiene que αγ̄ = −βδ̄. Por lo tanto, necesariamente se tiene uno de los
siguientes cuatro casos; α = 0 ó γ = 0 con alguno de β = 0 ó δ = 0.
Notemos que α = 0 y β = 0 no puede darse, pues |α|2 − |β|2 6= 0, por
lo tanto, si α = 0 entonces δ = 0, lo cual implica g ∈ σT . De manera
similar se concluye que si β = 0 entonces γ = 0, lo cual implica g ∈ T .
En cualquier caso se tiene que g ∈ T ∪ σT .

La otra contención es más clara, ya que si g ∈ T entonces g ∈ N(T )
(por ser T abeliano) y si g ∈ σT entonces g y g−1 son de la forma:

g =

(
0 β
γ 0

)
g−1 =

(
0 γ̄
β̄ 0

)
y de aqúı, si A ∈ T entonces

gtg−1 =

(
0 βy
γx 0

)
·
(

0 γ̄
β̄ 0

)
=

(
|β|2y 0

0 |γ|2x

)
=

(
y 0
0 x

)
Y aśı gAg−1 ∈ T , esto es, g ∈ N(T ). Lo cual muestra lo deseado. � .

Con el argumento de la demostración en la proposición anterior podemos
concluir que si g ∈ σT y A = (x, y) entonces g(x, y)g−1 = (y, x). Además,
también podemos concluir lo siguiente:

Proposición 1.3.3. El grupo de Weyl de U(2) está dado por:

W = N(T )/T = {T, σT} ∼= Z2

1.4. Sobre CW -complejos.

En esta sección veremos algunas propiedades de CW -complejos, con
los que estableceremos equivalencias homotópicas que nos serán de utili-
dad en el Caṕıtulo 5.
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Comenzaremos con algunas propiedades de Dn, el disco de dimensión
n. Por convención para esta sección, si ε > 0 y x ∈ Dn, denotaremos por
Bε(x) a la bola cerrada centrada en x y por Bo

ε (x) al interior de tal bola.

Proposición 1.4.1. Si x y y están en el interior de Dn, entonces existe
un homeomorfismo Dn − {x} −→ Dn − {y} que fija ∂Dn.

Demostración: Sea z ∈ Dn − {x}. El elemento z se encuentra en
una única ĺınea, digamos `, que va de x a ∂Dn. Esta ĺınea se encuentra
parametrizada por (0, 1], aśı que z se encuentra en cierta posición t en
esta parametrización. Definimos f : Dn−{x} −→ Dn−{0} tal que f(z)
es el elemento que se encuentra en la posición t en la parametrización de
la ĺınea que va de 0 hacia el punto de intersección de ` con ∂Dn:

◦
x

`

z•
◦
0

•
f(z)

f−→

Esta construcción cumple que f es un homeomorfismo y claramente fija
∂Dn. Tomando el homeomorfismo similar g : Dn − {y} −→ Dn − {0}, se
tiene el homeomorfismo deseado mediante g−1 ◦ f . �

Proposición 1.4.2. Sean x, y puntos en el interior de Dn y ε, δ > 0
tales que Bε(x), Bδ(y) están contenidos en el interior de Dn y además
Bo
ε (x) ∩Bo

δ (y) 6= ∅. Entonces existe un homeomorfismo

Dn − {x} −→ Dn − {y}

que deja fijo Dn − (Bε(x) ∪Bδ(y)).

Demostración: Sea z ∈ Bo
ε (x) ∩ Bo

δ (y). Ya que Bε(x) ∼= Dn y los
puntos x, z están en el interior de Bε(x), entonces por la proposición
anterior existe un homeomorfismo f : Bε(x) − {x} −→ Bε(x) − {z} que
deja fijo ∂Bε(x). Este homeomorfismo local extiende al siguiente:

f̃ : Dn − {x} −→ Dn − {z}

t 7→

{
f(t) si t ∈ Bε(x)− {x}
t en otro caso
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Claramente f̃ es homeomorfismo y se encuentra bien definido ya que
f deja fijo ∂Bε(x). Además f̃ deja fijo Dn − Bε(x). De manera similar,
puede construirse un homeomorfismo g̃ : Dn−{y} −→ Dn−{z} que deje
fijo Dn − Bδ(y). Con esto se tiene el homeomorfismo deseado, a saber,
g̃−1 ◦ f̃ . �

Proposición 1.4.3. Sean n ≥ 2 y consideremos x1, ..., xr, y1, ..., yr pun-
tos en el interior de Dn. Entonces existe un homeomorfismo

Dn − {x1, ..., xr} −→ Dn − {y1, ..., yr}

que fija ∂Dn.

Demostración: Procederemos por inducción; el caso r = 1 es jus-
to la Proposición 1.4.1. Supongamos entonces que el enunciado es cierto
para r − 1. A continuación mostraremos que es válido para r. Conside-
remos f : Dn − {x1, ..., xr−1} −→ Dn − {y1, ..., yr−1} el homeomorfismo
que existe por hipótesis de inducción, el cual deja fijo ∂Dn. Si f(xr) = yr
entonces ya habŕıamos terminado, pues f restringido a Dn − {x1, ..., xr}
seŕıa el homeomorfismo deseado. Supongamos entonces que f(xr) 6= yr,
con esto se tiene un homeomorfismo de la siguiente manera:

f̃ : Dn − {x1, ..., xr−1, xr} −→ Dn − {y1, ..., yr−1, f(xr)}

que también deja fijo ∂Dn. Ya que n ≥ 2 entonces Dn − {y1, ..., yr−1} es
arco-conexo y por lo tanto existe α : [0, 1] −→ Dn − {y1, ..., yr−1} tal que
α(0) = f(xr) y α(1) = yr. Para cada t ∈ [0, 1] sea εt > 0 tal que Bεt(α(t))
esté contenido en el interior de Dn y Bεt(α(t)) ∩ {y1, ..., yr−1} = ∅. De-
finamos Ut = Bo

εt(α(t)). Ya que Im(α) es compacto en Dn, se tiene que
existe un número finito de Ut, digamos n, tales que Im(α) ⊂

⋃n
i=1 Uti . Po-

demos suponer además que esta cubierta es tal que 0 = t1 < ... < tn = 1
y Uti ∩ Uti+1

6= ∅. Con esto α(ti), α(ti+1) están en el interior de Dn, los
subconjuntos Bεti

(α(ti)), Bεti+1
(α(ti+1)) están contenidos en el interior de

Dn y además Bεti
(α(ti))∩Bεti+1

(α(ti+1)) 6= ∅. Aśı que por la Proposición

1.4.2, existe un homeomorfismo gi : Dn − {α(ti)} −→ Dn − {α(ti+1)}
que deja fijo Dn − (Bεti

(α(ti)) ∪ Bεti+1
(α(ti+1))). En particular, cada gi

deja fijo a los elementos y1, ..., yr−1 y aśı, obtenemos un homeomorfismo
mediante la restricción

g̃i = gi| : D
n − {y1, ..., yr−1, α(ti)} −→ Dn − {y1, ..., yr, α(ti+1)}



20 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Finalmente, podemos tomar el homeomorfismo dado por:

g̃n−1 ◦ ... ◦ g̃1 ◦ f̃ : Dn − {x1, ..., xr} −→ Dn − {y1, ..., yr}

el cual claramente deja fijo ∂Dn pues cada uno de las funciones en la
composición lo hacen. �

Proposición 1.4.4. Sea X un CW -complejo de dimensión n con una
única n-celda. Entonces X − {x} ' X(n−1) para cada x en el interior de
la celda.

Demostración: Sea (Φ, Φ̃) : (Dn, ∂Dn) −→ (X,X(n−1)) la función
caracteŕıstica de la única celda y consideremos i : ∂Dn −→ Dn − {0} y
p : Dn − {0} −→ ∂Dn como la inclusión y la proyección radial, repecti-
vamente. Entonces p ◦ i = 1 e i ◦ p ' 1 rel ∂Dn mediante una homotoṕıa
H : (Dn − {0})× I −→ Dn − {0}. Por lo tanto Dn − {0} ' ∂Dn. Re-
cordemos que X = X(n−1) ∪Φ̃ Dn y consideremos 0 ∈ Dn. Con esto,
X − {[0]} = X ∪Φ̃ (Dn − {0}) donde [0] ∈ X está en el interior de la
celda. Consideremos también a la siguiente función:

f : X − {[0]} −→ X(n−1)

[x] 7→

{
x si x ∈ X(n−1)

Φ(p(x)) si x ∈ Dn − {0}

Esta función claramente es continua y se encuentra bien definida ya que
Φ(p(Dn − {0})) ⊂ X(n−1) y si [x] = [Φ(y)], entonces y ∈ ∂Dn y aśı
[Φ(p(y))] = [Φ(y)] = [x]. Consideremos ahora ĩ : X(n−1) −→ X − {0}
como la inclusión, que es tal que f ◦ ĩ = 1 y consideremos también

H̃ : (X − {[0]})× I −→ X(n−1)

([x], t) 7→

{
x si x ∈ X(n−1)

Φ(H(x, t)) si x ∈ Dn − {0}

la cual es homotoṕıa bien definida pues i ◦ p ' 1 rel ∂Dn y además
es tal que ĩ ◦ f ' 1. Por último, por la Proposición 1.4.1 se tiene que
Dn − {x} ∼= Dn − {0} rel ∂Dn para cualquier punto x en el interior de
Dn , con lo cual,

X(n−1) ' X − {[0]} = X ∪Φ̃ (Dn − {0})
∼= X ∪Φ̃ (Dn − {x}) = X − {[x]} � .

Como consecuencia tenemos el siguiente corolario:
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Corolario 1.4.5. Sean X un CW -complejo de dimensión n con una
única n-celda y x un punto en el interior de la celda. Entonces la inclusión
i : X(n−1) −→ X−{x} es una equivalencia homotópica y por tanto induce
isomorfismos en homoloǵıa.

La siguiente proposición tiene el objetivo de generalizar la Proposición
1.4.4.

Proposición 1.4.6. Si n ≥ 2 y x1, ..., xr son puntos en el interior de
Dn entonces

Dn − {x1, ..., xr} ' ∂Dn ∨
r−1∨
i=1

Sn−1 rel ∂Dn

Demostración: Para cada 1 ≤ i ≤ r sea ai = (0, ..., 0,−1 + 1+2(i−1)
r

)
y para cada 1 ≤ i ≤ r− 1 sea fi : ∂Dn−1 −→ ∂Dn la inclusión de ∂Dn−1

como la esfera formada por la intersección de ∂Dn con un hiperplano
perpendicular al último eje con altura −1 + 2i

r
. Estas condiciones son de

tal manera que el conjunto

Z = ∂Dn ∪tfi

(
r−1⊔
i=1

Dn−1

)
⊂ Dn − {a1, ...ar}

se ve de la siguiente forma;

...Z = ⊂

◦
◦

◦
◦

... = Dn − {a1, ..., ar}

Sea p : Dn − {a1, ..., ar} −→ Z la proyección radial sobre cada ai hacia
Z. Es claro que si i : Z −→ Dn − {a1, ..., ar} es la inclusión, entonces
p ◦ i = 1 e i ◦ p ' 1 rel ∂Dn mediante la homotoṕıa

H : (Dn − {a1, ..., ar})× I −→ Dn − {a1, ..., ar}
(x, t) 7→ tx+ (1− t)p(x)

con lo cual, Dn−{a1, ..., ar} ' Z rel ∂Dn. Ya que tfi : t∂Dn−1 −→ ∂Dn
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es nulhomótopa, entonces

Z ' ∂Dn ∪c

(
r−1⊔
i=1

Dn−1

)
rel ∂Dn

= ∂Dn ∨
r−1∨
i=1

Sn−1

donde c : t∂Dn−1 −→ ∂Dn es la función constante (−1, 0, ..., 0). Por
último, si x1, ..., xr son puntos en el interior, de la Proposición 1.4.3 se
tiene que Dn − {x1, ..., xr} ' Dn − {a1, ..., ar} rel ∂Dn. Aśı que

Dn − {x1, ..., xr} ' Dn − {a1, ..., ar} rel ∂Dn

' ∂Dn ∨
r−1∨
i=1

Sn−1 rel ∂Dn

�

Proposición 1.4.7. Sea X un CW -complejo de dimensión n con una
única n-celda. Entonces X −{x1, ..., xr} ' X(n−1) ∨

∨r−1
i=1 S

n−1 para cua-
lesquiera x1, ..., xr en el interior de la celda.

Demostración: Sea (Φ, Φ̃) : (Dn, ∂Dn) −→ (X,X(n−1)) la fun-
ción caracteŕıstica de la única n-celda y consideremos ai ∈ Dn para
cada 1 ≤ i ≤ r y fi : ∂Dn−1 −→ ∂Dn para cada 1 ≤ i ≤ r − 1 co-
mo en la demostración de la Proposición 1.4.6. Con esto se tiene que
X = X(n−1) ∪Φ̃ D

n y que cada zi = Φ(ai) está en el interior de la celda,
por lo tanto

X − {z1, ..., zr} = X(n−1) ∪Φ̃ (Dn − {a1, ..., ar})

Ya que Dn − {a1, ..., ar} ' ∂Dn ∪tfi
(⊔r−1

i=1 D
n−1
)

rel ∂Dn entonces

X(n−1) ∪Φ̃ (Dn − {a1, ..., ar}) ' X(n−1) ∪Φ̃

(
∂Dn ∪tfi

(
r−1⊔
i=1

Dn−1

))

Como Φ̃(∂Dn) ⊂ X(n−1) entonces

X(n−1) ∪Φ̃

(
∂Dn ∪tfi

(
r−1⊔
i=1

Dn−1

))
' X(n−1) ∪tfi◦Φ̃

(
r−1⊔
i=1

Dn−1

)

Por último, como tfi es nulhomótopa aśı también lo es tfi ◦ Φ̃ y por lo
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tanto

X(n−1) ∪tfi◦Φ̃

(
r−1⊔
i=1

Dn−1

)
' X(n−1) ∪c

(
r−1⊔
i=1

Dn−1

)

= X(n−1) ∨
r−1∨
i=1

Sn−1

donde c es la constante Φ(−1, ..., 0). Siguiendo la cadena de equivalencias
establecidas, concluimos que

X − {z1, ..., zr} ' X(n−1) ∨
r−1∨
i=1

Sn−1

Finalmente, si x1, ..., xr son arbitrarios en el interior de la celda, enton-
ces existen y1, ..., yr en el interior de Dn tales que Φ(yi) = xi y por la
Proposición 1.4.2 una equivalencia homotópica tal que

Dn − {y1, ..., yr} ' Dn − {a1, ..., ar} rel ∂Dn

Por lo tanto:

X − {x1, ..., xr} = X ∪Φ̃ (Dn − {y1, ..., yr})
' X ∪Φ̃ (Dn − {a1, ..., ar})
= X − {z1, ..., zr} ' X(n−1) ∨ Sn−1

� .

En particular, si X un CW -complejo de dimensión n con una única
n-celda, entonces X − {x, y} ' X(n−1) ∨ Sn−1 para cualesquiera x, y en
el interior de la celda.

Consideremos ahora a S1 ∼= {1} ∪f D1, donde f : {−1, 1} −→ {1}.
Esto da a S1 una estructura de CW -complejo con sólo una 0-celda y una
1-celda, cuyas imágenes en S1 (de las funciones caracteŕısticas) son los
conjuntos pt = {1} y a = {x | x ∈ S1}. A partir de esta estructura, po-
demos otorgar de manera inductiva una estructura CW para Tr = (S1)r,
de tal manera que el k-ésimo esqueleto de Tr, donde k ≤ r, tiene celdas
de dimensión k cuyas imágenes en Tr son de la forma b1× ...×br, donde a
aparece en el producto k - veces y los r−k términos restantes son pt. De
aqúı en adelante, consideraremos siempre a Tr como un CW -complejo
con esta estructura.
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Por último, recordemos lo siguiente; siX, Y son CW -complejos y f : X −→ Y
es tal que para toda celda Φ(enα) de X existe una celda Φ̃(ẽnβ) de Y con
el siguiente diagrama conmutativo:

enα
1 //

Φ

��

ẽnβ

Φ̃

��
X

f // Y

donde Φ y Φ̃ son las respectivas funciones caracteŕısticas y enα
∼= ẽnβ

∼= Dn,
entonces f induce un homomorfismo de complejos dado por:

f# : CCW
n (X) −→ CCW

n (Y )

enα 7→ ẽnβ

El homomorfismo f# está bien definido pues si existiesen dos celdas tales
que

Φ̃(ẽnβ) = f(Φ(enα)) = Φ̃(ẽnβ′)

entonces tales celdas coincidiŕıan en el interior, lo cual no puede ser,
pues Y es un CW -complejo. Este homomorfismo induce a su vez un
homomorfismo en homoloǵıa celular dado por:

f∗ : HCW
n (X) −→ HCW

n (Y )

[enα] 7→ [f#(enα)]

Este homomorfismo además coincide con el inducido en homoloǵıa sin-
gular en el sentido en el que el siguiente diagrama conmuta:

HCW
n (X)

f∗ //

∼=

��

HCW
n (Y )

∼=

��
Hn(X)

f∗ // Hn(Y )

1.5. Espacios de configuraciones

Los espacios de configuraciones toman relevancia en este trabajo ya
que las configuraciones de tuplas que conmutan vienen a partir de com-
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binar los espacios de configuraciones con los espacios de tuplas que con-
mutan. Aqúı mostraremos algunas de sus propiedades.

Definición 1.5.1. Sea X un espacio topológico, definimos el espacio de
configuraciones de k puntos de X como el siguiente conjunto:

Confk(X) = {(x1, ..., xk) ∈ Xk | xi 6= xj si i 6= j}

dotado de la topoloǵıa subespacio de Xk.

Proposición 1.5.2. Si X es un espacio de Hausdorff entonces Confk(X)
es un subconjunto abierto de Xk.

Demostración: Sea (x1, ..., xk) ∈ Confk(X). Ya que xi 6= xj si i 6= j
entonces existen abiertos U1, ..., Uk tales que xi ∈ Ui y Ui ∩ Uj = ∅ si
i 6= j. Consideremos entonces el abierto U = U1 × ... × Uj, el cual es
tal que (x1, ..., xk) ∈ U . Si (y1, ..., yk) ∈ U , entonces yi ∈ Ui, y ya que
Ui∩Uj = ∅ si i 6= j entonces yi 6= yj si i 6= j. Por lo tanto, U ⊂ Confk(X)
y aśı Confk(X) es abierto. � .

Proposición 1.5.3. Si X es un espacio topológico infinito tal que X \A
es arco-conexo para cada subconjunto finito A de X entonces Confn(X)
es también arco-conexo para cualquier n.

Demostración: Para demostrar el enunciado consideremos

(x1, ..., xn), (y1, ..., yn) ∈ Confn(X)

Mostraremos que existe un camino γ : [0, 1] −→ Confn(X) tal que

γ(0) = (x1, ..., xn) y γ(1) = (y1, ..., yn)

Consideremos primero s2 ∈ X \ {x1, ..., xn, y1, .., yn} (esto es posible ya
que X \ {x1, ..., xn, y1, .., yn} sigue siendo infinito). Ya que por hipótesis
X \ {x1, x3..., xn, y1, .., yn} es arco-conexo y x2, s2 ∈ X \ {x1, x3..., xn},
entonces existe

α2 : [0, 1] −→ X \ {x1, x3, ..., xn}

tal que α2(0) = x2, α2(1) = s2. Consideremos ahora el siguiente camino:

α̃2(t) = (x1, α2(t), x3, ..., xn)
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Ya que α2(t) 6= xi para todo t, se sigue que α̃2(t) es un camino en
Confn(X) que comienza en (x1, ..., xn) y termina en (x1, s2, x3, ..., xn).
Sea ahora s3 ∈ X \ {x1, s2, x3, ..., xn, y1, .., yn}, se tiene en particular que

x3 ∈ X \ {x1, s2, x4, ..., xn}

Ya que X \ {x1, s2, x4, ..., xn} es arco-conexo, entonces existe un camino
α3 : [0, 1] −→ X \ {x1, s2, x4, ..., xn} tal que α3(0) = x3, α3(1) = s3.
Consideremos ahora el siguiente camino:

α̃3(t) = (x1, s2, α3(t), ..., xn)

Ya que α3(t) 6= xi y α3(t) 6= s2 para todo t, se sigue que α̃3(t) es un
camino en Confn(X) tal que

α̃3(0) = (x1, s2, x3, x4, ..., xn) α̃3(1) = (x1, s2, s3, x4, ..., xn)

Podemos seguir este proceso de manera inductiva y construir un ca-
mino α̃n(t) en Confn(X) que comience en (x1, s2, ...sn−1, xn) y termine en
(x1, s2, s3, ..., sn), donde además cada sj es distinto de cada yi y de x1 y
si 6= sj si i 6= j. Con esto, hemos construido un camino en Confn(X) que
comienza en (x1, ..., xn) y termina en (x1, s2..., sn), a saber, β = α̃1∗...∗α̃n.

Ahora bien, como X \ {s2, ..., sn} es también arco-conexo, y además
x1, y1 ∈ X \ {s2, ..., sn}, se sigue que existe β1 : [0, 1] −→ X \ {s2, ..., sn}
tal que β1(0) = x1 y β1(1) = y1. Ya que cada β1(t) 6= si entonces el
camino β̃1(t) = (β1(t), s2, ..., sn) está contenido en Confn(X). Además β̃
comienza en (x1, s2..., sn) y termina en (y1, s2, ..., sn).

Luego, como X \ {y1, s3, ..., sn} es arco-conexo y

y2, s2 ∈ X \ {y1, s3, ..., sn}

entonces existe β2 que comienza en s2 y termina en y2. De manera simi-
lar, el camino β̃2(t) = (y1, β2(t), s3, ..., sn) está contenido en Confn(X),
comienza en (y1, s2, s3, ..., sn) y termina en (y1, y2, s3, ..., yn). Podemos
continuar este proceso de manera inductiva y construir un camino β̃n en
Confn(X) que comience en (y1, ..., yn−1, sn) y termine en (y1, ..., yn). Por
tanto, hemos construido ahora un camino en Confn(X) de (x1, s2, ..., sn) a
(y1, ..., yn), a saber, γ̃ = β̃1 ∗ ...∗ β̃n. Finalmente, también hemos construi-
do un camino en Confn(X) de (x1, ..., xn) a (y1, ..., yn), dado por γ = β∗γ̃.
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Esto muestra el resultado deseado. � ...

Corolario 1.5.4. Si X es una variedad topológica arco-conexa de dimen-
sión mayor que 1, entonces Confk(X) es arco-conexo para todo k ≥ 1.

Proposición 1.5.5. Si X es un espacio de Hausdorff localmente arco-
conexo entonces Confk(X) también es localmente arco-conexo.

Demostración: Sea x = (x1, ..., xk) ∈ Confk(X) y U abierto de
Confk(X) tal que x ∈ U . Ya que el espacio Confk(X) es abierto en Xk,
se sigue que U también es abierto en Xk. Sean U1, ..., Un abiertos de X
tales que U1 × ... × Un ⊂ U y xi ∈ Ui. Podemos suponer además que
estos abiertos son tales que Ui∩Uj = ∅ usando un argumento como en la
proposición 1.5.2. Ya que X es localmente arco-conexo, existen V1, ..., Vn
abiertos en X y arco-conexos tales que Vi ⊂ Ui y xi ∈ Vi. Finalmente,
considerando al abierto V = V1 × ...× Vk se tiene que V es arco-conexo
y x ∈ V ⊂ U , aśı que Confk(X) es localmente arco-conexo. � ...

Ya que los grupos U(n), SU(n) ó Sp(n) son espacios de Hausdorff local-
mente arco-conexos entonces Confk(U(n)),Confk(SU(n)) y Confk(Sp(n))
son localmente arco-conexos.

Proposición 1.5.6. Si G es un grupo topológico, entonces para k ≥ 2
se tiene que Confk(G) ∼= G× Confk−1(G− {e}).

Demostración: Consideremos las siguientes funciones:

φ : Confk(G) −→ G× Confk−1(G− {e})
(g1, ..., gk) 7→ (g1, (g2g

−1
1 , ..., gkg

−1
1 ))

ϕ : G× Confk−1(G− {e}) −→ Confk(G)

(x, (x1, ..., xk−1)) 7→ (x, x1x, ..., xk−1x)

Es claro que estas funciones son continuas y se encuentran bien definidas.
Además, son tales que φ ◦ ϕ = 1 y ϕ ◦ φ = 1. � .

Proposición 1.5.7. Si X ∼= Y , entonces Confk(X) ∼= Confk(Y ) para
k ≥ 2.
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Demostración: Ya que X ∼= Y entonces existen f : X −→ Y y
f−1 : Y −→ X que son continuas y una inversa de la otra. Consideremos
entonces las siguientes funciones:

f̃ : Confk(X) −→ Confk(Y )

(x1, ..., xk) 7→ (f(x1), ..., f(xk))

f̃−1 : Confk(Y ) −→ Confk(X)

(y1, ..., yk) 7→ (f−1(y1), ..., f−1(yk))

La función f̃ está bien definida, ya que si xi 6= xj entonces f(xi) 6= f(xj).
De manera similar, f̃−1 también está bien definida. Finalmente, es claro
que las funciones f̃ y f̃−1 son continuas y una inversa de la otra. � .

El espacio Confk(X) no es un invariante homotópico, ya que si consi-
deramos el conjunto que contiene a un punto •, se tiene que R ' •, sin
embargo Conf2(•) = ∅ y

Conf2(R) = R2 \ {(a, a) ∈ R2 | a ∈ R} ' • t •

Como hemos comentado en la introducción, Fadell y Neuwirth [13] pro-
baron la existencia de la fibración

Confk−1(X − {x1}) −→ Confk(X) −→ X

(x1, ..., xk) 7→ x1

cuando X es una variedad topológica. Sin embargo, se ha probado de
manera más general que las proyecciones

Confk−r(X − {a1, ..., ar}) −→ Confk(X) −→ Confr(X)

(x1, ..., xk) 7→ (x1, ..., xr)

donde r < k y (a1, ..., ar) ∈ Confr(X), también son fibraciones cuando
X es una variedad topológica (ver Teorema 1.1 de [12]), todas conocidas
como fibraciones de Fadell y Neuwirth.

1.6. Grupo fundamental de Conf3(T )

Aqúı mostramos la presentación del grupo fundamental de Conf3(T )
dada por Birman [4]. Esta sección nos será de utilidad en el caṕıtulo 4,
donde estaremos calculando las cohomoloǵıas de las configuraciones de
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tuplas que conmutan de algunos grupos.

Consideraremos al toro como R/Z × R/Z y denotaremos un punto de
T por sus coordenadas (u, v), donde u, v ∈ [0, 1]. Sean x1 = (1/8, 1/8),
x2 = (2/8, 2/8), x3 = (3/8, 3/8) y γ la curva ilustrada en la siguiente
figura:

•
•
•

//

//

OO
OO

OO
OO

oo
��
//
OO

Consideremos los siguientes lazos en Conf3(T ):

a1(t) = (x1 − (t, 0), x2 − (t, 0), x3 − (t, 0))

a2(t) = (x1, x2 − (t, 0), x3 − (t, 0))

a3(t) = (x1, x2, x3 − (t, 0))

b1(t) = (x1 − (0, t), x2 − (0, t), x3 − (0, t))

b2(t) = (x1, x2 − (0, t), x3 − (0, t))

b3(t) = (x1, x2, x3 − (0, t))

B23(t) = (x1, x2, γ(t))

Teorema 1.6.1 (Teorema 5 de [4]). El grupo π1(Conf3(T ), (x1, x2, x3))
admite una presentación con generadores a1, a2, a3, b1, b2, b3, B23 y las si-
guientes relaciones:

[ai, aj] = [bi, bj] = 1

[ai, B23] = [bi, B23] = 1 i = 1, 2

[b3, a3a
−1
2 ] = [b3b

−1
2 , a3] = B23

[a1, bi] = [b1, ai] = 1

Ahora bien, el homeomorfismo

f : Conf3(T ) −→ T × Conf2(T − {1})
(x1, x2, x3) 7→ (x1, (x2x

−1
1 , x3x

−1))
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induce un isomorfismo entre los grupos fundamentales

f∗ : π1(Conf3(T )) −→ π1(T × Conf2(T − {1}))
[α] 7→ [f ◦ α]

Este isomorfismo manda los generadores ai, bi, B23 a los siguientes gene-
radores en π1(T × Conf2(T − {1})):

f∗([a1(t)]) = [(x1 − (t, 0), (x2 − x1, x3 − x1))]

f∗([a2(t)]) = [(x1, (x2 − x1 − (t, 0), x3 − x1 − (t, 0)))]

f∗([a3(t)]) = [(x1, (x2 − x1, x3 − x1 − (t, 0)))]

f∗([b1(t)]) = [(x1 − (0, t), (x2 − x1, x3 − x1))]

f∗([b2(t)]) = [(x1, (x2 − x1 − (0, t), x3 − x1 − (0, t)))]

f∗([b3(t)]) = [(x1, (x2 − x1, x3 − x1 − (0, t)))]

f∗([B23(t)]) = [(x1, (x2 − x1, γ(t)− x1))]

donde estos generadores también satisfacen las condiciones respectivas
del Teorema 1.6.1. Aśı que también se tiene una presentación del gru-
po fundamental de Conf2(T − {1}), como lo mostramos en el siguiente
teorema.

Teorema 1.6.2. El grupo π1(Conf2(T − {1})) admite una presentación
con generadores ã2, ã3, b̃2, b̃3 y las siguientes relaciones:

[ã2, ã3] = [b̃2, b̃3] = 1

[ã2, B̃23] = [b̃2, B̃23] = 1

[b̃3, ã3ã
−1
2 ] = [b̃3b̃

−1
2 , ã3] = B̃23

Demostración: Se tiene el siguiente isomorfismo:

π1(T × Conf2(T − {1})) −→ π1(T )× π1(Conf2(T − {1}))
[α] 7→ ([α1], [α2])

donde α : I −→ T × Conf2(T − {1}) con α(t) = (α1(t), α2(t)). Es-
te isomorfismo manda los generadores de f∗(a1), f∗(b1) a los generado-
res en π1(T ) mediante la proyección a la primera coordenada, y a los
f∗(ai), f∗(bi), f∗(B23) restantes mediante la proyección a la segunda coor-
denada a los generadores ãi, b̃i, B̃23 deseados en π1(Conf2(T − {1})). � .



1.7. ESPACIOS DE TUPLAS QUE CONMUTAN 31

Observemos que los generadores de π1(Conf2(T−{1})) tienen la siguiente
forma:

a2(t) = (y1 − (t, 0), y2 − (t, 0))

a3(t) = (y1, y2 − (t, 0))

b2(t) = (y1 − (0, t), y2 − (0, t))

b3(t) = (y1, y2 − (0, t))

B23(t) = (y1, γ̃(t))

donde y1 = (1/8, 1/8), y2 = (2/8, 2/8) y γ̃(t) = γ(t)− (1/8, 1/8).

1.7. Espacios de tuplas que conmutan

Los espacios de tuplas que conmutan son el otro espacio con el que
se obtienen las configuraciones de tuplas que conmutan, aśı que aqúı
introducimos esta sección para familiarizarnos con ellos.

Definición 1.7.1. Sea G un grupo de Lie. Definimos el espacio de k-
tuplas que conmutan como el siguiente conjunto:

Hom(Zk, G) = {f : Zk −→ G | f es homomorfismo}

Este espacio es un espacio topológico con la siguiente topoloǵıa: dado
un homomorfismo f ∈ Hom(Zk, G), podemos asociar a este homomorfis-
mo un elemento de Gk = G× ...×G, de la siguiente manera:

f 7→ (f(e1), ..., f(ek))

Esta k-tupla satisface además para cada i, j:

f(ei) · f(ej) = f(ei + ej) = f(ej + ei) = f(ej) · f(ei)

Esto es, las coordenadas de la k-tupla conmutan entre śı. Rećıprocamente,
si se tiene una k-tupla (g1, ..., gk) tal que gi ·gj = gj ·gi, entonces podemos
considerar el homomorfismo f : Zk −→ G que se obtiene al extender por
linealidad la condición f(ei) = gi. Expĺıcitamente:

f(z1, ..., zk) = f(z1 · e1 + ...+ zk · ek)
= f(z1 · e1) · ... · f(zk · ek)
= f(e1)z1 · ... · f(ek)

zk

= gz11 · ... · g
zk
k
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La igualdad gi · gj = gj · gi permite que f sea un homomorfismo, pues de
ei + ej = ej + ei se tiene:

gi · gj = f(ei) · f(ej) = f(ei + ej)

= f(ej + ei) = f(ej) · f(ei) = gj · gi

Con esto, podemos identificar al conjunto Hom(Zk, G) con el siguiente
subconjunto de Gk:

Hom(Zk, G) = {(g1, ..., gk) ∈ Gk | gi · gj = gj · gi}

Ahora bien, ya que G es un grupo de Lie, en particular es un espa-
cio topológico y aśı Gk también es un espacio topológico con la topo-
loǵıa producto. Con esto, dotamos al espacio Hom(Zk, G) de la topoloǵıa
subespacio de Gk.

Proposición 1.7.2. El espacio Hom(Zk, G) es cerrado en Gk.

Demostración: Consideremos la siguiente función:

fi,j : Gk −→ G

(g1, ..., gk) 7→ gigjg
−1
i g−1

j

Se tiene que fi,j es continua, pues al ser G un grupo de Lie, el producto y
la inversa son funciones continuas. Por lo tanto, Ai,j = f−1

i,j (e) es cerrado,
donde e es la identidad de G. Por último, se tiene la siguiente igualdad:

Hom(Zk, G) =
⋂
i,j

Ai,j

Y ya que cada Ai,j es cerrado entonces también lo es Hom(Zk, G). � ...

Si G es un grupo de Lie, entonces G es de Hausdorff, se sigue enton-
ces que Gk es también un espacio de Hausdorff. Finalmente, como los
espacios Confk(G) y Hom(Zk, G) son subespacios de Gk, se sigue que
estos espacios también son de Hausdorff.

Proposición 1.7.3. Si G = U(n), SU(n) ó Sp(n) entonces el espacio
Hom(Zk, G) consta de justamente aquellas tuplas (g1, ..., gk) tales que los
elementos gi pertenecen a un mismo toro maximal.

Demostración: Si (g1, ..., gk) ∈ Hom(Zk, G) entonces gigj = gjgi y
por lo tanto el subgrupo 〈g1, ..., gk〉 es abeliano, con lo cual, la Propo-
sición 1.1.10 indica que existe T tal que 〈g1, ..., gk〉 ⊂ T , por lo tanto,
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gi ∈ T . La otra inclusión es clara. � ...

Sea G un grupo compacto de Lie y T un toro maximal de G. Consi-
deremos la siguiente función:

ϕ : G× T k −→ Hom(Zk, G)

(g, (t1, ..., tk)) 7→ (gt1g
−1, ..., gtkg

−1)

Veamos a continuación que esta función se encuentra bien definida: dados
g ∈ G y (t1, ..., tk) ∈ T k se tiene debido a la conmutatividad en T que

(gtig
−1) · (gtjg−1) = gtitjg

−1

= gtjtig
−1 = (gtjg

−1) · (gtig−1)

Esto es, las coordenadas conmutan entre śı, por lo tanto,

(gt1g
−1, ..., gtkg

−1) ∈ Hom(Zk, G)

y aśı ϕ está bien definida. Claramente la función ϕ también es una función
continua, pues el producto y la inversa en G son continuas.

1.8. Sobre representaciones

En esta sección hablaremos un poco de representaciones, que son
herramientas que usamos en los caṕıtulos 4 y 5.

Definición 1.8.1. Una representación de un grupo finito G sobre un
espacio vectorial V de dimensión finita, es un homomorfismo de grupos
ρ : G −→ GL(V ).

Una representación otorga a V una estructura de G-módulo de la
siguiente manera: gv = (ρ(g))(v).

Definición 1.8.2. Sean V y W representaciones de G. Un morfismo en-
tre tales representaciones es una transformación lineal φ : V −→ W que
es equivariante. Si existe un morfismo φ−1 que es inverso de φ, entonces
decimos que V y W son equivalentes.

Definición 1.8.3. Una subrepresentación de una representación V es
un subespacio vectorial W de V que es invariante bajo G. Si no existe
ningún subespacio invariante no trivial y propio de V , decimos que V es
irreducible.
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Si V y W son representaciones, entonces también lo son V ⊕ W y
V ⊗W mediante:

g(v ⊕ w) = gv ⊕ gw g(v ⊗ w) = gv ⊗ gw

Proposición 1.8.4. Si W es una subrepresentación de V , entonces exis-
te un subespacio invariante W̃ tal que V = W ⊕ W̃ .

Demostración: Sea U un subespacio complementario a W , esto es,
tal que V = W ⊕ V . Consideremos π0 : V −→ W la proyección sobre W
en la suma directa. Consideremos π como

π : V −→ W

v 7→
∑
g∈G

gπ0(g−1v)

Es fácil verificar que es una transformación lineal. Además, si h ∈ G
entonces

π(hv) =
∑
g∈G

gπ0(g−1hv)

=
∑
g∈G

hgπ0(g−1v) = hπ(v)

Esto es, π es G-equivariante. En particular, ker(π) es un subespacio in-
variante bajo G. Por otro lado, si w ∈ W , teniendo en cuenta que W es
invariante bajo G, se tiene que

π(w) =
∑
g∈G

gπ0(g−1w) =
∑
g∈G

w = |G|w

En particular, π(w) 6= 0 si w 6= 0. Aśı que W ∩ ker(π) = 0. Finalmente,
ya que dim(Im(π)) = dim(W ) entonces

dim(V ) = dim(ker(π)) + dim(W )

con lo cual, V = W ⊕ ker(π). Siendo ker(π) el subespacio deseado. � .

Para el grupo G = Z2 = {1, σ} se tienen las representaciones trivial
y alternante que están respectivamente determinadas mediante:

σ · x = x σ · x = −x
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Denotaremos por 1 y σ respectivamente a estas representaciones. En la si-
guiente proposición mostramos que todas las representaciones racionales
de Z2 se descomponen en estas representaciones.

Proposición 1.8.5. Cualquier representación racional V de dimensión
finita de Z2, es equivalente a una suma directa de las representaciones 1
y σ.

Demostración: Pongamos Z2 = {1, τ}. Si dim(V ) = 1 entonces
de τ(τx) = x se sigue que V = 1 ó V = σ. Supongamos ahora que
dim(V ) = 2 y pongamos τ(x, y) = (ax + by, cx + dy). Con esto se tiene
que

τ(ax+ by, cx+ dy) = ((a2 + bc)x+ (ab+ bd)y,

(ac+ cd)x+ (bc+ d2)y)

Ya que necesariamente τ(τ(x, y)) = (x, y), entonces

a2 + bc = 1 c(a+ d) = 0

b(a+ d) = 0 bc+ d2 = 1

Podemos analizar cada uno de los casos posibles; si b = 0 entonces

a = d = ±1 y c = 0 ó a = −d = ±1 y c ∈ Q

En el primer caso se tiene que τ(x, y) = (x, y) ó τ(x, y) = (−x,−y), con
lo cual V ∼= 2 ó V ∼= 2σ. En el segundo caso se tiene τ(x, y) = (x, cx−y).
Si c = 0 entonces claramente V ∼= 1 ⊕ σ. Mientras que si c 6= 0,
entonces V tiene por puntos fijos a los de la forma (2y/c, y), aśı que
V ∼= Q(2/c, 1) ⊕ Q(0, 1) ∼= 1 ⊕ σ. En cada uno de los casos restantes
puede realizarse el mismo análisis y encontrarse subespacios W1 y W2

invariantes bajo Z2 y equivalentes al trivial o al alternante tales que
V ∼= W1 ⊕W2. Aśı que el enunciado también es válido en este caso.

Si dim(V ) ≥ 3, entonces podemos considerar al subespacio de los puntos
fijos V Z2 . Por la Proposición 1.8.4, existe un subespacio W invariante
bajo Z2 tal que V ∼= dim(V Z2)1⊕W . En particular

dim(W ) = dim(V )− dim(V Z2)

Ahora bien, consideremos w ∈ W . Se tienen los siguientes dos casos;

τw = rw con r ∈ Q ó w y τw son linealmente independientes,
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donde τw ∈ W . Si τw = rw entonces necesariamente 〈w〉 ∼= σ, pues de lo
contrario, w seŕıa un punto fijo. Si w y τw son linealmente independien-
tes entonces dim(〈w, τw〉) = 2, aśı que por el caso previo, necesariamente
〈w, τw〉 ∼= 2σ, pues W no tiene puntos fijos. Si dim(W ) ≤ 2 entonces ya
habŕıamos terminado. En el caso contrario, tomamos w̃ ∈ W tal que
w̃ /∈ 〈w, τw〉 y repetimos el argumento previo. Ya que dim(W ) es un
natural, este procedimiento acaba. � .

Del argumento en la demostración anterior podemos obtener el siguiente
corolario.

Corolario 1.8.6. Cualquier representación racional V de dimensión fi-
nita de Z2 es tal que

V ∼= dim(V Z2)1⊕ (dim(V )− dim(V Z2))σ

Lema 1.8.7. Si 1 y σ son las representaciones trivial y alternante res-
pectivamente, entonces

1⊗ 1 ∼= 1 1⊗ σ ∼= σ σ ⊗ σ ∼= 1

Además, si [m1 ⊕ nσ]Z2 denota al subespacio de los puntos fijos en la
representación de Z2 sobre m1⊕ nσ, entonces [m1 + nσ]Z2 ∼= Qm.

Demostración: Se tiene que el isomorfismo Q⊗Q ∼= Q viene dado
por x⊗ y 7→ xy. Aśı que cada representación resultante de los productos
tensoriales corresponde a la multiplicación de los signos. Por último, la
acción de Z2 sobre m1⊕ nσ es tal que

σ(x1, ..., xm, xm+1, ..., xn) = (x1, ..., xm,−xm+1, ...,−xn)

Aśı que los puntos fijos bajo esta acción corresponden a los de la forma
(x1, ..., xm, 0, ..., 0), con lo cual, se tiene el resultado deseado. � .

Finalizamos esta sección con la siguiente proposición que nos será de
utilidad en los cálculos del caṕıtulo 4.

Proposición 1.8.8. Las representaciones de Z2 sobre Q2 que están da-
das por

σ(x, y) = (y, x) σ(x, y) = (−y,−x)

son isomorfas a la representación 1⊕ σ.
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Demostración: Basta notar que los puntos fijos de estas representa-
ciones son de la forma (a, a) y (a,−a) respectivamente y usar el Corolario
1.8.6. �





Caṕıtulo 2

Cohomoloǵıa

El objetivo de esta sección es desarrollar la teoŕıa con la que se ob-
tienen las herramientas para calcular grupos de cohomoloǵıa racional de
las configuraciones de tuplas que conmutan. Es una elaboración de los
resultados publicados por Baird en [3].

2.1. Haces principales cohomológicos

Sean f : X −→ Y una función continua y τ un grupo topológico que
actúa libremente sobre X por la derecha, tal que X −→ X/τ es un haz
principal. Para el lector interesado en el tema de haces principales, una
referencia es [20].

Definición 2.1.1. Decimos que (f : X −→ Y, τ) es un haz principal
cohomológico para la teoŕıa cohomológica H si:

i) f es suprayectiva y cerrada.

ii) f desciende a través de la función cociente a una función h:

X

π
��

f

&&
X/τ h // Y

iii) H(h−1(y)) ∼= H(pt) para toda y ∈ Y .

Proposición 2.1.2. Si (f : X −→ Y, τ) es un haz principal cohomológi-
co, entonces h también es suprayectiva y cerrada.

39
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Demostración: Claramente h es suprayectiva pues f lo es. Veamos
que es cerrada. Sea A ⊂ X/τ cerrado, luego entonces π−1(A) ⊂ X es
cerrado y ya que f es cerrada, se sigue que f(π−1(A)) ⊂ Y también es
cerrado. Finalmente, ya que f = h ◦ π y π es suprayectiva se sigue que

f(π−1(A)) = h(π(π−1(A))) = h(A)

es cerrado, con lo cual, h es una función cerrada. �

Teorema 2.1.3 (Teorema 2.1 de [3]). Sea h : Z −→ Y una función su-
prayectiva y cerrada, donde Z es un espacio paracompacto de Hausdorff.
Supongamos que H∗(h−1(y);F ) ∼= H∗(pt;F ) para todo y ∈ Y . Entonces
h∗ : H∗(Y ;F ) −→ H∗(Z;F ) es un isomorfismo.

Para los resultados siguientes supondremos que τ es un grupo finito
y que F es un campo tal que char(F ) no divide a #τ .

Teorema 2.1.4 (Teorema 2.2 de [3]). Sean X un espacio topológico sobre
el que el grupo τ actúa y π : X −→ X/τ la función cociente. Entonces

π∗(H∗(X/τ ;F )) ⊂ H∗(X;F )τ

y más aún, π∗ : H∗(X/τ ;F ) −→ H∗(X;F )τ es un isomorfismo.

Proposición 2.1.5. Sea X un espacio de Hausdorff paracomptacto sobre
el que el grupo τ actúa libremente. Si (f : X −→ Y, τ) es un haz prin-
cipal cohomológico para H∗( ;F ), entonces f induce un isomorfismo
f ∗ : H∗(Y ;F ) −→ H∗(X;F )τ .

Demostración: Ya que X es un espacio de Hausdorff paracompacto
entonces X/τ también lo es. Como (f : X −→ Y, τ) es un haz principal
cohomológico, entonces h es suprayectiva y cerrada por la Proposición
2.1.2. Además es tal que H∗(h−1(y);F ) ∼= H∗(pt;F ) para toda y, esto es,
h satisface las condiciones del Teorema 2.1.3, con lo cual,

h∗ : H∗(Y ;F )
∼= // H∗(X/τ ;F )

Por otro lado, de la Proposición 2.1.4 se sigue que

π∗ : H∗(X/τ ;F )
∼= // H∗(X;F )τ

Finalmente, ya que f ∗ = π∗ ◦ h∗ se sigue que

f ∗ : H∗(Y ;F )
∼= // H∗(X;F )τ � ...
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Corolario 2.1.6 (Corolario 2.4 de [3]). Sea τ un grupo compacto de
Lie con N componentes conexas y τ0 la componente de la identidad. Sea
(f : X −→ Y, τ) un haz cohomológico principal para H∗( ;F ), donde
char(F ) no divide a N y X es un espacio de Hausdorff paracompacto.
Entonces H∗(Y ;F ) ∼= H∗(X/τ0;F )τ/τ0.

Demostración: Observemos primero que si t ∈ τ0 y x ∈ X, entonces
f(x · t) = f(x) ya que f desciende a X/τ , por lo tanto, f desciende a una
función

g : X/τ0 −→ Y

[x] 7→ f(x)

Consideremos ahora la siguiente acción:

X/τ0 × τ/τ0 −→ X/τ0

([x], tτ0) 7→ [x · t]

Esta acción está bien definida pues τ0 es normal en τ . Veamos ahora que
(g : X/τ0 −→ Y, τ/τ0) es un haz principal cohomológico. Ya que f es
suprayectiva y cerrada, se sigue entonces que g también lo es. Además si
[y] = [x] · tτ0 entonces g([y]) = f(x · t) = f(x) = g([x]), con lo cual, g

desciende a una función h̃ : X/τ0
τ/τ0
−→ Y . Finalmente, ya que

ϕ : X/τ −→ X/τ0

τ/τ0

[x]τ 7→ [[x]]

es un homeomorfismo tal que h = h̃ ◦ ϕ, se sigue que

H∗(h̃−1(y);F ) ∼= H∗(h−1(y);F ) ∼= H∗(pt;F )

Por otro lado, el cociente X −→ X/τ0 es un haz principal y por lo tanto
una función cerrada, con lo cual X/τ0 es paracompacto y de Hausdorff
(ver 5.1.33 de [11]). Por último, ya que #(τ/τ0) = N y por lo tanto
char(F ) no divide al orden de τ/τ0, entonces la Proposición 2.1.5 nos da
el resultado deseado. �

2.2. Estabilizadores con un toro maximal

Para esta sección consideraremos G un grupo compacto y conexo, T
un toro maximal de G y X un espacio en el que G actúa. Consideraremos
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también que cada punto x ∈ X se mantiene fijo bajo la acción de G por
algún toro maximal de G.

Proposición 2.2.1. Con las condiciones indicadas para esta sección, se
tiene que la siguiente función es suprayectiva:

Φ : G×XT −→ X

(g, x) 7→ g · x

Demostración: Sea x ∈ X. Luego por hipótesis se tiene que x
está fijo bajo la acción de un toro maximal, digamos T ′. Ya que los to-
ros maximales son conjugados entre śı, se tiene que existe g ∈ G tal
que gTg−1 = T ′. Con esto, dado t ∈ T , ya que gtg−1 ∈ T ′, entonces
gtg−1 · x = x, de donde tg−1 · x = g−1 · x. Esto es, g−1 · x ∈ XT . Por lo
tanto, Φ(gt, g−1 · x) = gtg−1 · x = x, lo cual muestra lo deseado. � ...

Lema 2.2.2. Sea G un grupo topológico que actúa sobre un espacio de
Hausdorff X, entonces

XT = {x ∈ X | t · x = x, ∀t ∈ T}

es cerrado en X.

Demostración: Mostraremos que el complemento es abierto;

X \XT = {x ∈ X | existe t ∈ T con tx 6= x}

Si x ∈ X \XT , entonces existe t ∈ T tal que Lt(x) = t · x 6= x. Ya que X
es un espacio de Hausdorff se tiene que existen Ũ , Ṽ abiertos disjuntos
de x y Lt(x) respectivamente. Consideremos entonces U = Ũ ∩L−1

t (Ṽ ) el
cual es un abierto no vaćıo, pues contiene a x. Finalmente, es claro que
U ⊂ Ũ y Lt(U) ⊂ Ṽ , por lo tanto, U ∩ Lt(U) = ∅. En conclusión, para
todo y ∈ U se tiene que Lt(y) 6= y y aśı, X \XT es abierto. � ...

Lema 2.2.3. Sean G compacto, X un espacio y π : G×X −→ X la
proyección sobre X. Entonces π es una función cerrada.

Demostración: Sea C ⊂ G×X cerrado. Mostraremos que X \π(C)
es abierto. Sea x ∈ X\π(C). Dado g ∈ G, observemos que necesariamente
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(g, x) /∈ C y por lo tanto como C es cerrado se tiene que existen abiertos
Ug ⊂ G, Vg ⊂ X tales que (g, x) ∈ Ug × Vg y (Ug × Vg) ∩ C = ∅. Aśı
{Ug}g∈G es una cubierta abierta para G y ya que G es compacto, existe
un número finito de los abiertos Ug que cubren a G, digamos Ug1 , ..., Ugn .
Consideremos ahora V = Vg1 ∩ ... ∩ Vgn . Se tiene claramente que x ∈ V .
Veamos que además V ∩ π(C) = ∅. Supongamos que no fuese aśı, esto
es, que existe y ∈ V ∩ π(C), entonces G× {y} ⊂ G× V , sin embargo,

(G× {y}) ∩ C = π−1(y) ∩ C 6= ∅

y ya que cada Ugi × V ⊂ Ugi × Vgi donde (Ugi × Vgi) ∩ C = ∅ entonces

(G× V ) ∩ C = ((Ug1 ∪ ... ∪ Ugn)× V ) ∩ C
= ((Ug1 × V ) ∪ ... ∪ (Ugn × V ))) ∩ C
= ((Ug1 × V ) ∩ C) ∪ ... ∪ ((Ugn × V ) ∩ C) = ∅

lo cual es una contradicción. En conclusión, x ∈ V ⊂ (X \ π(C)) y aśı
X \ π(C) es abierto. � ...

Proposición 2.2.4. Si G es un grupo de Lie compacto que actúa sobre
X entonces la función Ψ : G×X −→ X, (g, x) 7→ g · x es cerrada.

Demostración: Consideremos la siguiente función

ϕ : G×X −→ G×X
(g, x) 7→ (g, gx)

Esta función es continua y tiene por inversa a la función

ϕ−1 : G×X −→ G×X
(g, x) 7→ (g, g−1x)

que también es continua, por lo tanto, ϕ es un homeomorfismo. Sea
π : G × X −→ X la proyección sobre X. Dado (g, x) ∈ G × X se
tiene que π(ϕ(g, x)) = π(g, gx) = gx, por lo tanto Ψ = π ◦ϕ. Ya que π es
cerrada por el Lema 2.2.3 y además ϕ es cerrada, se sigue que Ψ también
es cerrada. � ...
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Se puede dotar al espacio G × XT de una acción por la derecha del
normalizador NG(T ) de la siguiente manera:

(G×XT )×NG(T ) −→ G×XT

((g, x), n) 7→ (gn, n−1 · x)

Se encuentra bien definida, ya que si x ∈ XT y t ∈ T entonces ntn−1 · x = x
y aśı, tn−1 ·x = n−1 ·x, esto es, n−1 ·x ∈ XT . Además, la acción también
es libre, pues si n 6= e entonces gn 6= g.

Esta acción induce una del grupo de Weyl de G sobre G/T × XT de
la siguiente manera:

(G/T ×XT )×W −→ G/T ×XT

((gT, x), nT ) 7→ (gnT, n−1x)

Veamos que no depende del representante de gT ; si gT = g′T entonces
gt1 = g′ para algún t1 ∈ T , y aśı, n−1t1n = t0 para algún t0 ∈ T . Luego
t1n = nt0, con lo cual gnt0 = gt1n y aśı gnT = gt1nT = g′nT . De manera
similar se puede ver que no depende del representante de nT . Por otro
lado, también se encuentra bien definida sobre XT ya que si nT = mT
entonces n−1T = m−1T . Por lo tanto, m−1 = n−1t, con t ∈ T , entonces
m−1 · x = n−1t · x, y ya que x ∈ XT , entonces m−1 · x = n−1 · x.

Finalmente, esta última acción induce una acción por la izquierda del
grupo de Weyl sobre la cohomoloǵıa H∗(G/T ×XT ) de la siguiente ma-
nera: Dado nT ∈ W , consideremos la función

RnT : G/T ×XT −→ G/T ×XT

(gT, x) 7→ (gnT, n−1x)

la cual está bien definida. Y consideremos la función inducida en coho-
moloǵıa:

R∗nT : Hk(G/T ×XT ) −→ Hk(G/T ×XT )

Definimos entonces la acción en cohomoloǵıa como:

W ×Hk(G/T ×XT ) −→ Hk(G/T ×XT )

(nT, x) −→ R∗nT (x)
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Podemos descomponer a la acción inicial en cada una de sus coordenadas,
de la siguiente manera:

G/T ×W −→ G/T

(gT, nT ) 7→ gnT

XT ×W 7→ XT

(x, nT ) 7→ n−1 · x

Ya que el isomorfismo dado por el teorema de Künneth es equivariante
con respecto a acciones definidas coordenada a coordenada, podemos
obtener la acción inducida en Hk(G/T × XT ) conociendo las acciones
inducidas en H i(G/T ) y en H i(XT ), para 0 ≤ i ≤ k.

Lema 2.2.5. Sea G actuando sobre X por la derecha y sea x ∈ XT .
Entonces x·g ∈ XT si y sólo si g ∈ G0

xNG(T ), donde G0
x es la componente

de la identidad de Gx.

Demostración: Si x · g ∈ XT entonces (x · g) · t = x · g para toda
t ∈ T y de aqúı gTg−1 ⊂ Gx. Ya que T ⊂ Gx y tanto T como gTg−1

son conexos, entonces T , gTg−1 ⊂ G0
x. Además como T es maximal en

G entonces también lo es en G0
x, con lo cual gTg−1 también es maximal

en G0
x. Aśı que existe h ∈ G0

x tal que h(gTg−1)h−1 = T , con lo cual,
hg ∈ N(T ) y aśı g ∈ G0

xNG(T ). Por otro lado, si g ∈ G0
xNG(T ) entonces

g = hn con h ∈ G0
x y n ∈ N(T ), con lo cual,

x · (gtg−1) = (x · h) · (ntn−1h−1) = (x · (ntn−1)) · h−1

= x · h−1 = x

y aśı (x · g) · t = x · g, por lo tanto, x · g ∈ XT . � .

Proposición 2.2.6 (Proposición A.4 de [3]). Sea G un grupo de Lie
compacto y conexo con toro maximal T . Sea también F un campo tal que
char(F ) no divide al orden de WG. Se tiene entonces que

H∗(G/N(T );F ) ∼= H∗(pt;F )

Recordemos que Φ : G×XT −→ X es la función (g, x) 7→ g · x y que
NG(T ) actúa sobre Φ−1(x) = {(g, y) ∈ G × XT | g · y = x} mediante
(g, y) · n = (gn, n−1y).
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Lema 2.2.7. Si char(F ) no divide al orden de WG, entonces para cada
x ∈ X, H∗(Φ−1(x)/NG(T );F ) ∼= H∗(pt;F ).

Demostración: Sea x ∈ X. Ya que Φ es suprayectiva, se sigue que
existe (g, y) ∈ G × XT tal que Φ(g, y) = g · y = x. Observemos que
Φ−1(x) = Φ−1(g · y) ∼= Φ−1(y) mediante

Φ−1(x) −→ Φ−1(y)

(h, z)→ (g−1h, z)

(gh, z)← (h, z)

Además tales funciones son NG(T )-equivariantes, por lo tanto, podemos
suponer de inicio que x ∈ XT . Ahora bien, observemos que

Φ−1(x) = {(g, y) | g · y = x} = {(g, y) | y ∈ XT , g−1x = y}
= {(g, g−1x) | g−1x ∈ XT}

Con el lema anterior podemos obtener el siguiente homeomorfismo:

ϕ : Φ−1(x) −→ G0
xN(T )

(g, g−1x)↔ g

Si además consideramos que N(T ) actúa sobre G0
xN(T ) por la derecha

mediante g · n = gn se tiene que ϕ es equivariante, ya que si n ∈ N(T )
entonces

ϕ((g, g−1x) · n) = ϕ(gn, n−1g−1x) = gn = ϕ(g, g−1x) · n

Por lo tanto,

Φ−1(x)/N(T ) ∼= G0
xN(T )/N(T )

∼= G0
x/(G

0
x ∩N(T )) ∼= G0

x/NG0
x
(T )

Finalmente, ya que #WG0
x

divide a #WG entonces char(F ) no divide al
orden de WG0

x
y aśı, de la Proposición 2.2.6 se tiene que

H∗(Φ−1(x)/N(T );F ) ∼= H∗(G0
x/NG0

x
(T );F ) ∼= H∗(pt;F ) �

Teorema 2.2.8. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo con toro
maximal T , que actúa en un espacio paracompacto de Hausdorff X. Su-
pongamos que para cada punto x ∈ X, el grupo de isotroṕıa Gx contiene
un toro maximal de G. Entonces (Φ : G × XT −→ X,N(T )) es un haz
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principal cohomológico para H∗( ;F ), donde char(F ) no divide al orden
de WG. En particular

H∗(X;F ) ∼= H∗(G/T ×XT ;F )WG

Demostración: Ya que X es de Hausdorff entonces por el Lema
2.2.2 se tiene que XT es cerrado. Además como X es paracompacto en-
tonces XT también lo es. Ahora bien, la función

Ψ : G×X −→ X

(g, x) 7→ g · x

es cerrada por el Lema 2.2.4, entonces Φ también lo es, al ser la restricción
de una función cerrada en un subespacio cerrado. Por otro lado, de la
Proposición 2.2.1, Φ también es suprayectiva. Con esto se tiene i) de la
Definición 2.1.1. Luego, si n ∈ N(T ) entonces

Φ((g, x) · n) = Φ(gn, n−1x) = (gn) · (n−1x)

= g · x = Φ(g, x)

Por lo tanto, Φ desciende a través del cociente Φ̃ : (G×XT )/N(T ) −→ X.
Por último, con el Lema 2.2.7 se tiene que

H∗(Φ̃−1(x);F ) ∼= H∗(Φ−1(x)/N(T );F ) ∼= H∗(pt;F )

Con lo cual, (Φ : G×XT −→ X,N(T )) es un haz principal cohomológico.
Ahora bien, con la Proposición 1.1.5 se tiene que

(G×XT )/N(T )0
∼= (G×XT )/T

Luego se tiene el siguiente homeomorfismo

(G×XT )/T −→ G/T ×XT

[g, x] 7→ (gT, x)

el cual además es equivariante bajo la misma acción de WG = N(T )/T
sobre cada uno de los espacios. Finalmente, con el Corolario 2.1.6 se tiene

H∗(X;F ) ∼= H∗((G×XT )/N(T )0;F )N(T )/N(T )0

∼= H∗(G/T ×XT ;F )WG

� .
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Cabe mencionar que de la demostración puede verse que el isomorfis-
mo H∗(X;F ) ∼= H∗(G/T ×XT ;F )WG viene inducido por la función

Φ̃ : G/T ×XT −→ X

(gT, x) 7→ Φ(g, x)

que es tal que el siguiente diagrama conmuta:

H∗(X;F ) Φ̃
∼=

//

h∗

∼=
%%

H∗(G/T ×XT ;F )WG

H∗(G/T ×WG
XT ;F )

π∗

∼=

66

2.3. El W -módulo H∗(G/T )

Hemos comentado en la Sección 2.2 que hay una acción del grupo de
Weyl de SU(2) sobre SU(2)/T dado por

SU(2)/T ×W −→ SU(2)/T

(gT, nT ) 7→ gnT

que induce una acción de W sobre H∗(SU(2)). Ya que en la Sección
1.2 mostramos que SU(2)/T ∼= C ∪ {∞} ∼= S2, podemos ver de manera
expĺıcita esta acción, y eso será lo que haremos en esta sección. En algunas
ocasiones pasaremos a trabajar de acciones por la derecha a acciones por
la izquierda o viceversa mediante g · x = x · g−1.

Proposición 2.3.1. La acción de W ∼= Z2 sobre C ∪ {∞} para que el
homeomorfismo de la Proposición 1.2.3 sea equivariante corresponde a
σ · z = 1/z̄ y σ · ∞ = 0.

Demostración: Para que las funciones f y g sean equivariantes se
tiene que cumplir que f(σ ·g(z)) = σ ·z, con lo cual, basta ver el resultado
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de f(σ · g(z)). Supongamos primero que z 6=∞, entonces:

g(z) =

 z√
1+||z||2

1√
1+||z||2

− 1√
1+||z||2

z̄√
1+||z||2


σ · g(z) =

 z√
1+||z||2

1√
1+||z||2

− 1√
1+||z||2

z̄√
1+||z||2

 · ( 0 1
−1 0

)
=

− 1√
1+||z||2

z√
1+||z||2

− z̄√
1+||z||2

− 1√
1+||z||2


f(σ · g(z)) =

− 1√
1+||z||2

z̄√
1+||z||2

= −1

z̄

Mientras que si z =∞ entonces f(σ · g(z)) = 0. � .

El Lema 1.2.4 transforma esta acción a la acción de Z2 sobre S2 median-
te σ · x = −x. Por lo tanto, podemos considerar al W -espacio SU(2)/T
como a S2 con la acción antipodal.

Ahora bien, la acción inducida sobre la cohomoloǵıa Hk(S2) es la in-
ducida por 1 : S2 −→ S2 y σ : S2 −→ S2. Observemos que Hk(S2) = 0
cuando k 6= 0, 2, por lo tanto, basta ver la inducida sobre H0(S2) ∼= Z
y H2(S2) ∼= Z. La función 1 induce la identidad tanto en H0 como en
H2, ya que 1 es la identidad sobre S2. Mientras que la función σ induce
la identidad en H0 ya que S2 es arco-conexo, e induce −1 : Z −→ Z,
x 7→ −x en H2, ya que σ∗(1) = deg(σ), y deg(σ) es el grado de la función
antipodal, que corresponde al valor −1 cuando n = 2. En resumen, la
acción inducida sobre Hk es la siguiente:

Z2 ×H0(S2) −→ H0(S2)

(σ, x) 7→ x

Z2 ×H2(S2) −→ H2(S2)

(σ, x) 7→ −x

En términos de representaciones de Z2, se tiene:

H0(S2) = 1 H2(S2) = σ

Para U(2)/T tenemos el siguiente resultado, donde denotaremos por S1

al toro maximal estándar de SU(2).
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Proposición 2.3.2. El homeomorfismo i : SU(2)/S1 −→ U(2)/T de la
Proposición 1.3.1 es equivariante. En particular

U(2)/T ∼=Z2 SU(2)/T

Demostración: Notemos que la matriz(
0 1
−1 0

)
es un representante de σT en W tanto en U(2) como en SU(2), se sigue
que si A ∈ SU(2) entonces

i(AS1) · σT = AT · σT = AσT

= i(AσS1) = i(AS1 · σS1) � .

Como consecuencia de esta proposición se tiene que:

H∗(U(2)/T ) ∼=Z2 H
∗(SU(2)/S1)

De manera más general, Baird ha considerado lo siguiente:

Sea G un grupo de Lie, compacto y conexo que actúa sobre un espacio to-
pológico X y sea EG un espacio universal para G. Con esto, G actúa por
la derecha sobre EG y BG = EG/G es un espacio clasificante para G.
Además G también actúa sobre EG×X mediante (e, x) · g = (eg, g−1x).
Denotemos XG = EG ×G X (el cociente) y consideremos el haz fibrado
estándar

π : XG −→ BG

[e, x] 7→ p(e)

donde p : EG −→ BG es el haz G-principal universal. Con esto, π induce
el homomorfismo

π∗ : H∗(BG;C) −→ H∗(XG;C)

Finalmente, denotemos por 〈H+
G 〉 al ideal en H∗(XG;C) generado por la

imagen del ideal de elementos de grado positivo en H∗(BG;C) bajo π∗.

Baird ha dado una fórmula para la estructura de W -módulo H∗(G/T ;C)
en términos de los conceptos aqúı mencionados:
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Proposición 2.3.3. Como anillos graduados y W -módulos se tiene que

H∗(G/T ;C) ∼= H∗(BT ;C)/〈H+
T 〉





Caṕıtulo 3

Configuraciones que
conmutan

En este caṕıtulo presentamos a las configuraciones de tuplas que con-
mutan. El espacio que resulta de la mezcla del espacio de configuraciones
y el de tuplas que conmutan. En este caṕıtulo mostraremos la definición
y algunas de sus propiedades básicas, aśı como las componentes conexas
en los casos G = U(n), SU(n) ó Sp(n).

3.1. Definición y propiedades básicas

Definición 3.1.1. Sea G un grupo de Lie. Definimos el espacio de con-
figuraciones de k-tuplas que conmutan de G como el siguiente conjunto:

Confab
k (G) = {(g1, ..., gk) ∈ Hom(Zk, G) | gi 6= gj si i 6= j}

= {(g1, ..., gk) ∈ Gk | gi · gj = gj · gi, gi 6= gj si i 6= j}

De manera similar a los espacios Confk(G) y Hom(Zk, G), el espacio
Confab

k (G) es un espacio topológico con la topoloǵıa subespacio de Gk.

Observemos que se tiene la siguiente igualdad de conjuntos:

Confab
k (G) = Confk(G) ∩ Hom(Zk, G)

Teniendo en cuenta que Confk(G) es abierto en Gk y Hom(Zk, G) es ce-
rrado también en Gk se tiene que Confab

k (G) es cerrado en Confk(G), y
es abierto en Hom(Zk, G).

53
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El espacio Confab
k (G) es de Hausdorff por ser un subespacio de un es-

pacio de Hausdorff.

Ya que Hom(Zk, G) es localmente contráctil (ver pág. 568 de [16]) en-
tonces también es localmente arco-conexo. Por otro lado, Confab

k (G) es
abierto en Hom(Zk, G), por lo tanto el espacio Confab

k (G) es también lo-
calmente contráctil. En particular, Confab

k (G) es localmente arco-conexo.

Usando la Proposición 1.7.3 podemos obtener también la siguiente ca-
racterización.

Proposición 3.1.2. Si G es uno de U(n), SU(n), Sp(n) entonces el es-
pacio Confab

k (G) consta de justamente aquellas tuplas (g1, ..., gk) ∈ Confk(G)
tales que los elementos gi pertenecen a un mismo toro maximal.

Sea G un grupo compacto de Lie y T un toro maximal de G, consi-
deremos la siguiente función:

Φ : G× Confk(T ) −→ Confab
k (G)

(g, (t1, ..., tk)) 7→ (gt1g
−1, ..., gtkg

−1)

Veamos a continuación que esta función se encuentra bien definida: dados
g ∈ G y (t1, ..., tk) ∈ Confk(T ), necesariamente gtig

−1 6= gtjg
−1 cuando

i 6= j, pues de lo contrario se tendŕıa ti = tj, lo cual no puede ser, por lo
tanto, las coordenadas son diferentes entre śı. Mientras que el argumento
usado para ϕ (en la Sección 1.7) muestra que las coordenadas también
conmutan entre śı. En conclusión,

(gt1g
−1, ..., gtkg

−1) ∈ Confab
k (G)

y aśı Φ está bien definida.

Observemos que Φ es la restricción de la función ϕ : G×T k −→ Hom(Zk, G)
de la Sección 1.7 al subespacio G× Confk(T ), esto es, si

(g, (t1, ..., tk)) ∈ Confk(T )

entonces Φ(g, (t1, ..., tk)) = ϕ(g, (t1, ..., tk)). Consideremos la siguiente
acción de G sobre Confab

k (G)

G× Confab
k (G) −→ Confab

k (G)

(g, (g1, ..., gk)) 7→ (gg1g
−1, ..., ggkg

−1)
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Si G = U(n), SU(n) ó Sp(n) y (g1, ..., gk) ∈ Confab
k (G) entonces por la

Proposición 3.1.2 se tiene que existe un toro maximal T ′ de G tal que
gi ∈ T ′ para 1 ≤ i ≤ k, con lo cual Φ(t′, (g1, ..., gk)) = (g1, ..., gk) para
todo t′ ∈ T ′ (ya que T ′ es abeliano). Esto es, todo elemento de Confab

k (G)
está fijo bajo la acción de un algún toro maximal.

Proposición 3.1.3. Si G es un grupo compacto de Lie conexo y T es
un toro maximal de G, entonces

Confabk (G)T = Confk(T )

Demostración: Si (g1, ..., gk) ∈ Confabk (G)T entonces tgit
−1 = gi

para todo t ∈ T , con lo cual, g−1
1 tg1 = t para todo t ∈ T , esto es,

gi ∈ CG(T ) = T (usando la Proposición 1.1.9), por lo cual,

(g1, ..., gk) ∈ Confk(T )

Por otro lado, es claro que si (t1, ..., tk) ∈ Confk(T ) entonces

(t1, ..., tk) ∈ Confab
k (G)T

En conclusión Confab
k (G)T = Confk(T ). � .

Esta proposición muestra que la función Φ de la Sección 2.2 en este caso
corresponde a esta función Φ. Por lo tanto, con lo visto en esa sección,
Φ desciende a la siguiente función:

Φ̃ : G/T × Confk(T ) −→ Confab
k (G)

(gT, (t1, ..., tk)) 7→ (gt1g
−1, ..., gtkg

−1)

Con lo mencionado podemos probar el siguiente teorema:

Teorema 3.1.4. Sea G = U(n), SU(n) ó Sp(n) y consideremos la acción
de N(T ) por la derecha sobre G× Confk(T ) dada por

(g, (t1, ..., tk)) · n = (gn, (n−1t1n, ..., n
−1tkn))

Entonces el par

(Φ : G× Confk(T ) −→ Confab
k (G), N(T ))

es un haz principal cohomológico. En particular, se tiene que

H∗(Confab
k (G);Q)

Φ̃∗∼= H∗(G/T × Confk(T );Q)WG
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Demostración: Los grupos G = U(n), SU(n) y Sp(n) son grupos
de Lie compactos y conexos. Y si G es uno de estos grupos entonces
Confab

k (G) es un espacio paracompacto y de Hausdorff en el que G actúa
con la acción mencionada, la cual además es tal que Gx contiene un toro
maximal para cada x ∈ Confab

k (G). Por lo tanto, por el Teorema 2.2.8 se
tiene lo deseado. � .

Cabe mencionar que Φ̃∗ forma parte del siguiente diagrama conmuta-
tivo:

H∗(Confab
k (G)) Φ̃

∼=
//

ψ∗

∼=
''

H∗(G/T × Confk(T ))WG

H∗(G/T ×WG
Confk(T ))

π∗

∼=

66

donde la función ψ está dada por:

ψ : G/T ×W Confk(T ) −→ Confab
k (G)

[gT, (t1, ..., tk)] 7→ (gt1g
−1, ..., gtkg

−1)

Del hecho de que el par (Φ : G×Confk(T ) −→ Confab
k (G), N(T )) sea un

haz principal cohomológico se tiene que la función Φ es suprayectiva y
cerrada y que el espacio Confk(T ) es cerrado en Confab

k (G). Por lo tanto,
las funciones Φ̃ y ψ también son suprayectivas, continuas y cerradas.

Cabe mencionar que es posible obtener un resultado análogo al Teorema
3.1.4 para homoloǵıa, usando el teorema de coeficientes universales y te-
niendo en cuenta que las homoloǵıas usadas aqúı son de dimensión finita.
Con lo cual los resultados con coeficientes racionales son equivalentes.

Proposición 3.1.5. Si G = U(n), SU(n) ó Sp(n), entonces las funcio-
nes π, Φ̃ y ψ inducen isomorfismos

π∗ : Hn(G/T × Confk(T );Q)W
∼=−→ Hn(G/T ×W Confk(T );Q)

ψ∗ : Hn(G/T ×W Confk(T );Q)
∼=−→ Hn(Confab

k (G);Q)

Φ̃∗ : Hn(G/T × Confk(T );Q)W
∼=−→ Hn(Confab

k (G);Q)

Observemos además que si T y T ′ son los toros maximales estándares
de G y G′ respectivamente y f : G −→ G′ es un homomorfismo tal que
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f(T ) ⊂ T ′ y f(NG(T )) ⊂ NG′(T
′) entonces tenemos el siguiente diagrama

conmutativo:

G/T ×WG
Confk(T )

f ′ //

ψ

��

G′/T ′ ×WG′
Confk(T

′)

ψ

��

Confab
k (G)

f ′ // Confab
k (G′)

donde las funciones f ′ son las funciones inducidas esperadas a partir de
f . Diremos que ψ es natural con respecto a f .

3.2. Componentes conexas de Confab
k (G)

Ya que el espacio Confab
k (G) es localmente arco-conexo, se tiene que

las componentes conexas y las componentes arco-conexas coinciden.

Proposición 3.2.1. Si G es un grupo topológico abeliano arco-conexo tal
que G \ A es arco-conexo para cada subconjunto finito A de G, entonces
Confab

k (G) es arco-conexo.

Demostración: Sea (g1, ..., gk) ∈ Confk(G). Ya que G es abeliano
entonces gi · gj = gj · gi, con lo cual se tiene la siguiente igualdad de
conjuntos:

Confab
k (G) = Confk(G)

La igualdad también es de espacios topológicos, pues ambos tienen la to-
poloǵıa subespacio de Gk. Finalmente, por la Proposición 1.5.3 se tiene
que Confk(G) es arco - conexo. � .

Si G es un grupo de Lie compacto, abeliano y arco-conexo de rango
mayor que uno, entonces G es una variedad topológica arco-conexa de
dimensión mayor que uno, por lo que el Corolario 1.5.4 da lugar al si-
guiente resultado.

Corolario 3.2.2. Si G es un grupo de Lie abeliano de rango mayor que
uno, entonces Confab

k (G) es arco-conexo.

Corolario 3.2.3. Si T n = S1 × ... × S1 con n ≥ 2 entonces el espacio
Confk(T

n) es arco-conexo para todo k.
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Demostración: Si n ≥ 2, entonces T n = S1× ...×S1 es un grupo de
Lie abeliano de rango mayor que uno. El corolario anterior da el resultado
deseado. �

Proposición 3.2.4. Sea G es un grupo compacto de Lie arco-conexo
de rango mayor o igual que 2, tal que cualquier subgrupo abeliano está
contenido en un subgrupo abeliano conexo. Entonces Confab

k (G) es arco-
conexo.

Demostración: Sea T un toro maximal de G. Ya que el rango de
G es mayor igual que 2, entonces T ∼= T n para algún n ≥ 2. Aśı que
por el Corolario 3.2.3 se tiene que Confk(T ) es arco-conexo. Por lo tan-
to, G × Confk(T ) también es arco-conexo. Por último, como la función
Φ : G×Confk(T ) −→ Confab

k (G) es suprayectiva, se sigue que Confab
k (G)

es arco-conexo. � .

Si G = U(n), Sp(n), con n ≥ 2 ó SU(n) con n ≥ 3, entonces G satisfa-
ce las condiciones de la proposición anterior. Esto da lugar al siguiente
teorema.

Teorema 3.2.5. Si G = U(n), Sp(n), con n ≥ 2 ó SU(n) con n ≥ 3
entonces Confab

k (G) es arco-conexo

Los casos U(1) ∼= S1 y SU(2) ∼= Sp(1) serán tratados a continuación.

3.3. Componentes conexas de Confab
k (S1)

Proposición 3.3.1. Si k ≥ 2 entonces |π0(Confk(0, 1))| = k!

Demostración: Sea (t1, ..., tk) ∈ Confk(0, 1). Ya que t1 6= t2 enton-
ces t1 < t2 ó t2 < t1. Ahora bien, ya que t3 6= t1, t2, entonces t3 satisface
una de las siguientes condiciones:

Si t2 < t1 entonces se tienen los siguientes casos:

t3 < t2 < t1 t2 < t3 < t1 t2 < t1 < t3

Mientras que si t1 < t2 entonces se tienen los siguientes casos:

t3 < t1 < t2 t1 < t3 < t2 t1 < t2 < t3
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Observemos que las condiciones anteriores de los t1, ..., ti−1 determinan
los casos en los que se encuentra ti, los cuales son i. Continuando este
argumento, se tiene que (t1, ..., tk) está en alguno de estos conjuntos:

Aσ = {(t1, ..., tk) ∈ (0, 1)k | tσ−1(1) < ... < tσ−1(k)}

donde σ ∈ Sk. Por lo tanto, se tiene la siguiente igualdad:

Confk(0, 1) =
⋃
σ∈Sk

Aσ

Veamos que cada Aσ es convexo: Sean (t1, ..., tk), (r1, ..., rk) ∈ Aσ y
s ∈ [0, 1]. Luego

(1− s)(t1, ..., tk) + s(r1, ..., rk) = ((1− s)t1 + sr1, ..., (1− s)tk + srk)

Sean i < j entonces tσ−1(i) < tσ−1(j) y rσ−1(i) < rσ−1(j), por lo tanto

(1− s)tσ−1(i) + srσ−1(i) < (1− s)tσ−1(j) + srσ−1(j)

y aśı ((1− s)t1 + sr1, ..., (1− s)tk + srk) ∈ Aσ.

Ahora bien, consideremos las siguientes funciones:

fi,σ : (0, 1)k −→ R
(t1, ..., tk) 7→ tσ−1(i) − tσ−1(i−1)

Estas funciones claramente están bien definidas y son continuas. Además,
son tales que

Aσ = f−1
k,σ(0, 1) ∩ ... ∩ f−1

2,σ(0, 1)

por lo tanto, Aσ también es abierto y además es disjunto con Aτ para
todo τ 6= σ. Lo cual demuestra el enunciado, pues |Sk| = k! �

Teorema 3.3.2. El número de componentes conexas de Confk(S
1) es

(k − 1)!

Demostración: Por la Proposición 1.5.6 se tiene que

Conf(S1) ∼= S1 × Confk−1(S1 − {1})

Ahora bien, (0, 1) ∼= S1 − {1} mediante t ↔ e2πit, por lo tanto, por la
Proposición 1.5.7 se tiene que

Confk−1(S1 − {1}) ∼= Confk−1(0, 1)
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Con lo cual

Conf(S1) ∼= S1 ×
⋃

σ∈Sk−1

Aσ

=
⋃

σ∈Sk−1

S1 × Aσ

donde cada S1 × Aσ es abierto, arco-conexo y disjunto con los demás
S1×Aσ′ , por lo tanto, cada S1×Aσ es una componente conexa. El hecho
de que |Sk−1| = (k − 1)! concluye la demostración. � ...

Para facilitar la notación, diremos que (t1, ..., tk−1) ∈ Confk−1(0, 1) tiene
el orden σ si (t1, ..., tk−1) ∈ Aσ. Diremos que tal elemento tiene el orden
inverso de σ ∈ Sk−1 si tiene el orden dado por σ̃(i) = k−σ(i). El elemen-
to σ̃ ∈ Sk−1 tiene por inverso a σ̃−1(i) = σ−1(k− 1− (i− 1)), con esto, si
(t1, ..., tk−1) tiene el orden inverso de σ entonces tσ−1(k−1) < ... < tσ−1(1).
Claramente dos elementos de distinto orden pertenecen a componentes
conexas disjuntas. También se tiene que el elemento σ̃ es único y distinto
de σ, y además ˜̃σ = σ. También llamaremos a σ̃ el orden inverso de σ.

3.4. Componentes conexas de Confab
k (SU(2))

Al inicio de esta sección hemos probado, entre otras cosas, que la
función

Φ : SU(2)× Confk(T (SU(2))) −→ Confab
k (SU(2))

(g, (t1, ..., tk)) 7→ (gt1g
−1, ..., gtkg

−1)

es suprayectiva y cerrada, donde T (SU(2)) ∼= S1. Aśı que se tiene lo
siguiente:

Confab
k (SU(2)) = Φ

 ⋃
σ∈Sk−1

SU(2)× Vσ


=

⋃
σ∈Sk−1

Φ(SU(2)× Vσ)

donde Confk(S
1) =

⋃
σ∈Sk−1

Vσ y cada Vσ ∼= S1×Aσ. Ya que Φ es continua

y cada SU(2)× Vσ es conexo se sigue que cada Φ(SU(2)× Vσ) también
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lo es. Por lo tanto, el número de componentes conexas de Confab
k (SU(2))

se encuentra acotada por (k − 1)!

Proposición 3.4.1. Si (x1, ..., xk) ∈ Vσ ⊂ Confk(S
1), entonces se tiene

que (x−1
1 , ..., x−1

k ) ∈ Vσ̃, donde σ̃ es el orden inverso de σ.

Demostración: Observemos primero que cada elemento

(x1, ..., xk) ∈ Confk(S
1)

puede ponerse de manera única en la forma (x, xe2πit1 , .., xe2πitk−1), donde

(t1, ..., tk−1) ∈ Confk−1(0, 1)

Ahora bien, el homeomorfismo S1×Confk−1(0, 1) ∼= Confk(S
1) viene dado

por (x, (t1, ..., tk−1))↔ (x, xe2πit1 , .., xe2πitk−1). Consideremos

(x, xe2πit1 , .., xe2πitk−1) ∈ Vσ ∼= S1 × Aσ

y observemos que

(x−1, (xe2πit1)−1, ..., (xe2πitk−1)−1) = (x−1, x−1e2πi(1−t1), ..., x−1e2πi(1−tk−1))

7→ (x−1, (1− t1, ..., 1− tk−1))

Ya que (t1, ..., tk−1) ∈ Aσ entonces tσ−1(1) < ... < tσ−1(k−1) y aśı

1− tσ−1(k−1) < ... < 1− tσ−1(1)

Por lo tanto, (1− t1, ..., 1− tk−1) ∈ Aσ̃, donde σ̃ es el orden inverso de σ.
En conclusión, (x−1, (xe2πit1)−1, ..., (xe2πitk−1)−1) ∈ Vσ̃. � .

Ahora bien, consideremos (A1, ..., Ak) ∈ Confab
k (SU(2)), entonces exis-

te (g, (x1, ..., xk)) ∈ SU(2)× Vσ para algún σ ∈ Sk−1 tal que

Φ(g, (x1, ..., xk)) = (A1, ...Ak)

Sea n ∈ σT como en la Sección 1.2, en la que ya hemos mostrado que si
xi ∈ T entonces nxin

−1 = x−1
i . Por lo tanto,

(A1, ..., Ak) = Φ(g, (x1, ..., xk))

= Φ(gn−1, (nx1n
−1, ..., nxkn

−1))

= Φ(gn−1, (x−1
1 , ..., x−1

k ))
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Teniendo en cuenta la proposición anterior se tiene que

(A1, ..., Ak) ∈ Φ(SU(2)× Vσ̃)

De hecho, Φ(SU(2)× Vσ̃) = Φ(SU(2)× Vσ), donde σ̃ es el orden inverso
de σ. Por lo tanto, bastan la mitad de los elementos en Sk−1 para generar
Confab

k (SU(2)). Con esto, podemos concluir que para k ≤ 3, se tiene que
Confab

k (SU(2)) es conexo.

Consideraremos ahora k ≥ 4. Teniendo en cuenta que cada Vσ es ce-
rrado se sigue que cada Φ(SU(2) × Vσ) es cerrado pues Φ es cerrada.
Finalmente, veamos que los conjuntos Φ(SU(2) × Vρ) y Φ(SU(2) × Vσ)
son disjuntos si ρ 6= σ, σ̃.

Consideremos a los siguientes elementos:

(gt1g
−1, ..., gtkg

−1) ∈ Φ(SU(2)× Vσ)

(hs1h
−1, ..., hskh

−1) ∈ Φ(SU(2)× Vρ)

con ρ 6= σ, σ̃ y tales que (gt1g
−1, ..., gtkg

−1) = (hs1h
−1, ..., hskh

−1). Lue-
go entonces, h−1gtig

−1h = si. Ya que k ≥ 4, necesariamente existe
si 6= {±1} y por lo tanto, como hemos mostrado en la Sección 1.2, se
tiene que h−1g ∈ N(T ). Aśı necesariamente todos los si son tales que
si = ti ó si = t−1

i . Ningún caso puede darse, pues (t1, ..., tk) y (s1, ..., sk)
veńıan de componentes disjuntas, donde además σ no era el orden inverso
de ρ. En conclusión, cada componente Φ(SU(2)×Vσ) es disjunta de otra
Φ(SU(2)× Vρ), con ρ 6= σ, σ̃.

Con todo lo mostrado en esta sección hemos probado el siguiente teo-
rema.

Teorema 3.4.2. El espacio Confab
2 (SU(2)) es arco-conexo y para k ≥ 3

el número de componentes conexas de Confab
k (SU(2)) es (k−1)!

2
.



Caṕıtulo 4

Cohomoloǵıa de Confab
k (G)

En este caṕıtulo y en el siguiente únicamente estaremos utilizan-
do cohomoloǵıa racional, por lo tanto escribiremos Hk(X) en lugar de
Hk(X;Q).

El primer caso que trataremos será el del espacio Confab
2 (SU(2)).

4.1. El espacio Confab
2 (SU(2))

En el Caṕıtulo 3 hemos visto que

H∗(Confab
2 (SU(2))) ∼= H∗(SU(2)/T × Conf2(S1))WSU(2)

donde T (SU(2)) ∼= S1 como en la Sección 1.2. Además en la Sección 2.2
hemos comentado que para determinar la acción de W sobre

H∗(SU(2)/T × Conf2(S1))

basta determinar las acciones inducidas de cada una de las siguientes:

SU(2)/T ×W −→ SU(2)/T

(gT, nT ) 7→ gnT

W × Conf2(S1) 7→ Conf2(S1)

(nT, (x1, x2)) 7→ (nx1n
−1, nx2n

−1)

En la Sección 2.3 ya hemos determinado completamente la acción de W
sobre H∗(SU(2)/T ), con lo cual, falta determinar la acción de W so-
bre H∗(Conf2(S1)). En la Sección 1.2 vimos que W ∼= {T, σT} ∼= Z2 y

63
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que σxσ−1 = x−1, por lo tanto, la acción sobre Conf2(S1) está dada por
1 · (x1, x2) = (x1, x2) y σ · (x1, x2) = (x−1

1 , x−1
2 ).

Ahora bien, S1 puede interpretarse como R/Z mediante e2πit ↔ [t]. Con
esta interpretación, el producto está dado por [t] · [s] = [t+ s], el inverso
de [t] es [t]−1 = [1− t] y el ant́ıpodo, es el siguiente:

−e2πit = (−cos(2πt),−sen(2πt))

= (cos(2πt+ π), sen(2πt+ π))

= (cos(2π(t+ 1/2)), sen(2π(t+ 1/2)))

= e2πi(t+1/2) 7→ [t+ 1/2]

De manera similar, se tiene la siguiente interpretación:

S1 × S1 ∼=
R2

Z2

(e2πit1 , e2πit2)↔ [t1, t2]

Finalmente, una interpretación de Conf2(S1) es la siguiente:

R2

Z2
− {[x, x] | x ∈ [0, 1]}

Por lo tanto, también consideraremos a Conf2(S1) de esta manera, según
nos convenga.

Proposición 4.1.1. Si consideramos la acción de W ∼= Z2 sobre S1,
dado por σ · x = x−1, se tiene que Conf2(S1) 'Z2 S

1.

Demostración: Observemos primero que la acción indicada corres-
ponde a σ · [t] = [1− t]. Consideremos ahora las siguientes funciones:

f : Conf2(S1) −→ S1

(x1, x2) 7→ x2

g : S1 −→ Conf2(S1)

y 7→ (−y, y)

Claramente las funciones son equivariantes y además f ◦ g = 11S1 . Ahora
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bien, consideremos la siguiente homotoṕıa:

H : Conf2(S1)× I −→ Conf2(S1)

([x, y], t) 7→

{
[x+ t/2 + t(y − x), y] 0 ≤ y < x ≤ 1

[x− t/2 + t(y − x), y] 0 ≤ x < y ≤ 1

Los elementos en los que podŕıan haber problemas de definición son aque-
llos de la forma [x, 0] = [x, 1] y [0, y] = [1, y]. Sin embargo

H([x, 0], t) = [x+ t/2− tx, 0] = [x− t/2 + t− tx, 1] = H([x, 1], t)

H([0, y], t) = [−t/2 + ty, y] = [1 + ty − t/2, 1] = H([1, y], t)

Además [x+ t/2 + t(y − x), y] siempre es elemento de Conf2(S1) cuando
0 ≤ y < x ≤ 1, ya que de lo contrario, x + t/2 + t(y − x) = y para
algún t ∈ [0, 1], y por lo tanto, si t 6= 1 entonces y − x = t

2(1−t) , lo cual
no puede ser, pues y − x < 0, mientras que si t = 1 entonces se tendŕıa
1/2 = 0. Ningún caso puede darse. De manera similar con el otro ca-
so. Ahora bien, observemos que H0([x, y]) = [x, y] = 11Conf2(S1)([x, y]) y
que H1([x, y]) = [y ± 1/2, y] = (−[y], [y]) = g ◦ f([x, y]). Por lo tanto,
g ◦ f ' 11Conf2(S1).

Finalmente, observemos que si [x, y] es tal que 0 ≤ x < y ≤ 1 entonces
[1−x, 1−y] es tal que 0 ≤ 1−y < 1−x ≤ 1, esto es, satisface la primera
relación, y por lo tanto, para t ∈ [0, 1] se tiene:

H(σ · [x, y], t) = H((σ · [x], σ · [y]), t) = H([1− x, 1− y], t)

= [1− x+ t/2 + t(1− y − (1− x)), 1− y]

= [1− x+ t/2 + t(x− y), 1− y]

σ ·H([x, y], t) = σ · [x− t/2 + t(y − x), y]

= [1− x+ t/2 + t(x− y), 1− y]

Esto es, la homotoṕıa es equivariante para todo t ∈ [0, 1] y por lo tanto
una equivalencia equivariante, como deseábamos. � .

Con esto podemos considerar a Conf2(S1) como a S1 con la acción da-
da por σ · x = x−1. Ahora bien, la acción sobre la cohomoloǵıa Hk(S1)
que induce la acción de Z2 sobre S1 es la inducida por 1 : S1 −→ S1 y
σ : S1 −→ S1, x 7→ x−1. Observemos que Hk(S1) = 0 cuando k 6= 0, 1,
por lo tanto, basta ver la inducida sobre H0(S1) ∼= Z y H1(S1) ∼= Z. La
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función 1 induce la identidad tanto en H0 como en H1, mientras que la
función σ induce la identidad en H0 ya que S1 es conexo.

Para ver la inducida de σ en H1(S1), veamos primero la inducida so-
bre la homoloǵıa:

H1(S1)

σ∗

��

π1(S1)ab ∼= Zab ∼= Z

σ∗

��

∼=oo

H1(S1) π1(S1)ab ∼= Zab ∼= Z
∼=oo

La inducida en el grupo fundamental, σ∗ es tal que σ∗(1) = −1, ya que
σ manda al lazo cuya clase genera π1(S1) al reverso. Por lo tanto, en
la inducida en homoloǵıa se tiene también σ∗(1) = −1. Finalmente, la
inducida σ∗ en H1(S1) corresponde a la transpuesta de H1(S1), que en
este caso vuelve a ser σ∗. En resumen, la acción inducida sobre Hk es la
siguiente:

Z2 ×H0(S1) −→ H0(S1)

(σ, x) 7→ x

Z2 ×H1(S1) −→ H1(S1)

(σ, x) 7→ −x

En términos de representaciones, se tiene

H0(S1) = 1 H1(S1) = σ

Ahora podemos pasar a calcular la cohomoloǵıa de Confab
2 (SU(2)) di-

mensión a dimensión. Para ello usaremos lo visto en la Sección 1.8.

Ya que el espacio es conexo por lo visto en el caṕıtulo anterior, se tiene
que

H0(Confab
2 (SU(2))) = Q

Para la dimensión uno, se tiene usando el Teorema de Künneth que

H1(Confab
2 (SU(2))) = [H1(SU(2)/T × Conf2(S1))]Z2

= [H0(SU(2)/T )⊗H1(Conf2(S1))

⊕H1(SU(2)/T )⊗H0(Conf2(S1))]Z2
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Usando las equivalencias homotópicas equivariantes antes calculadas, ob-
tenemos que

H1(Confab
2 (SU(2))) ∼= [(H0(S2)⊗H1(S1))⊕ (H1(S2)⊗H0(S1))]Z2

∼= [(1⊗ σ)⊕ (0⊗ σ)]Z2 ∼= [1⊗ σ]Z2

∼= σZ2 = 0

Para la dimensión 2, se tiene que

H2(Confab
2 (SU(2))) ∼= [H2(SU(2)/T × Conf2(S1))]Z2

= [(H2(S2)⊗H0(S1))

⊕ (H1(S2)⊗H1(S1))⊕ (H0(S2)⊗H2(S1))]Z2

= [(σ ⊗ 1)⊕ (0⊗ σ)⊕ (1⊗ 0)]Z2

∼= σZ2 = 0

Para la dimensión 3, se tiene que

H3(Confab
2 (SU(2))) = [H3(S2)⊗H0(S1)⊕H2(S2)⊗H1(S1)

⊕H1(S2)⊗H2(S1)⊕H0(S2)⊗H3(S1)]Z2

= [(0⊗ 1)⊕ (σ ⊗ σ)⊕ (0⊗ 0)⊕ (1⊗ 0)]Z2

∼= 1Z2 ∼= Q

En dimensión k ≥ 4, en todos los términos involucrados en el isomorfismo
de Künneth aparece al menos un cero, lo cual muestra que

Hk(Confab
2 (SU(2))) = 0

En resumen:

Hn(Confab
2 (SU(2));Q) ∼=

{
Q si n = 0, 3

0 en otro caso

La cohomoloǵıa de Confab
2 (SU(2)) es también la cohomoloǵıa de SU(2) ∼= S3.

Esto da lugar a intuir que Confab
2 (SU(2)) ' S3. Esto es cierto, como lo

muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.1.2. El espacio Confab
2 (SU(2)) es homotópicamente equiva-

lente a SU(2).
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Demostración: Consideremos las siguientes funciones:

f : Confab
2 (SU(2)) −→ SU(2)

(A,B) 7→ A

g : SU(2) −→ Confab
2 (SU(2))

A 7→ (A,−A)

Se tiene que f ◦ g = 11SU(2) y g(f(A,B)) = (A,−A). Veamos que g ◦ f es
homótopa a 11Confab2 (SU(2)). Consideremos la siguiente homotoṕıa:

H : Confab
2 (SU(2))× I −→ Confab

2 (SU(2))

(A,B, t) 7→
(
A,

t(−A) + (1− t)B
||t(−A) + (1− t)B||

)
donde consideramos A,B ∈ R4 y || · || la norma correspondiente en R4.
Veamos que H se encuentra bien definida: primero, si sucediera que
||t(−A) + (1 − t)B|| = 0, entonces tA = (1 − t)B, con lo cual, nece-
sariamente t 6= 0 y t 6= 1, por lo tanto, A = 1−t

t
B. Ya que 1−t

t
> 0 y

A,B ∈ S3 entonces A = B, lo cual no puede ser. Ahora bien, si sucediera
que A = t(−A)+(1−t)B

||t(−A)+(1−t)B|| se tendŕıa

||t(−A) + (1− t)B||A = t(−A) + (1− t)B

con lo cual, (||t(−A) + (1− t)B|| + t)A = (1− t)B, y ya que A,B ∈ S3

y A 6= B, entonces B = −A, de donde

(||t(−A) + (1− t)(−A)||+ t)A = (t− 1)A

con lo cual, 1 + t = t − 1 y por lo tanto 1 = −1, lo cual no puede ser.
En conclusión A 6= t(−A)+(1−t)B

||t(−A)+(1−t)B|| . Finalmente, ya que A,B ∈ H son de
norma 1 y son tales que AB = BA, se tiene que las partes imaginarias
de A y B son paralelas, digamos

A = a+ bi+ cj + dk B = e+ λbi+ λcj + λdk

Con lo cual,

t(−A) + (1− t)B
||t(−A) + (1− t)B||

=
t(−a) + (1− te)
||t(−A) + (1− t)B||

+
t+ (1− t)λ

||t(−A) + (1− t)B||
bi

+
t+ (1− t)λ

||t(−A) + (1− t)B||
cj +

t+ (1− t)λ
||t(−A) + (1− t)B||

dk
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y por lo tanto, las partes imaginarias de A y t(−A)+(1−t)B
||t(−A)+(1−t)B|| son paralelas

y aśı conmutan como elementos de H. En conclusión, la homotoṕıa con-
siderada está bien definida. Esta homotoṕıa claramente es continua y es
tal que H0 = 11Confab2 (SU(2)) y H1 = g ◦ f . �

4.2. El espacio Confab
k (SU(2))

En la Sección 3.1 mostramos que la función

ψ : SU(2)/T ×W Confk(T ) −→ Confab
k (SU(2))

[gT, (t1, ..., tk)] 7→ (gt1g
−1, ..., gtkg

−1)

es suprayectiva, continua y cerrada. Ahora bien, supongamos que

ψ([gT, (t1, ..., tk)]) = ψ([hT, (s1, ..., sk)])

Se tiene entonces que h−1gtig
−1h = si, ya que k ≥ 3 entonces existe

ti 6= {±1}, por lo tanto, h−1g ∈ N(T ) (como hemos comentado en la
Sección 1.2). Aśı que existe n ∈ N(T ) tal que h−1g = n. Observemos
entonces que

(gT, (t1, ..., tk)) · n−1 = (gn−1T, (nt1n
−1, ..., ntkn

−1))

= (hT, (h−1gt1g
−1h, ..., h−1gtkg

−1h))

= (hT, (s1, ..., sk))

Esto es [gT, (t1, ..., tk)] = [hT, (s1, ..., sk)]. En conclusión ψ es también
inyectiva y aśı un homeomorfismo. Por lo tanto

Confab
k (SU(2)) ∼= SU(2)/T ×W Confk(S

1)

Teorema 4.2.1. El espacio Confab
k (SU(2)) es homotópicamente equiva-

lente a
⊔

(k−1)!
2

S2 × S1 cuando k ≥ 3.

Demostración: En la Sección 2.3 mostramos que SU(2)/T ∼=W S2,
donde la acción de W sobre S2 es la antipodal. Y en esta sección mos-

tramos que Confk(S
1) ∼=W

⊔
σ∈Sk−1

S1 con la acción comentada. Aśı que

SU(2)/T ×W Confk(S
1) ∼= S2 ×W

⊔
σ∈Sk−1

S1
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En este cociente, cada elemento (x, ασ) de la componente conexa S2 × S1
σ

se relaciona únicamente con el elemento (−x, α−1
σ̃ ) de la componente

conexa S2×S1
σ̃. Aśı que toda la componente conexa S2 × S1

σ se identifica
únicamente con la componente conexa S2 × S1

σ̃, por lo tanto, se tiene que

Confab
k (SU(2)) ∼= S2 ×W

⊔
σ∈Sk−1

S1

∼=
⊔

(k−1)!
2

S2 × S1

� .

Con la equivalencia mostrada, y teniendo en cuenta que los grupos de
cohomoloǵıa de S2 y S1 son conocidos, es posible calcular los grupos de
cohomoloǵıa del espacio Confab

k (SU(2)).

Corolario 4.2.2. El espacio Confab
k (SU(2)) tiene los siguientes grupos

de cohomoloǵıa cuando k ≥ 3:

Hn(Confab
k (SU(2)),Q) ∼=

{
Q

(k−1)!
2 si n ≤ 3

0 en otro caso.

4.3. Cohomoloǵıa de Confab
2 (U(2))

Hemos visto que W ∼= Z2 actúa sobre U(2)/T y Conf2(T ) de la si-
guiente manera:

U(2)/T ×W −→ U(2)/T

(gT, nT ) 7→ gnT

W × Conf2(T ) 7→ Conf2(T )

(nT, (A,B) 7→ (nAn−1, nBn−1))

La acción inducida de W sobre U(2)/T ya fue calculada en la Sección 2.3,
aśı que basta calcular la acción inducida sobre Conf2(T ). Consideremos
ahora A = (a1, a2) ∈ T . En la Sección 1.3 hemos visto que el elemento σ
es tal que σAσ−1 = (a2, a1). Aśı que la acción del grupo de Weyl sobre
Conf2(T ) está dada de la siguiente manera:

σ · ((x1, x2), (y1, y2)) = ((x2, x1), (y2, y1))

De la Proposición 1.5.6 se tiene que Conf2(T ) ∼= T × (T −{1}). Para dar
una acción del grupo de Weyl sobre T × (T − {1}) de tal manera que el
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homeomorfismo sea equivariante debe cumplirse:

σ · ((x1, x2), (y1, y2)) = φ(σ · ϕ((x1, x2), (y1, y2)))

donde las funciones φ y ϕ corresponden a las de la Proposición 1.5.6.
Desarrollando la expresión se obtiene que la acción es

σ · ((x1, x2), (y1, y2)) = ((x2, x1), (y2, y1))

Ahora bien, consideremos a T − {1} como el cuadrado unitario I × I
menos el centro, en el que se identifican los lados paralelos, junto con
la acción de Z2 sobre T − {1} que es tal que σ · (x1, x2) = (x2, x1).
Observemos que el subconjunto de T − {1} que consta de los lados del
cuadrado es homeomorfo a S1 ∨ S1 y la acción sobre T −{1} restringida
a S1 ∨ S1 corresponde a la acción que es tal que σ · (s)1 = (s)2, donde
(s)1 representa al elemento s ∈ S1

1 y (s)2 al elemento s ∈ S1
2 . Además es

claro que la acción sobre T − {1} es tal que

σ · ((x1, x2) + (y1, y2)) = σ · (x1, x2) + σ · (y1, y2)

σ · (t(x1, x2) + (1− t)(y1, y2)) = t(σ · (x1, x2)) + (1− t)(σ · (y1, y2))

Consideremos entonces a las siguientes funciones:

p : T − {1} −→ S1 ∨ S1

i : S1 ∨ S1 −→ T − {1}

donde p es la proyección radial desde el centro del cuadrado hacia los
lados e i es la inclusión de los lados paralelos en el cuadrado. Notemos
que p es tal que p(σ ·(x1, x2)) = σ ·p(x1, x2) y por tanto p es equivariante,
e i también lo es, pues

i(σ · (s)1) = i((s)2) = (0, s)

σ · (i(s)1) = σ · (s, 0) = (0, s)

Además estas funciones son tales que p ◦ i = 11. e i ◦ p(x1, x2) = p(x1, x2).
Sea ahora la siguiente homotoṕıa:

H : (T − {1})× I −→ T − {1}
(x, t) 7→ (1− t)p(x) + tx

Se encuentra bien definida ya que el segmento que va de p(x) a x no pasa
por el centro. Esta H es tal que H0(x1, x2) = p(x1, x2) = i ◦ p(x1, x2) y
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H1 = 11. y además

H(σ · (x1, x2), t) = H((x2, x1), t)

= (1− t)p(x2, x1) + t(x2, x1)

= (1− t)(σ · p(x1, x2)) + t(σ · (x1, x2))

= σ ·H((x1, x2), t)

Por lo tanto, T − {1} 'Z2 S
1 ∨ S1 y aśı también

T × (T − {1}) 'Z2 T × (S1 ∨ S1)

Veamos ahora cómo es la acción que induce en H∗(T ) y H∗(S1 ∨ S1), lo
cual corresponde a ver la inducida de σ en las cohomoloǵıas respectivas.
Ya que T y S1∨S1 son conexos, se tiene que la inducida de σ sobre H0(T )
y H0(S1 ∨ S1) es trivial. Ahora bien, se tiene que los lazos que generan
el grupo fundamental de T son α = (e2πit, 1) y β = (1, e2πit), estos lazos
son tales que σ · α = β y σ · β = α. Ya que π1(T ) = π1(T )ab se tiene que
la inducida σ∗ en H1(T ) ∼= Z ⊕ Z es la inducida σ∗ en π1(T ) ∼= Z ⊕ Z,
la cual es tal que σ∗(0, 1) = (1, 0) y σ∗(1, 0) = (0, 1) y está representada
por la matriz (

0 1
1 0

)

Por lo tanto, la inducida en H1(T ) es la transpuesta de σ∗, que vuelve
a tener la misma expresión. Ahora bien, se tiene que H∗(T ) = ∧Q(x, y)
con |x| = |y| = 1, donde x y y corresponden a (1, 0) y (0, 1). Ya que σ∗

es multiplicativa y xy es un generador de H2(T ) ∼= Q, se tiene que

σ · xy = (σ · x)(σ · y)

= yx = −xy

Con esto se ha determinado la inducida en H∗(T ). Veamos ahora un
análisis similar para H∗(S1 ∨ S1). Los lazos que generan el grupo fun-
damental de S1

1 ∨ S1
2 son α = (e2πit)1 y β = (e2πit)2, los cuales son

tales que σ · α = β y σ · β = α. Por lo tanto, la inducida σ∗ en
π1(S1 ∨ S1) = F2 es tal que σ · a = b y σ · b = a. Luego, la inducida
en H1(S1 ∨ S1) ∼= Hom(π1(S1 ∨ S1)ab;Q) ∼= Q ⊕ Q es también tal que
σ · (1, 0) = (0, 1) y σ · (0, 1) = (1, 0). En resumen, la acción del grupo de
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Weyl viene dada por:

H0(T ) ∼= Q H1(T ) ∼= Q⊕Q H2(T ) ∼= Q
σ · x = x σ · (x, y) = (y, x) σ · x = −x

H0(S1 ∨ S1) ∼= Q H1(S1 ∨ S1) ∼= Q⊕Q
σ · x = x σ · (x, y) = (y, x)

En términos de representaciones y usando la Proposición 1.8.8 se tiene:

H0(T ) = 1 H1(T ) = 1⊕ σ H2(T ) = σ

H0(S1 ∨ S1) = 1 H1(S1 ∨ S1) = 1⊕ σ

Con esto ya podemos calcular la cohomoloǵıa de Confab
2 (U(2)).

En el caṕıtulo anterior vimos que Confab
2 (U(2)) es conexo, por lo tan-

to,
H0(Confab

2 (U(2))) ∼= Q
Para la dimensión 1, se tiene que

H1(Confab
2 (U(2))) = [H1(U(2)/T )⊗H0(Conf2(T ))

⊕H0(U(2)/T )⊗H1(U(2)/T )]Z2

Ya que Conf2(T ) 'Z2 T × (S1 ∨ S1) y U(2)/T ∼=Z2 S
2 (lo cual implica

H1(U(2)/T ) = 0), se tiene, usando de nuevo el Teorema de Künneth y
el Lema 1.8.7, que

H1(Confab
2 (U(2))) = [H0(S2)⊗ [H1(T )⊗H0(S1 ∨ S1)

⊕H0(T )⊗H1(S1 ∨ S1)]]Z2

= [1⊗ [((1⊕ σ)⊗ 1)⊕ (1⊗ (1⊕ σ))]]Z2

= (2⊕ 2σ)Z2 = Q⊕Q

Para la dimensión 2 se tiene

H2(Confab
2 (U(2))) =[H2(S2)⊗H0(T × (S1 ∨ S1))

⊕H0(S2)⊗ (H1(T )⊗H1(S1 ∨ S1)

⊕H2(T )⊗H0(S1 ∨ S1))]Z2

=[(σ ⊗ 1)⊕ (1⊗ (((1⊕ σ)⊗ (1⊕ σ))⊕ (σ ⊗ 1)))]Z2

=[σ ⊕ (1⊕ σ)⊕ (σ ⊕ 1)⊕ σ]Z2

=[2⊕ 4σ]Z2 ∼= Q⊕Q
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Para la dimensión 3 se tiene:

H3(Confab
2 (U(2))) = [H0(S2)⊗ (H2(T )⊗H1(S1 ∨ S1))

⊕H2(S2)⊗ (H0(T )⊗H1(S1 ∨ S1)

⊕H1(T )⊗H0(S1 ∨ S1))]Z2

= [1⊗ (σ ⊗ (1⊕ σ))⊕ (σ ⊗ ((1⊗ (1⊕ σ))

⊕ ((1⊕ σ)⊗ 1)))]Z2

= [(σ ⊕ 1)⊕ (σ ⊕ 1)⊕ (σ ⊕ 1)]Z2

= [3⊕ 3σ]Z2 ∼= Q3

Para la dimensión 4 se tiene

H4(Confab
2 (U(2))) = [H2(S2)⊗ ((H1(T )⊗H1(S1 ∨ S1))

⊕ (H2(T )⊗H0(S1 ∨ S1)))]Z2

= [σ ⊗ (((1⊕ σ)⊗ (1⊕ σ))⊕ (1⊗ σ))]Z2

= [(σ ⊕ 1)⊕ (1⊕ σ)⊕ (σ ⊕ 1)]Z2

= [3 + 3σ]Z2 = Q3

Para la dimensión 5 se tiene que:

H5(Confab
2 (U(2))) = [H2(S2)⊗ (H2(T )⊗H1(S1 ∨ S1))]Z2

= [σ ⊗ (σ ⊗ (1⊕ σ))]Z2

= [1 + σ]Z2 ∼= Q

Si k ≥ 6, cada uno de los términos involucrados en la fórmula de Künneth
tiene un cero, por lo tanto:

Hk(Confab
2 (U(2))) = 0

En resumen, obtuvimos lo siguiente:

Hn(Confab
2 (U(2)),Q) ∼=



Q si n = 0

Q2 si n = 1, 2

Q3 si n = 3, 4

Q si n = 5

0 en otro caso.
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4.4. Cohomoloǵıa de Confab
3 (U(2))

Recordemos que Hk(Confab
3 (U(2))) ∼= [Hk(U(2)/T×Conf3(T ))]Z2 y la

cohomoloǵıa de U(2)/T está calculada en la Sección 2.3, entonces basta
conocer la cohomoloǵıa de Conf3(T ). Ya que

Conf3(T ) ∼= T × Conf2(T − {1})

lo que haremos primero será calcular Hk(Conf2(T − {1})) y deducir la
acción de Z2 sobre esta cohomoloǵıa. Consideraremos a Conf2(T − {1})
como en la Sección 1.6, donde T ∼= R/Z×R/Z y un punto de T es deno-
tado por sus coordenadas (u, v), con u, v ∈ [0, 1]. Consideremos también
a los puntos y1 = (1/8, 1/8) y y2 = (2/8, 2/8), de esta forma, y1 y y2

están fijos bajo la acción de Z2.

La fibración de Fadell y Neuwirth [13] se ve de la forma

T − {1, y1}
i−→ Conf2(T − {1}) p−→ T − {1}

y 7→ (y1, y)

(x, y) 7→ x

Esta fibración da lugar a una sucesión exacta larga entre los grupos de
homotoṕıa de los espacios involucrados. Observemos que

T − {1, y1} ' S1 ∨ S1 ∨ S1 T − {1} ' S1 ∨ S1

y por lo tanto π1(T −{1, y1}) = F3 y π1(T −{1}) = F2. Además si k ≥ 2
entonces

πk(T − {1}) ∼= πk(S
1 ∨ S1) ∼= πk(E) = 1

donde E es el cubriente universal de S1 ∨ S1, el cual es contráctil. De
manera similar se tiene que πk(T − {1, y1}) = 1 si k ≥ 2. Se tienen
entonces las siguientes sucesiones exactas cortas:

1 −→ F3
i∗−→ π1(Conf2(T − {1})) p∗−→ F2 −→ 1 (4.1)

1 −→ πk(Conf2(T − {1})) −→ 1

Por lo tanto, Conf2(T − {1}) es un K(π1(Conf2(T − {1})), 1) y aśı

Bπ1(Conf2(T − {1})) ' Conf2(T − {1})
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Ahora bien, en la Sección 1.6 vimos que π1(Conf2(T −{1})) es generado
por los elementos a2, a3, b2, b3 y B23 que satisfacen las siguientes relacio-
nes:

[a2, a3] = [b2, b3] = 1

[ai, B23] = [bi, B23] = 1

[b3, a3a
−1
2 ] = [b3b

−1
2 , a3] = B23

y donde B23(t) = (y1, γ̃(t)). Consideremos ahora a los espacios

T − {1, y1} Conf2(T − {1}) T − {1}

basados en los puntos y2, (y1, y2) y y1 respectivamente. Con esto las fun-
ciones p e i son funciones basadas. Consideremos también a los grupos
fundamentales basados en los puntos dados con esta presentación:

F2
∼= π1(T − {1}) = 〈v, h〉 F3

∼= π1(T − {1, y1}) = 〈ṽ, r̃, h̃〉

donde los lazos correspondientes I −→ T − {1}, T − {1, y1} son los si-
guientes:

v(t) = y1 − (0, t) ṽ(t) = y2 − (0, t)

h(t) = y1 − (t, 0) r̃(t) = γ̃(t)

h̃(t) = y2 − (t, 0)

Con esto es claro que las funciones i∗ y p∗ son tales que:

i∗ : π1(T − {1, y1}) −→ π1(Conf2(T − {1}))
ṽ 7→ b3

r̃ 7→ B23

h̃ 7→ a3

p∗ : π1(Conf2(T − {1})) −→ π1(T − {1})
a2 7→ h

b2 7→ v

a3, b3 7→ 1

La sucesión exacta corta (4.1) induce una fibración homotópica entre los
espacios clasificantes de los grupos involucrados, que salvo homotoṕıa
es la fibración de Fadell y Neuwirth. Ya que BF3 ' S1 ∨ S1 ∨ S1 y
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BF2 ' S1 ∨ S1, la fibración tiene la siguiente forma:

S1 ∨ S1 ∨ S1 −→ Conf2(T − {1}) −→ S1 ∨ S1

Esta fibración nos da una sucesión espectral de Serre que es tal que:

Ep,q
2 = Hp(S1 ∨ S1;Hq(S1 ∨ S1 ∨ S1;Q))

⇒ Hp+q(Conf2(T − {1});Q)

donde Hq(S1∨S1∨S1;Q) indica que los coeficientes son locales, esto es,
es el grupo Hq(S1 ∨ S1 ∨ S1;Q) en el cual actúa π1(S1 ∨ S1) por medio
de la acción inducida por la fibración. Ahora bien, ya que para k ≥ 2 se
tiene que Hk(S1 ∨ S1) = Hk(S1 ∨ S1 ∨ S1) = 0 entonces la página E2 se
ve de la siguiente manera:

H0(S1 ∨ S1;H0(S1 ∨ S1 ∨ S1)) H1(S1 ∨ S1;H0(S1 ∨ S1 ∨ S1)) 0

H0(S1 ∨ S1;H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)) H1(S1 ∨ S1;H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)) 0

0 0 0

Los diferenciales son todos iguales a cero, por lo tanto, la página E2

corresponde a la página E∞. Aśı que la cohomoloǵıa de Conf2(T − {1})
está dada por:

H0(Conf2(T − {1})) = H0(S1 ∨ S1;H0(S1 ∨ S1 ∨ S1)) (4.2)

H1(Conf2(T − {1})) = H0(S1 ∨ S1;H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)) (4.3)

⊕H1(S1 ∨ S1;H0(S1 ∨ S1 ∨ S1)) (4.4)

H2(Conf2(T − {1})) = H1(S1 ∨ S1;H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)) (4.5)

Hk(Conf2(T − {1})) = 0 si k ≥ 3 (4.6)

A continuación determinaremos cada uno de los términos involucrados
en la sucesión espectral, para ello determinaremos primero la acción de
π1(S1 ∨ S1) sobre las cohomoloǵıas respectivas. Para ver la acción de
los generadores h y v, primero tomamos a2 ∈ p−1

∗ (h) y b2 ∈ p−1
∗ (v).

Consideramos para cada x ∈ F3 los elementos Ch(x) y Cv(x) definidos
mediante

i∗(Ch(x)) = a2i∗(x)a−1
2 i∗(Cv(x)) = b2i∗(x)b−1

2
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Estos elementos están bien definidos ya que i∗ es inyectiva. Con esto se
obtienen homomorfismos Ch, Cv : F3 −→ F3 . Observemos entonces que:

a2i∗(ṽ)a−1
2 = a2b3a

−1
2 b2i∗(ṽ)b−1

2 = b2b3b
−1
2 = b3

a2i∗(r̃)a
−1
2 = a2B23a

−1
2 = B23 b2i∗(r̃)b

−1
2 = b2B23b

−1
2 = B23

a2i∗(h̃)a−1
2 = a2a3a

−1
2 = a3 b2i∗(h̃)b−1

2 = b2a3b
−1
2

De la presentación del grupo π1(Conf2(T − {1})) se tiene que:

B−1
23 = a3a

−1
2 b3a2a

−1
3 b−1

3

⇒ a−1
2 b3a2 = a−1

3 B−1
23 b3a3

⇒ a3a
−1
2 b3a2a

−1
3 = B−1

23 b3

⇒ a−1
2 a3b3a

−1
3 a2 = B−1

23 b3

⇒ a3b3a
−1
3 = a2B

−1
23 b3a

−1
2 = B−1

23 a2b3a
−1
2

⇒ a2b3a
−1
2 = B23a3b3a

−1
3

De manera similar, de B23 = b3b
−1
2 a3b2b

−1
3 a−1

3 se puede concluir que
b2a3b

−1
2 = B−1

23 b3a3b
−1
3 . Por lo tanto, Ch y Cv tienen la siguiente regla

de asignación en los generadores:

Ch : F3 −→ F3 Cv : F3 −→ F3

ṽ 7→ r̃h̃ṽh̃−1 ṽ 7→ ṽ

r̃ 7→ r̃ r̃ 7→ r̃

h̃ 7→ h̃ h̃ 7→ r̃−1ṽh̃ṽ−1

Siguiendo con el procedimiento para obtener la acción de los genera-
dores h y v, ahora debemos considerar modelos para [BCh] y [BCv],
esto es, funciones α, β : S1 ∨ S1 ∨ S1 −→ S1 ∨ S1 ∨ S1 tales que
[α] = [BCh] y [β] = [BCv] y usar éstas para obtener la acción inducida
en H1(S1∨S1∨S1). Sin embargo, ya que S1∨S1∨S1 es arco-conexo, sin
importar los modelos considerados, se tendrá que la acción de π1(S1∨S1)
sobre H0(S1 ∨ S1 ∨ S1) es trivial.

Ahora bien, para ver la acción sobre H1(S1 ∨ S1 ∨ S1), recordemos que
α : S1 ∨ S1 ∨ S1 −→ S1 ∨ S1 ∨ S1 es un modelo para [BCh] si y sólo si el
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siguiente diagrama conmuta:

π1(T − {1, y1})
Ch //

∼=
��

π1(T − {1, y1})
∼=
��

π1(S1 ∨ S1 ∨ S1)
α∗ // π1(S1 ∨ S1 ∨ S1)

De igual manera para [BCv]. Aśı que sin importar cual sea el modelo,
sabemos cuál será la acción inducida en π1(S1 ∨ S1 ∨ S1), y ya que

H1(S1 ∨ S1 ∨ S1) ∼= π1(S1 ∨ S1 ∨ S1)ab ∼= π1(T − {1, y1})ab

entonces también podemos obtener la acción inducida en H1(S1∨S1∨S1),
esta acción viene dada por:

(Ch)∗ : H1(S1 ∨ S1 ∨ S1) −→ H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)

ev 7→ er + ev

er 7→ er

eh 7→ eh

(Cv)∗ : H1(S1 ∨ S1 ∨ S1) −→ H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)

ev 7→ ev

er 7→ er

eh 7→ eh − er

donde ev, er y eh son las clases de los elementos ṽ, r̃ y h̃ enH1(S1∨S1∨S1).
Las funciones (Ch)∗ y (Cv)∗ están representadas en la base {ev, er, eh} por
las siguientes matrices:

(Ch)∗ =

1 0 0
1 1 0
0 0 1

 (Cv)∗ =

1 0 0
0 1 −1
0 0 1


Aśı que los duales C∗h y C∗v están representados en H1(S1 ∨ S1 ∨ S1) con
la matriz transpuesta respectiva, esto es:

C∗h =

1 1 0
0 1 0
0 0 1

 C∗v =

1 0 0
0 1 0
0 −1 1


Siendo esta la acción de F2 sobre H1(S1 ∨ S1 ∨ S1). Aśı que ya hemos
descrito cómo actúa π1 sobre las Hq respectivas, por lo tanto, ya podemos
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calcular las cohomoloǵıas involucradas en la sucesión espectral.

Ya que la acción de F2 sobre H0 es trivial, entonces

H0(S1 ∨ S1;H0(S1 ∨ S1 ∨ S1)) ∼= H0(S1 ∨ S1;Q) ∼= Q
H1(S1 ∨ S1;H0(S1 ∨ S1 ∨ S1)) ∼= H1(S1 ∨ S1;Q) ∼= Q2

Ahora bien, recordemos que H0(X;M) = Mπ1(X), aśı que

H0(S1 ∨ S1;H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)) ∼= H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)F2 (4.7)

Si (x, y, z) está fijo bajo C∗h y C∗v entonces (x, y, z) = (x + y, y, z) y
(x, y, z) = (x, y,−y+ z), de donde y = 0. Esto es, los puntos fijos corres-
ponden a los de la forma (x, 0, z). Por lo tanto

H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)F2 ∼= (Q3)F2 = {(x, 0, z) ∈ Q3} ∼= Q2

Aśı que

H0(Conf2(T − {1})) ∼= Q H1(Conf2(T − {1})) ∼= Q4

Para calcular el término restante H1(S1 ∨S1;H1(S1 ∨S1 ∨S1)) haremos
uso de la sucesión de Mayer-Vietoris con coeficientes locales. Considere-
mos los siguientes abiertos:

U = • •V =

Estos abiertos son tales que U, V ' S1, U ∪ V = S1 ∨ S1 y

U ∩ V = •

con lo cual, U ∩ V ' pt. Tenemos entonces la siguiente sucesión exacta
larga:

0 // H0(S1 ∨ S1;M) // H0(S1;M)⊕H0(S1;M)

��
H1(S1;M)⊕H1(S1,M)

��

H1(S1 ∨ S1;M)oo H0(pt;M)oo

0
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donde M = H1(S1∨S1∨S1;Q). Los coeficientes locales de cada término
en la sucesión de Mayer-Vietoris heredan la acción del grupo fundamen-
tal restringido a los espacios correspondientes. Esto es, π1(pt) actúa de
manera trivial sobre M , mientras el generador de uno de los π1(S1) actúa
sobre M mediante C∗h y en el otro mediante C∗v . Ahora bien, el término
H0(S1 ∨ S1;M) ya fue calculado en (4.7), mientras que en los demás
términos se tiene lo siguiente;

H0(U ;M) ∼= H0(S1;M) ∼= H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)C
∗
v ∼= Q2

H0(V ;M) ∼= H0(S1;M) ∼= H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)C
∗
h ∼= Q2

Luego, teniendo en cuenta que H1(X,M) ∼= Mπ1(X) cuando π1(X) es
ćıclico e infinito (ver pág. 58 de [6]), se tiene que

H1(S1;M) ∼= H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)C∗h
∼= Q3/〈(x, y, z)− (x+ y, y, z)〉
∼= Q3/〈(y, 0, 0)〉 ∼= Q2

H1(S1;M) ∼= H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)C∗v
∼= Q3/〈(x, y, z)− (x, y, z − y)〉
∼= Q3/〈(0, 0, y)〉 ∼= Q2

Se tiene entonces la siguiente sucesión exacta en la que se encuentra el
término que nos interesa:

0 // Q2 // Q2 ⊕Q2 f // Q3

��
0 Q2 ⊕Q2oo H1(S1 ∨ S1;M)oo

donde f es la inclusión de los puntos fijos, esto es, i(x, y) = (x, 0, y) y
f(u, v) = i(u)− i(v). Es claro que Im(f) ∼= Q2 y por lo tanto

Coker(f) ∼= Q3/Q2 ∼= Q

Con lo cual, se tiene la siguiente sucesión exacta corta:

0 // Q // H1(S1 ∨ S1;M) // Q2 ⊕Q2 // 0

Ya que Q2 ⊕Q2 es libre, entonces esta sucesión se escinde, y aśı

H1(S1 ∨ S1;M) ∼= Q5
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Por lo tanto, H2(Conf2(T − {1})) ∼= Q5. Con esto se ha logrado calcular
la cohomoloǵıa racional de Conf2(T − {1}).

Ahora bien, recordemos que la acción deW ∼= {1, σ} sobre Conf2(T − {1})
es tal que σ · ((x1, x2), (y1, y2)) = ((x2, x1), (y1, y2)) y estamos interesados
en saber la acción inducida sobre la cohomoloǵıa. Ya que Conf2(T −{1})
es conexo, se sigue que en H0, esta acción es trivial. En dimensión 1, los
generadores del grupo fundamental de Conf2(T − {1}), son tales que

σ · a2 = b2 σ · a3 = b3 σ · b2 = a2 σ · b3 = a3

Por lo tanto, en H1(Conf2(T − {1})) ∼= Q4 la acción es tal que

σ · e1 = e2 σ · e2 = e1 σ · e3 = e4 σ · e4 = e3

En términos de representaciones se tiene:

H0(Conf2(T − {1})) = 1 H1(Conf2(T − {1})) = 2⊕ 2σ

Ahora bien, para determinar la acción sobre H2, recordemos primero que
Conf2(T − {1}) era parte de la siguiente fibración homotópica:

S1 ∨ S1 ∨ S1 −→ Conf2(T − {1}) p̃−→ S1 ∨ S1

(x, y) 7→ p̃(x)

donde p̃ es la proyección radial del centro del toro hacia su 1-esqueleto con
su CW -estructura usual (esto último ya que p̃ es un modelo para [Bp∗]).
Ahora bien, la acción de Z2 sobre Conf2(T−{1}) induce una acción sobre
S1 ∨ S1 y sobre S1 ∨ S1 ∨ S1, de tal manera que p̃ es equivariante. Tal
acción sobre S1 ∨ S1 y S1 ∨ S1 ∨ S1 respectivamente está dada por:

σ · (s)1 = (s)2 σ · (s)1 = (s)3 (4.8)

σ · (s)2 = (s)1 σ · (s)2 = (s−1)2 (4.9)

σ · (s)3 = (s)1 (4.10)

Ya que H2(Conf2(T − {1})) ∼= H1(S1 ∨ S1;H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)) ∼= Q5 y la
sucesión espectral de Serre es natural respecto a funciones entre fibracio-
nes, basta conocer cuál es la acción sobre H1(S1 ∨S1;H1(S1 ∨S1 ∨S1)).
Recordemos que en el argumento anterior obtuvimos la siguiente sucesión
exacta corta:

0 −→ Coker(f)
δ−→ H1(S1 ∨ S1;M)

g−→ H1(S1
1 ;M)⊕H1(S1

2 ;M) −→ 0
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Ya que la sucesión anterior se escinde y estamos tratando con una acción
de un grupo finito, entonces existe una escisión equivariante

r : H1(S1
1 ;M)⊕H1(S1

2 ;M) −→ H1(S1 ∨ S1;M)

Aśı que la acción de Z2 sobre H1(S1
1 ;M) ⊕ H1(S1

2 ;M) determinará la
acción sobre Im(r) ∼= Q4 ⊂ H1(S1 ∨ S1;M). Esta acción es la que viene
dada en 4.8. Ya que

H1(S1
1 ;M)⊕H1(S1

2 ;M) ∼= H1(S1 ∨ S1 ∨ S1)C∗v ⊕H
1(S1 ∨ S1 ∨ S1)C∗h

∼=
〈v1, r1, h1〉ab
〈h1〉

⊕ 〈v2, r2, h2〉ab
〈v2〉

∼= 〈ṽ, r̃1〉 ⊕ 〈r̃2, h̃〉

Dado que la acción de σ sobre S1
1 ∨ S1

2 , manda los elementos de S1
1 a S1

2

y viceversa, y considerando la acción de σ sobre S1∨S1∨S1 se tiene que

σ · v1 = h2 σ · r1 = −r2 σ · h1 = v2

σ · v2 = h1 σ · r2 = −r1 σ · h2 = v1

y por lo tanto

σ · ṽ = h̃ σ · h̃ = ṽ

σ · r̃1 = −r̃2 σ · r̃2 = −r̃1

Aśı que falta determinar únicamente la acción de σ sobre el último gene-
rador de H1(S1 ∨ S1;M). Recordemos que

H1(S1 ∨ S1;M) ∼= Coker(f)⊕ (H1(S1
1 ;M)⊕H1(S1

2 ;M))
∼= Q⊕ (Q2 ⊕Q2)

mediante el isomorfismo que viene dado por

ϕ : Q⊕ (Q2 ⊕Q2) −→ H1(S1 ∨ S1;M)

(m, p) 7→ δ(m) + r(p)

Aśı que el último generador es el que viene dado por δ(r̃3), donde r̃3 es
el generador de Coker(f). Ya que

f : Q2 ⊕Q2 −→ H1(S1 ∨ S1 ∨ S1) ∼= 〈v, r, h〉ab

e Im(f) = 〈v, h〉, entonces Coker(f) ∼= Qr̃3, y además σ · r̃3 = −r̃3. Por
lo tanto, el elemento en el que estamos interesados es σ · δ(r̃3). Ya que
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σ ·δ(r̃3) = σ∗(δ(r̃3)) donde σ : (S1∨S1, U, V ) −→ (S1∨S1, V, U), se tiene
que el siguiente diagrama debe ser conmutativo:

Q ∼= H0(U∩V ;M)
Im(f)

δ //

σ∗

��

H1(S1 ∨ S1)

σ∗

��
Q ∼= H0(V ∩U ;M)

Im(f)

δ′ // H1(S1 ∨ S1)

Y de aqúı se sigue que σ∗◦δ = δ′◦σ∗, donde δ es la función borde de la su-
cesión de Mayer-Vietoris que induce la inclusión iUV : U ∩V −→ S1∨S1

y δ′ es la función borde que induce la inclusión iV U : V ∩U −→ S1 ∨ S1.
Ya que σ · r̃3 = −r̃3 entonces σ∗(x) = −x. Veamos ahora que la función
δ′ que induce iV U es −δ.

Consideremos [e] ∈ H0(U ∩ V ), el elemento [δ(e)] resulta de un proceso
en el que primero se toma un elemento

(a, b) ∈ C0(U)⊕ C0(V )

tal que i#U (a) − i#V (b) = e. Luego, aplicamos la función δ para tener
el elemento (δ(a), δ(b)) ∈ C1(U) ⊕ C1(V ) y finalmente un elemento
m ∈ C1(S1 ∨ S1) tal que (j#

U (m), j#
V (m)) = (δ(a), δ(b)) es asignado al

borde. Esto es, [δ(e)] = [m] , donde las funciones

iU : U ∩ V −→ U iV : U ∩ V −→ V

jU : U −→ S1 ∨ S1 jV : V −→ S1 ∨ S1

son las respectivas inclusiones. Por otro lado, con el proceso análogo del
mismo elemento con la otra sucesión, se tiene primero que el elemento
(−b,−a) ∈ C0(V ) ⊕ C0(U) es tal que i#V (−b) − i#U (−a) = e. Luego,
aplicando la función δ se tiene el elemento (δ(−b), δ(−a)) ∈ C1(V ) ⊕
C1(U). Y finalmente, tomando el elemento −m se tiene que

(jV (−m), jU(−m)) = (−δ(b),−δ(a))

Por lo tanto, el valor asignado correspondiente es −m, esto es,

[δ′(e)] = [−m] = [−δ(e)]
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En conclusión, la acción de σ sobre δ(r̃3) es la trivial, pues:

σ · δ(r̃3)) = δ′ ◦ σ∗(r̃3) = δ′(−r̃3)

= −δ(−r̃3)) = δ(r̃3)

Con esto ya se tiene una descripción de la acción sobre los generadores,
la cual da por resultado la siguiente acción sobre Q5:

σ · (x1, x2, x3, x4, x5) 7→ (x5,−x4, x3,−x2, x1)

En términos de representaciones y usando la Proposición 1.8.8 se tiene:

H2(Conf2(T − {1})) = 3⊕ 2σ

Teniendo en cuenta que la acción sobre Hk(T ) es como en la sección an-
terior y que U(2)/T ∼=Z2 S

2, ahora podemos pasar a calcular los puntos
fijos de la acción en cada dimensión de las cohomoloǵıas.

Ya que Confab
3 (U(2)) es arco-conexo, entonces

H0(Confab
3 (U(2))) ∼= Q

Para la dimensión 1 se tiene que

H1(Confab
3 (U(2))) ∼= H1(U(2)/T × Conf3(T ))Z2

∼= [H0(S2)⊗ [(H0(T )⊗H1(Conf2(T − {1})))
⊕ (H1(T )⊗H0(Conf2(T − {1})))]]Z2

∼= [1⊗ ((1⊗ (2⊕ 2σ))⊕ ((1⊕ σ)⊗ 1))]Z2

∼= [3 + 3σ]Z2 ∼= Q3

Para la dimensión 2 se tiene lo siguiente:

H2(Confab
3 (U(2))) ∼= [(H0(S2)⊗ [(H2(T )⊗H0(Conf2(T − {1})))

⊕ (H1(T )⊗H1(Conf2(T − {1})))
⊕ (H0(T )⊗H2(Conf2(T − {1})))])
⊕ (H2(S2)⊗H0(Conf3(T )))]Z2

∼= [(σ ⊕ ((1⊕ σ)⊗ (2⊕ 2σ))⊕ (3⊕ 2σ))⊕ σ]Z2

∼= [σ ⊕ (4⊕ 4σ)⊕ (3⊕ 2σ)⊕ σ]Z2

∼= [7 + 8σ]Z2 ∼= Q7
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Para la dimensión 3 se tiene lo siguiente:

H3(Confab
3 (U(2))) ∼= [H0(S2)⊗ [H1(T )⊗H2(Conf2(T − {1}))

⊕H2(T )⊗H1(Conf2(T − {1}))]
⊕H2(S2)⊗ [H0(T )⊗H1(Conf2(T − {1}))
⊕H1(T )⊗H0(Conf2(T − {1}))]]Z2

∼= [((1⊕ σ)⊗ (3⊕ 2σ))⊕ (σ ⊗ (2⊕ 2σ))

⊕ (σ ⊗ ((2⊕ 2σ)⊕ (1⊕ σ)))]Z2

∼= [(5⊕ 5σ)⊕ (2σ ⊕ 2)⊕ (2σ ⊕ 2)⊕ (1⊕ σ)]Z2

∼= [10⊕ 10σ]Z2 ∼= Q10

Para la dimensión 4 se tiene que:

H4(Confab
3 (U(2))) ∼= [H0(S2)⊗ [H2(T )⊗H2(Conf2(T − {1}))]

⊕H2(S2)⊗ [H0(T )⊗H2(Conf2(T − {1}))
⊕H1(T )⊗H1(Conf2(T − {1}))
⊕H2(T )⊗H0(T )]]Z2

∼= [(σ ⊗ (3⊕ 2σ))

⊕ (σ ⊗ ((3⊕ 2σ)⊕ ((1⊕ σ)⊗ (2⊕ 2σ))⊕ σ))]Z2

∼= [(3σ ⊕ 2)⊕ (3σ ⊕ 2)⊕ (4σ ⊕ 4)⊕ 1]Z2

= [9⊕ 10σ]Z2 ∼= Q9

Para la dimensión 5 se tiene que:

H5(Confab
3 (U(2))) ∼= [H2(S2)⊗ [H1(T )⊗H2(Conf2(T − {1}))

⊕H2(T )⊗H1(Conf2(T − {1}))]]Z2

∼= [σ ⊗ [((1⊕ σ)⊗ (3⊕ 2σ))⊕ (σ ⊗ (2⊕ 2σ))]]Z2

∼= [(5⊕ 5σ)⊕ (2⊕ 2σ)]Z2

∼= [7⊕ 7σ]Z2 ∼= Q7

Para la dimensión 6 se tiene que:

H6(Confab
3 (U(2))) ∼= [H2(S2)⊗H2(T )⊗H2(Conf2(T − {1}))]Z2

∼= [σ ⊗ σ ⊗ (3⊗ 2σ)]Z2

∼= [3⊗ 2σ]Z2 ∼= Q3
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Finalmente, si k ≥ 7, cada término de la fórmula de Künneth tiene un
cero, por lo tanto,

Hk(Confab
3 (U(2))) = 0

En resumen, hemos obtenido:

Hn(Confab
3 (U(2)),Q) ∼=



Q si n = 0

Q3 si n = 1, 6

Q7 si n = 2, 5

Q10 si n = 3

Q9 si n = 4

0 en otro caso.

Ahora bien, para SU(3) y Sp(2) el toro maximal estándar es de dimensión
2. Teniendo en cuenta que

Hn(Confab
k (SU(3))) ∼=

n⊕
i=0

Hn−i(SU(3)/T )⊗H i(Confk(T ))

Hn(Confab
k (Sp(2))) ∼=

n⊕
i=0

Hn−i(Sp(2)/T )⊗H i(Confk(T ))

y que la cohomoloǵıa racional de Confk(T ) la hemos determinado en este
caṕıtulo para k = 2, 3, entonces es posible determinar la cohomoloǵıa
racional de Confab

k (SU(3)) y Confab
k (Sp(2)) para k = 2, 3 usando los

mismos métodos que los usados en este caṕıtulo.

4.5. Cohomoloǵıa en dimensión 1

En esta sección estaremos interesados en la cohomoloǵıa de dimen-
sión 1 de Confab

k (G) para todos los grupos de Lie que nos interesan:
U(r), SU(r + 1) ó Sp(r). Consideremos entonces Gr = U(r), SU(r + 1)
ó Sp(r), Wr el grupo de Weyl de Gr y Tr el toro maximal de Gr. Recor-
demos ahora que el primer grupo de cohomoloǵıa del espacio de k-tuplas
que conmutan tiene la siguiente descomposición:

H1(Hom(Zk, Gr)) ∼=H1(Gr/Tr ⊗ (Tr)
k)Wr

∼=[(H0(Gr/Tr)⊗H1(T k))⊕ (H1(Gr/Tr)⊗H0(T k))]Wr
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donde las acciones de Wr sobre Gr/Tr y sobre (Tr)
k son las que vienen

dadas por

gTr · nTr = gnTr nTr · (t1, ..., tk) = (nt1n
−1, ..., ntkn

−1)

donde ti ∈ Tr. El primer grupo de cohomoloǵıa del espacio de configura-
ciones de k-tuplas que conmutan tiene una descomposición similar:

H1(Confab
k (Gr)) ∼=H1(Gr/Tr ⊗ Confk(Tr))

Wr

∼=[H0(Gr/Tr)⊗H1(Confk(Tr))

⊕H1(Gr/Tr)⊗H0(Confk(Tr))]
Wr

Las acciones de Wr sobre Gr/Tr y Confk(Tr) son las mismas que en
el caso Hom(Zk, G). Por lo tanto, la identidad 1 : Gr/Tr −→ Gr/Tr
y la inclusión i : Confk(Tr) −→ (Tr)

k son funciones equivariantes que
a su vez inducen homomorfismos equivariantes en cohomoloǵıa. Clara-
mente la función identidad en Gr/Tr induce el isomorfismo identidad
en H0(Gr/Tr) y en H1(Gr/Tr). Mientras que para r ≥ 2 se tiene que
Confk(Tr) es arco-conexo y por lo tanto la inclusion también induce el
isomorfismo identidad i∗ : H0(Confk(Tr)) −→ H0((Tr)

k).

Lo que haremos ahora es mostrar que bajo ciertas condiciones, la inclu-
sión también induce un isomorfismo en H1. Para comenzar recordaremos
el siguiente teorema dado por Birman. Este teorema es muy importante
para los resultados obtenidos en esta sección.

Teorema 4.5.1 (Teorema 1 de [4]). Sea M una variedad cerrada y cone-
xa con dim(M) ≥ 3, entonces la inclusión i : Confk(M) −→ Mk induce
un isomorfismo

π1(Confk(M)) ∼= π1(Mk)

Recordemos que Tr es una variedad cerrada. Por lo tanto, para r ≥ 3,
se tiene por el Teorema 4.5.1 que la inclusión i : Confk(Tr) −→ (Tr)

k

induce un isomorfismo:

i∗ : π1(Confk(Tr))
∼=−→ π1((Tr)

k)

Ya que el primer grupo de homoloǵıa es naturalmente isomorfo a la abe-
lianización del grupo fundamental para espacios arco-conexos entonces
la inducida en homoloǵıa también es un isomorfismo:

i∗ : H1(Confk(Tr))
∼=−→ H1((Tr)

k)
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Ya que hay un isomorfismo natural H1(X;Q) ∼= Hom(H1(X);Q), enton-
ces la inducida en cohomoloǵıa también es un isomorfismo:

i∗ : H1((Tr)
k)

∼=−→ H1(Confk(Tr))

Como ya hemos comentado, la inclusión es una función equivariante y de
igual manera la identidad, por lo tanto, si r ≥ 3 entonces:

[H0(Gr/Tr)⊗H1(T k)⊕H1(Gr/Tr)⊗H0(T k)]Wr

∼= [H0(Gr/Tr)⊗H1(Confk(Tr))⊕H1(Gr/Tr)⊗H0(Confk(Tr))]
Wr

Aśı que en consecuencia:

H1(Confab
k (Gr)) ∼= H1(Hom(Zk, Gr))

La dimension del toro maximal de SU(r + 1), U(r) y Sp(r) es mayor o
igual que 3 cuando r ≥ 3. Por lo tanto, si r ≥ 3 se tiene lo siguiente:

H1(Confab
k (SU(r + 1))) ∼= H1(Hom(Zk, SU(r + 1)))

H1(Confab
k (Sp(r))) ∼= H1(Hom(Zk, Sp(r)))

H1(Confab
k (U(r))) ∼= H1(Hom(Zk, U(r)))

Ahora bien, si G = SU(r+1), U(r) ó Sp(r) con r ≥ 3 entonces π1(G) = 0
y por lo tanto π1(Hom(Zk, G)) ∼= π1(G)k = 0 (ver Teorema 1.1 de [17]).
De esto último también se tiene que H1(Hom(Zk, G)) = 0 y por lo tanto,
H1(Hom(Zk, G)) = 0. Aśı que:

H1(Confab
k (SU(n+ 1))) = 0 si n ≥ 3

H1(Confab
k (Sp(n))) = 0 si n ≥ 3

H1(Confab
k (U(n))) = 0 si n ≥ 3

No todos los grupos de cohomoloǵıa en dimensión 1 son cero, pues en
cálculos anteriores hemos mostrado que

H1(Confab
2 (U(2))) = Q2

H1(Confab
3 (U(2))) = Q3





Caṕıtulo 5

Estabilidad homológica

En este caṕıtulo mostraremos los resultados que hemos obtenido sobre
la estabilidad homológica de los espacios de configuraciones de tuplas que
conmutan.

5.1. Definición y propiedades básicas

Comenzaremos introduciendo la categoŕıa FI para luego hablar de
los FI-módulos y FI-espacios. Estos conceptos están relacionados con la
estabilidad por representaciones como mencionaremos más adelante.

Definición 5.1.1. Sea {Xn, φn}n≥0 una sucesión de espacios topológi-
cos junto con funciones φn : Xn −→ Xn+1. Decimos que esta suce-
sión es homológicamente estable en dimensión m si existe N ∈ N tal
que (φn)∗ : Hm(Xn) −→ Hm(Xn+1) es un isomorfismo para toda n ≥ N .
En este caso decimos que es homológicamente estable en dimensión m
en con rango estable N .

Definición 5.1.2. Definimos la categoŕıa FI como aquella que tiene
por objetos a los conjuntos [n] = {1, ..., n} y cuyos morfismos son las
funciones inyectivas φ : [m] −→ [n].

Algunas observaciones inmediatas son que Aut([n]) ∼= Sn y que el
conjunto Mor([m], [n]) es vaćıo a menos que m ≤ n. Además existe una
acción de Sn sobre Mor([m], [n]) mediante la composición, es decir, si
φ : [m] −→ [n] y σ : [n] −→ [n] entonces σ · φ = σ ◦ φ. Es claro que esta
acción es transitiva y por lo tanto, cada morfismo φ puede ser escrito de
la forma σ · im,n, donde im,n : [m] −→ [n] es la inclusión de [m] en [n].
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Definición 5.1.3. Un FI − módulo V sobre un anillo R es un funtor
V : FI −→ R-Mód, donde R-Mód es la categoŕıa de R-módulos. Un
sub FI − módulo de V es un FI − módulo V ′ con V ′([n]) ≤ V ([n])
submódulo para cada n y V ′(φ) = V (φ)|V ′([n]) para cada morfismo φ en
FI. Por último, un FI− espacio X es un funtor X : FI −→Top.

Observemos que si X es un FI−espacio entonces podemos componer
con el funtor Hm( ;Q) :Top−→ Q-Mód para obtener un FI −módulo.
A partir de aqúı denotaremos Vn = V ([n]) y φ∗ = V (φ).

Definición 5.1.4. Decimos que un FI − módulo V es generado en la
etapa n si para cada k ≥ n, la unión de las imágenes de Vn bajo morfismos
φ∗ : Vn −→ Vk genera Vk. Si el FI−módulo V es sobre un campo, diremos
que es finitamente generado si es generado en alguna etapa n y Vn es de
dimensión finita.

Claramente si un FI − módulo es generado en la etapa n entonces
también es generado en la etapa r para toda r ≥ n. Ya que todos los
módulos trabajados aqúı son sobre Q y de dimensión finita, entonces un
FI − módulo V será finitamente generado si y sólo si es generado en
alguna etapa n.

Definición 5.1.5. Dados FI-módulos V,W , el producto tensorial V ⊗W
es el FI −módulo tal que (V ⊗W )n = Vn ⊗Wn y donde los morfismos
actúan diagonalmente.

Proposición 5.1.6 (Proposición 5.2 de [27]). Si V y W son FI-módulos
de dimensión finita que son generados en las etapas m y n respectivamen-
te, entonces V ⊗W es generado en alguna etapa k, con k ≤ m+ n.

Definición 5.1.7. Definimos la categoŕıa FI# como aquella que tiene
por objetos los conjuntos [n]0 = {0, ..., n} con punto base 0, y los mor-
fismos son aquellas funciones basadas φ : [n]0 −→ [m]0 que son inyec-
tivas en el conjunto [n]0 \ φ−1(0). Definimos también un FI# - módulo
como un funtor V : FI# −→ R-Mód y un FI#-espacio como un funtor
X : FI# −→Top.

Claramente hay un encaje de FI en FI# y por lo tanto, cada FI#-
módulo V tiene un FI − módulo asociado, restringiendo a lo largo de
la inclusión FI −→ FI#. Aśı que cada FI#-módulo también puede ser
considerado un FI−módulo.
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Un concepto relacionado con los FI-módulos son las sucesiones consisten-
tes. Es de este tipo de sucesiones en las que originalmente se trabajaron
los conceptos de estabilidad por representaciones. De hecho los FI-módu-
los surgieron a partir de las sucesiones consistentes, como herramientas
para estudiarlas. Para hablar de estos conceptos recordaremos algunas
propiedades de Sr-representaciones e introduciremos cierta notación.

Definición 5.1.8. Dado n ∈ N, diremos que λ = (λ1, ..., λk) es una
partición de n si λ1 ≥ ... ≥ λk ≥ 1 y λ1 + ... + λk = n. Denotaremos
|λ| = n y diremos que k es la longitud de λ.

Recordemos que existe una correspondencia entre las representaciones
irreducibles de Sn y las particiones de n (Teorema 4.3 de [27]). Denotemos
por Vλ a la representación correspondiente. Si |λ| = l, entonces para
cualquier n ≥ l + λ1 definimos

λ[n] = (n− l, λ1, ..., λk)

Claramente |λ[n]| = n. Observemos ahora que cada representación irre-
ducible no trivial de Sn es de la forma Vλ[n] para una única λ. Aśı que dada
una representación Vn de Sn, escribiremos cλ(Vn) para la multiplicidad
de Vλ[n] en Vn.

Definición 5.1.9. Sea {Vn} una sucesión de Sn-representaciones junto
con transformaciones lineales φn : Vn −→ Vn+1. Diremos que la sucesión
{Vn, φn} es una sucesión consistente si φn es equivariante con respecto
a las inclusiones in : Sn −→ Sn+1. De manera análoga se define una
sucesión consistente de Sn-espacios.

Observemos que si V es un FI−módulo entonces podemos asociar la
sucesión dada por {Vn, (in)∗}, donde in : [n] −→ [n + 1] es la inclusión.
Esta sucesión es tal que Vn es una Sn representación mediante

πn : Sn −→ Aut(Vn)

σ 7→ σ∗ : Vn −→ Vn

e i∗ es equivariante bajo estas acciones, por lo tanto, la sucesión asociada
es una sucesión consistente. Además, cada FI−módulo V está determi-
nado por esta sucesión, ya que cada morfismo φ : [m] −→ [n] puede ser
escrito de la forma σ · im,n. De manera similar, si X es un FI − espacio
entonces X está determinado por su sucesión de Sn - espacios junto con
sus funciones (in)∗.
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Rećıprocamente, una sucesión consistente no necesariamente se puede
extender a un FI − módulo. El siguiente lema muestra las condiciones
necesarias para que esto pueda ocurrir.

Lema 5.1.10 (Lema 3.4 de [27]). Sea {Vn, φn} una sucesión consistente.
Entonces esta sucesión extiende a un FI−módulo que tiene por sucesión
asociada a {Vn, φn} si y solo si σ∗ ◦ φn−1 ◦ ... ◦ φm = φn−1 ◦ ... ◦ φm para
toda σ ∈ Sn tal que σ(i) = i para i ≤ m.

En este caso, el FI−módulo al que extiende está dado por [n] 7→ Vn
y f = σ ◦ im,n 7→ σ∗ ◦φm,n, donde φm,n = φn ◦ ...◦φm. Nosotros estaremos
interesados únicamente en aquellas sucesiones que puedan extenderse, y
en algunas ocasiones haremos uso del lema para tener un FI−módulo.

Definición 5.1.11. Sea V un FI−módulo sobre un campo K de carac-
teŕıstica cero. Decimos que V es estable por representaciones si satisface
las siguientes condiciones:

i) Inyectividad: Las funciones (in)∗ : Vn −→ Vn+1 son inyectivas a
partir de una n suficientemente grande.

ii) Suprayectividad: La imagen (in)∗(Vn) genera a Vn+1 como un K[Sn+1]
- módulo, a partir de una n suficientemente grande.

iii) Multiplicidades: Existe un isomorfismo de Sn - representaciones

Vn ∼=
⊕
λ

cλ[n](Vn)Vλ[n]

tal que a partir de una n suficientemente grande, la multiplicidad
cλ[n](Vn) es independiente de n para cada λ.

Las descomposiciones en representaciones irreducibles siempre son
únicas, aśı que las multiplicidades se encuentran bien definidas. Un tipo
de estabilidad más fuerte es el siguiente.

Definición 5.1.12. Sea V un FI−módulo que es estable por representa-
ciones, donde para cada λ existe Nλ tal que si n ≥ Nλ entonces cλ[n](Vn)
es constante. Decimos que V es uniformemente estable por representa-
ciones si existe N = Nλ para toda partición λ. En este caso decimos que
V tiene rango estable N .



5.2. FI-MÓDULOS A PARTIR DE U(R) 95

La siguiente proposición relaciona a los FI-módulos que son finita-
mente generados con los que son uniformemente estables por representa-
ciones.

Proposición 5.1.13 (Teoremas 4.27 y 4.28 de [27]). Sea K un campo
de caracteŕıstica cero y V un FI − módulo. Entonces V es finitamente
generado si y sólo si es uniformemente estable por representaciones.

Ahora bien, un resultado en el que estamos interesados es el siguiente,
pues relaciona el rango estable con la etapa en la que se genera un FI−
módulo, fue obtenido por Church-Ellenberg-Farb en [8].

Teorema 5.1.14. Sea V un FI#-módulo sobre un campo de caracteŕısti-
ca cero. Si V es finitamente generado como FI#-módulo en la etapa k,
entonces V (visto como FI −módulo) es uniformemente estable por re-
presentaciones con rango estable n = 2k.

Por último, el siguiente teorema es de gran utilidad para obtener
estabilidad homológica en cierto tipo de espacios.

Teorema 5.1.15 (Teorema 4.20 de [24]). Sea {Xn, φn} una sucesión con-
sistente de Sn-espacios tal que la sucesión consistente {Hk(Xn;Q), (φn)∗}
extiende a un FI-módulo finitamente generado. Entonces la sucesión de
espacios {Xn/Sn, φ̃n} es homológicamente estable en dimensión k, donde

φ̃n : Xn/Sn −→ Xn+1/Sn+1

[x] 7→ [φn(x)]

Si además el FI−módulo Hk(X•;Q) es generado en la etapa d y extiende
a un FI#-módulo entonces el rango estable de la sucesión {Xn/Sn, φ̃n}
es d.

5.2. FI-módulos a partir de U(r)

Sea Gr = U(r) y consideremos las inclusiones estándar:

jr : Gr −→ Gr+1

A 7→
(
A 0
0 1

)
Estas inclusiones son tales que jr(Tr) ⊂ Tr+1, donde Tr y Tr+1 son los
toros maximales de Gr y Gr+1 respectivamente.
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Lema 5.2.1 (Lema 6.1 de [24]). Las inclusiones estándar son tales que
jr(NGr(Tr)) ⊂ NGr+1(Tr+1) y además NGr(Tr)/Tr

∼= Sr de tal manera que
las funciones inducidas NGr(Tr)/Tr −→ NGr+1(Tr+1)/Tr+1 se convierten
en las inclusiones estándar Sr −→ Sr+1.

Esto muestra que la función ψ de la Proposición 3.1.5 es natural con
respecto a jr. Además, el isomorfismo Wr = NGr(Tr)/Tr

∼= Sr ó Sr+1

según sea el caso, muestra que la acción de NGr(Tr)/Tr sobre Tr dada
por nTr · t = ntn−1 corresponde a la acción de Sr sobre Tr que permuta
las coordenadas del toro (ver pág 22 de [24]).

Retomemos la acción de Wr sobre Gr/Tr dada por gT · nT = gnT y
consideremos las inclusiones inducidas

j̃r : Gr/Tr −→ Gr+1/Tr+1

ATr 7→
(
A 0
0 1

)
Tr+1

Se tiene que si ATr ∈ Gr/Tr y nTr ∈ Wr entonces

jr(ATr · nTr) = jr(AnTr) =

(
An 0
0 1

)
Tr+1

=

(
A 0
0 1

)
Tr+1

(
n 0
0 1

)
Tr+1

= jr(ATr) ·
(
n 0
0 1

)
Tr+1

Por lo tanto, la sucesión {Gr/Tr, jr}r≥1 es una sucesion consistente. En
el siguiente ejemplo mostramos que esta sucesión no extiende a un FI−
módulo.

Ejemplo: Tomemos la matriz n =

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

, que bajo el isomor-

fismo W3
∼= S3, corresponde al elemento σ = (2, 3). Este elemento es tal

que σ(1) = 1, sin embargo,

σ∗(j̃1,3(1)) = IT3 · nT3 = nT3 6= IT3 = j̃1,3(1)

y por lo tanto, la sucesión no satisface las condiciones del Lema 5.1.10,
con lo cual no extiende a un FI−módulo con esta acción.
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Sin embargo, los Sr-módulos inducidos Hn(Gr/Tr) śı se extienden a un
FI−módulo como lo muestra la siguiente proposición.

Proposición 5.2.2 (Proposición 6.6 de [24]). Las sucesiones consistentes
de Wr-módulos r 7→ Hn(Gr/Tr) se extienden a FI-módulos finitamente
generados.

Ahora bien, consideremos r ≥ 1, Tr = (S1)r y la acción del grupo de
Weyl Wr

∼= Sr sobre Confk(Tr) dada por

nT · (x1, ..., xk) = (nx1n
−1, ..., nxkn

−1)

donde xi ∈ Tr. Por un comentario realizado previamente, esta acción
corresponde a la acción de σ ∈ Sr dada por la acción que permuta las
coordenadas en cada tupla:

σ·((x1,1, ..., x1,r), ..., (xk,1, ..., xk,r))

= ((x1,σ−1(1), ..., x1,σ−1(r)), ..., (xk,σ−1(1), ..., xk,σ−1(r)))

Consideremos también la siguiente función:

φr : Confk(Tr) −→ Confk(Tr+1)

((x1,1, ..., x1,r), ..., (xk,1, ..., xk,r)) 7→ ((x1,1, ..., x1,r, 1), ..., (xk,1, ..., xk,r, 1))

Es claro que si σ ∈ Sr y consideramos a σ̃ ∈ Sr+1 como aquel que permuta
a los primeros r elementos mediante σ entonces

φr(σ · ((x1,1, ..., x1,r), ..., (xk,1, ..., xk,r)))

= σ̃ · φr((x1,1, ..., x1,r), ..., (xk,1, ..., xk,r))

Por lo tanto, la sucesión {Confk(Tr), φr} es una sucesión consistente.
Ahora bien, consideremos n ≥ m y σ ∈ Sn tal que σ(i) = i (con lo cual,
σ−1(i) = i) para i ≤ m. Notemos que se tiene lo siguiente:

σ · (φn−1(...(φm(x1, ..., xk))...)) = ((x1, 1, ..., 1), ..., (xk, 1, ..., 1))

= φn−1(...(φm(x1, ..., xk))...)

donde xi denota un elemento de Tr. Con esto se cumplen las condicio-
nes de la Proposición 5.1.10 y por lo tanto, la sucesión extiende a un
FI − espacio con la estructura [r] 7→ Confk(Tr) y tal que a cada morfis-
mo f = σ ◦ im,n : [m] −→ [n] le asigna f∗ = σ∗ ◦ φm,n : Xm −→ Xn,
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donde φm,n = φn−1 ◦ ... ◦ φm. Aplicando el funtor Hn( ;Q) se tiene un
FI−módulo dado por r 7→ Hn(Confk(Tr)).

Ahora bien, recordemos que Confk(Tr) ∼= Tr ×Confk−1(Tr −{1}) y note-
mos que el siguiente diagrama conmuta:

Confk(Tr) //

ir

��

Tr × Confk−1(Tr − {1})

i×jr

��
Confk(Tr+1) // Tr+1 × Confk−1(Tr+1 − {1})

donde i y jr son las funciones que agregan el elemento 1 al final de cada
tupla. Es fácil verificar que la función jr está bien definida y de manera
similar al caso ir, la sucesión {Confk−1(Tr − {1}), jr} es una sucesión
consistente que extiende a un FI−espacio con el cual obtenemos un FI−
módulo. Ahora bien, la fórmula de Künneth otorga una descomposición
de la forma:

Hn(Confk(Tr)) ∼=
n⊕
i=0

Hi(Tr)⊗Hn−i(Confk−1(Tr − {1}))

Ya que este isomorfismo es natural con respecto a funciones coordenada
a coordenada (en particular usando i y jr), entonces ésta es una descom-
posición en cada uno de los siguientes FI-módulos:

r 7→ Hi(Tr) r 7→ Hn−i(Confk−1(Tr − {1}))

La siguiente proposición generaliza uno de los casos que nos interesan:

Proposición 5.2.3 (Corolario 6.3 de [24]). Para cada n ≥ 1, el FI −
módulo {Hn((Tr)

k)} es generado en la etapa n y es uniformemente estable
por representaciones con rango estable 2n.

En la proposición anterior, la estructura de FI−módulo de {Hn((Tr)
k)}

viene inducida por las funciones

φ̃r : (Tr)
k −→ (Tr+1)k

(t1, ..., tk) 7→ ((t1, 1), ..., (tk, 1))

Tomando el caso k = 1 se tiene que el FI −módulo r 7→ Hi(Tr) es fini-
tamente generado en la etapa i. Veamos a continuación que los grupos



5.2. FI-MÓDULOS A PARTIR DE U(R) 99

Hn(Confk(Tr − {1})) son de dimensión finita. Para ello mostraremos al-
gunos lemas técnicos. Recordemos primero de la Sección 1.4 que Tr es
un CW -complejo de tal manera que el k-ésimo esqueleto de Tr, donde
k ≤ r, tiene celdas de dimensión k cuyas imágenes en Tr son de la forma
b1 × ... × br, donde a = {x | x ∈ S1} aparece en el producto k veces
y los r − k términos restantes son pt = {1}. En particular, Tr es un
CW -complejo de dimensión r que tiene una única celda de dimensión r.
Además, ya que un elemento z ∈ T

(m)
r , donde m ≤ r, pertenece a un

subespacio de la forma b1 × ... × br, donde a aparece en el producto m
veces, y los restantes r −m términos son pt, entonces

φr(z) ∈ b1 × ...× br × pt ⊂ T
(m)
r+1 ⊂ T

(r)
r+1

De manera similar, si σ ∈ Sr+1 entonces σ · z ∈ T (m)
r+1 ⊂ T

(r)
r+1. Con esto

puede verificarse que r 7→ T
(m)
r , r 7→ T

(r−1)
r son FI - espacios y por lo

tanto r 7→ Hk(T
(m)
r ), r 7→ Hk(T

(r−1)
r ) son FI-módulos.

Veamos ahora que las funciones σ∗ ◦ φr : T
(m)
r −→ T

(m)
r+1 inducen mor-

fismos como en la página 24; sea ekα, con k ≤ m, una celda de T
(m)
r .

Entonces Φ(ekα) = b1× ...× br, donde a aparece en el producto k veces, y
los restantes términos son pt. Por lo tanto, φr(Φ(ekα)) = b1 × ...× br × pt
y ya que la acción de cada σ ∈ Sr+1 únicamente permuta coordenadas,
entonces se tiene que σ∗(φr(Φ(eαk ))) = b̃1× ...× b̃r+1, donde a aparece en

el producto k veces. Ahora bien, b̃1 × ... × b̃r+1 es una celda en T
(m)
r+1 y

por lo tanto existe ẽkβ tal que

Φ̃(ẽkβ) = b̃1 × ...× b̃r+1 = σ∗(φr(Φ(eαk )))

con lo cual el diagrama deseado conmuta. Aśı que σ∗ ◦ φr induce ho-
momorfismos entre los complejos celulares y en homoloǵıa como en la
Sección 1.4.

Lema 5.2.4. Sea X un CW -complejo y M un Zπ1(X, x0)-módulo iz-
quierdo. Entonces los grupos CCW

n (X;M) del complejo para la homoloǵıa
celular con coeficientes locales son isomorfos a los grupos CCW

n (X;M)
del complejo para la homoloǵıa celular con coeficientes en M .

Demostración: Consideremos al cubriente universal X̃ como un
CW -complejo con la estructura inducida por el cubriente p : X̃ −→ X.
Ahora bien, por definición se tiene que

CCW
n (X,M) = CCW

n (X̃)⊗Zπ M y CCW
n (X̃) = ZSCWn (X̃)
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donde SCWn (X̃) es el conjunto de n-celdas que tiene X̃ y π = π1(X, x0).

Ya que X̃ es el recubridor universal, la acción de π1(X, x0) sobre las fibras

es libre y transitiva. Como la estructura CW de X̃ es la inducida por
X, entonces esta acción induce una acción libre y transitiva sobre las n-
celdas de X̃ que son levantamientos de una n-celda fija de X. Finalmente,
ya que todas las n-celdas de X̃ son de esta forma, entonces SCWn (X̃) está
en biyección con π1(X, x0)SCWn (X). Por lo tanto,

ZSCWn (X̃) ∼= Zπ1(X, x0)SCWn (X)

como π1(X, x0)-módulos, donde π1(X, x0) actúa sobre Zπ1(X, x0)SCWn (X)
mediante ([α]e) · [β] = [α ∗ β]e. Aśı que

ZSCWn (X̃)⊗Zπ M ∼= Zπ1(X, x0)SCWn (X)⊗Zπ M

Luego Zπ1(X, x0)SCWn (X) ⊗Zπ M ∼= ZSCWn (X) ⊗M mediante los mor-
fismos f(e⊗m) = e⊗m y f−1(([α]e)⊗m) = e⊗ [α]m. Finalmente, ya
que Cn(X;M) = ZSCWn (X)⊗M concluimos que

CCW
n (X;M) ∼= CCW

n (X;M) � .

Con el lema anterior ya podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 5.2.5. Si a1, ..., as están en Tr − {1}, entonces los grupos de
homoloǵıa de Confk(Tr − {1, a1, ..., as}) son de dimensión finita.

Demostración: Para este caso, consideraremos a Tr con una estruc-
tura CW similar a la de la Sección 1.4, cambiando el conjunto pt = {1}
por pt = {x}, donde x /∈ {1, a1, ..., as}. De esta manera, los elementos
1, a1, ..., as ∈ Tr forman parte del interior de la única r-celda de Tr. A con-
tinuación procederemos por inducción sobre k. Por la Proposición 1.4.7
se tiene que Tr − {1, a1, ..., as} ' T

(r−1)
r ∨

∨s
i=1 S

r−1. Puesto que

Hn(Tr − {1, a1, ..., as}) ∼= Hn

(
T (r−1)
r ∨

s∨
i=1

Sr−1

)

y T
(r−1)
r ∨

∨s
i=1 S

r−1 tiene un número finito de celdas en cada dimensión,
entonces Hn(Tr−{1, a1, ..., as}) es de dimensión finita. Supongamos ahora
que el enunciado es cierto para k−1. Consideremos la fibración de Fadell
y Neuwirth

Confk(Tr − {1, a1, ..., as}) −→ Tr − {1, a1, ..., as}
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cuya fibra es Confk−1(Tr−{1, a1, ..., as, as+1}), donde as+1 puede ser con-
siderado en el interior de la única r-celda de Tr. Esta fibración nos da la
sucesión espectral de Serre con los términos

E2
p,q = Hp(Tr − {1, a1, ..., as};Hq(Confk−1(Tr − {1, a1, ..., as, as+1}))

⇒ Hp+q(Confk(Tr − {1, a1, ..., as}))

Ya que Tr − {1, a1, ..., as} ' T
(r−1)
r ∨

∨s
i=1 S

r−1 se tiene entonces que

Hp(Tr − {1, a1, ..., as};Hq(Confk−1(Tr − {1, a1, ..., as, as+1}))

∼= Hp

(
T (r−1)
r ∨

s∨
i=1

Sr−1;Hq (Confk−1(Tr − {1, a1, ..., as, as+1}))

)
Ahora bien, de la Proposición 5.2.4 se tiene que

CCW
p

(
T (r−1)
r ∨

s∨
i=1

Sr−1;Hq (Confk−1(Tr − {1, a1, ..., as, as+1}))

)

∼= CCW
p

(
T (r−1)
r ∨

s∨
i=1

Sr−1;Hq (Confk−1(Tr − {1, a1, ..., as, as+1}))

)

∼= CCW
p

(
T (r−1)
r ∨

s∨
i=1

Sr−1

)
⊗Hq (Confk−1(Tr − {1, a1, ..., as, as+1}))

Por hipótesis de inducción, Hq (Confk−1(Tr − {1, a1, ..., as, as+1})) es de
dimensión finita pues 1, a1, ..., as, as+1 están en el interior de la celda de

dimensión r. Además, T
(r−1)
r ∨

∨s
i=1 S

r−1 es un CW -complejo con un
número finito de celdas en cada dimensión, por lo tanto,

CCW
n

(
T (r−1)
r ∨

s∨
i=1

Sr−1

)
es de dimensión finita y aśı

CCW
n

(
T (r−1)
r ∨

s∨
i=1

Sr−1;Hq(Confk−1(Tr − {1, a1..., as+1}))

)
también es de dimensión finita. Por lo tanto, cada término E2

p,q es de
dimensión finita, al ser un cociente de un subgrupo de

CCW
n

(
T (r−1)
r ∨

s∨
i=1

Sr−1;Hq(Confk−1(Tr − {1, ..., as+1}))

)
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De manera similar, cada término E∞p,q de la página E∞ también será de
dimensión finita, aśı que el grupo Hp+q(Confk(Tr − {1, ..., as})) es de di-
mensión finita. � .

Haciendo uso de la proposición anterior, se tiene que si el FI-módulo
r 7→ Hn(Confk(Tr − {1})) está generado en alguna etapa, entonces es fi-
nitamente generado.

Existen resultados similares a los desarrollados en esta sección paraGr = SU(r)
ó Sp(r). Sin embargo, requieren un argumento adicional para SU(r) ó la
teoŕıa de FIW -módulos de [27]. En este trabajo no hace falta considerar
estos casos para determinar la estabilidad homológica del FI − módulo
r 7→ Hn(Confab

k (Gr);Q), como lo mostraremos en la Sección 5.4.

5.3. Estabilidad para r 7→ Hn(Confab
2 (U(r));Q).

En la siguiente sección mostraremos la estabilidad homológica para
r 7→ Hn(Confab

k (U(r))) y también para SU(r) y Sp(r). Sin embargo, he-
mos puesto este caso particular que es más sencillo de comprender y que
tiene una metodoloǵıa distinta a la usada en la siguiente sección.

Sea r ≥ 1 y consideremos la siguiente función:

ϕ′r : Confab
k (U(r)) −→ Confab

k (U(r + 1))

(A,B) 7→
((

A 0
0 1

)
,

(
B 0
0 1

))

Esto da una sucesión {Confab
k (U(r)), ϕ′r}r≥1. En esta sección mostrare-

mos que para k = 2, esta sucesión es homológicamente estable en cada
dimensión n con rango estable n, para toda n ∈ N (ver Definición 5.1.1).
Para ello veamos primero que el FI −módulo r 7→ Hn(Conf2(Tr)) es fi-
nitamente generado en la etapa n+ 1. Las siguientes proposiciones están
enfocadas en demostrar este hecho.

Proposición 5.3.1. El FI − módulo r 7→ Hn(Tr − {1}) es isomorfo al

FI−módulo r 7→ Hn(T
(m)
r ), donde m = mı́n{n+ 1, r − 1}.
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Demostración: Notemos que el siguiente diagrama conmuta:

T
(m)
r

σ∗◦φr //

i

��

T
(m)
r+1

i

��

T
(r−1)
r

σ∗◦φr //

i

��

T
(r)
r+1

i

��
Tr − {1}

σ∗◦φr // Tr+1 − {1}

donde las funciones i son las respectivas inclusiones y σ ∈ Sr+1. Aplicando
el funtor Hn( ;Q) se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Hn(T
(m)
r )

σ∗◦(φr)∗ //

i∗

��

Hn(T
(m)
r+1)

i∗

��

Hn(T
(r−1)
r )

σ∗◦(φr)∗ //

i∗

��

Hn(T
(r)
r+1)

i∗

��
Hn(Tr − {1})

σ∗◦(φr)∗ // Hn(Tr+1 − {1})

Si r−1 ≤ n+1 entonces m = r−1 y aśı i : T
(m)
r −→ T

(r−1)
r es la identidad.

Si r− 1 > n+ 1 entonces m = n+ 1 > n, por lo tanto, en cualquier caso,
i∗ : Hn(T

(m)
r ) −→ Hn(T

(r−1)
r ) es un isomorfismo. Por otro lado, por el

Corolario 1.4.5 se tiene que i∗ : Hn(T
(r−1)
r ) −→ Hn(Tr − {1}) también es

un isomorfismo. Finalmente, ya que todo morfismo f : [r] −→ [r + 1] es
de la forma σ∗ ◦ ir,r+1 para algun σ ∈ Sr+1 y sus inducidos en homologia
tienen la forma σ∗ ◦ (φr)∗ entonces el FI−módulo r 7→ Hn(Tr − {1}) es

isomorfo al FI−módulo r 7→ Hn(T
(m)
r ). �

Proposición 5.3.2. El FI−módulo r 7→ Hn(Tr − {1}) es generado en
la etapa n+ 1.

Demostración: Por la proposición anterior, basta mostrar que el
FI − módulo r 7→ Hn(T

(m)
r ) es generado en la etapa n + 1. Tomemos

r = n + 2 (con lo cual, m = n + 1). Mostraremos que Hn(T
(n+1)
n+3 ) es
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generado a partir de Hn(T
(n+1)
n+2 ). Sea [Φ̃(ẽkβ)] ∈ Hn(T

(n+1)
n+3 ), con k ≤ n+1.

Observemos que Φ̃(ẽkβ) es de la forma b̃1 × ...× b̃n+3, donde a aparece en
el producto k veces, y los n − k + 3 ≥ 2 términos restantes son pt.
Tomemos σ ∈ Sn+3 tal que σ∗(b̃1 × ...× b̃n+3) = a× ...× a× pt× ...× pt
y a× ...× a× pt× ...× pt× p̂t el producto donde a aparece k veces y pt
aparece n− k + 2 veces y notemos que

(σ−1)∗(φn+2(a× ...× a× pt× ...× pt× p̂t)) = b̃1 × ...× b̃n+3

Ahora bien, si consideramos Φ(ekα) la celda en T
(n+1)
n+2 tal que

Φ(ekα) = a× ...× a× pt× ...× pt× p̂t

entonces (σ−1)∗((φn+2)∗([Φ(ekα)])) = [Φ̃(ẽkβ)]. Aśı que Hn(T
(n+1)
n+3 ) es gene-

rado por las imágenes de las funciones σ∗◦φ∗ : Hn(T
(n+1)
n+2 ) −→ Hn(T

(n+1)
n+3 ).

Un argumento totalmente análogo muestra que si r > n + 2 entonces
Hn(T

(n+1)
r+1 ) es generado por Hn(T

(n+1)
r ). Si r < n+2, entonces m = r−1 y

un argumento como este ya no funcionaŕıa. En conclusión, el FI−módulo
r 7→ Hn(T

(m)
r ) es generado en la etapa n+ 2.

Veamos ahora que es finitamente generado en la etapa n + 1, esto es,
probaremos que Hn(T

(n+1)
n+2 ) es generado a partir de Hn(T

(n)
n+1). Tomemos

entonces [Φ̃(ẽkβ)] ∈ Hn(T
(n+1)
n+2 ) y recordemos que la inclusión

i : T
(n)
n+2 −→ T

(n+1)
n+2

induce un homomorfismo sobreyectivo i∗ : Hn(T
(n)
n+2) −→ Hn(T

(n+1)
n+2 ).

Entonces existe una celda ekα de T
(n)
n+2 tal que i∗([Φ(ekα)]) = [Φ̃(ẽkβ)]. Usan-

do un argumento similar al anterior, se tiene que existen σ ∈ Sn+1 y

[Φ(êkγ)] ∈ Hn(T
(n)
n+1) tales que σ∗((φn+1)∗([Φ(êkγ)])) = [Φ̃(ẽkβ)]. Por último,

el siguiente diagrama conmuta:

T
(n)
n+1

σ∗◦φn+1 //

1

��

T
(n)
n+2

1

��

T
(n)
n+1

σ∗◦φn+1 // T
(n+1)
n+2

aśı que, aplicando el funtor Hn( ;Q), el diagrama respectivo en homo-
loǵıa también conmuta, y por lo tanto, las imágenes de las funciones
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σ∗ ◦ φ∗ : Hn(T
(n)
n+1) −→ Hn(T

(n+1)
n+2 ) generan a Hn(T

(n+1)
n+2 ), con lo cual, el

FI−módulo es generado en la etapa n+ 1. �

Proposición 5.3.3. El FI−módulo r 7→ Hn(Conf2(Tr)) es finitamente
generado en la etapa n+ 1.

Demostración: Recordemos que

Hn(Conf2(Tr)) ∼=
n⊕
i=0

Hn−i(Tr)⊗Hi(Tr − {1})

Por la Proposición 5.2.3, el FI−módulo Hn−i(Tr) es generado en la etapa
n − i y por la Proposición 5.3.2, el FI − módulo Hi(Tr − {1}) es gene-
rado en la etapa i + 1. Aśı que por la Proposición 5.1.6, cada término
Hn−i(Tr) ⊗ Hi(Tr − {1}) es generado en la etapa n + 1 y por lo tanto
r 7→ Hn(Conf2(Tr)) es generado en la etapa n+ 1. � .

Usando la proposición anterior y el Teorema 5.1.14 se tiene que tal
FI−módulo es de hecho uniformemente estable por representaciones
con rango estable 2n+ 2.

De manera similar a los casos anteriores, es posible probar que la su-
cesión {U(r)/Tr × Conf2(Tr), ϕr}r≥1 es una sucesión consistente, donde

ϕr : U(r)/Tr × Conf2(Tr) −→ U(r + 1)/Tr+1 × Conf2(Tr+1)

(gTr, ((x1, ..., xr), (y1, ..., yr))) 7→ (gTr+1, ((x1, ..., xr, 1), (y1, ..., yr, 1)))

Esta sucesión tampoco extiende a un FI− espacio. Sin embargo, ya que
Hn−i(U(r)/Tr) y Hi(Conf2(Tr)) son FI-módulos con las funciones coor-
denada a coordenada y por el Teorema de Künneth se tiene

Hn(U(r)/Tr × Conf2(Tr)) ∼=
n⊕
i=0

Hn−i(U(r)/Tr)⊗Hi(Conf2(Tr))

entonces r 7→ Hn(U(r)/Tr × Conf2(Tr)) es un FI−módulo.

Proposición 5.3.4. El FI − módulo r 7→ Hn(U(r)/Tr × Conf2(Tr)) es
finitamente generado.

Demostración: Se tiene que Hn−i(U(r)/Tr) es finitamente genera-
do por la Proposición 5.2.2 y que Hi(Conf2(Tr)) también es finitamente



106 CAPÍTULO 5. ESTABILIDAD HOMOLÓGICA

generado por la Proposición 5.3.3. Aśı que por la Proposición 5.1.6 cada
término Hn−i(Tr)⊗Hi(Tr − {1}) es finitamente generado y por lo tanto
el FI−módulo deseado es finitamente generado. �

Teorema 5.3.5. La sucesión {Confab
2 (U(r)), ϕ′r}r≥1 es homológicamente

estable en cada dimensión.

Demostración: Hemos visto que la sucesión

{U(r)/Tr × Conf2(Tr), ϕr}r≥1

es tal que la sucesión consistente {Hn(U(r)/Tr×Conf2(Tr)), (ϕr)∗}r≥1 se
extiende a un FI − módulo finitamente generado. Por lo tanto, por el
Teorema 5.1.15 se tiene que la sucesión {U(r)/Tr ×Wr Conf2(Tr), ϕ̃r}r≥1

es homológicamente estable en dimensión n, donde ϕ̃ es el inducido en
el cociente. Aśı que existe N ∈ N tal que (ϕ̃r)∗ es un isomorfismo para
toda r ≥ N . Mostraremos que (ϕ′r)∗ también es un isomorfismo para
toda r ≥ N . Ya que la función ψ de la Proposición 3.1.5 es natural con
respecto a la función jr entonces el siguiente diagrama conmuta:

Confab
2 (U(r))

ϕ′r // Confab
2 (U(r + 1))

U(r)/Tr ×Wr Conf2(Tr)
ϕ̃r //

ψ

OO

U(r + 1)/Tr+1 ×Wr+1 Conf2(Tr+1)

ψ

OO

Por lo tanto, el diagrama inducido en homoloǵıa conmuta, donde ψ∗ es
isomorfismo.

Hn(Confab
2 (U(r)))

(ϕ′r)∗ // Hn(Confab
2 (U(r + 1)))

Hn(U(r)/Tr ×Wr Conf2(Tr))
(ϕ̃r)∗//

∼= ψ∗

OO

Hn(U(r + 1)/Tr+1 ×Wr+1 Conf2(Tr+1))

∼= ψ∗

OO

Como (ϕ̃r)∗ es un isomorfismo para toda r ≥ N , aśı lo es (ϕ′r)∗. �

5.4. Estabilidad para r 7→ Hn(Confab
k (Gr);Q)

Esta sección generalizará lo que vimos en la sección anterior. Consi-
deremos Gr = U(r), SU(r + 1) ó Sp(r), Wr el grupo de Weyl de Gr y
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Tr el toro maximal de Gr. Con esto, la dimensión de Tr es r. Sea ϕ la
siguiente función:

ϕr : Confab
k (Gr) −→ Confab

k (Gr+1)

(A1, ..., Ak) 7→
((

A1 0
0 1

)
, ...,

(
Ak 0
0 1

))
Esto nos da la sucesión {Confab

k (Gr), ϕr}r≥1. En esta sección mostrare-
mos que esta sucesión es homológicamente estable en cada dimensión.

En la Sección 4.5 hemos visto que a partir de cierta r > 0 los grupos
de cohomoloǵıa en dimensión 1 de Confab

k (Gr) son cero. Por lo tanto,
la sucesión r 7→ H1(Confab

k (Gr)) es homológicamente estable con rango
estable 4 y con {0} como el grupo al que converge.

A continuación definiremos algunos conceptos que nos serán de gran uti-
lidad para el resto del caṕıtulo.

Definición 5.4.1. Sea f : X −→ Y una función de espacios basados.
Decimos que f es n-conexa si el homomorfismo inducido

f∗ : πi(X) −→ πi(Y )

es un isomorfismo para toda i ≤ n − 1 y es sobreyectivo para i = n.
Decimos que un espacio X es n-conexo si πi(X) = 0 para toda i ≤ n.

El siguiente teorema es debido a Golasiński, Gonçalves y Guaschi,
quienes generalizaron el Teorema 4.5.1 dado por Birman.

Teorema 5.4.2 (Teorema 3.2 de [15]). Sea X una variedad topológica
conexa y sin borde de dimensión n ≥ 2. Entonces la inclusión

ik : Confk(X) −→ Xk

es (n− 1) - conexa.

Proposición 5.4.3. Sea F −→ E
f−→ B una fibración donde f es n -

conexa, entonces F es (n− 1)-conexa.

Demostración: La fibración dada induce una sucesión exacta larga
en los grupos de homotoṕıa de la siguiente manera:

πj+1(E)
f∗−→ πj+1(B) −→ πj(F ) −→ πj(E)

f∗−→ πj(B)
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Ya que f es n-conexa entonces πj+1(E)
f∗−→ πj+1(B) es sobreyectivo para

toda j ≤ n − 1, mientras que πj(E)
f∗−→ πj(B) es inyectivo para toda

j ≤ n − 1. Aśı que si j ≤ n − 1, el grupo πj(F ) se encuentra en una
sucesión exacta corta de la forma:

0 −→ πj(F ) −→ 0

Concluyendo aśı lo deseado. � .

La siguiente proposición es una consecuencia del Teorema 5.4.2, en la
cual, la homoloǵıa es con coeficientes enteros.

Proposición 5.4.4. Sea X una variedad topológica conexa y sin borde
de dimensión n ≥ 2. Entonces el homomorfismo

(ik)∗ : Hj(Confk(X);Z) −→ Hj(X
k;Z)

inducido por la inclusión ik : Confk(X) −→ Xk es un isomorfismo para
toda j ≤ n− 2.

Demostración: Ya que la inclusión ik : Confk(X) −→ Xk es (n−1)-
conexa, entonces en particular πi(X

k,Confk(X)) = 0 para toda i ≤ n−1.
Aśı que por el Teorema de Hurewicz relativo (ver Teorema 4.37 de [19]) se
tiene que Hi(X

k,Confk(X);Z) = 0 para toda i ≤ n−1. La sucesión exac-
ta larga de homoloǵıa del par (Xk,Confk(X)) da el resultado deseado. � .

Usando el Teorema de coeficientes universales para homoloǵıa podemos
tener el siguiente corolario:

Corolario 5.4.5. Sea X una variedad topológica conexa y sin borde de
dimensión n ≥ 2. Entonces el homomorfismo

(ik)∗ : Hj(Confk(X);Q) −→ Hj(X
k;Q)

inducido por la inclusión ik : Confk(X) −→ Xk es un isomorfismo para
toda j ≤ n− 2.

La siguiente proposición nos muestra el rango estable para el caso
Hom(Zk, Gr). Nosotros la usaremos más adelante para mostrar un rango
estable en el caso Confab

k (Gr).

Proposición 5.4.6 (Teorema 10.7 de [24]). Para cada k ≥ 1, la sucesión
{Hom(Zk, Gr), ϕ̃r}r≥1 satisface estabilidad homológica en dimensión n
con rango estable una vez que r − b

√
rc ≥ n.
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En la proposición anterior se asume que la sucesión de naturales
r − b

√
rc es creciente y que el rango estable corresponde al mı́nimo na-

tural con tal condición.

A partir de ahora, regresamos a usar únicamente cohomoloǵıa racional.
En la siguiente proposición mostramos que los grupos de homoloǵıa de
Confab

k (Gr) coinciden con los grupos de homoloǵıa de Hom(Zk, Gr) hasta
cierta dimensión, dependiendo de la dimensión del toro maximal de Gr:

Teorema 5.4.7. Sea χ : Confab
k (Gr) −→ Hom(Zk, Gr) la inclusión. Si

r ≥ 2 entonces χ induce isomorfismos en homoloǵıa hasta dimensión
s ≤ r − 2. En particular si s ≤ r − 2 entonces

Hs(Confab
k (Gr)) ∼= Hs(Hom(Zk, Gr))

Demostración: Observemos primero que el siguiente diagrama con-
muta:

Gr/Tr × Confk(Tr)
Φ̃ //

χ̃

��

Confab
k (Gr)

χ

��
Gr/Tr × (Tr)

k Φ̃ // Hom(Zk, Gr)

donde χ̃ es la identidad en Gr/Tr y la inclusión en cada coordenada en el
segundo factor y Φ̃ es la inducida por conjugación, como en la Proposición
3.1.5. Por lo tanto, el diagrama inducido en homoloǵıa también conmuta,
y además, como Φ̃ induce un isomorfismo con los puntos fijos, se tiene el
siguiente diagrama conmutativo:

Hs(Gr/Tr × Confk(Tr))
Wr

Φ̃∗
∼=

//

χ̃∗

��

Hs(Confab
k (Gr))

χ∗

��
Hs(Gr/Tr × (Tr)

k)Wr
Φ̃∗
∼=

// Hs(Hom(Zk, Gr))

Aśı que basta probar que χ̃∗ es un isomorfismo para que χ∗ lo sea. Apli-
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cando la fórmula de Künneth tenemos las siguientes descomposiciones:

Hs(Gr/Tr × Confk(Tr))
Wr ∼=

[
s⊕
i=0

Hs−i(Gr/Tr)⊗Hi(Confk(Tr))

]Wr

Hs(Gr/Tr × (Tr)
k)Wr ∼=

[
s⊕
i=0

Hs−i(Gr/Tr)⊗Hi((Tr)
k)

]Wr

La función χ̃ induce un homomorfismo entre las descomposiciones coor-
denada a coordenada, que en este caso, corresponden a la identidad y a
la inclusión. La identidad claramente induce isomorfismos en homoloǵıa.
Por otro lado, ya que r ≥ 2, entonces por la Proposición 5.4.5 se tiene que
la inclusión ik : Confk(Tr) −→ (Tr)

k induce isomorfismos en homoloǵıa
hasta dimensión i ≤ r − 2. Dado que además ik es Wr - equivariante, se
tiene:[

s⊕
i=0

Hs−i(Gr/Tr)⊗Hi(Confk(Tr))

]Wr

∼=

[
s⊕
i=0

Hs−i(Gr/Tr)⊗Hi((Tr)
k)

]Wr

Aśı que χ̃∗ es un isomorfismo y por lo tanto χ∗ también, teniendo aśı lo
deseado. � .

En el siguiente teorema mostramos la estabilidad para las sucesiones
de la forma {Confab

k (Gr), ϕr}r≥1.

Teorema 5.4.8. Para cada k ≥ 1, la sucesión {Confab
k (Gr), ϕr}r≥1 sa-

tisface estabilidad homológica en dimensión n con rango estable

s = máx{mı́n{z | z − b
√
zc ≥ n}, n+ 2}

Demostración: Basta mostrar que (ϕr)∗ es un isomorfismo a partir
del rango mencionado. Consideremos r ≥ s y observemos que el siguiente
diagrama conmuta:

Confab
k (Gr)

ϕr //

χ

��

Confab
k (Gr+1)

χ

��
Hom(Zk, Gr)

ϕ̃r // Hom(Zk, Gr+1)

Por lo tanto, el diagrama inducido en homoloǵıa en dimensión n también
conmuta. Ya que r ≥ s y s − b

√
sc ≥ n entonces por la Proposición
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5.4.6 se tiene que (ϕ̃r)∗ es un isomorfismo, y como dim(Tr) = r ≥ n + 2
entonces por el teorema anterior se tiene que ambos mapeos χ inducen
isomorfismos en homoloǵıa hasta dimensión n. Por lo tanto, (ϕr)∗ tam-
bién es un isomorfismo. � .

Para el caso Gr = U(r) podemos decir un poco más.

Proposición 5.4.9. Para cada r ≥ 1 sea Tr el toro maximal de Gr = U(r).
Entonces el FI − módulo r 7→ Hn(Confk(Tr)) es generado en la etapa
n+ 2.

Demostración: Sea r ≥ n + 2 y x ∈ Hn(Confk(Tr+1)), mostra-
remos que es imagen de alguno de los morfismos σ∗ ◦ (φn+2,r)∗, donde
φn+2,r = φr−1 ◦ ... ◦ φn+2. El FI −módulo r 7→ {Hn((Tr)

k)} es generado
en el nivel n por la Proposición 5.2.3, en particular es generado en el
nivel n + 2 y por lo tanto existen ỹ ∈ Hn((Tn+2)k) y σ ∈ Sr tales que
σ∗◦(φ̃n+2,r)∗(ỹ) = (ik)∗(x), donde ik : Confk(Tr) −→ (Tr)

k es la inclusión.
Notemos ahora que el siguiente diagrama conmuta:

Confk(Tn+2)
σ∗◦φn+2,r //

ik

��

Confk(Tr+3)

ik

��
(Tn+2)k

σ∗◦φ̃n+2,r // (Tr+3)k

Aśı que el diagrama inducido en homoloǵıa en dimensión n también con-
muta:

Hn(Confk(Tn+2))
σ∗◦(φn+2,r)∗//

(ik)∗∼=

��

Hn(Confk(Tr+3))

(ik)∗∼=

��
Hn((Tn+2)k)

σ∗◦(φ̃n+2,r)∗ // Hn((Tr+3)k)

Ya que dim(Tn+2) = n+ 2 entonces por la Proposición 5.4.4 se tiene que
(ik)∗ es un isomorfismo y por lo tanto existe y ∈ Hn(Confk(Tn+2)) tal
que (ik)∗(y) = ỹ. Finalmente, la conmutatividad del diagrama y el hecho
de que (ik)∗ sean isomorfismos muestra que σ∗ ◦ (φn+2,r)∗(y) = x. � .

La siguiente proposición nos muestra que {Hn(U(r)/Tr × Confk(Tr))}r≥1

es uniformemente estable por representaciones.
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Proposición 5.4.10. El FI−módulo r 7→ Hn(U(r)/Tr ×Confk(Tr)) es
finitamente generado.

Demostración: El FI−módulo r 7→ Hn(U(r)/Tr×Confk(Tr)) tiene
la siguiente descomposición en FI - módulos:

Hn(U(r)/Tr × Confk(Tr)) ∼=
n⊕
i=0

Hi(U(r)/Tr)⊗Hn−i(Confk(Tr))

Ya hemos visto queHi(U(r)/Tr) es finitamente generado yHn−i(Confk(Tr))
también es finitamente generado por la Proposición 5.4.9. Aśı que por la
Proposición 5.1.6 cada término Hn−i(U(r)/Tr) ⊗ Hi(Confk(Tr)) es fini-
tamente generado y por lo tanto el FI−módulo deseado es finitamente
generado. �

5.5. Estabilidad con respecto al número de

puntos

En esta sección nos concentraremos en las sucesiones donde vaŕıa el
número de puntos. En general, no es trivial definir funciones

Confab
k (G) −→ Confab

k+1(G)

pero śı es posible definir funciones Confab
k+1(G) −→ Confab

k (G) mediante
proyecciones. Sin embargo, en homoloǵıa estas funciones inducen homo-
morfismos de la forma Hn(Confab

k+1(G)) −→ Hn(Confab
k (G)), con los cua-

les no se podŕıan fabricar FI - módulos. Es por ello que para este caso
trabajaremos con la cohomoloǵıa, que al ser un funtor contravariante,
con este śı podrán construirse FI - módulos. Para ello, comenzaremos
definiendo conceptos duales a los que hemos trabajado.

Definición 5.5.1. Definimos la categoŕıa opuesta FIop como aquella en
la que los objetos son los conjuntos [n] y MorFIop([m], [n]) = MorFI([n], [m]).
Un coFI− espacio será un funtor FIop −→ Top.

Ya que el funtor cohomoloǵıa Hn( ;Q) es contravariante, entonces
un coFI− espacio define un FI−módulo mediante la composición.

Definición 5.5.2. Sea X un espacio topológico. Definimos el coFI −
espacio Conf(X) como el funtor que asigna en los objetos [n] 7→ Confn(X)
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y para un morfismo f ∈ MorFIop([m], [n]), esto es f : [n] −→ [m] inyec-
tiva, asignamos

f∗ : Confn(X) −→ Confm(X)

(x1, ..., xn) 7→ (xf(1), ..., xf(m))

Con esto tenemos para cada n, el FI−módulo r 7→ Hn(Confr(X)). La
sucesión consistente asociada al coFI−espacio Conf(X) está determinada
por las funciones que induce la inclusión i : [r] −→ [r+1], las cuales tienen
la siguiente forma:

ir+1 : Confr+1(X) −→ Confr(X)

(x1, ..., xr+1) 7→ (x1, ..., xr)

y la acción de Sk sobre Confk(X) corresponde a aquella que permuta las
coordenadas de cada tupla. De manera similar, si G es un grupo de Lie
compacto y conexo, puede definirse el coFI − espacio Confab(G) cuya
sucesión consistente asociada tendrá las mismas caracteŕısticas que las
de Conf(X).

Definición 5.5.3. Decimos que una variedad M es de tipo finito si
H∗(M ;Q) es de dimensión finita.

Church [7] ha demostrado que para variedades de tipo finito, la su-
cesión de grupos de cohomoloǵıa de los espacios de configuraciones es
uniformemente estable por representaciones:

Proposición 5.5.4 (Teorema 1 de [7]). Para cualquier variedad orien-
table conexa M de tipo finito y cualquier n ≥ 0, la sucesión consis-
tente {Hn(Confr(M);Q), i∗r}r≥1 es uniformemente estable por represen-
taciones, con rango estable 2n si dim(M) ≥ 3 y rango estable 4n si
dim(M) = 2.

Como consecuencia de este resultado, se tiene que el FI − módulo
r 7→ Hn(Confr(M)) es finitamente generado por la Proposición 5.1.13.
En particular, como la variedad T = (S1)k es de tipo finito, entonces el
FI−módulo r 7→ Hn(Confr(T )) es finitamente generado.

Lema 5.5.5 (Lema 7.6 de [24]). Sean H un grupo finito, F un campo
de caracteŕıstica cero, FH el anillo de grupo y R : FH-Mód−→ F -Mód
el funtor de olvido. Si V : FI −→ FH-Mód es tal que R ◦ V es generado
en la etapa k, entonces el FI − módulo V H también es generado en la
etapa k.
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A continuación enunciamos el teorema más importante de esta sec-
ción:

Teorema 5.5.6. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo y n ∈ N.
Entonces las sucesiones de Sr - representaciones r 7→ Hn(Confab

r (G))
son uniformemente estables por representaciones.

Demostración: Sea W el grupo de Weyl de G y consideremos al
espacio G/T × Confr(T ) con la acción de Sr mediante la identidad en
la primera coordenada y la permutación de coordenadas en el segundo
factor. Con esto, la función inducida por conjugación

Φ : G/T × Confr(T ) −→ Confab
r (G)

es Sr-equivariante y por lo tanto, el homomorfismo inducido

Φ∗ : Hn(Confab
r (G)) −→ Hn(G/T × Confr(T ))

es Sr-equivariante. Observemos que el FI−módulo

r 7→ Hn(G/T × Confr(T ))

es finitamente generado, pues de la descomposición en FI-módulos:

Hn(G/T × Confr(T )) ∼=
n⊕
i=0

Hn−i(G/T )⊗H i(Confr(T )),

el FI−módulo r 7→ Hn−i(G/T ) es constante y por lo tanto es finitamente
generado y el FI−módulo H i(Confr(T )) también lo es por la Proposición
5.5.4. Además, los FI-módulos

r 7→ Hn−i(G/T ) r 7→ H i(Confr(T ))

son finitamente generados vistos como funtores FI −→ Q-Mód, aśı que
lo mismo sucede para el FI−módulo r 7→ Hn(G/T × Confr(T )), por lo
tanto, usando el Lema 5.5.5, se sigue que el FI−módulo

r 7→ Hn(G/T × Confr(T ))W ∼= Hn(Confab
r (G))

es finitamente generado. � .

Podemos considerar ahora a los espacios formados por el cociente de
Confab

k (G) sobre la acción de Sk que permuta las coordenadas, con lo
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cual tendŕıamos el espacio de configuraciones de k-tuplas desordenadas
que conmutan:

Bab
k (G) := Confab

k (G)/Sk

Ahora bien, generalmente la proyección que olvida la última coordenada
Confab

k (G) −→ Confab
k−1(G) no induce una función entre los cocientes.

Aśı que ahora ya no existen funciones que conecten estos espacios. Sin
embargo, es posible obtener resultados sobre sus grupos de cohomoloǵıa.
Para ello citamos el siguiente lema:

Lema 5.5.7 (Proposición 4.21 de [24]). Si V es un FI−módulo finita-
mente generado sobre un campo de caracteŕıstica cero, y V tiene rango
estable N entonces V Sn

n
∼= V

Sn+1

n+1 para toda n ≥ N .

Teorema 5.5.8. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo. Enton-
ces los grupos de cohomoloǵıa racional en dimensión n de la sucesión
{Bab

r (G)}r≥1 estabilizan, esto es, existe N tal que si r ≥ N , entonces

Hn(Bab
r (G)) ∼= Hn(Bab

r+1(G))

Demostración: Usando el Teorema 5.5.6 y el lema anterior se tiene
que existe N para el cual Hn(Confab

r (G))Sr ∼= Hn(Confab
r+1(G))Sr+1 para

toda r ≥ N . Recordando que los cocientes π : Confab
r (G) −→ Bab

r (G)
inducen isomorfismos

π : Hn(Bab
r (G))

∼=−→ Hn(Confab
r (G))Sr

puede concluirse lo deseado. �
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