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La geometria ilumina el intelecto y templa la
mente. Todas sus pruebas son claras y ordenadas.
Apenas caben errores en el razonamiento geométrico,
pues esta bien dispuesto y ordenado. Asi, no es pro-
bable que la mente que se aplica a la geometria con
regularidad cometa errores. De este modo, quien
sabe geometria adquiere inteligencia.
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Introduccion

La geometria es, junto a la teoria de nimeros, una de las ramas mas antiguas
de la matematica. Si por un momento restringimos el término para referirnos
a lo que los antiguos griegos entendian como tal, podemos decir que su objeto
de estudio estd intimamente arraigado en nuestra forma de concebir la realidad.
Toda la informacién que recibimos del mundo que nos rodea, todo lo que vemos,
oimos y tocamos, lo procesamos en primera instancia en términos geométricos.
Sin embargo, no podemos considerar a las leyes formales que rigen el espacio
tridimensional que percibimos como una parte de la fisica. Al contrario que
las leyes fisicas, las leyes de la geometria nos son dadas a priori, en cuanto que
ninguna experiencia puede confirmar o refutar ninguna de ellas. Por ejemplo,
podemos asegurar a priori que es imposible percibir una recta que posea dos
paralelas por un mismo punto.! Nuestra intuicién geométrica nos permite de-
cidir inmediatamente la verdad o falsedad de un gran nimero de afirmaciones.
A su vez, de todas ellas se sigue mediante razonamientos 16gicos un cuerpo
de teoremas no menos numeroso que, si nuestra intuicion no alcanza a validar
directamente, al menos los corrobora en instancias particulares.

Los antiguos griegos exploraron en profundidad este cuerpo de teoremas y
llegaron a comprender en gran medida su estructura légica. Tanto es asi que
en sus exposiciones méas elaboradas, el modelo de las cuales son, sin duda, los
Elementos de Euclides, no s6lo se demuestran con un gran sentido del rigor todos
los hechos no evidentes, sino que incluso los que cualquiera daria tranquilamente
por obvios son demostrados a partir del minimo nimero de principios a los que
el autor pudo reducirlos.

Fermat y Descartes descubrieron que la geometria como teoria logica es equi-
valente a una estructura algebraica, esencialmente al espacio vectorial R3, en el
sentido de que los puntos, rectas, planos, circunferencias, etc. pueden ser iden-
tificados con ciertos subconjuntos de R de modo que los teoremas geométricos
sobre estos conceptos se corresponden con los teoremas algebraicos sobre sus
conjuntos asociados. Asi surgié la llamada geometria analitica y con ella la
clave para una comprension mucho mas profunda de la geometria en general.

El algebra es especialmente dada a encontrar principios profundos, poco evi-
dentes por si mismos pero enormemente iluminadores. El que una determinada
afirmacion se nos aparezca o no como evidente es una cuestion psicoldgica sin

L Por supuesto, salvo que pervirtamos el significado de la palabra “recta” y lo confundamos,
por ejemplo, con un concepto fisico como pueda ser el de “trayectoria de un rayo de luz”.
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< Introduccién

ningun significado matemaético, por lo que la geometria axiomdtica al estilo de
Euclides se considera hoy, con razén, como algo superado. El tratamiento al-
gebraico de la geometria, aparte de ser légicamente més simple, nos abre las
puertas de “otras geometrias”, es decir, de otras teorias algebraicas lo suficien-
temente cercanas a las de la geometria tradicional euclidea como para que sea
justo englobarlas bajo el mismo nombre. El caso mas elemental es la sustitucion
del exponente en R? por cualquier otro niimero natural. No tenemos ninguna
intuicién que pueda aplicarse a R*, pero el cambio de un 3 por un 4 apenas
modifica la teoria algebraica, que de hecho se desarrolla sin dificultad y por
el mismo precio en el espacio general R"™. Otros casos menos triviales son las
geometrias no euclideas o las geometrias basadas en los nimeros complejos.

La algebrizacién de la geometria no supone tinicamente un cambio de len-
guaje. En el siglo XIX la geometria, al igual que las demés ramas de la ma-
temadtica, experimenté un desarrollo gigantesco en varias direcciones. Por un
lado, Poncelet senté las bases de la geometria proyectiva, que viene a demostrar
que nuestra intuicién nos proporciona una imagen sesgada de una estructura
algebraica mas regular de lo que los ojos nos muestran. Esta regularidad se
pone de manifiesto postulando la existencia de puntos infinitos. Gracias a ellos,
una hipérbola y una elipse pueden considerarse como una misma figura vista
desde posiciones distintas (la primera con dos puntos en el infinito y la segunda
con todos sus puntos finitos). Si postulamos la existencia de puntos imaginarios
(en el sentido de los nimeros complejos) la regularidad de la geometria se mul-
tiplica una vez mas. Por otra parte, Gauss mostré las posibilidades del calculo
diferencial aplicado al estudio de las superficies. La geometria diferencial es hoy
la aproximacién mas potente a la mayoria de las ramas de la geometria.

El objeto de este libro es presentar una panoramica de la geometria previa a
la geometria diferencial. Mas precisamente, de la geometria sin topologia. Hay
varias razones por las que consideramos 1til conocer las técnicas no topologicas
en geometria. Por una parte entre ellas se encuentran las técnicas genuinamente
algebraicas, que son de gran valor en si mismas y por sus posibilidades de
aplicacién. En muchos casos el dlgebra suple con razonamientos conceptuales
exquisitamente limpios lo que en un enfoque mas directo se convertiria en una
ristra de calculos, concluyentes pero ciegos.

En segundo lugar, y a pesar de que maés arriba la hayamos calificado de
anticuada, es interesante conocer la geometria sintética, es decir, la geometria
tradicional que parte de axiomas evidentes intuitivamente. Esta aproximacion
es la Unica que justifica que ciertas ramas del algebra describen realmente las
leyes de nuestra intuicién. Formalmente es posible evitarla, pero con ello se
incurre en una especie de “estafa legal”. Pensemos por ejemplo en un resultado
tan cldsico como el teorema de Pitagoras. Podemos definir la norma de un vector
de R? como ||(z,v)|| = /22 + y? y la perpendicularidad como (z,y) L (2,y')
siy sblo si zz’ +yy' = 0, y a partir de aqui demostrar el teorema de Pitdgoras,
pero esa demostracion, légicamente irrefutable, no puede convencer a nadie
de la validez del teorema si antes no se nos “demuestran” las definiciones, si
antes no se nos convence de que si tomamos un papel cuadriculado y clavamos
las dos puntas del compds en los dngulos opuestos de un rectangulo de lados



X1

3 y 4, nos encontraremos con que podemos girarlo hasta situarlo sobre dos
puntos que disten 5 unidades, o que si dibujamos los vectores (2,1) y (—1,2)
obtendremos realmente segmentos perpendiculares. Al igual que este ejemplo
podemos encontrar muchisimos mas, en torno a la definicién de la medida de
angulos, de las razones trigonométricas, de la ortogonalidad de vectores, del
calculo diferencial bésico, etc.

Cubrir estas lagunas apenas cuesta cuatro de los trece capitulos que tiene
este libro, por lo que creemos que merece la pena.






Capitulo I

La geometria absoluta

El objeto de estudio de la geometria es lo que se conoce como el espacio.
No es posible definir este concepto, pero todos tenemos una idea intuitiva del
mismo. Nuestra intencion es obtener un modelo matemaético del espacio, para
lo cual iremos introduciendo axiométicamente afirmaciones intuitivamente evi-
dentes sobre el mismo, hasta llegar a un punto en que podamos probar que sélo
hay un objeto matemaético que satisface dichas propiedades.

La primera aproximacion a la caracterizacion matemética del espacio en el
seno de la teorfa de conjuntos serd precisamente concebirlo como tal, es decir,
considerar al espacio como un conjunto E a cuyos elementos llamaremos puntos.
Un punto es una posicién en el espacio, carente de toda extensiéon. Un punto
ortogréfico es una buena imagen de un punto geométrico, si bien hemos de tener
presente que la pequena mancha de tinta tiene una cierta extensién, de la que
debemos hacer abstraccion.

Una recta r y un plano 7 que se cortan en un punto P.

Hay dos conceptos més que se encuentran al mismo nivel elemental que el
concepto de punto. Se trata de los conceptos de recta y plano. De nuevo es
imposible definir la caracteristica que diferencia a una linea recta de una linea
curva o a una superficie plana de una superficie curva, pero intuitivamente todos
sabemos distinguir las rectas y los planos de las restantes curvas y superficies.
Hemos de hacer una aclaracién sobre la interpretacién que vamos a dar a estas
palabras: una hoja de papel proporciona una buena imagen de un plano, salvo
por el hecho de que la hoja termina en unos bordes, mientras que para nosotros
un plano serd una superficie ilimitada. Si apoyamos la hoja en una mesa, la
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superficie de la mesa representa una porcién més amplia del mismo plano que
representa la hoja. Similarmente por una recta entenderemos una linea recta
sin extremos, de modo que si trazamos una porcién de recta con la ayuda de
una regla, cualquier extensién de la misma por cualquiera de sus extremos serd
una porciéon mayor de la misma recta. Del mismo modo que hemos hecho con
el espacio, podemos concebir las rectas y los planos como conjuntos de puntos,
es decir, como ciertos subconjuntos de E que no podemos definir.

1.1 Axiomas de incidencia

Definicién 1.1 Una geometria (tridimensional) estd formada por un conjunto
FE al que llamaremos espacio—y a cuyos elementos llamaremos puntos— junto
con dos familias no vacias de subconjuntos de E a cuyos elementos llamaremos
respectivamente rectas y planos, de modo que se cumplan los siete axiomas
indicados mas abajo.

Diremos que una recta o plano X pasa por un punto P, o que X incide en
el punto P, si P € X.

Axioma A1l Por cada par de puntos distintos P y @) pasa una unica recta,
que representaremos por PQ).
Axioma A2 Toda recta pasa al menos por dos puntos.

Diremos que tres o més puntos son colineales si hay una recta que pasa por
todos ellos.

Axioma A3 Por cada tres puntos no colineales P, ), R pasa un inico plano,
al que representaremos por PQR.

Axioma A4 Todo plano contiene tres puntos no colineales

Axioma A5 Si una recta v tiene dos puntos en comun con un plano m, en-
tonces r estd contenida en .

Axioma A6 Si dos planos tienen un punto en comin, entonces tienen dos
puntos en comain.!

Diremos que cuatro o mas puntos son coplanares si hay un plano que pasa
por todos ellos.
Axioma A7 Ezxisten cuatro puntos distintos no coplanares.

Veamos algunas consecuencias de estos axiomas basicos. Todas ellas son
elementales, asi que omitiremos los detalles de las pruebas.

Si una recta o un plano X no pasa por un punto P, diremos que P es un
punto exterior a X.

Teorema 1.2 Toda recta tiene un punto exterior contenido en un plano dado
(Por A4)

1Este axioma contiene la tridimensionalidad del espacio.
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Teorema 1.3 Todo plano tiene un punto exterior. (Por AT)

Teorema 1.4 Si P y Q son puntos de una recta r y R es exterior a r, entonces
P, Q y R no son colineales. (Por A1)

Teorema 1.5 Si P, @ y R son puntos de un plano m no colineales y S es
exterior a m, entonces P, Q, R y S no son coplanares. (Por A3)

Teorema 1.6 Dados dos planos distintos, entonces o bien mo tienen puntos
comunes o bien su interseccion es una recta. (Por A6y A3)

Diremos que dos planos son coincidentes si son iguales, secantes (lat. ‘que se
cortan’) si su interseccién es una recta y paralelos (gr. ‘uno al lado del otro’) si
no tienen puntos comunes.

Teorema 1.7 Dos rectas distintas tienen como mdxrimo un punto en comun.

(Por Al)

Diremos que dos rectas son coincidentes si son iguales, secantes si su inter-
seccién es un punto, y si no tienen puntos comunes diremos que son paralelas si
estan contenidas en un mismo plano o que se cruzan en caso contrario.

Teorema 1.8 Dados un plano y una recta, o bien no tienen puntos comunes,
o bien tienen un dnico punto en comun, o bien la recta estd contenida en el
plano. (Por Ab)

Diremos que una recta y un plano son secantes si se cortan en un punto y
paralelos si no tienen puntos comunes.

Teorema 1.9 Una recta y un punto exterior a ella estdn contenidos en un unico
plano. (Por A2, A3y A5)

Teorema 1.10 Dos rectas secantes estan contenidas en un unico plano.

1.2 Axiomas de ordenaciéon

Si fijamos dos puntos A y B en una recta r y establecemos que A estd a
la izquierda de B, esto determina cudndo un punto cualquiera de r estd a la
izquierda o a la derecha de otro punto de r. Ma&s atn, tiene sentido decir qué
punto estd mas a la izquierda o més a la derecha de uno dado, es decir, los puntos
de la recta quedan ordenados por el criterio de que un punto es menor cuanto
mas a la izquierda se encuentra. Es importante notar que la nocién de izquierda
y derecha es relativa, pues si giramos la recta, la izquierda se convierte en
derecha y viceversa. Los axiomas siguientes recogen las propiedades necesarias
para determinar estas nociones intuitivas.

Definicién 1.11 Una geometria esta ordenada si cada par ordenado de puntos
distintos A y B tiene asociado una relacion <4p sobre los puntos de la recta
AB de tal modo que se satisfacen los cinco axiomas siguientes:
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Axioma B1 Para todo par de puntos distintos A y B, la relacion <ap es una
relacion de orden total sobre la recta AB, es decir, es reflexiva, antisimétrica,
transitiva y todo par de puntos P y Q de AB cumple P <ap Q o bien Q <ap P.
Ademds, con este orden, la recta no tiene mdzrimo ni minimo, y para todo par
de puntos P <,p Q, existe un punto R tal que P <ap Q <ap R.

Axioma B2 Para todo par de puntos distintos A y B se cumple A <ap B.

Axioma B3 Si A y B son dos puntos distintos y P, @ son dos puntos de la
recta AB, entonces P <ap @ si y solo si Q <pa P.

Axioma B4 Si A # B y C # D son pares de puntos de una misma recta,
entonces <ap = <cp 0 bien <ap = <pc.

Los axiomas B3 y B4 afirman que en realidad sélo estamos considerando dos
ordenaciones en cada recta, y una es la inversa de la otra. Diremos que un punto
P esté entre dos puntos A y B si los tres son colineales y A <ap P <ap B.

Axioma B5 Sean A, B, C tres puntos no colineales y r una recta contenida
en el plano ABC pero que no pase por ninguno de ellos. Sir pasa por un punto
situado entre A y B, entonces r pasa por un punto entre A y C o bien por un
punto entre B y C, y sélo se da uno de los dos casos.

Teorema 1.12 Dados tres puntos A, B, C, se cumple que B estd entre A y C
si y sdlo si estd entre C' y A. (Por B2)

Definicién 1.13 Dados dos puntos distintos A y B, llamaremos segmento (lat.
‘corte’) de extremos A y B al conjunto de los puntos situados entre Ay B. Lo
representaremos por AB.

Por el teorema anterior AB = BA. Observar que un segmento s contiene
a sus extremos, luego estd contenido en una tnica recta, a la que llamaremos
prolongacion de s. Los extremos de s son el maximo y el minimo para cualquiera
de las ordenaciones de su prolongacién, luego estan determinados por s, es decir,
dos segmentos son iguales si y sélo si tienen los mismos extremos.

Si a una recta le quitamos un punto, ésta queda dividida en dos partes. El
teorema siguiente lo demuestra, al tiempo que caracteriza a cada una de estas
partes. Para enunciarlo conviene adoptar el convenio de que AA = {A}, si bien
no consideraremos como segmentos a estos conjuntos de un solo punto.
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Teorema 1.14 Sea r una recta y O un punto de r. Entonces la relacién en
r\ {O} dada por P ~ Q si y sdlo si O ¢ PQ es una relacion de equivalencia
con exactamente dos clases de equivalencia.

DEMOSTRACION: Sea B un punto de r y sea A tal que A <pp O <op B.
Es facil ver que P ~ @ si y sélo si P y @ son ambos mayores que O o ambos
menores que O respecto a la relacién <pp, de donde se sigue inmediatamente

que la relacion es de equivalencia. Ademas hay sélo dos clases, a saber, la clase
de A y la clase de B. n

Definicién 1.15 Dado un punto O en una recta r llamaremos semirrectas en
r con origen en O a cada una de las dos clases de equivalencia descritas en el
teorema anterior junto con el punto O.

Claramente, dados dos puntos distintos O y A, existe una tnica semirrecta

de origen O y que pasa por A. La representaremos por O—/l Es fécil ver que
—
OAZ{PEOA|OSOAP}

Una semirrecta estd contenida en una tunica recta, a la que llamaremos su
prolongacion. Notemos que si s es una semirrecta, entonces el origen de s es
el maximo o el minimo de s respecto a cada una de las dos ordenaciones de
su prolongacién. Si es el minimo entonces s no tiene méximo y viceversa. Por
consiguiente una semirrecta determina a su origen, de modo que dos semirrectas
iguales tienen el mismo origen.

Si s es una semirrecta, existe una tnica semirrecta distinta de s con la misma
prolongacién y el mismo origen. A ésta la llamaremos semirrecta complemen-
taria de s. El inico punto en comin entre una semirrecta y su complementaria
es el origen de ambas.

Del mismo modo que un punto divide a una recta en dos semirrectas, una
recta divide a un plano en dos semiplanos. El teorema siguiente lo demuestra.

Teorema 1.16 Sea m un plano y r una recta contenida en w. FEntonces la
relacidn en w \ r dada por P ~ Q si y sdlo si T no corta a PQ es una relacién
de equivalencia con exactamente dos clases de equivalencia.

DEMOSTRACION: La relacién es obviamente reflexiva y simétrica, y es tran-
sitiva por el axioma B5. Tomemos un punto A de 7 exterior a r y un punto X
en r. La recta AX estd contenida en 7 y corta a r Unicamente en X, luego si
tomamos un punto B en AX tal que X esté entre A y B, ciertamente B € 7\ r.
Méds atin, A # B. De nuevo el axioma B5 implica que todo punto de 7 \ r es
equivalente a A o a B, luego s6lo hay dos clases de equivalencia. [

Definicién 1.17 Sea m un plano y r una recta contenida en 7. Llamaremos
semiplanos en © de frontera r a cada una de las dos clases de equivalencia
descritas en el teorema anterior junto con la recta r.
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Dada una recta r y un punto exterior A, existe un unico semiplano de frontera

=,
7y que contiene a A. Lo representaremos por rA, y es el conjunto de todos los
puntos X del plano que contiene a r y a A tales que r no corta al segmento AX.

Un semiplano s estd contenido en un tinico plano, al que llamaremos su pro-
longacion. La frontera de s esta formado por los puntos X con la propiedad de
que existe una semirrecta de origen X contenida en s cuya semirrecta comple-
mentaria no tiene mas punto en s que el propio X. Por lo tanto s determina a
su frontera, es decir, si dos semiplanos son iguales, sus fronteras son iguales.

Dado un semiplano s, existe un unico semiplano distinto de s con la misma
prolongacién y con la misma frontera, al que llamaremos semiplano complemen-
tario de s. Los tinicos puntos en comun entre un semiplano y su complementario
son los de la frontera.

Ejercicio: Probar que un plano divide al espacio en dos semiespacios. Definir los
conceptos de prolongacion de un semiespacio y semiespacio complementario.

Definicién 1.18 Un conjunto de puntos F' es convero si cuando A, B son
puntos de I’ entonces el segmento AB esté contenido en F.

Es facil probar que las rectas, los planos, los segmentos, las semirrectas, los
semiplanos y los semiespacios son conjuntos convexos. Asi mismo es claro que
la interseccién de conjuntos convexos es un conjunto convexo.

1.3 Angulos y triangulos

Definicion 1.19 Sean I; y Iy dos semirrectas con origen comin O y no conte-
nidas en la misma recta. Sean r; y ry sus respectivas prolongaciones. Sea 7 el
plano que las contiene. Es claro que [y estd contenido en uno de los semiplanos
en que ro divide a m y lo estd contenido en uno de los semiplanos en que rq
divide a 7. Llamaremos dngulo (lat. ‘rincén’) de wvértice (lat. ‘cumbre’) O y
lados l; y l5 a la interseccién del semiplano de 7 respecto a ry que contiene a [y
con el semiplano de 7 respecto a r; que contiene a ly. Lo representaremos @
Los puntos de [ y l2 constituyen la frontera del angulo.

Observar que @ contiene méas puntos, aparte de los de sus lados. De hecho
es un conjunto convexo, pues es la interseccién de dos conjuntos convexos. Por
lo tanto, si A y B son puntos en l; y [y respectivamente, entonces todos los
puntos entre ellos estan en el dngulo.

Si tres puntos A, O y B no son colineales, llamaremos A0B al angulo de
vértice O y lados O_A y O.B>

Un angulo estd contenido en un tnico plano, llamado su soporte. Es fécil
probar que un angulo determina su vértice y sus lados.

Dos rectas secantes dividen el plano que las contiene en cuatro angulos con
vértice comin. Dos dngulos con el mismo vértice, un lado en comin y los otros
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lados formados por semirrectas complementarias se llaman dngulos adyacentes.
Dos dngulos con el mismo vértice y cuyos lados son semirrectas complementarias
se llaman angulos opuestos por el vértice. Cada angulo tiene exactamente dos
angulos adyacentes y un dngulo opuesto por el vértice.

Angulo adyacente

ly

Angulo
opuesto

Angulo adyacente

Teorema 1.20 Sean A, O, B puntos no colineales en un plano m. Entonces

una semirrecta de origen O y contenida en 7 estd contenida en el dngulo AOB
si y solo si corta al segmento AB.

DEMOSTRACION: Sea s una semirrecta de origen O y contenida en 7. Pode-
mos suponer que no es uno de los lados de AOB. Si s corta a AB en un punto
X y P es cualquier otro punto de s (distinto de O), entonces la prolongacién
del segmento PX es la prolongacién de s, que corta a los lados del dngulo en el
punto O, y éste no estd en PX. Por lo tanto P y X estdn en los mismos semi-
planos respecto a los lados del angulo, y como X esta en el angulo, P también.
Esto prueba que s estd contenida en AOB.

Reciprocamente, supongamos que s estd contenida en AOB. Seasla prolon-
gacién de s y consideremos un punto C tal que O esté entre C'y B. Los puntos
A, By C no son colineales, y § no pasa por ninguno de ellos. Como 5 pasa por
O, que es un punto entre C' y B, por el axioma B5 ha de pasar por un punto
entre A y B o bien por un punto entre A y C. Ahora bien, s estd contenida en
A0B y puesto que al pasar por O cruza a la vez los dos lados de s, es claro que
la semirrecta complementaria de s estd contenida en el angulo opuesto por el
vértice a AOB. Sin embargo el segmento AC esta contenido en el dngulo A/(%',
que es uno de los adyacentes a AOB. Por lo tanto 5 no puede cortar a AC. Asi
pues, 5 corta a AB. Sin embargo, la semirrecta complementaria de s no puede
cortar a este segmento, pues estd fuera de AOB. Concluimos que es s quien
corta al segmento. m

Observar que si un punto P estd en un dngulo AOB entonces la semirrecta
_ —_—
OP esta contenida en AOB.

Teorema 1.21 Dos dngulos con un lado en comin y contenidos en el mismo
semiplano respecto a €l estan contenidos el uno en el otro.

DEMOSTRACION: Los dngulos serdn de la forma A/OE y A/OE Suponga-
mos que el segmento AB; no corta a la recta OBs. Entonces todos los puntos
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de AB; estdn en el mismo semiplano que A respecto a OBj, y por hipdtesis
también estan en el mismo semiplano que Bs respecto a OA. Por lo tanto AB;
estd contenido en A/OE Si P es cualquier punto de m (que no esté en
OA) la semirrecta O—J}D corta a AB; en un punto X. Si X = P ya tenemos que
P esta en A/OE En caso contrario, el segmento X P no contiene a O, por lo
que X y P estédn en los mismos semiplanos respecto a los lados de A/OE, luego
P estd en m L

Supongamos ahora que AB; corta a la recta OBy en un punto X. Entonces
X estd en A/OE, luego estd en el mismo semiplano que By respecto a OA,
luego en realidad X estd en O—B>2. Esto implica que A0X = A/OE, luego no
perdemos generalidad si suponemos que X = By. Ahora, si P estd en A/OE la
semirrecta OP corta a AB,, luego corta a AB;, luego esta contenida en 14/0?17
luego P esta en A/OE L]

De la prueba del teorema anterior y del teorema 1.20 se deduce el hecho
siguiente:

Teorema 1.22 Sean Iy, ls yl3 semirrectas de origen O y tales que ly y I3 estén
contemdas en un mismo semzplano de frontera la prolongacwn de ly. Entonces
iy 1lo estd contenido en Ll 1ls si y solo si ly estd contenida en Lz 1l3.

Definicién 1.23 Sean A, B y C tres puntos no colineales. Llamaremos tridn-
gulo de vértices A, B 'y C a la interseccién de los angulos BAC, ABC y ACB.
Lo representaremos por ABC'.

Los angulos BAC ABC y ACB se llaman dngulos del tridngulo ABC.
Cuando no haya ambigiiedad, nos referiremos a ellos como A, B y C, respecti-
vamente (es decir, los nombraremos por sus vértices). Los segmentos AB, AC y

BC se llaman lados de ABC'. Los tres lados de un tridngulo forman su frontera.

Los lados AB y AC se llaman lados contiguos al dngulo A, mientras que el
lado BC es el lado opuesto al dngulo A (similarmente con los otros dos dngulos).

Normalmente llamaremos a, b y c a los lados de un triangulo ABC de modo
que a serd el lado opuesto al dngulo A, b sers el lado opuesto a B y ¢ serd el
lado opuesto a C.
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1.4 Axiomas de congruencia

Continuamos introduciendo conceptos geométricos basicos ocupandonos de
la congruencia de figuras. La idea subyacente es que dos figuras son congruen-
tes si se diferencian a lo sumo en su posicién en el espacio, es decir, si una
puede convertirse en la otra mediante un movimiento. Aunque en principio el
concepto de congruencia es aplicable a cualquier figura, de momento sélo nece-
sitamos considerar congruencias de segmentos, dngulos y tridngulos. Ademas la
congruencia de tridngulos puede definirse en términos de las otras dos.

Definicién 1.24 Una geometria métrica es una geometria ordenada junto con
dos relaciones, que llamaremos de congruencia y las representaremos por =,
definidas respectivamente sobre los conjuntos de los segmentos y angulos y que
cumplen los axiomas siguientes:

Axioma C1 Las dos congruencias son relaciones de equivalencia, es decir,
son reflexivas, simétricas y transitivas.

Axioma C2 Dados tres puntos A, B y A’ y una semirrecta s de origen A’,
existe un tinico punto B’ en s tal que AB = A'B’.

Axioma C3 Sean A, B, C puntos colineales de modo que B esté entre A y
C, sean A', B' y C' otros tres puntos en las mismas condiciones. Entonces, si
AB = A'B' y BC = B'C’, también AC = A'C".

Axioma C4 Sea L un dngulo, s una semirrecta y m un semiplano cuya fron-
tera sea la prolongacion de s. Entonces existe un inico dngulo L' contenido en
m, con un lado igual a s y tal que L=L'.

Diremos que dos tridngulos Ty T” son congruentes si existe una correspon-
dencia entre sus vértices para la cual cada par de lados y dngulos correspondien-
—_—

tes son congruentes. En lo sucesivo, cuando digamos que dos tridngulos ABC

y A’B’C’ son congruentes, se sobreentenderd que cumplen la definicién para la
correspondencia A — A’, B — B’, C — C’, es decir, que AB = A’B’, etc.

Axioma C5 Dado un tridngulo ABC, un segmento A’B’ = AB y un semi-
plano m de frontera la prolongacion de A’B’, existe un (inico) tridngulo A’B'C’
contenido en 7 y congruente con ABC.

Observar que la unicidad del tridngulo se sigue del axioma C4, pues las rectas
A'C’ y B'C’ son unicas, y C’ ha de ser su interseccién. En el lenguaje tradicional
de la geometria es costumbre hablar de dngulos, segmentos y tridngulos ‘iguales’
en el sentido que aqui hemos dado a la palabra ‘congruentes’, mientras que
para indicar que dos segmentos, angulos o tridngulos son iguales en el sentido
conjuntista, es decir, que contienen los mismos puntos, se suele decir que son
‘coincidentes’. Nosotros usaremos esta terminologia excepto cuando pueda dar
lugar a confusién.

Comencemos estudiando las propiedades de la congruencia de segmentos. El
axioma C3 nos permite definir una suma:
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Teorema 1.25 Dados dos segmentos AB y CD existe un segmento PQ con
la propiedad de que existe un punto R entre P y Q de modo que PR = AB
y RQ = CD. La clase de congruencia de PQ sdélo depende de las clases de
congruencia de AB y CD.

DEMOSTRACION: Tomamos por ejemplo P = A y R = B. Ahora considera-
mos la semirrecta de AB con origen B y que no contiene a A. Por el axioma C2
existe en ella un punto Q tal que RQ = CD. Es claro que P, Q v R cumplen
lo pedido. El resto es consecuencia del axioma C3. [

Definiciéon 1.26 En las condiciones del teorema anterior, escribiremos
PQ=AB+CD,
entendiendo la expresiéon como una igualdad entre clases de congruencia.

De este modo tenemos definida la suma de dos (clases de) segmentos cuales-
quiera. Es obvio que esta suma es asociativa y conmutativa. El hecho siguiente
no es exactamente una consecuencia inmediata de la definicién de suma:

Teorema 1.27 5i PQ = u+v entonces existe un punto R entre P y Q tal que
PR=uy RQ =v.

DEMOSTRACION: Por el axioma C2 existe un punto R en la semirrecta P—Cj
tal que PR = u. Del mismo modo, existe un punto R’ en la semirrecta de PQ
de origen R y que no contiene a P de modo que RR’ = v. Por definicién de
suma tenemos que PR’ = u+v = PQ, luego la unicidad del axioma C2 implica
que R =Q "

De aqui se sigue que la suma de segmentos es simplificable:

Teorema 1.28 Dados tres segmentos u, v y w, st u + v = u + w entonces
v=w.

DEMOSTRACION: Sea u+ v = u + w = PQ. Entonces existe un punto R
entre Py Q tal que PR =« y RQ = v. También tiene que existir un punto R’
tal que PR’ = uy R'Q = w, y por la unicidad de C2 ha de ser R = R’, luego
v=RQ =RQ =w. L]

Definicién 1.29 Diremos que un segmento u es menor que un segmento v (y
lo representaremos por u < v) si existe un segmento w tal que v = u + w.
En tal caso el teorema anterior afirma que w es tnico (salvo congruencia) y lo
llamaremos resta o diferencia de u y v, y lo representaremos w = v — u.

De las propiedades de la suma se sigue inmediatamente que la desigualdad
de segmentos depende sélo de las clases de congruencia y es una relacién de
orden estricto. También es facil probar lo siguiente:
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Teorema 1.30 Si AB < AC y ambos segmentos estdn situados sobre una se-
mirrecta de origen A, entonces B estd entre A y C.

Nos ocupamos ahora de la congruencia de angulos y tridangulos. Comenzamos
con dos criterios de igualdad de tridngulos.

Teorema 1.31 (Criterio lado-angulo-lado) Si dos tridngulos T = ABC' y
T' = A'B'C" cumplen AB = A'B’', AC = A'C" y A= A" entonces T =T'.

DEMOSTRACION: Por el axioma C5 el tridngulo T es igual a un tridngulo
T" = ATB'C" contenido en mismo semiplano que T respecto a la recta A’B’ y
con todos sus lados y angulos congruentes con los de T'. En particular, usando
el axioma C1 resulta que A’C" = A'C" y BAC! = BTAIC".

Estos tultimos dngulos tienen un lado en comiin y estan contenidos en el
mismo semiplano respecto a dicho lado, luego por el axioma C4 son coincidentes.
En particular la semirrecta I@’ coincide con A—C”; . Ahora el axioma C2 implica
que C' = C", por lo que T” coincide con T", luego T y T" son iguales. n

Teorema 1.32 (Criterio dngulo-lado-dangulo) Si dos tridngulos T = ABC
yT' = AB'C’ cumplen AB=A'B’, A= A" y B= B’ entonces T =T,

DEMOSTRACION: Razonamos igual que en el teorema anterior, con lo que
obtenemos un tridngulo 7" = ABC" igual a Ty que comparte con T” el lado
A'B’ y los dngulos A’ y B'. Esto implica que A’C" = A'C" y B'C" = B'C",
pero C”" y C” son los respectivos puntos donde se cortan estas semirrectas, luego
C’" = C"” y concluimos igualmente. n

Mas adelante probaremos que si dos triangulos tienen dos dngulos iguales
entonces tienen los tres dngulos iguales, con lo que el criterio anterior cubrird
cualquier caso en que dos tridngulos tengan iguales dos angulos y un lado.
Mas delicado es probar el criterio lado-lado-lado. Antes necesitamos un par de
resultados. En primer lugar demostramos para angulos lo que el axioma C3
afirma para segmentos.

Teorema 1.33 Seanly, Iy yl3 semirrectas de origen O tales que las dos ultimas
estan contenidas en un mismo semiplano con frontera la prolongacion de la
primera. Sean Iy, Iy y Uy semirrectas de origen O' en las mz’smas condiciones
Supongamos que el dngulo iy 1l estd contemdo en iy 1ls. Si lllg = l Wy 1213 = l 5%

entonces l’ Iy estd contenido en A ey s =111, 115,

DEMOSTRACION: Por el axioma C4 existe una semirrecta I§ de origen O’ y
contenida en el mismo semiplano respecto a I que las demds y de modo que
Lis = l’ 4. Hemos de probar que l§ = [f.

Tomemos puntos A € I3 y B € l3. Por el teorema 1.20 sabemos que la

semirrecta [, corta a E_en un punto C. Consideremos puntos A elly
B’ €14 tales que O'A’ = 0Ay O'B' = OB.
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10 A ll

Por el criterio LAL de igualdad de tridngulos tenemos que AOB = A’O’B/,

luego AB = A’B’. Sea C’ el punto de A’B’ que cumple AC = A’C’. Como
AC < AB resulta que C’ esté entre A’ y B’. Veamos que est4 en l5. Esto se debe

a que los tridangulos AOC'y AO'C’ son iguales, porque tienen iguales el angulo
A=A yloslados OA = OA" y AC = A'C'. Por lo tanto AOC = A’O’C’
por la unicidad del axioma C4 ha de ser I}, = O'C’. Esto implica que l’ 1} estd

contenido en W
Finalmente observamos que los tridngulos BOC’ y B’ o' C” tienen iguales el

dngulo B = B’ y sus lados adyacentes, luego 117 MY = l2l3 = l2l3, y por consi-
guiente I = 1Y "

Definicién 1.34 Un tridngulo es equildtero(lat. ‘de lados iguales’) si sus tres
lados son iguales. Un tridngulo es isdsceles (gr. ‘de piernas iguales’) si tiene al
menos dos lados iguales. Un tridngulo es escaleno (gr. ‘oblicuo’) si sus lados
son desiguales dos a dos.

Probamos ahora un resultado con una prueba mucho maés elemental de lo
que podria preverse:

Teorema 1.35 (Criterio del tridngulo isésceles) Si en un tridngulo ABC
se cumple CA = CB entonces A = B.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el criterio LAL a los tridngulos (coinciden-
tes) ACB y BC'A (es decir, tomando A’ =B, B =Ay C' =C). "

Observar que el teorema anterior implica que los tridngulos equildteros tienen
también sus tres dngulos iguales. Finalmente podemos probar:

Teorema 1.36 (Criterio lado-lado-lado) SiT = ABC yT' = A'B'C" cum-
plen AB=A'B’, AC = A/C" y BC = B'C’, entonces T =T".

DEMOSTRACION: Trasladando uno de los tridn-
gulos podemos suponer que AC = A’'C’ y que los
vértices B y B’ se encuentran en semiplanos distin-
tos respecto a este lado comun.

En estos terminos AB = AB’ BC = B'Cy
hemos de probar que AB'C C ABC. Paraello basta
B B’ probar que AB'C C= ABC’ pues entonces el criterio
LAL nos da el resultado. Si C estd en el segmento
BB’ concluimos por el teorema anterior aplicado a

A
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ABB’. En caso contrario aplicamos el teorema anterior a los tridngulos ABB’
y CBB’, con lo que obtenemos ABB’ = AB'By CBB’ = CB’B. El teorema
1.33 implica que AB’C' = ABC. m

1.5 Suma de angulos

El teorema 1.33 nos permite definir una suma de angulos de forma similar
a como hemos definido la suma de segmentos. Conviene definir primero la
ordenacién de los angulos.

Definicién 1.37 Diremos que un éngulo A es menor que un dngulo B (y lo
representaremos por A < B) si existen dngulos A’ y B’ congruentes con A y
B respectivamente, con un lado en comun, situados en un mismo semiplano
respecto a dicho lado y de modo que A’ esté (estrictamente) contenido en B'.

Si Ay B son dos dngulos no congruentes, por el axioma C4 existen angulos
A’ y B’ en las condiciones de la definicién, por el teorema 1.21 uno de ellos
estard contenido en el otro y por el teorema 1.33 el resultado de la comparacién
depende sélo de las clases de congruencia de A y B. Ahora es facil probar que
la relacién que acabamos de definir es ciertamente una relacién de orden total
estricto sobre (las clases de congruencia de) todos los dngulos. Asi como que
si dos dangulos comparten un lado y estdan contenidos en un mismo semiplano
respecto a dicho lado, entonces el menor estard contenido en el mayor.

Teorema 1.38 Si L y L' son dngulos iguales, S es un dngulo adyacente a L y
S’ es un dngulo adyacente a L', entonces S y S’ también son iguales.

DEMOSTRACION: Digamos que L = A0B y que S = C/O\B, donde los puntos
C, O, A estdn alineados. Sea O’ el vértice de L' y S’, tomemos B’ en el lado
comtin entre ambos y de modo que OB = O'B’. Sea A’ en el otro lado de L’ de
modo que OA = O’A’ y sea C' en el otro lado de S’ de modo que OC = O'C".

B B’

C 0o A o \o A

Es claro entonces que CA = C’A’, AOB = A’O'B’ (por el criterio LAL), de
donde AB = A’B’, de donde CAB=CAB (por el mismo criterio), de donde
BC = B'C’, de donde COB=C0B (por el criterio LLL). Esto implica que
50\BEC’/O-’\B’, es decir, S = 5. n

Como consecuencia inmediata tenemos:

Teorema 1.39 Los dos dngulos adyacentes a un dngulo dado son iguales entre
st. Dos dngulos opuestos por el vértice son iguales entre si.
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(Notar que dos dngulos opuestos por el vértice son adyacentes a un mismo
angulo.)

Definiciéon 1.40 Dos dngulos son suplementarios si uno es congruente con un
angulo adyacente al otro.

Es obvio que la relacién de ser suplementarios depende sélo de las clases de
congruencia de los dangulos, asi como que es simétrica. Si dos dngulos suplemen-
tarios tienen un lado en comun y estan en semiplanos opuestos respecto a éste,
entonces son adyacentes.

Teorema 1.41 Si un dngulo A es menor que un dngulo B, entonces el suple-
mentario de B es menor que el suplementario de A.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que A y B tienen un lado en comin y
estén contenidos en un mismo semiplano respecto a éste. Digamos A = [yl y
B =1l 1l3. Sea I} la Semlrrecta complementaria de l;. Entonces los suplementa—

rios de A y B son l’ Iy l’ l5. Basta probar que I3 estd contenida en l’ l5. Por el
teorema 1.20 esto equlvale a que I} y Iy estén en semiplanos dlstlntos respecto
a l3, lo que a su vez equivale a que ll y l5 estén en el mismo semiplano respecto
a l3, y por definicién de dngulo esto equivale a que Iy esté contenida en EE, lo
cual es cierto por hipédtesis. n

Definicién 1.42 Un semihaz de semirrectas (lat. fascem = ‘manojo’) es el
conjunto de todas las semirrectas con un origen comin O contenidas en un
semiplano S que tenga a O en su frontera.

Notar que un semihaz determina su origen y su semiplano. El origen O
divide a la frontera de S en dos semirrectas s y t a las que llamaremos extremos
del semihaz. Cada semirrecta [ en un semihaz que sea distinta de sus extremos
determina dos angulos suplementarios sl y tl. Esto nos permite definir dos
ordenaciones totales en el semihaz: una dada por

1 <al siysélosi sl < sl

(con el convenio adicional de que s <q [ <y t, para cualquier semirrecta [
distinta de s y t), y otra <;s definida andlogamente. El teorema anterior prueba
que ambas ordenaciones son mutuamente inversas.

En particular, si l; I3 y I3 son tres semirrectas de un semihaz, diremos que
lo esta entre Iy y I3 sily <4 lo <4 l3, donde el orden de los extremos s y t es
irrelevante. Es facil ver que esto sucede si y sélo si [y y I3 estdn en semiplanos
distintos respecto a ls.

Ahora conviene adoptar el convenio siguiente:

Definicion 1.43 Llamaremos dngulos llanos a los semiplanos. Extendemos
la congruencia de angulos a los angulos llanos estipulando que todos ellos son
congruentes entre si y no son congruentes con ningin angulo en sentido estricto.
Extendemos la relacién de orden estipulando que un angulo llano es mayor que
cualquier angulo en sentido estricto.
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Notar que un angulo llano no tiene definidos un vértice y unos lados. Pode-
mos considerar como tales a un punto cualquiera de su frontera y las semirrectas
que éste determina, pero hay infinitos dngulos llanos con el mismo vértice y los
mismos lados. Los dngulos llanos no tienen suplementario. Si s y ¢ son los
extremos de un semihaz de semirrectas contenidas en el semiplano S, enton-
ces convendremos en que st representa precisamente a S (pero esto sélo tiene
sentido con respecto a un semihaz prefijado). Con este convenio se cumple el
teorema siguiente (la demostracién es muy simple):

Teorema 1.44 Sean l; y lo dos semirrectas distintas en un semihaz prefijado.
Entonces l1ly es la union de todas las semirrectas del semihaz que estdn entre
ll Yy lQ.

Todas estas consideraciones nos permiten estudiar comodamente la suma de
angulos.

Definicién 1.45 Diremos que un angulo A = @ es la suma de dos angulos B
y C se existe una semirrecta [3 de origen el vértice de A y contenida en A tal
que B =l1l3 y C = l3l5. Lo representaremos por A = B+ C.

Como en el caso de los segmentos, es claro que la relacién A = B + C puede
verse como una igualdad entre clases de congruencia de los angulos. Por ejemplo,
notemos que si A, B 'y C cumplen la definicién anterior y A’ = A, entonces
B < A, luego existe un dngulo B’ con un lado en comiin con A y contenido
en A. Por el teorema 1.33, los otros lados de B’ y A’ forman un dngulo C’
congruente con C, luego A’ también es una suma de B y C. Igualmente se
prueba que todas las sumas de B y C son congruentes.

Convenimos en que un angulo llano A es la suma de dos angulos By C siy
sOlo si éstos son suplementarios. Observar que la definicion general de suma es
aplicable a este caso tomando como vértice de A cualquier punto de su frontera.

La suma de dngulos presenta una diferencia importante con la de segmentos,
y es que no todo par de dngulos tiene una suma. Concretamente:

Teorema 1.46 Dos dngulos B y C admiten una suma si y solo si C' es menor
o igual que el suplementario de B.

DEMOSTRACION: Sea A una suma de By C. Es claro que existe un semihaz
de semirrectas contenidas en el semiplano de A y con un extremo [; igual a un
lado de A (incluso si A es un semiplano). Sea l3 el otro lado de A. Por definicién
de suma, existe una semirrecta Iy entre [ y I3 de modo que E—l\g =By El\g, =C.

Si llamamos l4 a la semirrecta complementaria de [; tenemos

b <u, o <iy I3 <0y las

luego C' = El\g < EH, y este tltimo dngulo es el suplementario de B.
Reciprocamente, si C' es menor o igual que el suplementario de B, entonces
podemos tomar B = l1l5, donde [; es un extremo de un semihaz de semirrectas
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al cual pertenece l5. Por hipotesis C < El\g, donde 4 es la semirrecta comple-
mentaria de 1, luego existe una semirrecta I3 entre Iy y Iy tal que C' = lyl3. Es
claro entonces que /113 es una suma de By C. L]

Se comprueba sin dificultad que la suma de dangulos es asociativa, es decir,
si A 4+ B es sumable con C, entonces A también es sumable con B + C'y
(A+B)+C = A+(B+C). Asi mismo es conmutativa y simplificable. Si B < C
entonces existe un tinico dngulo D (salvo congruencia) tal que C' = B+ D. Lo
representaremos por D = C — B.

1.6 Mas propiedades de segmentos, angulos y
triangulos

Con los resultados de que disponemos hasta el momento ya podemos pro-
bar con cierta agilidad muchas propiedades intuitivamente evidentes acerca de
segmentos, dngulos y tridngulos. Recogemos aqui las que nos hardn falta més
adelante para estudiar la perpendicularidad, el paralelismo y las circunferencias,
entre otras nociones.

Teorema 1.47 Todo segmento AB contiene un unico punto M que cumple
AM = MB. Se le llama punto medio del segmento.

DEMOSTRACION: Sea C un punto cualquiera fuera de la recta AB. El
triangulo ACB es congruente con un unico tridngulo BDA contenido en el
semiplano complementario del que contiene al primero.

C Los puntos C, A y D no pueden ser co-
lineales, pues entonces los angulos CAB y

BAD serfan suplementarios, luego también

A B lo serfan los d4ngulos (iguales a éstos) ABD y

53\14, luego C, B 'y D serfan también colinea-
les, y asi los cuatro puntos estarian alineados,
D en contra de la eleccién de C.

Tenemos, pues, dos tridngulos ACD y ﬁ’, que tienen sus lados iguales,
luego también sus angulos. Ademds C'D corta a la recta AB en un punto M
(porque C'y D estén en semiplanos distintos). Los tridngulos ACM y BDM
son iguales por el criterio LAL, luego AM = MB. El punto M ha de estar
entre A y B, pues en caso contrario habria dos segmentos iguales con extremo
M y el otro extremo al mismo lado de M.

La unicidad es fécil de probar: Si hubiera dos puntos medios M; y Mo,
podemos suponer que M; estd entre A y Ms. Entonces

AM2 = AM1 +M1M2a

luego AB = 2AM, = 2AM, + 2M M, = AB + 2M, M, lo cual es absurdo.
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Teorema 1.48 Dado un dngulo EE, existe una unica semirrecta | contenida
en él, tal que l1l =1ly. Se la llama bisectriz del dngulo.

DEMOSTRACION: Sea O el vértice del dngulo. Tomemos un punto A en Iy y
sea B en Iy tal que OA = OB. Sea M el punto medio de AB y [ la semirrecta
de origen O y que pasa por M. Claramente [ estd contenida en el angulo.
Los triangulos OAM y O ﬁ tienen los tres lados iguales, luego también los
angulos. En particular l1l = ll2 La unicidad se prueba como en el caso de los
segmentos o, alternativamente, se prueba que una bisectriz ha de pasar por el
punto medio de AB. n

Teorema 1.49 Todo dngulo de un tridngulo es menor que el suplementario de
cualquier otro de los dngulos.

DEMQSTRACIéN: Sea el tridngulo ABC. Vamos a probar que el suplemen-
tario de C' es mayor que B. Sea D el punto medio del lado BC. Consideremos
—

la semirrecta AD y, sobre ella, sea E el punto que cumple AD = DE. Los
tridngulos ABD y DCD son iguales por el criterio LAL, luego DCE = By
estd contenido en el dngulo adyacente a C'. L]

B E

A c

El teorema siguiente generaliza al criterio del tridngulo isésceles.

Teorema 1.50 Los dngulos de un tridngulo satisfacen las mismas desigualda-
des que sus respectivos lados opuestos.

DEMOSTRACION: Sea ABC un tridngulo y supongamos, por ejemplo, que
BC < AB. Entonces existe un punto D en AB tal que BD = BC.

Entonces A = CAD < CDB , por el teorema anterior, pues el segundo es
el suplementario de un angulo de ﬁ; asuvez CDB = EC'\B, porque el
tridngulo DCB es isosceles, y por dltimo DCB < ACB = C.

El reciproco es obvio: Si A < C no puede ser AB < BC por la parte ya
probada, y tampoco puede darse la igualdad por el criterio del angulo isésceles.

|

En particular tenemos que un tridngulo es equilatero si y sélo si tiene sus tres
angulos iguales, es isdsceles si y sélo si tiene dos angulos iguales y es escaleno si
y solo si tiene sus tres angulos desiguales.
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1.7 Perpendiculares
Definiciéon 1.51 Un dngulo es recto si es su propio suplementario.
Teorema 1.52 FExisten dngulos rectos.

DEMOSTRACION: Sea @ un dngulo cualquiera. Sea O su vértice, sea A un
punto en [; y sea B el punto de Iy que cumple OA = OB. Sea M el punto
medio de AB. Entonces los angulos OBA y OBC son adyacentes y por otra
parte son iguales, pues los triangulos correspondientes tienen los lados iguales.
Por consiguiente ambos son angulos rectos. ]

Es obvio que todos los angulos rectos son congruentes entre si y que todo
angulo congruente con un angulo recto es recto. La existencia de angulos rectos
generaliza el teorema 1.48 al caso de angulos llanos.

Definicién 1.53 Dos rectas son perpendiculares (lat. perpendiculum = ‘plo-
mada’) si son secantes y uno de los dngulos que forman—y por consiguiente los
cuatro— es recto. Dos semirrectas o segmentos son perpendiculares si lo son
sus prolongaciones.

Un dngulo es agudo (lat. ‘con punta’) si es menor que un dngulo recto. Un
angulo es obtuso (lat. ‘sin punta’) si es mayor que un dngulo recto.

Es claro que el suplementario de un angulo agudo es un angulo obtuso y
viceversa. El teorema 1.49 implica que todo tridngulo tiene al menos dos dngulos
agudos, pues si tiene uno obtuso su suplementario es agudo, y los otros dos son
menores que éste. Esto nos permite clasificar los tridngulos en obtusdngulos,
rectangulos y acutdngulos segin si tienen, respectivamente, un dngulo obtuso,
un angulo recto o si todos sus dngulos son agudos. En un tridngulo rectangulo,
los lados perpendiculares se llaman catetos (gr. ‘perpendiculares’) y el lado
situado bajo el dngulo recto se llama hipotenusa (gr. ‘tendido por debajo’).

Teorema 1.54 Dada una rectar y un punto P contenidos en un plano 7, existe
una unica recta perpendicular a v que pasa por P y estd contenida en .

DEMOSTRACION: Si el punto P esté en r es evidente, pues basta transportar
un angulo recto sobre una de las semirrectas que P determina en r. La unicidad
también es clara. Supongamos ahora que P no esta en r.

Sea A un punto de r, sea P’ el tinico punto del semiplano de 7 opuesto al
que contiene a P y que cumple que el dngulo que r forma con AP’ es igual al
que forma con ﬁ asf como que AP = AP'.

Si P, Ay P’ estdn alineados entonces la recta PP’ forma con r dos dngulos
adyacentes iguales, luego es perpendicular a r y pasa por P. Si no estdn alinea-
dos entonces la recta PP’ corta a r en un punto B distinto de A. Los tridngulos
ABD y ABP son iguales, luego también lo son los angulos ABP y ABP' , que
ademés son adyacentes. Por lo tanto la recta PP’ es perpendicular a r y pasa
por P. Si hubiera dos perpendiculares a r que pasaran por P, formarian un
tridngulo con dos dngulos rectos, lo cual es imposible. L]



1.7. Perpendiculares 19

Observemos que si P es un punto exterior a una recta r y @ es el punto
donde la perpendicular a r por P corta a r, entonces PQ es menor que PR para
cualquier otro punto R de r. En efecto, el triangulo ﬁ es rectangulo, y por
el teorema 1.50 el lado mayor es la hipotenusa PR.

Teorema 1.55 Todo lado de un tridngulo es menor que la suma de los otros
dos y mayor que su diferencia.

DEMOSTRACION: Consideremos un tridngulo ABC y tracemos la perpen-
dicular por A a la recta BC'. Distinguimos tres casos.

1) Si la perpendicular corta a BC' en B o en C (por ejemplo en B), entonces
el triangulo es rectangulo y BC es menor que la hipotenusa AC, y en particular
€s menor que AC + AB.

2) Si la perpendicular corta a BC' fuera del segmento BC, digamos en un
punto P de modo que B est4 entre Py C, entonces BC < PC, que es el cateto
de un tridngulo rectdngulo de hipotenusa AC, luego BC < AC < AC + AB.

3) Si la perpendicular corta a BC en un punto X entre B y C, entonces
tenemos dos tridngulos rectédngulos AXB y AXC, de hipotenusas AB y AC,
luego

BC=BX +XC < AB+ AC.

La segunda propiedad es consecuencia de la primera. Si llamamos a, by c a
los tres lados y, por ejemplo, b < ¢, entonces a + b > c implicaa >c—b. =

Ahora pasamos a ocuparnos de la perpendicularidad entre rectas y planos.El
resultado basico es el siguiente:

Teorema 1.56 Si una recta es perpendicular a dos rectas contenidas en un
plano, entonces es perpendicular a todas las rectas contenidas en dicho plano y
que pasan por el punto de corte.

A DEMOSTRACION: Sea O el punto de corte entre la recta
y el plano. Sea A otro punto de la recta y A’ el simétrico
de A respecto a O (es decir, el que cumple AO = OA’).
Consideremos una recta cualquiera contenida en el plano que
pase por O. Fijemos en particular una de sus semirrectas de
0] origen O. Esta estaré contenida en uno de los cuatro angulos
en que las rectas de la hipdtesis dividen al plano. Digamos

que este angulo es BOC. Entonces la semirrecta corta al
B segmento BC' en un punto D. En estos términos tenemos

que los angulos A0B y AOC son rectos, y queremos probar
A que AOD también lo es.

Los tridngulos AOC y A’OC son iguales por el criterio LAL y lo mismo
sucede con AOBy A’OB. Esto implica que los tridngulos ABC'y A’ BC también
son iguales, por el criterio LLL. De aqui pasamos a que los tridngulos ADB y
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A’ DB también son iguales, esta vez por el criterio LAL, lo que nos da finalmente
la igualdad de los tridngulos AOB y A’OB, pues sus lados son iguales. Esto

implica que los dngulos AOB y A’OB son iguales, a la vez que adyacentes, luego
son rectos. [

Como consecuencia inmediata obtenemos:

Teorema 1.57 La union de todas las rectas perpendiculares a una recta r que
pasan por uno de sus puntos es un plano.

DEMOSTRACION: Sea P un punto de r. Consideremos dos planos que pasen
por r, tracemos en ellos sendas perpendiculares a r por P y sea 7 el plano que
las contiene. Entonces r es perpendicular a dos rectas de m, luego por el teorema
anterior es perpendicular a todas las rectas que pasan por P y estdn contenidas
en 7. Falta probar que toda recta perpendicular a r por P estd contenida en
m. Sea s una de estas rectas. Entonces el plano que contiene a r y a s corta a
T en una recta que, segin sabemos, es perpendicular a r. Como en un mismo
plano sélo puede haber una perpendicular, dicha interseccién es s, luego s esta
contenida en 7. n

Definiciéon 1.58 Diremos que una recta es perpendicular a un plano 7 si lo
corta en un punto P y es perpendicular a todas las rectas contenidas en m que
pasan por P.

El teorema anterior prueba que por cada punto de una recta pasa un unico
plano perpendicular a la misma. El reciproco es facil de probar:

Teorema 1.59 Dado un plano 7 y un punto A, existe una unica recta perpen-
dicular a ™ que pasa por A.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que A estd en w. Entonces consi-
deramos dos rectas perpendiculares contenidas en m que se corten en A. Sus
respectivos planos perpendiculares se cortardn en una recta que serd perpen-
dicular a las dos elegidas, luego a todas las de 7.

Supongamos ahora que A no estd en w. Tomemos una recta cualquiera r
contenida en 7, sea D el punto donde la perpendicular a r por A corta a r.
Sean B y C puntos en r situados en semirrectas opuestas respecto a D. Sea
s la perpendicular a r por D contenida en 7w. Sea A’ el punto situado en el
semiplano de frontera s complementario del que contiene a A y que hace D—A7
forme el mismo angulo con s que DA y ademéds DA’ = DA. Sea O el punto en
que AA’ corta a s (la figura de la prueba del teorema 1.56 ilustra también la
situacién actual).

Por construccién ODA = ODA’, de donde ADB = A’DB y ADC = AD'C
(recordar que ambos son rectdngulos). Por lo tanto tenemos que ABO = A’BO

y ACO = A’CO, luego ambos son rectdngulos, y asi la recta AA’ es perpen-
dicular a OB y OC, luego a . ]
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1.8 El axioma de continuidad, circulos y circun-
ferencias

Para demostrar los hechos basicos sobre circulos y circunferencias necesita-
mos un axioma adicional que nos garantice la existencia de ciertos puntos de
interseccién. Se trata del hecho siguiente:

Axioma D Supongamos que una recta r estd dividida en dos partes disjuntas
no vactas s1 Yy S2 con la propiedad de que si P y Q son puntos en s;, entonces
PQ C s;. Entonces s, y sy son dos semirrectas complementarias (salvo que a
una de ellas le falta el origen, que sdlo pertenece a la otra).

Definicién 1.60 Dado un plano 7, un punto O en 7 y un segmento r, llama-
remos circulo de centro O y radio r al conjunto de todos los puntos P de 7 tales
que OP < r. Llamaremos circunferencia (lat. circumferre = ‘llevar alrededor’)
de centro O y radio v en 7 al conjunto de todos los puntos P de 7 tales que
OP =r.

Cada circulo tiene asociada una circunferencia (la del mismo centro y radio),
a la que se llama también su frontera. Los puntos del circulo que no pertenecen a
la circunferencia se llaman interiores, mientras que los puntos que no pertenecen
al circulo se llaman puntos exteriores a él.

También se llama radio de un circulo o circunferencia a cualquier segmento
que una su centro con uno de los puntos de la circunferencia. Es claro que todos
los radios son congruentes entre si. Un segmento que une dos puntos de una
circunferencia se llama cuerda de la misma. Una cuerda que pase por el centro
se llama didmetro (gr. ‘medida transversal’). Es facil ver que un didmetro es
igual a dos veces el radio.

Es facil ver que cada circulo o circunferencia contiene al menos tres puntos
no colineales, con lo que determina el plano que lo contiene, al que llamaremos
su soporte. Veamos que también determinan su centro y su radio (éste tltimo
salvo congruencia):

Dados dos puntos A y B en un plano m, la perpendicular (en 7) al segmento
AB por su punto medio se llama mediatriz de AB. Es inmediato comprobar que
la mediatriz de un segmento AB contiene exactamente a los puntos que equidis-
tan de sus extremos, es decir, que cumplen AX = BX. Por lo tanto, si unimos
dos puntos de una circunferencia y trazamos la mediatriz del segmento obtenido,
ésta pasa por su centro. Si tomamos tres puntos (no colineales) en la circunfe-
rencia y hacemos lo mismo con dos pares de ellos, las rectas que obtendremos
se cortaran precisamente en el centro, luego éste esta univocamente determi-
nado por la circunferencia. Asi mismo, el radio es congruente con cualquier
segmento que una el centro con un punto de la circunferencia, luego también
estd determinado.

Por otra parte, un circulo determina su circunferencia (un punto P de un
circulo est4 en su circunferencia si y sélo si hay un segmento AB que lo contiene
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de modo que los puntos de AP son interiores al circulo y los restantes son

exteriores). Concluimos que dos circulos o circunferencias (en un mismo plano)

son iguales si y sélo si tienen el mismo centro y sus radios son congruentes.
Estudiamos ahora las intersecciones entre rectas y circunferencias.

Teorema 1.61 Sea w un circulo y s una recta contenida en el plano soporte de
w Y que pase por un punto interior de w. Entonces s corta a w en un segmento
PQ, y a la circunferencia de w sdlo en los puntos P y Q.

DEMOSTRACION: Sea O el centro de w y r su radio. Sea A el punto donde
la perpendicular a s por O corta a s. Es claro que OA < OP para todo punto
P de s distinto de A, luego por hipétesis OA < r.

Sea t una de las semirrectas en que A divide a r. Si s pasa por O el resultado
es inmediato. Supongamos lo contrario. Dividamos s en dos partes X e Y. El
conjunto X estd formado por la semirrecta complementaria de ¢ més aquellos
puntos P en t tales que existe un punto @) posterior a P (desde A) de modo
que OQ < r. El conjunto Y esta formado por los puntos de s que no estan
en X. No es vacio, pues cualquier punto B sobre t tal que AB > 2r cumple
OB > 2r — OA > r (por el teorema 1.55), luego estd en Y.

Por la propia definicién de X e Y es inmediato que cumplen las hipdtesis
del axioma D. Por lo tanto existe un punto C tal que X es la semirrecta CTZl
(salvo quizé el origen C'). Es claro que C ha de estar en s.

Veamos que no puede ser OC < r ni OC > r, con lo que tendremos que C
estd en la circunferencia. Si OC < r podemos tomar un punto D en s posterior a
C'y de modo que AD < r—OC. El teorema 1.55 implica entonces que OD < 7,
con lo que todos los puntos entre C'y D estan en X = a, lo cual es imposible.

Similarmente, si OC' > r entonces tomamos D en s anterior a C'y de modo
que DC < OC — r. Entonces llegamos a que OD > 7, luego cualquier punto
posterior a D cumple lo mismo, luego D estd en Y y esto también es imposible.

Aplicando lo anterior a las dos semirrectas en que A divide a s tenemos que
s corta a la circunferencia en dos puntos P y Q.

Notemos ahora que Si M y N son dos puntos de r al mismo lado de A,
digamos A < M < N, entonces el tridngulo OMA es rectangulo, luego OMA es
agudo, luego su adyacente OMN es obtuso, luego el teorema 1.50 implica que
OM < ON. Esto prueba que sélo Py @ estan en la circunferencia y que PQ
es la interseccién de s con w. ]

Dada una recta s y un circulo w de centro O y radio r (ambos en el mismo
plano), consideramos el punto A donde la perpendicular a s por O corta a s.
Como ya hemos notado antes, es claro que OA < OP para todo punto P de s
distinto de A. Por lo tanto, si OA < r tenemos que la interseccién de s con w
es un segmento PQ, de modo que Py @ son los tinicos puntos en comiin entre
5 v la circunferencia de w; si OA = r entonces A estd en la circunferencia de w
y todos los deméds puntos de s son exteriores; y si OA > r, todos los puntos de
S son exteriores.
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Definicién 1.62 Diremos que una recta r es secante (lat. ‘que corta’) a una
circunferencia w si tienen dos puntos en comun. Diremos que r es tangente
(lat. ‘que toca’) si tienen un punto en comiin y diremos que r es exterior a w si
no tienen puntos en comun.

Hemos probado que estas definiciones cubren todas las posibilidades. Tam-
bién es claro lo siguiente:

Teorema 1.63 Por un punto de una circunferencia pasa una unica recta tan-
gente. Esta es concretamente la perpendicular al radio con extremo dicho punto.

Ejercicio: Probar que los circulos son convexos.
Ejercicio: Probar que una circunferencia no contiene tres puntos colineales.
Ejercicio: Probar que por tres puntos no alineados pasa una tnica circunferencia.

Ejercicio: Probar que si una recta r es tangente a una circunferencia w, entonces w
estd contenida en un semiplano respecto a 7.

Veamos ahora la interseccién entre dos circunferencias:

Teorema 1.64 Sean w, y wo circunferencias contenidas en un mismo plano,
de centros respectivos O1 y Oy y radios 1 y ro (con r1 < r3). Entonces:

1. 81 0105 > r1 + ro entonces wy y wo mo tienen puntos en comun mi Sus
circulos tampoco.

2. 51 0105 = 11 + 19 entonces wy y wo tienen un unico punto en comun, al
igual que sus circulos.

8. Siro—r1 < 0102 < 11+79 entonces wy Yy we tienen dos puntos en comin.

4. 81t 0105 = r9 — 11 entonces wy y we tienen un unico punto en comun, y
el circulo de wy estd contenido en el de wo.

5. 810105 < 1r9—r1 entonces wy Yy we no tienen puntos en comun y el circulo
de w1 esta contenido en el de wo.

DEMOSTRACION: Todos los casos son sencillos excepto el tercero. Sea A el

punto de la semirrecta (TOQ) tal que O1 A = r1 y sea B el punto de la semirrecta
OQ—OI tal que O2B = ry. Las hipétesis garantizan que A estd en el interior de wo
y que B estd en el interior de w;. Como los circulos son convexos, el segmento
AB est4 en la interseccién de ambos. Fijamos un semiplano respecto a la recta
010,. Para cada punto P de AB la semirrecta de origen P, contenida en el
semiplano elegido y perpendicular a 0102 parte de un punto en ambos circulos,
luego corta a las circunferencias w; y wo en dos puntos C; y Cs, respectivamente.
Llamaremos X al conjunto de todos los puntos P de AB para los que existe un
punto Q tal que A < P < Q < By QC; < QC5, més los puntos de la semirrecta
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de origen A que no contiene a B. Llamaremos Y al conjunto de puntos de la
recta AB que no estdn en X. El conjunto Y no es vacio, pues contiene todos
los puntos posteriores a B desde A.

Es inmediato que se cumplen las hipotesis del axioma D, luego X e Y son
semirrectas de origen un punto M, que claramente tiene que estar en AB. Vamos
a probar que para este M se cumple C; = Cy. Supongamos que MC| < MCs.

Sea s la tangente a wy por Cq, sea R un punto entre C7 y Cy. Sea t una recta
que pase por Ry corte a la recta AB en cualquier punto distinto de M. Entonces
t corta a wy en dos puntos K y L, de modo que los puntos del segmento KL
distintos de sus extremos son interiores a wo. Sea S un punto de este segmento
que esté en el mismo semiplano que B respecto a M R y que sea anterior a un
eventual corte entre KL y la tangente s. Tracemos desde S la perpendicular a
AB, que cortara a esta recta en un punto ). Como las rectas MR y SQ tienen
una perpendicular comin (AB) no pueden cortarse (o formarfan un tridngulo
con dos dngulos rectos). Esto implica que @ estd entre M y B. Ahora notamos
que el segmento RS no corta a s, luego S estd en el mismo semiplano que S
respecto a s, es ¢ decir, en el semiplano opuesto a M, o sea, en el que no esta wo.

Por lo tanto QS corta a wy antes de llegar a .S, pero como S es interior a wo,
resulta que @)S' corta a wy después de llegar a S, o sea, MCiqg < MChq. Por
consiguiente cualquier punto entre M y @ estd en X, lo cual es imposible.

El mismo argumento prueba que si M Cy < My existe un punto @) entre A
y M de modo que todos los puntos entre @@ y M cumplen la misma desigualdad,
con lo que estan en Y y esto también es contradictorio.

Concluimos que existe un punto de interseccion entre las dos circunferencias
en el semiplano seleccionado en un principio. Cambiando de semiplano obtene-
mos otro mas. La unicidad es inmediata, pues dos puntos de corte en el mismo
semiplano darian lugar a dos tridngulos distintos con lados iguales, uno de ellos
comun y ambos en el mismo semiplano respecto a €l, lo cual es imposible. =

BRSNS =

Cy ¢

)

A M Q B
Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el resultado siguiente
sobre existencia de triangulos:

Teorema 1.65 Sean ryi, 1o y r3 tres segmentos que cumplan las desigualdades
ro < r3yrys—re <r;p <ro+rs (o simplemente r1 < ro 4713 Siry = 13).
Entonces existe un tridngulo de lados r1, ro y 73.
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DEMOSTRACION: Tomamos un segmento AB igual a 7. Por el teorema
anterior, la circunferencia de centro A y radio r; corta a la circunferencia de
centro B y radio r2 en un punto C' que nos da el tridngulo buscado. m

Ejercicio: Usar el axioma D para probar que por un punto exterior a una circunfe-
rencia pasan dos tangentes a la misma.






Capitulo II

Medida de segmentos,
angulos y arcos

Dedicamos este capitulo a introducir y desarrollar unos conceptos muy in-
tuitivos, pero también muy técnicos. De hecho se trata de un punto en el que
la intuicién ‘engana’ un poco, pues una cuestién aparentemente muy simple en-
cierra una sutileza. Se trata del concepto de medida de un segmento. En la
concepcion de la geometria que tenian los griegos jugaba un papel muy impor-
tante la nocién de proporcién o razén entre dos segmentos. La idea es que la
razén de dos segmentos u y v es, por ejemplo, 4 : 7 si al dividir el segundo en
siete partes iguales y sumar cuatro de estas partes obtenemos un segmento igual
al primero. En términos de medidas esto significa que si tomamos a v como uni-
dad de medida, entonces u mide 4/7 unidades. Los griegos suponfan que todo
segmento puede medirse de este modo con respecto a una unidad prefijada o,
dicho de otro modo, que dados dos segmentos siempre guardan una determi-
nada razén entre si. Aqui veremos que esto no es asi, cosa que los griegos nunca
llegaron a asimilar.

2.1 Longitud de segmentos. Niumeros reales

El primer paso para detallar las ideas que acabamos de exponer es, natural-
mente, probar que es posible dividir segmentos en partes iguales.

Teorema 2.1 Para todo nimero natural n > 2, todo segmento se puede dividir
en n partes iguales.

DEMOSTRACION: Sea AB un segmento contenido en una recta r. Llamamos
X al conjunto formado por la semirrecta complementaria de E mas los puntos
P de AB tales que n AP < AB. Sea Y el conjunto de los puntos de r que no
estan en X. Es obvio que se cumplen las hipdtesis del axioma D, luego existe

un punto C en r tal que X e Y son semirrectas de origen C. Veamos que
nAC = AB.

27
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Supongamos que n AC < AB. Sea entonces D un punto entre A y B tal
que n AC = AD. Sea m un nimero natural tal que 2 > n. Sea u el segmento
que resulta de dividir m veces por la mitad el segmento DB. Entonces tenemos
nu < 2™u = DB. En particular u < CB, luego podemos tomar un punto E en
CB tal que CFE = u. Asf,

nAE=nAC +nCE < AD + DB = AB.
Esto significa que F estd en X, pero es posterior a C, lo cual es imposible. De

modo similar se prueba que n AC' > AB lleva a contradiccién. Por lo tanto
nAC = AB. "

Aunque la medida de dngulos la abordaremos cuando hayamos acabado con
la de segmentos, la similitud de las pruebas aconseja incluir aqui este teoremas:

Teorema 2.2 Para todo numero natural n > 2, todo dngulo se puede dividir
en n partes iguales.

DEMOSTRACION: El teorema es cierto incluso para dngulos llanos, pero
podemos reducir este caso al de angulos menores del modo siguiente: Para
dividir un angulo llano en n partes dividimos un angulo recto en 2n partes y
tomamos el doble del resultado. Asi pues, partamos de un angulo en sentido
estricto L = AOB. Cada punto P del segmento AB distinto de A determina
un angulo Lp = AOP contenido en L y, reciprocamente, todo dngulo contenido
en L con un lado igual a OA es de la forma Lp. Ademés, si A< P <@ < B,
entonces el dngulo Lg contiene a 0_15, luego es mayor que Lp. Esto implica,
mas en general, que P <sp @) siy s6losi Lp < L.

A partir de aqui la prueba sigue el mismo argumento que la del teorema
anterior. Tomamos como X el conjunto de los puntos de la semirrecta comple-
mentaria a A_B> més los puntos P de AB tales que nLp < L. El conjunto Y
estd formado por los puntos de la recta AB que no estdn en X, bien porque
nLp > L, bien porque Lp no se puede sumar n veces consigo mismo.

Es facil ver que se cumplen las hipétesis del axioma D, con lo que obtenemos
un punto C de manera que X es una semirrecta de origen C. Veamos que existe
nLc.

Dividiendo por la mitad el suplementario de L un ntimero suficiente de veces
(los detalles son los mismos que en el teorema anterior) encontramos un dngulo
M tal que nM sea menor que dicho suplementario (y podemos exigir que sea
menor que L¢o). Existe un punto P <ap C tal que Lc — M = Lp, luego P
estd en X y por lo tanto existe n(Lc — M) < L, y como nM es menor que el
suplementario de L, también existe n(Lc — M) +nM = nLc. A partir de aqui,
la prueba de que nLgc = L es formalmente idéntica a la del teorema anterior.

| |

La definicién de la medida de un segmento descansa fuertemente en la pro-
piedad siguiente, que nos permitird eludir la existencia de una razoén respecto a
una unidad.
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Teorema 2.3 (Propiedad de Arquimedes) Para todo par de segmentos u
y v existe un numero natural n tal que nu > v.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que v = AB y v = AC, asi como que
ambos estdn sobre una misma semirrecta s de origen A. Supongamos que el
resultado es falso, es decir, que nu < v para todo nimero natural n (observar
que si se diera la igualdad para un n, entonces n + 1 cumpliria el teorema. Para
cada n, sea A, el punto de s que cumple que A4,, = nu. Llamemos X al
conjunto de todos los puntos de la semirrecta complementaria a s mas los P
puntos de s que cumplen P <,p A, para algiin n. Sea Y el conjunto de los
puntos de s que no estdn en X (por ejemplo C). Es evidente que se cumplen
las hipdtesis del axioma D, luego existe un punto D en s de modo que X e
Y son las semirrectas de origen D. Sea E un punto de s tal que ED = wu.
Entonces £ < ABD, luego E ha de estar en X. Por consiguiente existe un
ntimero n tal que £ < ABA,, lo que significa que AE < AA,, = nu, de donde
AD = AE+ED < nu+u = (n+ 1)u = AA, 1, pero entonces A, es un
punto de X posterior a D, lo cual es contradictorio. [

La propiedad de Arquimedes puede leerse como que todo segmento puede
hacerse arbitrariamente grande sumandolo consigo mismo un niimero suficiente
de veces, pero también implica claramente que todo segmento se puede hacer
arbitrariamente pequenio dividiéndolo en un nimero suficiente de partes iguales.
A su vez de aqui se sigue que si dividimos un segmento en partes suficientemente
pequenas y sumamos un numero adecuado de éstas, podemos formar un seg-
mento igual a cualquier otro prefijado con un error menor que la longitud de
las partes que empleamos, es decir, con un error tan pequeno como se desee.
Nuestra definicion de medida de segmentos se basara en este hecho.

Definicién 2.4 Dado un segmento v y un nimero racional positivo p/q, llama-
remos (p/q)u al segmento que resulta de dividir v en ¢ partes iguales y sumar
p de ellas.

Claramente (p/q)u estd definido salvo congruencia. La simplificabilidad de
la suma de segmentos permite probar por argumentos puramente algebraicos
que la definicién no depende de la fraccién escogida como representante del
numero racional, asi como que se cumplen las propiedades siguientes:

1. (rs)u=r(su), r(ut+v)=rut+rv, (r+s)u=ru+ su,
Si ru = rv entonces u = v,
Si ru = su, entonces r = s,

Sir < s entonces ru < su,

AT s

Si u < v entonces ru < rv,
para todos los numeros racionales positivos r, s y todos los segmentos v y v.

En estos términos, que la razén entre dos segmentos u y v sea un nimero
racional positivo r significa que u = rv. Con esto podemos hacer una primera
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aproximacién al problema de la medida. Tomemos una recta cualquiera y en
ella fijemos dos puntos arbitrarios Py y P;. Entonces a cada nimero racional
positivo r le podemos asignar univocamente un punto P, de la semirrecta ]?Pl> ,
a saber, el tnico que cumple PyP,. = r PyP;. Es 1til convenir en asignar a los
ntimeros racionales negativos puntos en la semirrecta complementaria, de modo
que si r < 0 entonces P, estd determinado por la relacién Py P, = —r Py P;.

|

w

|

\)

|

—_

|
= L
o +
—_
Nlw
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Es importante notar que esta asignaciéon de ntimeros racionales a algunos
puntos de una recta depende de la elecciéon arbitraria de los puntos Py y P; o,
en otros términos, de la eleccion de Py, de la unidad de medida u = Py P, y de la
orientacién de la recta (es decir, de la semirrecta que tomamos como positiva).
Cuando en una recta hemos hecho estas elecciones, diremos que tenemos una
recta graduada. Si en una recta graduada consideramos el orden para el cual
Py < Py, entonces el orden en Q se corresponde claramente con el orden de la
recta.

El problema es que no todo punto de la recta tiene asignado un nimero
racional. Sin embargo tenemos lo siguiente:

Teorema 2.5 Si P y Q son dos puntos distintos de una recta graduada, existe
un numero racional r tal que P < P, < Q.

DEMOSTRACION: Si Py (Q estdn en semirrectas distintas respecto a Py es
obvio. Podemos suponer que Py < P < @, el caso contrario es andlogo. Sea
u= PyP, y v = PQ. Por la propiedad de Arquimedes existe un ntimero natural
n tal que u < nv o, equivalentemente, (1/n)u < v. De nuevo por la propiedad
de Arquimedes existe un niimero m tal que (m/n)u > PyP. Podemos tomar el
minimo que cumpla esto. Entonces

m —

1 S - 1 -
u < OP, luego Eu<P0P—|——u<P0P—i—PQ:P0Q.
n n n
Por consiguiente si llamamos r = m/n tenemos que PoP < P, < PyQ, es decir,
P<P. <Q. [

La idea clave para definir la medida de un segmento es la siguiente: medir
un segmento s con respecto a una unidad w significa cuantificar como es de
grande s supuesto que sabemos cémo es de grande u. En el mejor de los casos
esta informacién puede codificarse con un numero racional, pero si no es asi,
para conocer el tamano relativo de un segmento s con respecto a v es suficiente
saber qué ntumeros racionales r hacen que ru < s y qué ntmeros racionales
hacen ru > s. Equivalentemente, si situamos a s en una recta graduada con la
unidad u y con un extremo en Py, el problema es saber entre qué puntos P, se
encuentra el otro extremo de s.
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En términos puramente conjuntistas, para conocer exactamente la posicién
en una recta graduada de un punto P es suficiente conocer el conjunto

QPZ{TEQ|PT<P}.

Ahora veremos que podemos tratar a cada uno de estos conjuntos de niimeros
racionales como a un solo nimero. La definicién siguiente recoge las propiedades
esenciales de los conjuntos ap.

Definicién 2.6 Una seccion inicial abierta de @Q es un subconjunto o C Q que
cumpla:

1. Sir € ay s <r entonces s € a.
2. Sir € aexiste unt € a tal que r < s.

Llamaremos R al conjunto de todas las secciones iniciales abiertas en Q.

Es facil probar que los conjuntos ap que hemos definido son secciones inicia-
les abiertas que cumplen dos propiedades mds: no son vacias (pues hay puntos
anteriores a P) y no contienen a todos los nimeros racionales (pues hay puntos
posteriores).

Llamaremos conjunto de los niimeros reales a R = R \ {—o00, +00}.

Teorema 2.7 Se cumplen las propiedades siguientes:
1. R es un conjunto totalmente ordenado con minimo —oo y mdzimo +0o.
2. Todo subconjunto de R tiene supremo e infimo.
3. R es un conjunto totalmente ordenado sin mdrimo ni minimo.

4. Si un subconjunto no vacio de R estd acotado superiormente tiene su-
premo, y si estd acotado inferiormente tiene infimo.

DEMOSTRACION: 1) La inclusién es claramente un orden parcial. Sélo falta
ver que en este caso es total.

Sean «, § € R. Supongamos « # (3, por ejemplo, supongamos que existe
be g\ a.

Si a € a entonces a < b (0 si no b € ), de donde a € S.

Esto prueba que a C 3, es decir, a < 3. Por lo tanto R estd totalmente
ordenado.

2) Sea S un subconjunto de R. Es inmediato comprobar que

JeeR

y es obviamente el supremo de S. El infimo de S no es sino el supremo del
conjunto de sus cotas inferiores.
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3) Si & € R entonces a # +00, luego existe un ntmero racional r € Q \ a.
Es fécil ver que sir < s € Q, el conjunto 8= {t € Q | t < s} es un ndmero real
tal que a < . Por lo tanto R no tiene méaximo.

Si a € R, entonces o # —o0, luego existe un nimero racional r € «. Si
s € Qy s < r, entonces el conjunto § = {t € Q | t < s} es un nimero real tal
que (B < a. Por lo tanto R no tiene minimo.

4) Un subconjunto de R no vacio y acotado superiormente tiene supremo en
R, como no es vacio el supremo no es —oo, como tiene una cota en R tampoco
es 400, luego tiene supremo en R. Andlogamente con infimos. n

Ahora podemos probar:

Teorema 2.8 La aplicacion que a cada punto P de una recta graduada le asigna
el numero real ap es una biyeccion entre la recta y el conjunto de los nimeros
reales. Ademds conserva el orden.

DEMOSTRACION: Veamos que ap es un numero real. En efecto: si r € ap
y s < r entonces Py < P. < P, luego s € ap.

Si r € ap entonces P, < P, luego hay un numero s tal que P, < Py < P,
luegor < sy se€ap.

Como existen puntos a la izquierda de P, también existen niimeros racionales
r tales que P. < P, con lo que ap # @, similarmente existen nimeros r tales
que P < P,, con lo que r ¢ ap, luego ap # Q.

Si P < @ existe un nimero racional r tal que P < P, < Q. Esto se traduce
enquer € agyré¢ap,luego ap # ag y es obvio que ap C ag. Por lo tanto
ap < ag. Esto prueba en particular que la correspondencia es inyectiva.

Sea ahora un nimero real a. Vamos a probar que tiene un punto asociado
en a recta. Sea X el conjunto de todos los puntos @ de la recta graduada tales
que P < P, para algin r € a. Sea Y el conjunto de todos los puntos de la recta
que no estan en X. Es facil ver que podemos aplicar el axioma D y obtener un
punto P que claramente cumple a = ap. L]

Consideremos una recta graduada y un numero racional r. El punto P,
tiene asignado por una parte el nimero real r y por otra parte el nimero real
formado por todos los nimeros racionales menores que r. Podemos conciliar
esta duplicidad identificando ambos nimeros. La prueba del teorema siguiente

Teorema 2.9 La aplicacion i : QQ — R dada por
i(r)={s€Q]|s<r}

es inyectiva y conserva el orden. Si identificamos Q con su imagen en R, entre
dos numeros reales hay siempre un numero racional.

DEMOSTRACION: Es inmediato que i(r) € R. Sir, s € Q con r < s, entonces
existe un t € Q tal que r < ¢t < s, de donde resulta que ¢ € i(s) \ i(r). Como
obviamente i(r) C i(s), concluimos que i(r) < i(s).

Esto prueba que ¢ es inyectiva y creciente.
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Sia < f3, existird b € f\ a. Sean r, s € [ tales que b < r < s. Entonces
todo a € « es menor que r, luego a < i(r). Asi mismo todo t < r estd en [,
luego i(r) < .

Las desigualdades son estrictas pues b € i(r) \a y s € 8\ i(r). "

En lo sucesivo consideraremos a los ntimeros racionales como parte de los
niumeros reales a través de la aplicacién que acabamos de definir. Ahora po-
demos generalizar la nociéon de razon entre dos segmentos de modo que sea
aplicable a cualquier par de ellos.

Definicién 2.10 Dado un segmento v = AB y un ntimero real a > 0, definimos
el segmento avu como el segmento AP,,, donde P, es el punto asociado a o en
la prolongacién de u cuando la graduamos tomando origen A, unidad u y la
orientacién de modo que B sea positivo.

Si en particular v = 7w para un ntmero racional r > 0, tenemos que en
una recta graduada v = PyP, donde ap = {s € Q| s < r}. Esto significa que
P, < P siysdlosis<r,loque sblo es posible si P = P, (por el teorema 2.5).
Por la definicién de P, tenemos que v = ru en el sentido de 2.4. Acabamos de
probar que ambas definiciones coinciden sobre los nimeros racionales.

Es inmediato que si 0 < a < [ entonces au < fu. Junto con lo anterior,
esto permite probar facilmente que la definicién de au depende sélo de la clase
de congruencia de u. En efecto, si u = v pero au < awv, existe un nimero
racional r tal que au < ru < av, pero entonces o < r, luego av < rv = ru, lo
cual es absurdo.

Teorema 2.11 Para todos los segmentos u, v y todos los numeros reales posi-
tivos «, B se cumple:

1. Sia < entonces au < [u,
2. Siu < v entonces au < qv,
3. alu+v)=au+av.

DEMOSTRACION: La primera propiedad ya estd probada (es otra forma de
expresar que la correspondencia entre nimeros reales y puntos de una recta
conserva el orden). La segunda es una consecuencia de la tercera, pues si u < v
entonces v = u + w, luego au < au+ aw = awv.

Para probar la tercera propiedad observemos en general que si au < v
entonces v serd de la forma v = fu, con § > «, luego existird un r > «
(v menor que ) de modo que ru < v, e igualmente si las desigualdades son
opuestas.

Supongamos que a(u + v) < au + av. Entonces existe un nimero racional
r > « tal que r(u +v) < au+ av, pero r(u+v) = ru+rv > au+ av. Si
por el contrario a(u + v) > au + v existird un nimero racional r < « tal que
au+av < r(u+wv), pero r(u+v) =ru+rv < au+ av. Asi pues, se ha de
dar la igualdad. -
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Si v = au, diremos también que la proporcién que guardan v y u es a. Lo
representaremos por

v
— = Q.
u

Un planteamiento alternativo es fijar un segmento v como unidad de longitud
y decir que la longitud de v es «.

Es claro que dos segmentos son congruentes si y sélo si tienen la misma
longitud medida con la misma unidad.

Definimos la distancia entre dos puntos P y () como la longitud del seg-
mento PQ. La distancia es, pues, relativa a la unidad de longitud utilizada.
Convenimos ademads que la distancia de un punto a si mismo es 0.

En estos términos podemos decir, por ejemplo, que una circunferencia estéa
formada por los puntos equidistantes de su centro.

Es muy importante notar que la construccién de los niimeros reales a partir
de los niimeros racionales es puramente conjuntista, es decir, no se basa en los
axiomas geométricos que estamos estudiando. Asi pues, tenemos un modelo
conjuntista del concepto geométrico de recta. Se trata del primer paso en la
inmersién de la geometria en la teoria de conjuntos.

Vamos a definir una suma de nimeros reales de manera que la longitud de
una suma de segmentos serd la suma de sus longitudes.

Definicién 2.12 Dados «a, § € R, definimos
a+pf=sup{r+s|r,scQ r<as<g}
Ciertamente tenemos que o + 3 € R.

Teorema 2.13 Se cumple:
1. (R,+) es un grupo abeliano.
2. La suma + restringida a Q es la suma usual en Q.
3. Sia< B entonces a+v < B4+.

4. Se cumple o > 0 si y solo st —a < 0.

DEMOSTRACION: Notemos en general que para probar que dos nimeros
reales a y (3 son iguales es suficiente probar que todo numero racional = que
cumple = < a cumple también x < 3y viceversa.

SixzeQ, x < (a+ )+, entonces existen y, t € Q tales que = < y + ¢,
y < a+p,t <, luego existen r,s € Q, talesque y < r+s, r < a, s < 3, luego
stHt<f4+yyxr<r+(s+t) <a+(8+~). Similarmente se recorre el camino
contrario, luego (o + 8) +v=a+ (8 + 7).

Es obvio que la suma es conmutativa.
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Veamos que a+0 = . Siz € Q, x < o+ 0 existen r, s € Q tales que
r<r+s,r<a s<0 luegoxr <r+s<r<a Asi mismo, sir € Q, r < «
entonces existe un s € Q tal que r < s < a, conloquer =s+ (r—s) < a+0.

Dado un ntimero real «, definimos

—a=sup{-—r|reqQ, a<r}

Una cota superior del conjunto es —s, donde s € Q, s < «, luego —a es un
numero real. Veamos que « + (—a) = 0.

Siz € Q, ¢ < a+ (—a) entonces existen r, s € Q tales que © < r + s,
r<a, —s>aq,luego x < r+s < 0. Reciprocamente, si z € Q, z < 0, tomamos
numeros racionales r < —u < 0y v < . Entonces la sucesién v+nu sobrepasara
(un nimero racional mayor que) « para algin natural n, que podemos tomar
minimo. As{ obtenemos un nimero r < atalque s=r+u>a (sir+u =«
cambiamos u por un nimero mayor que siga cumpliendo < —u < 0). Entonces
r<-—u=r—s<a+(—a).

Dados u,v € Q, si x € Q cumple z < i(u) + i(v) entonces existen r, s € Q
tales que ¢ < r+ s, r < u, s < v, luego < u+ v, luego < i(u +v). Si
z < i(u+ v) tomamos r € Q tal que 0 < r < (u+ v — x)/2, de modo que
< (u—7r)+(v—r)<i(u)+i(v). Porlo tanto i(u + v) = i(u) + i(v).

Sir < ay s <y son numeros racionales y a < 3, entonces r + s < [+
por definicién de suma, luego tomando el supremo, o + v < 5+ 7.
La propiedad 4 se sigue sin dificultad de la definicién de —a. [

La interpretacion geométrica de la suma de ntimeros reales esta expresada
en la relacion siguiente, segtn la cual la longitud de una suma de segmentos es
la suma de las longitudes.

Teorema 2.14 Si « y B son numeros reales positivos y u es un segmento,
entonces (a4 B)u = au+ Bu.

DEMOSTRACION: Sea au + Su = yu. Hay que ver que v = o + (8. Si
r < ay s <[ son nimeros racionales positivos, entonces (r + s)u = ru + su <
au+ fu =y, luego r+ s < v, lo que prueba que a+ (5 < «y. Sifuera a+ 0 <7y
sea § > 0 tal que v = a+ 5+ ¢ (existe por la propiedad 3 del teorema anterior).
Sea r € Q tal que 0 < r < 4. Tomemos numeros racionales s y t tales que
a<s<a+r/2yp<t<f+r/2. Entonces

autfu<suttu=(s+thu<(a+f+ru<(a+f+6u=au+ fu,

con lo que tenemos una contradiccién. Por consiguiente se da la igualdad. =

Los ntmeros reales negativos también tienen su interpretacion geométrica
en términos de las rectas graduadas.

Ejercicio: Probar que si P, es el punto de una recta graduada que se corresponde
con el nimero real «, entonces PoP, = PoP_,, es decir, que los puntos asociados a
nimeros opuestos son los ‘simétricos’ respecto al punto Pp.
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Si tomamos dos unidades de longitud, por ejemplo el metro y el centimetro,
para expresar en centimetros una longitud dada en metros hemos de multiplicar
por 100, debido a que 1m = 100cm. En general, si tenemos dos unidades u y
v, para expresar en términos de v la longitud de un segmento dada en términos
de u necesitamos conocer la longitud de u en términos de v, es decir, el nimero
G que cumple © = fv. Entonces, si s = au, tendremos también s = afv, de
modo que la longitud de s en términos de v se obtiene multiplicando por 8 su
longitud en términos de u. Todo esto es facil de probar si las longitudes son
todas racionales, pero si no es asi ni siquiera tenemos definido el producto af.
Vamos a definir un producto de nimeros reales que dé sentido a estas férmulas.

Definicion 2.15 Si o y 3 son ntimeros reales positivos definimos
af=sup{rs|r,s€Q,0<r<a, 0<s<fj}
El producto de dos nimeros reales no nulos se define por las relaciones:

—((—a)ﬁ) sia<0, >0,
af = f(oz(fﬂ)) sia >0, <0,
(—a)(—=B) sia<0, 8<0.

Finalmente, si @« = 0 o # = 0 definimos a3 = 0.

Teorema 2.16 Se cumple:
1. (R,+,-) es un cuerpo que contiene a Q como subcuerpo.
2. Sia>01ypB >0 entonces af > 0.

DEMOSTRACION: La prueba de que los nimeros reales positivos forman un
grupo con el producto se obtiene reemplazando literalmente sumas por produc-
tos en la prueba que hemos visto de que R es un grupo con la suma. Después las
propiedades se trasladan formalmente a ntimeros reales arbitrarios a partir de
la definicién de producto. Del mismo modo se ve que el producto en R extiende
al producto en Q, y la ultima propiedad es trivial. Sélo queda comprobar que
la suma distribuye al producto.

Tomemos en primer lugar «, 3, v > 0y veamos que (8 +7) = af + ay.

Sir € Q cumple 0 < r < a8 + 7), entonces existen u, v € Q positivos y
tales que r < wv, u < a, v < B+ 7, luego existen x, y € Q positivos tales que
v<x+y, x<f,y<~. Entoncesr <ulx+y)=uxr+uy <af+ay.

Si 0 <7 < aff + ay entonces existen u, v € Q positivos tales que z < u + v,
u < af, v < ay. A su vez existen a, b, ¢, d € @ positivos de modo que
r<ab4cd,a<a,b<f, c<a d<-. Seae=mixa,c. Entonces e < a'y
z<eb+ed=e(b+d) <a(f+7). Esto prueba la igualdad.

Sif+~>0,8>0,v <0, entonces aff = a((ﬂ—%v)—*y) =a(B8+7)+a(-P)
(puesto que B+~ >0y —v > 0), de donde a(8 + v) = af + ay. Los demads
casos se siguen formalmente de éstos dos. L]

Las propiedades siguientes son consecuencias inmediatas de los teoremas
anteriores:
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1. Sia < (8 entonces —3 < —av.

2. Para todo o € R, o > 0.

3. Sia< B yy>0 entonces ay < (.

4. 8i0<a<f, entonces 0 < 71 <y L.

También podemos probar la propiedad geométrica que habiamos anunciado:

Siay B >0yu es un segmento, entonces a(fu) = (af)u. Equivalente-
mente,

En efecto, un segmento s es menor que a(Bu) si y sélo si s < r(fu) para
cierto r < «, si y sélo si (1/r)s < fu para cierto r < a, si y sélo si (1/r)s < r'u
para ciertos r < ay v’ < 3, si y s6lo si s < rr’u para ciertos r < ay v’ < 3, si
y s6lo si s < r"u para cierto " < af3, si y sélo si s < (af)u. De aqui se sigue
obviamente la igualdad. m

Para terminar con los resultados bésicos sobre longitud de segmentos demos-
tramos una caracterizacién sencilla que nos serd ttil en el capitulo préximo.

Teorema 2.17 Sea m una aplicacion que a cada segmento le asigna un nimero
real positivo y que cumpla las propiedades siguientes:

1. Siu=wv entonces m(u) = m(v),
2. Para todo par de segmentos u, y v se cumple m(u + v) = m(u) +m(v).
Entonces, para todo par de segmentos u, v se cumple

m(v)

v
m(u)  u
DEMOSTRACION: Para todo ndmero natural ¢ se cumple por hipétesis que
m(qzx) = gm(x), y si aplicamos esto a x = u/q tenemos que m(u) = gm(u/q), o
equivalentemente
m(u/q) 1

m(u) g
Multiplicando esta igualdad por un niimero natural p obtenemos, para cualquier
nimero racional positivo r = p/q, que

m(ru) _

m(u)

Si dos segmentos cumplen & < y, entonces existe un segmento z tal que y = z+z,
luego m(x) < m(z) + m(z) = m(y). Por lo tanto, si o es un numero real
arbitrario y 7, s son niimeros racionales tales que r < a < s tenemos

_ m(ru)  m(au) = m(ru)
m(u) — m(u)  m(u)
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Como esto es vélido para todo 7 y todo s, ha de ser

m(au)
=a.
m(u)
Expresando v = a u tenemos la relacion buscada. ]

Lo que afirma este teorema es que si una aplicacién m cumple las propiedades
indicadas, tomamos una unidad de longitud « y llamamos k = m(u), entonces
m asigna a cada segmento su longitud multiplicada por k.

2.2 Complementos sobre naimeros reales

Recogemos aqui algunos conceptos y propiedades adicionales sobre los ni-
meros reales que acabamos de construir y que a menudo resultan ttiles.

Definicién 2.18 Llamaremos Rt al conjunto de los nimeros reales positivos
(mayores que 0), llamaremos R~ al conjunto de los niimeros reales negativos
(menores que 0). Definimos el signo de un nimero real o como

4+1 sia>0
siga = 0 sia=0
-1 sia<0

Llamaremos valor absoluto o mddulo de un nimero real « al ntmero

la| = a sia>0
Tl —a sia<0

La demostracion de las propiedades siguientes no ofrece ninguna dificultad:

L |al =0,

2. Jal = |- al,

3. la] < Bsiysdlosi —F < a<p,
4. |a+ Bl < la| + 18],

5. lal - 11| < lo — A,

6. |af| = o]

Todo numero real o estd comprendido entre dos niimeros enteros. Llamare-
mos parte entera del nimero « al tnico nimero E[a] que cumple: E[a] € Z y
E[o] < @ < Ela]+ 1. Es ficil probar que siempre existe un inico nimero entero
en estas condiciones.
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Definicién 2.19 Si « y [ son nimeros reales definimos los conjuntos:

Ja.fBl={zeR|a<z<pf} [ofl={zeR|[a<z<p}
lo,fl={zeR|a<z<F} [a,f[={zeR|a<z<f}

Podemos considerar estas mismas definiciones en R = R U {—o00, 400} y asi
tenemos en particular

|—o0,Bl={zeR|z< b} Jo,+xc[={zeR|a<z}
|—00,8l={x eR |z < B} [a,+x][={zceR|a<za}.

Los conjuntos de cualquiera de estos tipos reciben el nombre de intervalos.

La interpretacién geométrica de los intervalos es clara. El teorema siguiente
es una forma generalizada del axioma D, pero lo demostramos a partir de la de-
finicién de los nimeros reales, es decir, sin hacer uso de los axiomas geométricos.

Teorema 2.20 Los intervalos de R son exactamente los subconjuntos I de R
que cumplen la propiedad siguiente: sia, €1 ya <~y <3, entonces v € I.

DEMOSTRACION: Es claro que todos los intervalos cumplen la propiedad
indicada. Sea I un subconjunto de R con dicha propiedad.

Si I = @, entonces I = |a, af, que es un intervalo. Supongamos que I no es
vacio.

Sean o y (3 el infimo y el supremo de I, respectivamente en R.

Siz € Ja, B, por definicién de supremo e infimo, existen nimeros u,v € I de
manera que @ < u < z < v < 3, luego x € I, es decir, |a, 8] C I, y obviamente
I C [o, B]. Esto da lugar a cuatro casos segtn si a y 3 estdn o no en I, lo que
nos lleva a una de las igualdades: T = |a, 5[, I =], 8],1 = [, B[, I = [, 3]

Veamos ahora que existen ntimeros irracionales. Para ello probamos lo si-
guiente:

Teorema 2.21 Para todo nimero real o > 0 existe un unico numero real 3 > 0
tal que oo = 2. Diremos que [ es la raiz cuadrada de « y lo representaremos

por /.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que a > 0. Sea [ el supremo del con-
junto de nimeros reales cuyo cuadrado es menor que «. Estd acotado superior-
mente por cualquier nimero real mayor que « y que 1, luego (8 es ciertamente
un ntimero real. Supongamos que a < 3?. Tomemos un ndmero natural n que
cumpla n > 1/8y n > 23/(8% — a). Asi 26/n < 32 — a y en consecuencia

1\, 11, 1
677 :ﬁ 72ﬂ*+72>ﬁ *ﬁ +Oé+72>05.
n n n n

Es claro que cualquier niimero cuyo cuadrado sea menor que « ha de ser menor
que 8 —1/n, luego este nimero es una cota superior del conjunto de todos ellos,
en contra de que ( sea su supremo.
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Supongamos ahora que 32 < «. Entonces tomamos un ntimero natural n
que cumpla n > 48/(a — %) y n? > 2/(a — 3?). Asi

2 132 _ A2
<5+1> :ﬂ2+2ﬁ1+%<62+a F el pia-p=a,
n n o n 2 2

luego 5+ 1/n es un niimero mayor que [ perteneciente al conjunto del que 3 es
el supremo, lo cual es imposible. Por lo tanto ha de ser 52 = a.

La unicidad es clara, pues si 7y es cualquier otro ntimero real positivo entonces
Y2 <pB?207%> 3% seginsiy<Boy>p. "

Es conocido que un ntimero natural no es un cuadrado en Q salvo que sea un
cuadrado en Z, por lo que v/2, v/3, /5, etc. son ejemplos concretos de ntimeros
irracionales.

Ejercicio: Probar que entre dos nimeros reales cualesquiera existe un nimero irra-
cional.

El teorema anterior admite una generalizacién que jugard un papel esencial
mas adelante.

Teorema 2.22 Todo polinomio de R[z] de grado impar tiene una raiz en R.

DEMOSTRACION: Probemos en primer lugar que si P(z) es un polinomio no
constante, ¢ € R y € > 0, entonces existe un § > 0 tal que si |h| < ¢ entonces
|P(c+ h) — P(c)| <e.

n
En efecto, si P(z) = Y. axz®, entonces
k=0

n k n k—1
P(c+h) = Z ay Z (f) AR = P(e) + Z ay Z (f) chFi
k=0 =0

k=0 =0
luego si A < 1 se cumple

n k

|P(c+ h) — P(c)] g( (lz)ak|c|i)|h| = K|hl.

k=01

|
—

Il
=]

Basta tomar § = ¢/ K.
Por otro lado, si suponemos que P(x) es ménico (es decir, a,, = 1),

P()"

n
:1+M+...+@ .
x x
Si tomamos |z| > nméx; |a;| y |z| > 1, se cumple |a;/z?| < 1/n, luego
Ap— agm
Dnlo 20 o
x x

con lo que
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es decir, P(z) y 2™ toman el mismo signo cuando |z| es suficientemente grande.
Si n es impar P toma valores positivos y negativos. Mds atin, existe un niimero
real o tal que P(t) < 0 siempre que t < xy. Esto prueba que el conjunto

A={z€eR|P(t) <0 para todo ¢t < z}

no es vacio. Por otra parte cualquier x tal que P(z) > 0 es una cota superior
de A, luego a = sup A es un ndimero real. Veamos que P(«a) = 0.

Notemos que si t < « entonces existe un « € A tal que t < = < «, luego
P(t) < 0. Si P(a) > 0 tomamos 0 < € < P(«) y sabemos que existe un 6 > 0
de modo que |P(a—§/2) — P(a)| < €, luego P(aw—6/2) > P(a) — e > 0, y esto
es imposible.

Supongamos ahora que P(a) < 0. Entonces tomamos P(a) < —e < 0, con
lo que existe un 6 > 0 de modo que si |h| < § entonces |P(a + h) — P(a)| < e,
luego P(a+ h) < P(a) + € < 0. Esto implica que a4+ § € A, lo cual es también
imposible.

Concluimos que P(a) = 0. n

Si aplicamos el teorema anterior al polinomio =™ —a, con n impar, concluimos
que todo numero real tiene al menos una raiz n-sima, es decir, que existe un
nimero b tal que b™ = a. Este ntimero b es tnico, pues si hubiera otro b’
tendriamos que (b/b')™ = 1 (podemos suponer a # 0), pero entonces b/b' = 1,
ya que si b/l < 1 entonces (b/b')™ < 1y si b/t > 1 entonces (b/b')™ > 1.

Llamaremos %/a a la tnica raiz m-sima de a, donde m es impar. Notar que

el signo de %/a es el mismo que el de a.

Si m no es impar pero a > 0 entonces a también tiene raices m-simas.
Concretamente, si m = 2"m’, donde m’ es impar, basta calcular r veces la
rafz cuadrada de ™/a. Sin embargo ahora tenemos dos raices cuadradas, pues
si b es una raiz m-sima de a con m par, es claro que —b también lo es. El
argumento anterior prueba, no obstante, que todo a > 0 tiene una unica raiz
m-sima positiva.

Si a > 0, llamaremos %/a a su Unica raiz m-sima positiva.

Es inmediato comprobar que si a < 1 entonces %/a < 1, mientras que si
a > 1 entonces ¥a > 1.

Ahora observamos que si m > 1 es un ntumero natural, n es un nimero
, oy n ’ A
entero y a un nimero real positivo entonces ( \/E) depende sélo del niimero

racional n/m, pues si k es un ndmero natural no nulo, (k%)km = a, luego
( ’“%)k = %/a, luego ( ’”‘%)Im =( %)n Por consiguiente podemos definir

aVm = (’{‘/E)n, para todo % € Q.

Haciendo m = 1 vemos que esta exponenciacién extiende a la usual (para
exponentes enteros). Es muy simple comprobar que se conservan las propiedades
bésicas:

a®=1, a'=a, 1"=1, a"*=d"a®, da*=(a")% a"=—.
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Ademss si r < s entonces a” < a® si a > 1, mientras que a®* < a” si a < 1.
En efecto, basta comparar a®*~" con 1, luego basta probar que si r > 0 entonces
a” es mayor o menor que 1 segun lo sea a, pero esto es inmediato.

Sia >1y a € R definimos a® = sup{a” | r € Q, r < a}. Es claro
que a® asi definido es un nimero real positivo. Ademds es inmediato que esta
exponenciaciéon con exponentes reales coincide con la que ya tenfamos definida
cuando los exponentes son racionales. Sia < 1 en la definicién hemos de cambiar
el supremo por un infimo. Por simplicidad supondremos siempre a > 1, pero el
lector debe comprobar que todo vale igualmente cuando a < 1.

Se siguen cumpliendo todas las propiedades elementales:
=1, a'=a, 1°=1, a*TP=0a%" a*’= (ao‘)57 a ¢ =—.

Comprobaremos la cuarta como ejemplo:

Sir < a, s < son dos numeros racionales, entonces r + s < « + 3, luego
por definicién a™* < a®*? luego a"a” < a®*P, luego a” < a®*#/a®. Tomando
el supremo para r < a concluimos que a® < a®*#/a®, luego a® < a®*?/a% y
andlogamente a” < a®*8 /a®, luego a®a” < a®*h.

Sir < a4+ (8 es un nuimero racional, de la definicién de suma de ntmeros
reales se sigue facilmente que r < s+ ¢, donde s < «, t < 3 son dos nimeros
racionales. Asf a” < a®a’ < a®a”, luego tomando el supremo para r < o +
queda a®*t? < a%a”.

Si a < f3, existen racionales a < 7 < s < 3, luego a® < a” < a® < d” (si
a < 1 hay que cambiar el sentido de la desigualdad).

Con esto tenemos probado que la funcién ezponencial exp, : R — R* dada
por exp,(z) = a® es un monomorfismo de grupos. Veamos que es suprayectivo,
es decir, que para todo 3 € R existe un o € R tal que a® = (.

En primer lugar probamos que si @ > 1 y x € R existe un natural n tal que
a™ > x. En efecto, haciendo a = 1+ b, con b > 0 el teorema del binomio de
Newton nos da que a™ > 1 4 nb, luego basta tomar n > (z —1)/b.

Tomamos o = sup{z € R | a® < (}. La observacién anterior prueba
en particular que el conjunto estd acotado superiormente. Si 7 < « entonces
a” < B por definicién, luego tomando supremos resulta que a® < 3. No puede
ser a® < 3, pues entonces 1 < b/a® y existiria un natural n tal que a < (b/a®)",
es decir, al/" < b/a®, o también a®t1/m < B, en contradiccién con la definicién
de a. Asi pues, a® = (.

Definimos la funcién logaritmica log, : RT — R como el isomorfismo in-
verso de la funcién exponencial exp,.

Las propiedades siguientes de la funcién logaritmica se demuestran inmedia-
tamente a partir de las de la funcién exponencial:

_ logy(a)

log, () = log, (@) + 108, (8),  log,(a”) = 5 log, (@), log,(a) = L.
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2.3 Amplitud de angulos

Vamos a asignar un numero real a cada angulo tal y como hemos hecho
con los segmentos. Dado un angulo L, el dngulo nL, es decir, la suma de L
consigo mismo n veces, no esta definido para todos los nimeros naturales n
(puede incluso no estar definido para n = 2). En cambio el teorema 2.2 asegura
que (1/n)L estéd definido para todo n. Es claro entonces que rL esté definido al
menos para todo nimero racional menor o igual que 1. Mas atn, si estd definido
para r = p/q, entonces estd definido para n/q, para todo n < p, de donde es
facil ver que si rL estd definido para un nimero racional r > 0, también lo esta
para todo numero racional positivo menor. El teorema siguiente prueba que
ciertamente hay nimeros para los que 7L no esta definido junto con otro hecho
importante.

Teorema 2.23 Sea L un dngulo. Entonces

1. Eziste un nimero real i > 0 tal que rL estd definido exactamente para los
numeros racionales que cumplen 0 < r < p.

2. Dados dos angulos U < V', hay un nimero racional r tal que U < rL < V.

DEMOSTRACION: Supongamos que nL estd definido para todo nimero na-
tural n. En particular los angulos nL han de ser todos agudos, pues si nL fuera
recto u obtuso entonces no estarfa definido 3nL. Sea AOB un angulo recto y
consideremos puntos A, en AB tales que A/O\An = nL. Aplicando como de
costumbre el axioma D probamos que el conjunto X de los puntos P en AB
tales que AOP < A/O\An para algin n (mds los puntos menores o iguales que A
respecto al orden <4p) es una semirrecta de origen un punto C' en AB.

Entonces AOC' es mayor o igual que todos los angulos nL. En particular
podemos restarle un dngulo menor que L y obtener un punto D en AB anterior
a C tal que DOC < L. Entonces D estd en X, luego existe un n tal que
A/O\C’ < A/O\An Pero entonces

A0C = AOD + DOC < AOA, + L = AOA, 1,

mientras que ha de ser A/O\An_H < A/O\C’ Por lo tanto nL no estd definido
para algin n (ni para ningin nimero racional posterior) y asi el conjunto de
los niimeros racionales r para los que rL esta definido tiene un supremo g en
R, que es el nimero buscado.

De aqui se deduce que dados dos angulos L y L’ existe un ntimero natural
n tal que (1/n)L < L'. En efecto, si fuera L’ < (1/n)L para todo n, entonces
es claro que nL’ estaria definido para todo n, en contra de lo que acabamos de
probar.

Sean ahora dos angulos U < V. Existe un nimero natural n de manera que
(I/n)L <V —U < V. Ahora observamos que si A es cualquier dngulo menor
o igual que U, entonces A + (1/n)L estd definido y es un dngulo menor que
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U+ (V—-U)=V. Por lo tanto, o bien U < (1/n)L < V o bien podemos ir
calculando (1/n)L, (2/n)L, etc., definidos mientras sean menores o iguales que
U. Como no puede haber definidos infinitos multiplos de (1/n)L, ha de haber
un k tal que (k/n)L < U pero

k1
U<%L<V,

como habia que probar. n

Ahora ya podemos definir la medida de angulos:

Teorema 2.24 Sea L un dngulo cualquiera y sea u la constante del teorema
anterior.

1. Para todo nimero real 0 < « < u existe un unico dngulo oL (salvo
congruencia) tal que para todo nimero racional 0 < r < « se cumple
rL < a L y para todo nimero ractonal o < r < p se cumple rL > a L.

2. Para todo dngulo L' existe un dnico nimero real 0 < o < p tal que
L' =« L. En particular p L es un dngulo llano.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que o < u. Sea un ntimero racional
a < s < p. Sea sL = AOB. Sea X el conjunto de puntos P del intervalo

AB tales que OAP < rL para algin numero racional r < « (mds los puntos
anteriores a A). Aplicando el axioma D tal y como es habitual obtenemos que

X es una semirrecta de origen un punto C' que determina un angulo A0C , que
es al que vamos a llamar aL.

Si r < o existen un numeros racionales 7 < r’ < r” < a. Si 'L = AOP,
entonces P € AB (porque r'L < sL) y AOP < "L, luego P esté en X y por
lo tanto es anterior a C, lo que implica que rL < 'L < aL.

Si o < r entonces existen nimeros racionales a < v’ < ry r’ < s. Si
ponemos 'L = AOP, entonces P no estd en X, luego es posterior a C, luego
oL <r'L <rL.

El segundo apartado del teorema anterior garantiza que oL es unico y que
no depende més que de la clase de congruencia de L (si hubiera dos éngulos
con la misma propiedad, uno seria menor que el otro y podriamos intercalar un
dngulo rL entre ambos que incumpliria la propiedad que acabamos de probar).

Es claro que si definimos pL como un angulo llano se cumple también el
teorema en este caso (ningun dngulo no llano tiene la propiedad, pues serfa
posterior a un rL).

Dado un dngulo L', sea « el supremo del conjunto de los niimeros racionales
tales que rL < L’. Necesariamente entonces al, < L', y si fuera estrictamente
menor, existirfa un ndmero racional r tal que al < rL < L', pero entonces
serfa r < « por definicién de o y r > a por definicién de L. La unicidad de «
es clara. n

Es claro que si « es un nimero racional aL coincide con el definido algebrai-
camente mediante sumas y divisiones. Asi mismo se demuestran sin dificultad
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(v de modo totalmente andlogo al caso de los segmentos) las propiedades si-
guientes:

Teorema 2.25 Sean «, B niumeros reales y L, L' dos dngulos. Entonces se
cumplen las propiedades siguientes (donde suponemos que las sumas y productos
estdn definidos)

1. Sia < (3, entonces aL < BL,
2. Si L < L' entonces aL < oL/,
3. (a+B)L=al+ L,

4. o(L+ L) =al+al,

5. (a(BL)) = (ap)L

La interpretacion geométrica de estas propiedades es la misma que en el caso
de las longitudes de segmentos. En particular, si fijamos una unidad de angulos
arbitraria U, definimos la amplitud de un angulo L con respecto a esta unidad
como el numero o que cumple . = aU. Para que nuestra notacion coincida
con la habitual, vamos a adoptar provisionalmente un convenio no habitual:
llamaremos 7 a la amplitud de un angulo llano respecto a la unidad de angulos
que consideremos.

El teorema 1.49 puede reenunciarse ahora como que la suma de dos dngulos
de un tridngulo es siempre menor que 7. En realidad podemos probar un poco
mas:

Teorema 2.26 (Lagrange) La suma de los tres dngulos de un tridngulo es
menor o igual que T.

DEMOSTRACION: Dado un tridngulo ABC cuyos angulos midan a, b y c,
consideramos el punto medio M del lado AB y prolongamos el Segmento AM
hasta un segmento AD = 2AM. Es claro entonces que AMC = DMB con lo
que el triangulo ABD resulta tener un angulo igual a b+ ¢ y otros dos angulos
x e y tales que a = z +y. Uno de estos dos serd menor o igual que a/2.

C D

Y b
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De este modo, dado un tridngulo arbitrario hemos obtenido otro cuyos
angulos suman la misma cantidad pero uno de ellos es menor o igual que la
mitad de uno de los dngulos originales. Repitiendo el proceso podemos obtener
tridngulos con la misma suma de dngulos y donde uno de ellos sea menor o igual
que a/2". Si la suma de los dngulos del tridngulo original fuera 7 + €, entonces
podemos llegar a un tridngulo cuyos angulos sumen 7 + ¢ con uno de ellos me-
nor que €. Por lo tanto, los otros dos sumaran al menos 7, lo cual contradice al
teorema 1.49. L]

Terminamos lo referente a la medida de dngulos con un resultado andlogo al
teorema 2.17. Omitimos la prueba por ser completamente analoga.

Teorema 2.27 Sea m una aplicacion que a cada dngulo le asigna un nimero
real positivo y que cumpla las propiedades siguientes:

1. Si L=L" entonces m(L) =m(L'),
2. Si L, y L' se pueden sumar, entonces m(L + L") = m(L) +m(L’).
Entonces, para todo par de dngulos L, L' se cumple

m(L) L
m(L') L'

2.4 Arcos y sectores circulares

Fijemos una circunferencia w de centro O y radio r. Si Ay B son dos puntos
de w no diametralmente opuestos (es decir, no alineados con O), llamaremos arco
menor de extremos A y B a la interseccién de w con AOB. El arco mayor de
extremos A y B es el conjunto formado por los puntos de w que no estédn en el
arco menor, mas los puntos A y B. Diremos que estos dos arcos son mutuamente
complementarios.

Un arco determina a sus extremos, pues son los tnicos puntos P con la
propiedad de que todo dngulo de vértice O y que contenga a P en su interior
(es decir, no en su frontera) contiene puntos de w externos al arco.

Si Ay B son puntos de w diametralmente opuestos llamaremos arcos de ex-
tremos A y B a las intersecciones de w con los dos semiplanos determinados por
la recta AB. Asi tenemos dos pares de arcos complementarios, sin que podamos
decir que uno es mayor que otro. Estos arcos se llaman también semicircunfe-
rencias. Las semicircunferencias determinan sus extremos del mismo modo que
los demés arcos. Usaremos la notacién AB para referirnos a un arco de extremos
Ay B en una circunferencia dada, pero hemos de tener presente que AB no
determina el arco, sino que éste depende de la circunferencia y ademads hay dos
arcos distintos con los mismos extremos. Cuando no sean semicircunferencias
los distinguiremos si conviene como ABy; (arco mayor) y AB,, (arco menor).

El segmento que une los extremos de un arco se llaman cuerdas del arco.
Dos arcos complementarios comparten la misma cuerda.
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Si en lugar de partir de una circunferencia partimos de un circulo obtenemos
las definiciones de sector circulary semicirculo. La frontera de un sector circular
esta formada por dos radios OA, OB y un arco de extremos A y B, de modo
que los arcos se corresponden biunivocamente con los sectores, por lo que es
equivalente trabajar con unos u otros.

Los arcos admiten la caracterizacién siguiente:

Teorema 2.28 Los arcos de extremos A y B en una circunferencia w son las
intersecciones con w de los semiplanos determinados por la recta AB.

DEMOSTRACION: Si AB pasa por el centro O de w los arcos de extremos
A 'y B son semicircunferencias, y el resultado es cierto por definicién. Supon-
gamos el caso contrario. Si P es un punto del arco menor Aer, entonces P
estd en el angulo A/OE, luego la semirrecta 0’15 corta al segmento AB. Como
este segmento estd contenido en el circulo, el punto de corta ha de estar en
OP, y esto significa que O y P estdn en semiplanos distintos respecto a AB.
Reciprocamente, si P es un punto de w en el semiplano opuesto a O respecto a
AB, entonces OP ha de cortar a AB. Como OP est4 contenido en el circulo,

el punto de corte ha de estar en AB, luego la semirrecta O_])-j esta contenida en
m, lo que se traduce en que P esta en A/Em.

Con esto hemos probado que Aer es la interseccién de w con el semiplano
de AB que no contiene a O. Obviamente entonces el arco mayor ha de ser la
interseccién de w con el semiplano que contiene a O. [

Definicién 2.29 La amplitud de un arco de extremos AB (en un circulo de

—_—
centro O) es la del dngulo AOB si el arco es menor, 27 menos esta amplitud si
es mayor y 7 si son semicircunferencias.

De este modo, los arcos menores son los arcos de amplitud menor que 7 y los
mayores son los de amplitud mayor que m. Podemos pensar en las circunferencias
como arcos de amplitud igual 27.

Teorema 2.30 Sean AB Yy BC' dos arcos de una circunferencia con el extremo
B como unico punto comin. Entonces ABU BC' es un arco de extremos A y
C, y su amplitud es la suma de las amplitudes de los arcos dados.

DEMOSTRACION: Sea O el centro de la circunferencia que contiene a los ar-
cos. Representemos por m(X) la amplitud de un dngulo o arco X. Supongamos
que la amplitud de uno de los arcos es mayor que 7, por ejemplo m(A/E) > .
Entonces AB es un arco mayor, luego esta contenido en el complementario del
angulo AOB. Como BC no tiene puntos en comun con AB (salvo B) ha de
estar contenido en AOB. En particular C' es un punto interior de este dngulo,
luego AOB = AOC + COB. Es claro entonces que ABUBC = ACy. Ademés

N >

m(ACy) = 27 — m(A/O\C) =27 — m(m) + m(@) = m(AB) + m(BC).
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Si uno de los arcos tiene amplitud 7 la prueba es casi idéntica. Supongamos
ahora que ambos arcos son menores que w. Esto significa que ambos arcos son
menores, luego estan contenidos en los dngulos A0B y BOC. Llamemos A’ y
B’ a los puntos diametralmente opuestos a A y B.

Notemos que A y C han de estar en semiplanos opuestos respecto a BB/,
pues en caso contrario los angulos AOB y BOC estarfan uno contenido en otro,
y los arcos también. Por lo tanto C' estd en uno de los dos angulos BOA o

Si C estd en BOA’ (incluyendo el caso C' = A’) entonces tenemos la relacién
A0C = A/O\B+B/O\C, luego ABUBC = AC,, y la relacién entre las amplitudes
es clara. - e

Si C estd en A’OB'’ entonces BOC = BOA’ + A’OC, luego

P e\

ABUBC = ABUBA UAC = AA' U AC,, = ACy,

VY
donde AA’ es la semicircunferencia que contiene a B. Las amplitudes cumplen
la relacién indicada:

m(ACy) = 27 —m(AOC) =21 — 7 +m(A'0C) = 1 + m(A'0C)
= m(AOB) + m(BOA") + m(A'0C) = m(AOB) + m(BOC)

m(AB) + m(BC).



Capitulo III

La geometria euclidea

Los resultados de los capitulos anteriores eran intuitivamente evidentes, o
por lo menos susceptibles de ser justificados sin méas que observar una figura.
En este capitulo nos ocuparemos de resultados més profundos, de los que ya
no puede decirse lo mismo. Por una parte nos serviran para comprender que la
geometria encierra resultados nada triviales de interés en si mismo, y por otra
una parte de ellos nos pondran en condiciones de sumergir completamente la
geometria en la teoria de conjuntos, de lo cual nos ocuparemos en el capitulo
siguiente.

3.1 El axioma de las paralelas

Recordemos del capitulo anterior que dos rectas son paralelas si estan conte-
nidas en un mismo plano y no tienen puntos en comun, asi como que dos planos
son paralelos si no tienen puntos en comin. Muy poco es lo que podemos decir
sobre rectas y planos paralelos sin mas base que los axiomas que hemos dado
hasta ahora. Probaremos tan sélo la existencia.

Teorema 3.1 Por un punto exterior a una recta pasa una paralela.

DEMOSTRACION: Dada una recta r y un punto exterior P, sea s la perpen-
dicular a r por P y sea t la perpendicular a s por P contenida en el plano de
r y s. Las rectas r y t han de ser paralelas, pues si se cortaran formarian un
tridngulo con dos angulos rectos. m

Teorema 3.2 Por un punto exterior a un plano pasa un plano paralelo.

DEMOSTRACION: Sea 7 un plano y P un punto exterior. Sea r la recta
perpendicular a 7w por P, sea m; el plano perpendicular a r por P. Entonces m
y 71 son planos paralelos, pues si tuvieran un punto en comun @, el tridngulo
formado por P, @ y la interseccién de r con 7 tendria dos angulos rectos. m

Introducimos ahora el dltimo axioma de la geometria. Con ello estaremos
en condiciones de formalizar cualquier razonamiento geométrico intuitivo.

49
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Definicién 3.3 Una geometria (tridimensional) euclidea es una geometria que
satisfaga los axiomas A, B, C, D junto con el axioma siguiente:

Axioma E Por un punto exterior a una recta pasa una tnica paralela.

El hecho anélogo para planos se demuestra facilmente:
Teorema 3.4 Por un punto exterior a un plano pasa un unico plano paralelo.

DEMOSTRACION: Sea 7 un plano y P un punto exterior. Sea r la perpen-
dicular a w por P y sea 7 el plano perpendicular a r por P. Hemos probado
que m; es paralelo a m. Veamos que es el unico posible. Si 7y es otro plano
paralelo a m que pasa por P, entonces 71 y 72 se cortaran en una recta s (que
contiene a P y es perpendicular a ). Sean t; y o las rectas perpendiculares
a s por P contenidas en m; y mo. Entonces r, t; y to son coplanares (por ser
perpendiculares a s por P), y el plano que forman corta a 7 en una recta t (que
pasa por el punto de interseccién de r y 7). Por lo tanto las rectas t, t1 y to
son coplanares, pero t1 y t2 son dos paralelas a t que pasan por P, luego han
de coincidir. Asi pues, m; y 7 tienen en comun las rectas perpendiculares s y
t1, luego m = mo. n

Teorema 3.5 Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas o coincidentes.

DEMOSTRACION: Sean r; y ro paralelas a r3. Supongamos que 71 y 72 1o
son paralelas ni coincidentes. Sea 7 el plano que contiene a 71, r3 y sea my el
plano que contiene a ro y r3. Si m; = mo entonces 1 y 72 estan en el mismo
plano, y como no son paralelas se cortan en un punto P, con lo que r3 tiene dos
paralelas distintas por P, contradiccion.

Si 71 # o entonces la interseccién de ambos planos es la recta r3. Sea 7 el
plano que contiene a 1 y a un punto @ de r3. Entonces 7 corta a ms en una
recta ' disjunta de r3 (pues si R estd en 7/ Nrs entonces R no puede estar en
r1, ya que entonces estaria en m; N w9 = r3 y por tanto en r; Nr3. De aqui que
T = mp, pues tienen a 1 y a R en comun, luego r’ = r3 y Q estarfa en ro Nr3).
Por lo tanto 7’ es paralela a r3 y pasa por un punto de rg, luego ' = ry. De
nuevo tenemos que ry y 72 estdn en un mismo plano, y concluimos como antes.

| |

Mas facilmente se demuestra:
Teorema 3.6 Dos planos paralelos a un tercero son paralelos o coincidentes.

Consideremos una figura formada por dos rectas r y s que cortan a una
recta t en puntos distintos P y Q). De los ocho dangulos determinados por los dos
cortes, llamaremos dngulos internos de la figura a los dos que tienen vértice Py
que estan contenidos en el semiplano de r que contiene a @), asi como a los dos
que tienen vértice ) y estan contenidos en el semiplano de s que contiene a P.
Hay, pues, cuatro dngulos internos, dos con vértice P, uno en cada semiplano
respecto a t, y dos con vértice (), también uno en cada semiplano respecto a t.



3.1. EIl axioma de las paralelas 51

Los cuatro angulos restantes son externos. También hay dos en cada vértice y
cada uno en un semiplano distinto respecto a t. Diremos que dos angulos son
alternos si tienen vértices distintos y estan contenidos en semiplanos distintos
respecto a t.

t
angulos alternos
P, externos
T 4ngulos alternos
Internos angulos alternos
internos
$ 4ngulos alternos
externos

Teorema 3.7 Sean r y s dos rectas que corten a una recta t en dos puntos P
y Q. Entonces v y s son paralelas si y solo si los angulos alternos internos que
determinan son iguales.

DEMOSTRACION: Si los dngulos alternos internos son iguales, entonces dos
angulos internos no alternos son suplementarios, luego no pueden ser los angulos
de un tridngulo, cosa que ocurriria si las rectas r y s se cortaran.

Supongamos ahora que r y s son paralelas. Tomamos uno de los dngulos
internos de vértice P y lo transportamos a un angulo de vértice ), con un lado
igual a Cj):’ y con el otro lado en el semiplano opuesto al dngulo de partida
respecto de t. La prolongacién de dicho lado es una recta s’ de modo que ¢
determina dngulos alternos internos iguales en r y s’. Por la parte ya probada
r y s’ son rectas paralelas, y como s’ pasa por @, por el axioma E ha de ser
s = s, luego ciertamente los dngulos alternos internos son iguales. m

Asi pues cuando una recta t corta a dos rectas paralelas r y s se forman ocho
angulos divididos en dos grupos de cuatro que son iguales entre si. Los de un
grupo son los suplementarios de los del otro grupo. Como aplicacién inmediata
tenemos el hecho siguiente:

Teorema 3.8 La suma de los angulos de un tridngulo es igual a 2.

DEMOSTRACION: Dado un tridngulo cualquiera ABC, trazamos la paralela r
al lado BC por el punto A. Obviamente r deja a B y C' en un mismo semiplano.

r P A Q
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Las semirrectas AB y AC’ dividen a dicho semiplano en tres dngulos cuya
suma es 2. Uno de ellos es A7 y los otros dos son iguales a B y C por el teorema
anterior.

Con mas detalle: tomemos puntos Py @Q a ambos lados de A en r. Entonces
los angulos PAB y PAC estén contenidos en el mismo semiplano respecto a r
(pues  no corta a W) luego uno estd contenido en el otro. Supongamos por

ejemplo que PAB es el menor. Entonces AB estd contenida en P/A\C’ luego
corta a PC, luego P y C estédn en semiplanos distintos respecto a A AB, de donde
se sigue que PAB ABC son alternos mternos Asi pues, PAB = B, luego
PAC = @—I—W = A+ B. Por otra parte, QAC’ es adyacente a PAC Cy de
aqui que By (Q estén en semiplanos distintos respecto a AC, con 1 lo que @ QAC y
ACB son alternos internos. En total queda que A+B+C = PAC’—l—CAQ = .

En particular, si dos tridngulos tienen dos angulos iguales, de hecho tienen
los tres dngulos iguales, luego el criterio de igualdad ALA puede aplicarse con
dos angulos cualesquiera, no necesariamente los contiguos al lado.

Definicion 3.9 Sean A, B, C, D cuatro puntos coplanares tales que la recta
AB sea paralela a C'D y la recta AD sea paralela a BC. Entonces C'y D estéan
en el mismo semiplano respecto a AB, A y B estéan en el mismo semiplano
respecto a CD, Ay D estdn en el mismo semiplano respecto a BC'y By C
estan en el mismo semiplano respecto a AD. A la interseccién de estos cuatro
semiplanos se le llama paralelogramo (gr. ‘de lineas paralelas’) de vértices A, B,
CyD.

Los segmentos AB, BC, CD y DA se llaman lados del paralelogramo. Dos
lados son contiguos si tienen un lado en comin y son opuestos en caso contrario.
La unién de todos ellos constituye su frontera.

Los angulos @7 m, BCD y CDA se llaman angulos del paralelogramo.
Los segmentos AC'y BD se llaman diagonales del paralelogramo. Dos vértices
son contiguos u opuestos segun si son extremos de un lado o de una diagonal.

A B

D C

Los paralelogramos son intersecciones de semiplanos, luego son convexos.
En particular las diagonales de un paralelogramo estan contenidas en él. No es
dificil probar que un paralelogramo determina sus vértices.

Teorema 3.10 Los lados y los lados opuestos de un paralelogramo son iguales,
los angulos contiguos son suplementarios, las diagonales se cortan por su punto
medio.
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DEMOSTRACION: Con la notacién de la definicién anterior, tenemos que A
y D estdn en el mismo semiplano respecto a BC', luego si D y B estuvieran
en el mismo semiplano respecto a AC' tendriamos que D perteneceria al dngulo
@, luego AD cortaria al segmento BC', cuando en realidad son paralelos.
Asi pues, B y D estdn en semiplanos distintos respecto a AC, por lo que BD
corta a AC. Similarmente llegamos a que AC ha de cortar a la recta BD, y
como el punto de corte ha de ser el mismo en ambos casos, concluimos que las
diagonales AC y BD se cortan en un punto P.

Es claro que dos dngulos contiguos, por ejemplo A y B son angulos internos
respecto a la figura formada por las rectas paralelas AD y BC cortadas por AB,
pero no son alternos, sino que ambos estan en el mismo semiplano respecto a
AB. Por lo tanto A y un angulo adyacente a B si son angulos alternos internos,
luego A y B son suplementarios. De aqui que dos dngulos opuestos sean iguales,
pues tienen un suplementario comun.

Puesto que A y C estan en semiplanos distintos respecto a BD, los dngulos
ABD y BDC son alternos internos, luego son iguales. Igualmente se cumple
que ADB = @, luego ADB = Cﬁ, lo que en particular implica que los
lados opuestos son iguales.

Es facil ver también que PAB = PCAD, de donde se sigue que PB = PD y
PA = PC, luego P es el punto medio de las diagonales. m

Definicién 3.11 Un rombo (gr. ‘alternado’) es un paralelogramo cuyos cuatro
lados son iguales. Un rectdngulo es un paralelogramo cuyos cuatro angulos son
iguales (luego los cuatro son rectos). Un cuadrado es un paralelogramo con los
cuatro lados y los cuatro angulos iguales.

Ejercicio: Probar que las diagonales de un rombo son perpendiculares, y son las
bisectrices de los dngulos que unen.

3.2 Semejanza de triangulos

Definicién 3.12 Dos tridngulos ABC'y A’ B'C’ son semejantes si sus lados son
proporcionales dos a dos, es decir, si

AB  AC _ BC

AB - ACT BCO

Este concepto de semejanza juega un papel muy importante en la geo-

metria euclidea, y ello se debe fundamentalmente a que vamos a probar que
dos tridangulos son semejantes si y sélo si sus angulos son iguales. Para ello
necesitamos un par de resultados previos. Conviene introducir el concepto si-
guiente:

Definicién 3.13 Diremos que dos tridngulos ABC y A’B’C’ estdn en posicion
de Tales si, nombrando los vértices adecuadamente, AiA’ , B estd en AB y
B'C’ es paralela a BC' (con lo que también C” estd en AC).
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B C

Es facil probar el teorema siguiente:

Teorema 3.14 Si dos tridngulos ABC Y ABC! estin en posicion de tales
entonces A = A', B = B' y C = C'. Reciprocamente, si ABC y ABC
cumplen estas igualdades eziste un tridngulo ATBC semejante a AB'C" de
modo que ABC Yy ATBC" estdn en posicion de tales.

Con ayuda de este hecho ya podemos probar el resultado basico:

Teorema 3.15 Sean Iy y lo dos semirrectas no alineadas de origen O. Sean
P y P’ puntos de ly y lo respectivamente distintos de O. Sean A y B dos
puntos cualesquiera de |y distintos entre si y distintos de O. Sean A’ y B’ los
puntos donde las rectas paralelas a PQ por A y B, respectivamente, cortan a
ly. Entonces la longitud de A’B’ depende de la longitud de AB, pero no de la
eleccion de los puntos A y B en lq.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que A estd més cerca de O que B.
Notemos que la recta paralela a P@Q por A ha de cortar efectivamente a lo, o
de lo contrario serian paralelas, luego PQ también seria paralela a I3, lo cual es
absurdo. Tracemos por A la paralela a ls, que cortard a BB’ en un punto X
(por el axioma B5).

[0) Q A B’

Los tridngulos BOB y BAX estan en posicién de Tales, luego se cumple
BAX = BOB’ = POQ. Lo mismo sucede con OPQ y OBB’, luego también
ABX = OBB' = OPQ.
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Esto significa que los dngulos del tridngulo ABX son independientes de la
eleccién de A y B. Por lo tanto, si hacemos elecciones distintas conservando
la longitud de AB obtendremos tridngulos iguales, luego los lados AX también
seran iguales, pero AX = A’B’ porque son los lados opuestos de un parale-
logramo. Asi pues, la longitud de A’B’ sélo depende de la longitud de AB.

|

Teorema 3.16 (Teorema de Tales) Si dos tridngulos estdn en posicion de
Tales entonces son semejantes.

DEMOSTRACION: Sean ABC y ABC tridAngulos en posicion de tales, di-
gamos con el vértice A en comun. Para cada segmento s podemos tomar dos
puntos Py @ en AB tales que PQ = s, transportarlos a 14—C>' mediante rectas
paralelas a BC de acuerdo con el teorema anterior y obtener asi un segmento
cuya longitud sélo depende de la longitud de s. Llamemos m(s) a esta longitud.
Es obvio que se cumplen las hipdtesis del teorema 2.17, luego en particular, y
teniendo en cuenta que AB se transforma en AC' y AB’ se transforma en AC’,
concluimos que

AB AC
AB AT
Ahora bien, los dos tridngulos dados tienen los dngulos iguales, luego (pa-
sando a otros congruentes) podemos ponerlos en posicién de Tales con otro
vértice en comun, por ejemplo B, y entonces obtenemos la igualdad que nos
falta para concluir que son semejantes. ]

Teorema 3.17 Dos tridangulos son semejantes si y solo si tienen los dngulos
1quales.

DEMOSTRACION: Si dos tridngulos tienen los 4ngulos iguales, entonces pue-
den ponerse en posiciéon de Tales, luego son semejantes. Supongamos ahora que
ABC y ATB'C" son dos tridngulos semejantes. Es claro que podemos construir
un tridngulo ATBO" en posicién de Tales respecto a ABC y de modo que
AA" = AA'. Entonces los tridngulos ABC y ATB7C" son semejantes y tie-
nen un lado igual. De la definicién de semejanza se sigue entonces que tienen
los tres lados iguales, luego son iguales. L]

Teorema 3.18 Dos triangulos son semejantes si solo si tienen un dngulo igual
y sus lados adyacentes proporcionales.

DEMOSTRACION: Sustituyendo uno de los tridngulos por otro congruente (y
por lo tanto semejante) podemos suponer que ambos tienen un éngulo coinci-

—_— —_— e
dente. Sean, pues ABC y AB’C’, donde las semirrectas AB y AC coinciden
— —
respectivamente con AB’ y AC’. Trazamos la paralela a BC que pasa por B’, la
cual cortard a AC en un punto C”. Por el teorema de Tales, el tridngulo AB’C"
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es semejante a ABC luego a AB'C’ , con lo que sus lados son proporcionales,
pero tienen un lado coincidente, de hecho todos sus lados han de ser iguales. En
particular AC7 = AC7, luego €' = C" y asi AB'C" es semejante a ABC. El
reciproco es obvio. L]

Teorema 3.19 (Teorema de Pitdgoras) En un tridngulo rectdngulo, el cua-
drado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

DEMOSTRACION: Sea ABC un tridngulo rectangulo, donde A es el angulo
recto. Sea P el punto donde la perpendicular a BC por A corta a BC. No puede
ocurrir que P coincida con B o con C, o de lo contrario el tridngulo tendria dos
angulos rectos. Ademds P ha de estar en el segmento BC, pues si, por ejemplo,

B estuviera entre P y C' los angulos PBA y CBA serian adyacentes, pero el
primero forma parte del tridngulo PBA, que tiene un dngulo recto en P, luego

PBA seria agudo, y@ serfa obtuso, lo cual es imposible. Por lo tanto P
estd ciertamente en BC.

A

B P C

El tridngulo rectdngulo ABP comparte un angulo agudo con el tridngulo
también rectdngulo C'BA, luego tienen dos—y por consiguiente tres—angulos
iguales, es decir, son semejantes. Asi pues

AB BC

BP AB

9

—_—
y por consideraciones andlogas sobre el tridngulo AC'P concluimos que

Por lo tanto

AB’ +AC° =BCBP+BCCP = BC(BP +CP) = BC".

De aqui se sigue facilmente que la diagonal de un cuadrado mide v/2 veces
su lado, luego no guarda una proporcién racional éste. Asi fue como los griegos
descubrieron la existencia de nimeros irracionales.
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Otra prueba sencilla del teorema de Pitdgoras se basa en el concepto de édrea.
Si observamos la figura, vemos que el drea del cuadrado se puede calcular de
dos maneras:

b
a2+4§ = (b+c).
Desarrollando se obtiene la igualdad a? = b2 + ¢2.

c b

Esta prueba supone que tenemos definida el drea de cualquier figura (o al
menos de una familia de figuras que contenga a los tridngulos y cuadrados),
asi como que el drea de una unién disjunta de figuras es la suma de las areas.
Probar esto en general resultaria muy laborioso en estos momentos, sin embargo
vamos a ver que con unos minimos resultados sobre dreas se puede justificar el
argumento.

Definicién 3.20 Se llama altura de un tridngulo a cualquiera de los segmentos
que une perpendicularmente un vértice con la prolongacién del lado opuesto.
Dicho lado se llama base del triangulo correspondiente a la altura considerada.
El punto donde la altura corta a la prolongacion del lado se llama pie de la
altura.

Teorema 3.21 Fl producto de una altura de un triangulo por su base corres-
pondiente no depende de la eleccion de la altura.

DEMOSTRACION: Sea ABC un tridngulo. Sea P el pie de la altura que
parte de A y sea @ el pie de la altura que parte de B. Hemos de probar que
AP BC = B—QE

Los triangulos APC y BQC tlenen los angulos iguales, pues por una parte
P y @ son rectos y por otra PCA=DBCA = BC’Q Por lo tanto son semejantes
y en consecuencia

Esto implica la igualdad buscada. L]
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Definicién 3.22 Llamaremos drea de un tridangulo ABC de altura h y base
correspondiente b al niimero real

1
(ABC) = 7 bh.

Todos los razonamientos que haremos en lo sucesivo en los que intervenga el
concepto de area se justificardn por el siguiente hecho evidente:

St unimos un vértice de un tridngulo con un punto del lado opuesto,
obtenemos dos triangulos con la misma altura y cuyas bases suman
la base del tridngulo original. Por lo tanto el drea del tridangulo de
partida es la suma de las dreas de los dos tridngulos resultantes.

Por ejemplo, una demostracién del teorema de Pitdgoras se obtiene divi-
diendo el cuadrado anterior en diez triangulos de acuerdo con la figura siguiente:

c b
2 7
b1
8 e
3 4 6
¢ 9
5
b
10
b c

Cada paréntesis en la igualdad siguiente significa una aplicacién del principio
de descomposicién que hemos indicado.

(14+2)+(7+8)+5+10+(3+4)+(6+9)

=(143)+5)+ (2+4)+(6+7) + ((8+9) +10).

El primer miembro es 2bc 4 a2, mientras que el segundo es

(b+c)b+(b+c)2+(b+c)c: b+b+c+c

_ 2
5 5 5 (b+c) 5 =(b+¢)*,

con lo que llegamos también a que a? = b% + 2.
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3.3 Relaciones entre angulos y arcos

Definicién 3.23 Diremos que un angulo estd inscrito en una circunferencia w
si su vértice estd en w y sus lados cortan a w (en otros puntos distintos de su
origen).

—_—
Cuando digamos que un angulo AV B esta inscrito en una circunferencia w
se sobreentendera que A, V' y B estan en w.

En estas condiciones, la interseccién de AV B con w es

B V' y uno de los arcos de extremos A y B, concretamente
el que no contiene a V. En efecto, si P es un punto de

la interseccion distinto de V', entonces la semirrecta V—]>3

esta contenida en el angulo, luego corta a AB, luego P

A y V estan en semiplanos distintos respecto a AB, luego

14 en arcos distintos. El reciproco se prueba igualmente.

Llamaremos arco abarcado por un angulo inscrito en una circunferencia al
arco formado por los puntos del dngulo contenidos en ella y distintos de su
vértice.

Teorema 3.24 Un dngulo inscrito en una circunferencia mide la mitad del arco
que abarca.

A DEMOSTRACION: Sea AV B un angulo inscrito en
una circunferencia w de centro O. Supongamos prime-
ramente que O esta en uno de los lados del angulo, por

4 0 B ejemplo e@. Sea « la amplitud de AV B. Como el
tridngulo VOA es isosceles, tiene dos angulos iguales
a «, luego el angulo VOA mide 7 — 2a, luego A0B
mide 2a.
Asi pues, el arco menor AB tiene amplitud 2, y éste es precisamente el arco
abarcado, pues claramente no puede contener a V.

Supongamos ahora que O esta contenido en AVB (pero no en su frontera).
Al igual que antes, sea o su amplitud. Sea P el punto diametralmente opuesto a
V. Entonces la semirrecta V—})D divide el angulo en suma de dos angulos inscritos
AVDP y PVB. El arco abarcado AB seré la unién de los arcos abarcados por
los sumandos, AP y PB. Como el tnico punto en comun entre estos dos es P,
la amplitud de la unién es la suma de las amplitudes. Si llamamos a; y oo a
las amplitudes de AVP y ?V\B7 por el caso anterior tenemos que la amplitud
de AB es 2001 + 2a9 = 20 o

Por ltimo supongamos que O no estd contenido en AV B. Sea como antes
P el punto diametralmente opuesto a V. Ahora A y B estdn en un mismo
semiplano respecto a V' P, luego uno de los angulos AV P o BV P esté contenido
en el otro. Supongamos que el segundo es el menor. Entonces tenemos la
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descomposicion AVP = AVB + gV\P, y la misma relacién se tiene entre los
arcos abarcados por los tres (igual que en el caso anterior). Aplicando el primer

caso a los dangulos AV P y BV P, obtenemos la relaciéon buscada. L]

El teorema anterior es valido también en el caso en que uno de los lados del
angulo sea tangente a la circunferencia. Entonces tenemos lo que se llama un
angulo semiinscrito:

Definiciéon 3.25 Diremos que un angulo esta semiinscrito en una circunferen-
cia w si su vértice estd en w, uno de sus lados es tangente a w y el otro es
secante.

A Iy Si EE estd semiinscrito a w, 1 corta a wen Ay
lo es tangente, es facil ver que el arco abarcado por
el angulo, es decir, su interseccién con w es el arco

P } V VA contenido en el mismo semiplano que l5 respecto a
0] V A. Distinguiendo tres casos, segiin que el angulo sea

agudo, recto u obtuso y usando el teorema anterior, es

facil probar que la amplitud de un dngulo semiinscrito

es también la mitad de la del arco que abarca.
Supongamos ahora que un angulo tiene su vér- Al

tice V en el exterior de una circunferencia w, y que
sus lados cortan a w en puntos A, A’ y B, B’ res-
pectivamente. Supongamos que A y B estan mas
cerca de V que A’ y B’. Entonces la interseccién
del dangulo con w estd formada por dos arcos AB y
A'B’ sin puntos comunes. Concretamente, AB es
el arco contenido en el mismo semiplano que V respecto a su cuerda, mientras
que ATB’ es el arco contenido en el semiplano opuesto a V' respecto a su cuerda.

Teorema 3.26 La medida de un dngulo exterior a una circunferencia cuyos
lados sean secantes a la misma es la semidiferencia de los arcos que abarca.

ESB0zO DE LA PRUEBA: El caso general se reduce al caso en que el centro
O de la circunferencia esta contenido en uno de los lados, por ejemplo en BB’.
Entonces

AVB — n-VBA—BAV = 5 — (x— ABO) — (x — BAO — OAR)

e —~ AA
= ABO + BAO+ OQAA' -7 =7n— AB+7/2 — — 7
A'B — AB
2 )
usando que AB + AA' + A'B' = r. "
En el capitulo anterior comentamos que del axioma D se desprende que por
un punto exterior a una circunferencia pasan dos tangentes a la misma. Veamos

ahora una construccion explicita de dichas tangentes basada en los resultados
que hemos probado.
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Sea, pues w una circunferencia de centro O y V un punto exterior. Sea P el
punto medio de VO. Entonces la circunferencia de centro P y radio VP tiene
un punto interior y un punto exterior a w, luego corta a ésta en dos puntos
distintos A y B.

Los dngulos VAO y VBO son rectos, pues abarcan arcos de amplitud m,
luego las rectas VA y V B son tangentes a w. Observar que la distancia de V' a
los dos puntos de tangencia es la misma.

Ejercicio: Probar que la amplitud de V' es la semidiferencia de la de los arcos en que
los puntos de tangencia dividen a w. Generalizar este hecho al caso en que un lado sea
tangente y el otro secante.

A El iltimo caso posible es aquel en que el vértice del
angulo estd en el interior de la circunferencia. Aqui
hemos de considerar tanto el arco AB abarcado por

B’ 5 B el dngulo dado como el arco A'B’ abarcado por su
A opuesto por el vértice. Dejamos a cargo del lector pre-

cisar las definiciones de estos arcos asi como la prueba
del teorema siguiente. Respecto a ella digamos tan
sblo que se reduce como siempre al caso en que O estd en uno de los lados
(ademds podemos suponer que es distinto de V', o el resultado es trivial) y que

entonces basta estudiar los tridngulos VOA y AOA’.

Teorema 3.27 La amplitud de un dngulo interior a una circunferencia es la
semisuma de los arcos abarcados por €l y por su opuesto por el vértice.

3.4 Las razones trigonométricas

Sabemos que los dangulos y los lados de un tridngulo estdn sometidos a mu-
chas relaciones. Por ejemplo, si conocemos los angulos de un tridngulo y uno
de sus lados, los otros dos lados estan completamente determinados, pero en
principio no sabemos cémo calcularlos a partir de estos datos. Este tipo de
problemas constituye el objeto de la trigonometria (gr. ‘medida de tridngulos’),
aunque ahora no profundizaremos mucho en ella, pues mas adelante estaremos
en condiciones de hacerlo con mas fluidez.
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Definicién 3.28 Sea L un dngulo agudo de vértice O, sea A un punto arbitrario
en uno de sus lados y sea B el punto donde la perpendicular al lado opuesto

por A corta a dicho lado. ___
Entonces el tridngulo AOB tiene un dngulo recto y otro igual

a L, luego sus dngulos son independientes de la elecciéon de A A
e incluso del lado en que lo tomamos (mds atn, sélo dependen

de la clase de congruencia de L). Si tomamos puntos distintos
obtendremos tridngulos semejantes, luego podemos definir el seno

y el coseno de L como las razones

AB OB O B
—, cosL =——.
OA

En particular podemos tomar el punto A a una unidad de distancia de O,
y entonces el seno y el coseno de L son simplemente AB y OB. El teorema de
Pitagoras nos da entonces la que llamaremos relacion fundamental:

sen L =

sen? L + cos® L = 1.

Puesto que el seno y el coseno dependen sélo de las clases de congruencia de los
angulos, podemos definir el seno y el coseno de un nimero real positivo menor
que 7w como el seno y el coseno de los angulos de amplitud correspondiente.

A Las definiciones de seno y coseno valen tal cual para
angulos obtusos, pero en este caso convendremos en
que el coseno tiene signo negativo. Es claro entonces
que se cumplen las relaciones:

sena = sen(m — ), cosa = —cos(m — ).

Se sigue cumpliendo la relacién fundamental.
oa/mT—a Observemos que el seno y el coseno pueden carac-
o B terizarse del modo siguiente: dado un dngulo L, si to-
mamos un punto en uno de sus lados a una distancia r del vértice, su proyeccion
sobre el otro se encuentra a una distancia r cos L del vértice (donde el signo es
negativo si el punto de corte estd fuera del lado opuesto) y la distancia entre el
punto y su proyeccién es rsen L. Ahora bien, todo esto tiene sentido también
si el dngulo es recto, en cuyo caso la proyeccion del punto escogido es el propio
vértice del angulo, de modo que todo lo dicho se sigue cumpliendo si definimos

senz =1, COSE =0.
2 2

Para cada niimero real « en el intervalo |—1,1[ es ficil construir un dngulo
coseno igual a «, que claramente serd tinico. Asi mismo, si « estd en el intervalo
10, 1] existen exactamente dos dngulos (suplementarios) con seno igual a a.

La relacion entre las razones trigonométricas y los problemas sobre triangulos
viene dada por el teorema del coseno y el teorema de los senos, que demostramos
a continuacién. El teorema del coseno es una generalizacion del teorema de
Pitdgoras:
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Teorema 3.29 (Teorema del coseno) Todo tridngulo ABC wverifica la re-
lacion
a? = b + ¢ — 2bccos A.

DEMOSTRACION: Sea P el pie de la altura del tridngulo desde C' (que puede
o0 no estar en AB). Podemos suponer que el trigngulo no es rectangulo, pues si
no el teorema se reduce al de Pitdgoras. Entonces P es distinto de B y C. Sean
c1, c2 v h las longitudes indicadas en la figura. Por el teorema de Pitagoras se
cumple
a>=h*+c32 b*=h+c3,

luego a? = b2 — % + c3.

Por otra parte, ¢ = cat¢q, donde el signo es positivo si A es agudo y negativo
si es obtuso. Asf, c2 = (¢Fc1)? = ¢ + ¢ F 2ceq, con lo que a? = b + ¢ F 2ccy.
Ahora bien, ¢; = +bcos /1, luego concluimos que a? = b2 4 ¢? — 2bc cos A m

C
b h a
A C1 P C2 B

Para probar el teorema de los senos recordamos que la mediatriz de un
segmento es la perpendicular por su punto medio, asi como que esta formada
por los puntos que equidistan de sus extremos. Las mediatrices de dos lados
de un triangulo ﬁ, por ejemplo, AB y BC se cortan en un punto O que
equidista de A y B por una parte y de B y C por otra, luego equidista de los
tres vértices, lo que implica que también se encuentra sobre la tercera mediatriz.

Definicién 3.30 Se llama circuncentro de un triangulo a la intersecciéon O de
las mediatrices de sus lados. La distancia R del punto O a cualquiera de los
vértices se llama circunradio del tridngulo, la circunferencia de centro O y radio
R se llama circunferencia circunscrita al triangulo.

Claramente la circunferencia circunscrita a un tridngulo es la inica que pasa
por sus vértices.

Teorema 3.31 (Teorema de los senos) Si R es el circunradio de un tridn-
gulo ABC, entonces se cumple

b
a = f— = pr— c = p— 2R.
senA senB sen(C
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A DEMOSTRACION: Sea w la circunferencia circuns-
crita del tridngulo. Sea J el punto diametralmente
opuesto a C'. Si J = B entonces el dangulo A abarca
un semicirculo, luego es un dngulo recto, y trivialmente
se cumple

a 2R
sen A 1
Si B # J entonces los dngulos J y A abarcan arcos que

comparten la cuerda BC, luego son iguales o complementarios. Esto implica
que los angulos son iguales o suplementarios, luego tienen el mismo seno. Por
—_—

2R.
B

otra parte el angulo JBC' es recto, pues abarca un semicirculo. Asi pues

a a a
- = = = == 2R.
senA  senJ a/2R

Si tenemos datos suficientes sobre un tridngulo (los tres lados, dos lados y
el dngulo que forman, dos dngulos y un lado) los teoremas anteriores nos per-
miten calcular los lados y angulos restantes en términos de senos y cosenos.
Naturalmente esto no es de mucha utilidad préactica si no sabemos calcular efec-
tivamente las razones trigonométricas de un angulo, cosa que de momento no
estamos en condiciones de hacer. Pese a ello, la trigonometria es de gran utilidad
tedrica. Un ejemplo sencillo nos lo proporciona el teorema siguiente, que pro-
porciona una expresion para el area de un tridngulo donde se ve explicitamente
su caracter invariante.

Teorema 3.32 El drea de un tridngulo ABC viene dada por

abe
A = —
(ABC) R

donde R es el circunradio del tridngulo.

DEMOSTRACION: La altura de ABC que parte de A es claramente bsen C,
y por el teorema de los senos sen C' = ¢/2R. La conclusién es obvia. L]

3.5 Propiedades de los triangulos

Terminaremos el capitulo introduciendo algunos conceptos adicionales rela-
cionados con los tridngulos. Con la teoria que hemos desarrollado estamos en
condiciones de probar resultados interesantes, aunque en los proximos capitulos
profundizaremos mas en ellos. Cada tridngulo tiene asociados varios puntos de
interés. Ya conocemos el circuncentro, que es el punto de interseccién de sus
mediatrices. Similarmente podemos considerar el punto de interseccién de sus
bisectrices.
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El incentro Recordemos que la bisectriz de un angulo es la recta que lo divide
en dos angulos iguales, y es facil probar que estd formada por los puntos que
equidistan de sus lados (la distancia de un punto a una recta es la longitud
del segmento que lo une perpendicularmente con ella). Si dos bisectrices de un
tridngulo se cortan en un punto I, entonces I equidista de los tres lados del
tridngulo, luego estd también sobre la tercera bisectriz.

Definicién 3.33 Se llama incentro de un tridngulo al punto I en el que se cor-
tan sus bisectrices. La distancia r de I a cualquiera de los lados se llama inradio
del tridngulo. La circunferencia de centro I y radio r se llama circunferencia
inscrita al tridangulo.

El punto donde la perpendicular por el incentro a uno de los lados corta
al lado pertenece a la circunferencia inscrita, luego los lados del triangulo son
tangentes a la circunferencia.

Circunferencias inscrita y circunscrita de un tridngulo

En principio no conocemos los puntos de tangencia, pero podemos deter-
minarlos. Para ello consideramos el punto L donde una bisectriz corta al lado

opuesto. , L,
Notemos que los dos dngulos con vértice

A L son suplementarios, luego tienen el mismo
A seno, al cual podemos llamar sin ambigtiedad
sen L. El teorema de los senos implica enton-
c b ces que
BL _c LC b
senav senL’ sena  senlL’
B L con lo que
BL
LC b

Por lo tanto hemos demostrado:

Teorema 3.34 Una bisectriz de un tridngulo divide a su lado opuesto en seg-
mentos proporcionales a los lados adyacentes.
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Todavia podemos decir mas. Llamemos z a la distancia entre A y los puntos
donde la circunferencia inscrita toca a los lados AB y AC' (hemos visto que las
tangentes por un punto exterior tienen la misma longitud). Similarmente, sea
y la distancia de B a los puntos de tangencia en BA y BC y z la distancia de
C a los puntos de tangencia en CA y CB. Entonces

a=y+z, b=zx+2z, c=zx+y.

Euler introdujo la costumbre de llamar s al semiperimetro de un tridngulo,
es decir, s = (a + b+ ¢)/2. En estos términos x + y+ 2z = s, y

r=s—a, y=s—b, z=s—c.

Ademds, observamos que el tridngulo AT B tiene base ¢ y altura r (el inradio)
luego su drea es c¢r/2. Calculando del mismo modo el drea de los otros dos

tridngulos AIC y BIC concluimos que
(ABC) = sr-.

(Es facil justificar que (ABC) es la suma de las dreas de los tres tridngulos.)

Los excentros Se llaman dngulos exteriores de un triangulo los dngulos adya-
centes a sus angulos (interiores). Cada vértice tiene, pues, dos d&ngulos exteriores
opuestos por el vértice y, por lo tanto, iguales. Los dos angulos exteriores por
un vértice comparten la bisectriz. Consideremos el punto I, donde se cortan las
bisectrices exteriores de los angulos B y C' (es fécil probar que no pueden ser
paralelas). Entonces I, equidista de las prolongaciones de los tres lados, luego
estd también sobre la bisectriz del 4ngulo (interior) A. Hemos probado:

Las bisectrices exteriores de dos dngulos de un tridngulo son concu-
rrentes con la bisectriz interna del tercer dngulo.
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Iq

Definicién 3.35 Llamaremos excentros de un tridangulo a los puntos de inter-
seccién de cada par de bisectrices exteriores con la bisectriz interior del tercer
angulo. Los representaremos por I, I, I.. La distancias de cada excentro a las
prolongaciones de los lados se llaman exradios, 7, 13, .. Las circunferencias
determinadas por los excentros y los exradios se llaman circunferencias excritas
al tridngulo y son tangentes a un lado y a las prolongaciones de los otros dos.
Las circunferencias excritas y la circunferencia inscrita se llaman circunferencias
tritangentes al triangulo.

Es fdcil determinar los puntos donde los excirculos tocan a los lados. Note-
mos que BXy, = BZ, y por otro lado

BX,+BZ, = BC+CX,+BA+ AZ,
BC+CY,+BA+AY,=a+b+c=2s.

Por consiguiente BX;, = s, luego CY;, = CX, = BX, — BC = s — a.
Similarmente podemos calcular la distancia de cualquier vértice a cualquier
punto de tangencia.

El teorema de Ceva Los tridangulos tienen asociados varias ternas de rectas
concurrentes. Ya nos hemos encontrado con las mediatrices y las bisectrices.
El matemadtico italiano Giovanni Ceva (1647-1734) obtuvo un resultado general
sobre este tipo de rectas, a raiz del cual se llaman cevianas de un tridngulo a las
rectas que pasan por un vértice y cortan a la prolongacién del lado opuesto en
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puntos distintos de los vértices, de modo que cuando hablamos de tres cevianas
en un tridngulo se sobrentiende que cada una pasa por uno de los vértices.

Para enunciar el teorema de Ceva conviene introducir un convenio: si A, B,
C'y D son cuatro puntos colineales, consideraremos que la razén

AB
CD

es positiva si las relaciones <4p y <cp son iguales, mientras que sera negativa
si las relaciones son mutuamente inversas. De este modo, dados tres puntos
colineales A, B y C' con A # B, existe un unico punto D colineal con ellos y
para el que la proporcién anterior tome un valor dado (en principio habria dos
puntos posibles, uno en cada semirrecta de origen C, pero el ajuste del signo
descarta a uno de ellos).

Teorema 3.36 (Ceva) En un tridngulo arbitrario, tres cevianas AX, BY , CZ
son concurrentes si y solo si

BX CY AZ

XC YA ZB

DEMOSTRACION: Supongamos en primer
lugar que las cevianas se cortan en un punto
P. Por definicién de ceviana el punto X es
distinto de B y C. Asi mismo, el punto P no P
puede estar en la recta BC', o de lo contrario
seria Y = C. Por lo demds X puede estar o B X C
no entre B y C'. En cualquier caso los tridngulos ABX y AXC tienen la misma
altura, asi como PBX y ﬁ’, luego

BX _ (ABX) (PBX) Z+(ABX)+(PBX) (ABP)
XC | (AXC) (PXC) +(AXC)+(PXC) (ACP)
(Notar que la eleccién del signo es la misma en el numerador y el denominador,
segun la posicién de P respecto a Ay X.)
Del mismo modo obtenemos

‘CY‘ (BCP) ‘AZ‘_(CAP)

YA (BAP)' | ZB | (CBP)
Multiplicando las tres igualdades resulta
BX OY AZ
XC YA ZB

Estudiemos el signo. Si dos de los factores son positivos, por ejemplo los dos
primeros, eso significa que X estd entre By C y que Y estd entre A y C.
—

Entonces la semirrecta AX estd contenida en 121, luego ha de cortar al segmento
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BY, y la interseccién es P, luego P esta en el tridngulo, luego esta en C‘, luego
CZ ha de cortar a AB y la interseccion es Z, luego Z esta entre Ay By el
tercer factor es también positivo.

Sélo falta ver que los tres factores no pueden ser negativos a la vez. Si asi
fuera, entonces X no esta entre B y C. Podemos suponer que C' esta entre B
y P. Por otra parte Y no esta entre A y C, luego BY 10 esté contenida en B,
luego no corta a AX, luego P no estd entre A y X. Distinguimos dos casos:
si es A quien esta entre P y X, entonces P esté en el mismo semiplano que A
respecto a BC'y en semiplano opuesto a X respecto a AC, luego en el mismo
que B. Por consiguiente P esta en C, luego C'—I>3 corta a AB, y la interseccién
es Z, con lo que el tercer factor es positivo. Si por el contrario es X quien esta
entre A y P entonces P esta en el mismo semiplano que X respecto a AC, luego
en el opuesto a B, y también en el semiplano opuesto a A respecto a BC, luego
estd en el angulo opuesto por el vértice a C. Por consiguiente la semirrecta
complementaria de C'.]} estd contenida en C’, luego corta a AB y de nuevo la
interseccién ha de ser Z.

Probemos el reciproco. Si se cumple la relacién indicada, sea P el punto
donde AX corta a BY y sea C'Z’ la ceviana que pasa por P. Notar que Z’ ha
de ser distinto de A y B, pues en caso contrario P estaria en uno de los lados
y X oY coincidiria con un vértice. Podemos aplicar la parte ya probada a las
cevianas AX, BY, CZ', con lo que obtenemos la relacién

BX CY AZ

— — —— = 1.
XC YA 7'B

Comparando con la hipétesis concluimos que

AZ A7

ZB 7'B

)

lo cual sélo es posible si Z = Z’, luego las cevianas dadas se cortan en P. m

El baricentro Una aplicacién inmediata del teorema de Ceva nos da la inter-
seccién de las medianas:

Definicién 3.37 Se llaman medianas de un tridngulo a los segmentos que unen
cada vértice con el punto medio del lado opuesto. El punto de interseccion de
las medianas de un tridngulo se llama baricentro (gr./lat. ‘centro de peso’), y lo
representaremos por G.

El baricentro debe su nombre a que la
fisica demuestra que es el centro de gravedad
del tridngulo.

Los tridngulos marcados con la misma le-
tra en la figura tienen la misma &rea, pues
comparten una altura y sus bases son iguales. B A C
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Por la misma razén (BCC") = (ACC’), luego 2y + x = 2z + z (es claro que
podemos sumar las dreas). Asi pues y = z, y del mismo modo se concluye que
las seis dreas son iguales. Esto a su vez implica que (GAB) = 2(GBA’), y como
los dos tridgngulos comparten una altura, se ha de cumplir que AG = 2GA’. En
otros términos: las medianas de un triangulo se cortan en razén 2 : 1.

El ortocentro Veamos que el teorema de Ceva es aplicable a las alturas de
un tridngulo no rectangulo (notemos que las alturas de un tridngulo rectdngulo
se cortan trivialmente en el vértice correspondiente al dngulo recto).

Para ello basta observar que A

ﬁ CCOSB

xXC beosC'’

donde el signo del coseno ajusta correctamente Y
el signo de la proporcién (tener presente que a
lo sumo uno de los dngulos es obtuso). X B C

Las otras dos proporciones se calculan del
mismo modo:

[9% acosC AZ - bcos A

YA ccosA’ ZB acos B’

y es claro que su producto es 1.

H

Definiciéon 3.38 La interseccién de las alturas de un tridangulo se llama orto-
centro (gr./lat. ‘centro de perpendiculares’), y lo representaremos por H. Si el
tridngulo no es rectangulo, los pies de las alturas determinan un tridngulo que
recibe el nombre de tridngulo ortico.

Es facil comprobar que las bisectrices de dos angulos adyacentes son perpen-
diculares, de donde se sigue que todo triangulo es el tridngulo 6rtico del triangulo
formado por sus excentros. Veamos que se cumple el reciproco. Consideremos
un triangulo acutangulo.

A Es claro que el circuncentro de un tridangulo
rectangulo es el punto medio de su hipotenusa.

Por lo tanto, los tridangulos BEH y BHD tienen

Ia L el mismo ortocentro, luego los cuatro puntos B, F',

E y D estan sobre un mismo circulo. Por lo tanto

los angulos FBH y FDH son iguales (abarcan

el mismo arco). El primero es claramente m — A,

B D ¢ luego lo mismo vale para elAsegundo. Por el mismo

argumento EDH = — A. Vemos, pues, que la
altura AD divide el 4ngulo D del triangulo ortico en dos angulos iguales, o sea,
es la bisectriz de D. Ademés entonces el lado BC es la bisectriz de los angulos
adyacentes de D. Como esto es valido por igual para todos los vértices, hemos
probado lo siguiente:
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El baricentro y los vértices de un tridngulo acutdngulo coinciden res-
pectivamente con el incentro y los excentros de su tridngulo ortico.

La situacién es similar en el caso de triangulos obtusangulos. De hecho, si en
la figura anterior consideramos que AHC esun tridngulo obtusangulo arbitrario,
entonces DEF sigue siendo el tridngulo ortico y B es el ortocentro, de modo
que en un tridngulo obtusangulo, el vértice correspondiente al dngulo obtuso es
el incentro del tridngulo ortico y el baricentro junto con los otros dos vértices
son los excentros. Dejamos las comprobaciones a cargo del lector.

Para terminar senalamos que los tridgngulos AF'E, BFD y CDFE son todos
semejantes a ABC'.






Capitulo IV

La geometria analitica

En el siglo XVII, Descartes revolucioné la geometria al descubrir la geometria
analitica, una potente técnica capaz de convertir los problemas geométricos en
problemas algebraicos equivalentes y, a menudo, mas faciles de tratar.! Por
contraposicién, el tratamiento de la geometria que hemos seguido hasta ahora
recibe el nombre de geometria sintética. La primera seccién de este capitulo
contiene los resultados técnicos necesarios para que el transito de una a la otra
se produzca sin salto lgico alguno.

4.1 Vectores

Definicién 4.1 Una recta orientada es una recta en la que hemos fijado una
de las ordenaciones < 4p determinadas por dos cualesquiera de sus puntos.

Una misma recta da lugar a dos rectas orientadas distintas. Si fijamos un
punto P en una recta orientada r, entonces P divide a r en dos semirrectas, una
formada por los puntos menores o iguales que P y otra por los puntos mayores o
iguales que P. Las llamaremos, respectivamente, semirrecta menor y semirrecta
mayor.

Diremos que dos rectas paralelas orientadas r y s tienen la misma orientacion
si existe una recta t que las cruza en puntos P y P’ de modo que las semirrectas
menores determinadas por estos puntos estén contenidas en el mismo semiplano
respecto de t.

Veamos que esta definicion no depende de la recta ¢ escogida. En efecto,
supongamos que esto se cumple con una recta ¢ y que ¢’ es cualquier otra recta
que corte a r y a s en dos puntos Q y Q'. Tomemos puntos Ay A’ en ry s que
sean Menores que P, Q, P, Q' respectivamente. Basta probar que ' no corta al
segmento AA , pues entonces A y A’ estdn en el mismo semiplano respecto a t/,
y como estan ambos en las semirrectas menores respecto a P’ y @', concluimos
que ambas estan en el mismo semiplano respecto a t'.

LAl parecer, Descartes partié de una sugerencia que le hizo Fermat en una carta.

73
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Supongamos que AA corta at'. Es facil ver que
entonces de hecho corta al segmento @/ (El primer
segmento estd contenido en la banda determinada

= por ry s, esto es, en la interseccién del semiplano

A Q/ \ P de frontera r que contiene a s con el semiplano de

frontera s que contiene a r. Por otra parte la interseccién de ¢’ con esta banda

es ®/7 luego si la recta corta a AA el punto de corte ha de estar en dicho
segmento. )

A \P_Jo s

Si A4 corta a @l y P # @, entonces el axioma B5 aplicado al tridngulo
@’ obtenemos que AA’ corta a PQ’ (no puede cortar al otro lado PQ porque
entonces A estarfa entre Py Q). Si P = @ tenemos directamente que AA’ corta
a PQ’. Por el mismo argumento aplicado al tridngulo PQA’P’ llegamos a que
AA’ corta a ﬁ/, pero el punto de corte ha de estar en ﬂl, con lo que Ay A’

estan en semiplanos distintos respecto de t, en contradicciéon con la hipdtesis.
[ |

Asi pues, siempre que una recta ¢ corta a dos rectas paralelas igualmente
orientadas r y s, las semirrectas menores quedan en el mismo semiplano (y las
mayores también).

A partir de aqui se sigue inmediatamente que el estar igualmente orientado es
una relacién de equivalencia, es decir, que si dos rectas paralelas estan orientadas
igual que una tercera, entonces estan igualmente orientadas. Por lo tanto, cada
haz de rectas paralelas admite dos orientaciones posibles.

Definicién 4.2 Un wvector fijo (lat ‘transportador’) es un par ordenado de pun-
—
tos del plano. Lo representaremos P (no confundir con la notacién para las

—
semirrectas). El punto P se llama origen del vector P(@Q), mientras que el punto
Q es el extremo. Si el origen es igual al extremo diremos que el vector es nulo.

Llamaremos norma de un vector fijo P.Cj a la longitud ||@|| del segmento
PQ (respecto a una unidad de longitud prefijada). Convenimos que la longitud
de los vectores nulos es 0. N

Llamaremos direccion de un vector fijo no nulo PQ al haz de todas las rectas
paralelas a P@Q, de modo que dos vectores P.Cj y m tienen la misma direccién
si y sélo si las rectas PQ y P'Q’ son paralelas o iguales.

Llamaremos sentido de un vector fijo no nulo P—Cj al conjunto de las relaciones
sobre las rectas paralelas a PQ que inducen la misma orientaciéon que <pg. De
este modo, los vectores fijos no nulos con una misma direccién quedan divididos
en dos clases de vectores de sentidos opuestos. Los vectores P_Q) y @5 tienen
sentidos opuestos. .

Diremos que dos vectores fijos PQ y P’'Q’ son
equipolentes (lat. de igual fuerza) si ambos son nulos
o si ambos son no nulos y tienen la misma norma,
la misma direccién y el mismo sentido.

Es claro que la equipolencia es una relacién de

Vectores equipolentes equivalencia.



4.1. Vectores 75

Un wector libre es una clase de equipolencia de vectores fijos. Si ¥ es un
vector libre, a los vectores fijos que lo componen los llamaremos trasladados
de v. Si P—Q> es un trasladado de ¥ escribiremos simplemente v = P—Q> Por
definicién de equipolencia, los vectores nulos forman un mismo vector libre al
que representaremos por 0. Llamaremos norma, direccion y sentido de un vector
libre al de cualquiera de sus trasladados.

—

Dado un punto P y un vector libre v, existe un tdnico punto @ tal que
U= P.é En efecto, si @ = 0 es claro. Si ¥ = E, un vector con origen P y la
misma direccién que ¥ ha de tener el extremo en la recta paralela (o igual) a AB
por P. En dicha recta hay dos puntos @ tales que P—Cj tiene la misma norma
que ¥, y cada uno de ellos determina una ordenacién <pg diferente, luego sélo

—
uno de ellos hace que P(Q) tenga el mismo sentido que v.

—
Al tinico punto @ que cumple PQ = v lo llamaremos trasladado de P por U
—
y lo representaremos por @Q = P + ¢. También diremos que PQ es el trasladado
—
de v de origen P. En particular tenemos P 4+ PQ = Q.

Es claro que dos vectores libres no nulos ¢ y @ tienen la misma direccion si
y s6lo si al tomar trasladados v = P_Cj y W= ]3—Q>' con origen comun se cumple
que P, Q y Q' son colineales. Ademds tendrdn el mismo sentido si y sélo si Q
y Q' estdn en la misma semirrecta respecto a P.

Dado un vector libre ¥ # 0 y un ntimero real a # 0, definimos el vector libre
a¥ como el tnico vector con norma || |||, la misma direccién que ¢y el mismo
sentido que ¥ o sentido opuesto segin si & > 0 0 o < 0. Definimos también
07 = a0 = 0. Es fécil comprobar que (o) = a(37), asi como que 17 = 7.

—

Dada una recta r, un vector director de r es cualquier vector v = PQ, donde

Py @ son dos puntos distintos de 7.

Teorema 4.3 Si P es un punto de una recta r y U es un vector director, en-
tonces cada punto de r se expresa de forma unica como Q@ = P+ AU, con X € R.

DEMOSTRACION: Tenemos ¥ = ﬁ’, para un cierto P’ en r. Por lo tanto
los vectores U’y P—Q) tienen la misma direccién. Por lo tanto existe un A € R tal
que P.Q> = M0, luego Q = P + \U.

SiQ =P+ M= P+ N7, entonces A\t = X'¥. Obviamente A\ = 0 si y sélo si
A = 0. Si no son nulos, comparando las normas y los sentidos concluimos que

A=\, n

P+ v

<y
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Es facil ver que Py = P + AU es una graduacion de la recta r.

Maés en general, si 7 es una recta graduada y v es un vector director, entonces
. —_— , . _— 5 —_—
U = PyPgs, para algun 3. Entonces Q = P, + ¥ cumple que P,Q = ¥ = PP,
luego @ estd en r y dista 5 unidades de P,, por lo que claramente Q) = P,+3.

Si B > 0 entonces Py < Pg, luego P, < @ (pues ambos pares de puntos han
de inducir el mismo orden en ), luego @ = P,4g. Similarmente, si 8 < 0 ha de
ser ) < P,, luego también @) = P,3. Asi pues, en toda recta graduada

—_—
P, + P()Pg = Pa_;,_g.

En particular
P+ (a+ p)0=(P+at) + v

Las propiedades béasicas de los vectores se siguen del teorema siguiente.

Teorema 4.4 Para todo par de puntos A y B y todo vector libre U, si A’ = A+7
— ——
y B’ = B+ U, entonces AB = A'B’.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que @ # 0. Supongamos ahora que A,

By A’ estén alineados. Graduemos la recta que los contiene tomando Py = A
P—

y P, = B. Sea v = PyP,. Entonces A+ 0= P, y B+ U= P4,y claramente
g e . . . . Ld
PyP, = P,P,,; (ambos miden una unidad de longitud e inducen la ordenacién
de la graduacién).

Supongamos ahora que A’ no estd en AB. Entonces las rectas AA’ y BB’
son paralelas. Si las ordenamos con las relaciones <44/ y <pp’ la orientacion
es la misma, luego A’ y B’ estdn en el mismo semiplano respecto de AB.

La paralela a AB que pasa por A’ corta a BB’

E B en un punto X que forma un paralelogramo con A,
v A’, B, luego X dista de B lo mismo que A’ dista de
A B A, luego lo mismo que B’ dista de B. Como ademés

B’ y X estén en el mismo semiplano respecto de AB (el que contiene a B), de
hecho estdn en la misma semirrecta de origen B, luego X = B’. As{ pues, A'B
y AB tienen la misma direccién y la misma norma. Como la recta AA’ deja a B
y a B’ en el mismo semiplano, el sentido también es el mismo (B’ y B estdn en

. . . - -
las semirrectas mayores para las ordenaciones que inducen A’'B’ y AB). Esto
prueba que los dos vectores son iguales. L]
Teorema 4.5 Para todos los puntos A y B y todos los vectores ¥ y W se cumple:
1. Si A+ U= B+ U entonces A = B.
2. Si A+ VU= A+ W entonces U = .
3. (A+70)+w=(A+ W)+ 7.

4. Si A= (A+70)+W y B = (B+9)+ 0, entonces AA' = BB
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DEMOSTRACION: 1) Si llamamos C = A+ ¢ = B + ¥, el teorema anterior
— —
nos da que AB es equipolente a C'C', luego ha de ser A = B.

9) Si O = A+ 7= A+, obviamente 7 = AC = .
3)Sean B=A+9, A = A+ @y B = B+ @W. Por el teorema anterior
— —
A'B'= AB = . Asi
(A+0)+wW=B+w=B, (A+w)+v7=A"+AB =B

—
4) Sea ¥ = AB. Entonces
B =B+0)+d=(A+2)+0)+ud=((A+0)+w)+7=A4"+17,
— -
y como también B = A + Z, el teorema anterior implica que AB = A’'B’. =

La propiedad 4) del teorema anterior nos permite definir la suma de dos
vectores Uy i como el vector ¥ + W que cumple

A+ (T+ W) = (A+7) + 0,
para todo punto A.

Teorema 4.6 El conjunto V' de los vectores libres con la suma y el producto
que hemos definido forma un espacio vectorial sobre R en el sentido algebraico
del término, es decir, se cumplen las propiedades siguientes:

1. (T+ W) +Z=0+ (0 + %),

T+ W =0+ 7,

74+0=7,

Para cada vector ¥ existe un vector —7 tal que ¥+ (—7) =0,
o(67) = ()7,

(a4 B)0 = ol + (7,

a(U+ W) = al + o,

o NS TR e

17 =17.

DEMOSTRACION: Todas las propiedades son inmediatas a partir de lo ya
probado salvo la séptima. Las propiedades restantes permiten reducir la prueba
al caso en que a > 0 y los vectores ¢ y w tienen direcciones distintas.

O/
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Sea A un punto cualquiera, B=A+ 9,V =A+ 07+ 4wy B = A+ av. Sea
C’ el punto donde la paralela a BC por B’ corta a AC.

Entonces B’—C; tiene la misma direccién y sentido que @, y por el teorema de
Tales su norma es «|w||, luego B'C = aw y por consiguiente AC = i + aib.

Por otra parte AC’ tiene la misma direccién y sentido que v+ @ y también
por el teorema de Tales, su norma es «||v + @||, luego ACT = a(V+ ). =

El teorema 4.3 se interpreta ahora como que una recta estd formada por
los trasladados de uno cualquiera de sus puntos mediante los vectores de un
subespacio vectorial de V' de dimensién 1. Vamos a probar un resultado andlogo
para los planos:

Teorema 4.7 Sea m un plano, sean P, @Q y R tres puntos de m no colineales.
—

—
Sean 4 = PQ y ¥ = PR. Entonces cada punto de w se expresa de forma inica
como

X =P+ Ni+us, A\peR

DEMOSTRACION: Dado un punto X en m, consideramos la recta paralela a
PR que pasa por X. Esta cortard a PQ en un punto de la forma Y = P + \i.
— —

El vector Y X tiene la misma direcciéon que PR = ¥, luego sera de la forma
—
PR = pv. Asi
—_— —
X=P+PY+YX =P+ i+ ptv.

La unicidad equivale a que los vectores ¢ y w sean linealmente independientes,
pero esto se sigue de que P, Q y R no son colineales. Es facil ver de modo
similar que todo punto de la forma indicada estd en . L]

Del mismo modo tenemos:

—_—
Teorema 4.8 Sean P, ), R, S cuatro puntos no coplanares. Sean @ = PQ,
— —
U= PR yw = PS. Entonces todo punto X se expresa de forma unica como

X=P+ i+ puv+vw, MpeR

DEMOSTRACION: La recta paralela a PS que pasa por X cortard al plano
PQR en un punto que por el teorema anterior serd de la forma

Y = P+ \ii + .

— — —

El vector Y P tiene la misma direccién que PS = 0, luego Y P = vij. Como

en el teorema anterior concluimos que X tiene la forma indicada. La expresion

es Unica porque los vectores i, ¥ y W son linealmente independientes (o de lo
contrario todo el espacio estarfa contenido en un plano). L]

El teorema anterior implica que el espacio de los vectores libres tiene di-
mensién 3.
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4.2 Espacios afines

Los resultados algebraicos que hemos obtenido en la seccién anterior se ex-
presan mas adecuadamente en términos del concepto siguiente:

Definicién 4.9 Un espacio afin de dimensién n es una terna (E, E, +), donde
FE es un conjunto no vacio, a cuyos elementos se les llama puntos, E esun espacio
vectorial de dimensién n sobre un cuerpo K y + es una aplicacion F x E—E
que cumple las propiedades siguientes:

1. Para cada par de puntos P, (), existe un unico vector ¥ tal que Q = P+,
—
y se le representa por v = PQ).

2. P+0=P,
3. (P+7) 4w =P+ (T+d).

En la seccién anterior hemos probado que el espacio de la geometria (tri-
dimensional) euclidea es un espacio afin tridimensional con R como cuerpo de
escalares. Es facil demostrar que todas las propiedades de vectores que hemos
probado alli son véalidas en cualquier espacio afin. Por ejemplo,

—_— — — o — —
P+PQ+QP=Q+QP=P=P+0, luego QP =—-PQ.

_ — —
Del mismo modo se prueba que PQ + QR = PR.

Una variedad lineal? de dimensién m en un espacio afin es un conjunto de
puntos de la forma = .
L=P+L={P+d|weL}

donde L es un subespacio vectorial de E de dimensién m, llamado espacio
director de la variedad.

Notar que L = {# € E | P+ @ € L}, luego L esté determinado por L.
Reciprocamente, una variedad lineal L estd determinada por su espacio director
L y uno cualquiera de sus puntos, pues si Q € P + E, entonces P—Cj S E, luego
Q+L=P+PQ+L=P+L=L.

En la seccién anterior hemos probado que las rectas son las variedades linea-
les de dimensién 1 del espacio de la geometria euclidea, mientras que los planos
son las variedades de dimensién 2. Por ello las variedades lineales de dimensién
1 y 2 de cualquier espacio afin reciben el nombre de rectas y planos. Las va-
riedades lineales de dimensién 0 son los puntos (con rigor, los conjuntos con un
solo punto). En un espacio afin de dimensién n, las variedades de dimensién
n — 1 se llaman hiperplanos.

Toda variedad lineal L. = P + L de dimensién m se puede considerar en
si misma como un espacio afin de dimensiéon m con L como espacio vectorial
asociado.

2El nombre hace referencia a que los elementos de una variedad estdn determinados por
varias coordenadas.
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Dado un conjunto de puntos A # &, existe una minima variedad lineal que lo
contiene, la llamaremos la variedad lineal generada por A y la representaremos
por (A). En efecto, si P € A es fécil ver que

(A) =P+ (PQ| Qe A).

es una variedad que contiene a A y esta contenida en cualquier otra que cumpla
lo mismo.

Diremos que n + 1 puntos Ag,..., A, son afinmente independientes si la
variedad lineal que generan tiene dimensién n (en caso contrario se dice que son
afinmente dependie%). Segun lo que acabamos de ver, esto equivale a que los

—
vectores AgAi,..., AgA, sean linealmente independientes.

En particular tres puntos P, ), R son colineales si y s6lo si son afinmente
— —
dependientes, si y sélo si los vectores PQ) y PR son linealmente dependientes.
—_— —
Anélogamente, cuatro puntos P, @, R, S son coplanares si y sélo si PQ, PRy

—
PS son linealmente dependientes, etc.

Es claro que en un espacio afin de dimensién n hay conjuntos afinmente
independientes con n + 1 puntos, pero no con mas.

Diremos que dos variedades lineales son paralelas si no tienen puntos en
comun y el espacio director de una estd contenido en el de la otra.

El teorema siguiente prueba que esta nocién general de paralelismo coincide
con la que conocemos para rectas y planos en los espacios tridimensionales.

Teorema 4.10 Dos variedades lineales de dimensiones k y I con k < I son
paralelas si y solo si no tienen puntos en comun y estdn contenidas en una
variedad de dimension [+ 1.

DEMOSTRACION: Sean P + (¥,...,0%) y Q + (1, ...,w;) las dos varieda-
des. Supongamos que no se cortan y estan contenidas en un subespacio de
dimension [ 4+ 1. Veamos en primer lugar que P—Cj no es combinacién lineal de
V1, ooy Uk, Wy, - .., Wp. Silo fuera tendriamos

— — == — —
a1 + - gl = PQ + p1wy + - - - By,
con lo que el punto
P+a1171+-~-ak17k :Q+61w1+"'511ﬁl

estarfa en las dos variedades.

Una variedad de dimensién [+ 1 que contenga a ambas variedades contiene a
los puntos P, Q, P+v;, Q+ w;, luego su espacio director contiene a los vectores
P—Cj, U;, w;. Como la dimension es [+ 1 dicho espacio ha de ser <P—C)2, wy,. .., 117l>,
luego

— — == — —
<U1,...,’Uk> C <PQ,w1,...,wl>,
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—
y como P(@ no es combinacién lineal de ninguno de los demaés vectores,

lo que prueba que las variedades son paralelas.
Reciprocamente, si se da la inclusiéon anterior entonces las dos variedades

—
estan contenidas en la variedad P + <PQ, wh, ..., u_/'l>. n

Asi dos rectas son paralelas si y sélo si no se cortan y estan contenidas en un
plano, dos hiperplanos (en particular dos planos en un espacio tridimensional)
son paralelos si y sélo si no se cortan.

Ejercicio: Probar que si dos variedades lineales tienen interseccién no vacia entonces
ésta es una variedad lineal y que su espacio director es la interseccion de los espacios
directores.

Es fécil comprobar que cualquier espacio afin de dimensién 3 cumple el grupo
de axiomas A del capitulo I, asi como el axioma E. De hecho, si la dimension es
2 se siguen cumpliendo los axiomas que no hablan de planos, y si la dimensién
es mayor que 3 se cumplen todos los axiomas del grupo excepto AG6.

Por ejemplo, si dos planos en un espacio tridimensional tienen un punto
en comun P, la interseccién es una variedad lineal cuyo espacio director es la
interseccién de dos subespacios de dimension 2, luego la relacién

dim(V 4+ W) = dimV 4 dim W — dim(V N W)

implica que la dimensién de la interseccién ha de ser al menos 1, luego la inter-
seccién es un plano o una recta.

Si el cuerpo K del espacio afin estd ordenado (como es el caso de R) podemos
definir el orden <45 en la recta AB como el dado por3

— —
X <apY siysblosi X=A+AAB, Y=A+uAB y A<y

Con este orden se satisface también el grupo de axiomas B. Vamos a demostrar
como ejemplo el axioma B5, que es el més técnico. Notemos en general que los
puntos situados entre dos puntos A y B son los de la forma

—
A+ MAB, e |0,1].

Sean A, B y C tres puntos no colineales y una recta r en su mismo plano
que no pasa por ninguno de ellos, pero si por un punto X entre A y B. Sea ¥
un vector director de 7, es decir, r = X + (7).

Los vectores ¢ y X—B> han de ser linealmente independientes, pues en caso
contrario B estaria en r. El punto A estd en la recta X B, luego A = X + ozX—B),

—
3Notar que en el caso del espacio euclideo hemos probado que Xy = A + A AB es una

graduacién de AB, luego esta definicién da el orden usual.
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para cierto escalar . Como hadeser A <xp Xy X =X+ OX—B), la definicién
de orden implica que a < 0.

Es claro que el plano X + <X—B>, 17> es ABC. Por lo tanto

e
C=X+BXB+~7,

para ciertos escalares (3, v. No puede ser # = 0 o de lo contrario C estaria en 7.
De hecho, el argumento que sigue va a demostrar que el signo de § serd positivo
0 negativo segin que C' esté en el mismo semiplano que B o que A respecto a 7.

Supongamos por ejemplo que 4 > 0 y vamos a ver que 7 corta a AC. El
punto de corte entre r y AC (si existe) ha de cumplir

. -—
X+MW=A+pAC
para ciertos escalares A\ y u, luego

— —_— — — — —
X+ XA+ pu(XC-XA)=X+aXB+pu(BXB+~v—aXDB)
— X+ (a+p(B—a)) XB+pso.

X + A7

Esto sucede exactamente cuando
—a
b
00—«

que teniendo en cuenta los signos es un numero entre 0 y 1, luego el punto de

M:

—
corte A+ p AC' esté ciertamente entre A y C. Similarmente se prueba que r no
corta al segmento BC. ]

Como ya hemos comentado, en la prueba se ha visto que si r es una recta
que contiene a un punto X y B es un punto exterior a r, entonces un punto C'
estd en el semiplano? de frontera r que contiene a B si y sélo si es de la forma

—
C=X+pBXB+~U, conf>0.

Equivalentemente, dada una recta r = P + (¥), todo plano que la contiene
es de la forma m = P + (AU + pd), para un cierto vector o independiente de ¥,
y entonces los semiplanos que r determina en 7 son

{P+ AN+ p@ | p >0}y {P+ M+ pd|p <0}

Dada una recta r = O+ (¥), es facil ver que las semirrectas que O determina
en ¥ son los conjuntos

{O+X\F|A>0} y {O+AF]|r<0).

4Desde el momento en que hemos probado que todo espacio afin (sobre un cuerpo ordenado)
satisface los grupos de axiomas A y B, todos los conceptos definidos a partir de ellos tienen
sentido en cualquier espacio afin en estas condiciones (segmentos, semirrectas, etc.).
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Por lo tanto, el angulo de vértice O y lados las semirrectas
{O+X0|A>0} v {O+X 0| A>0}
es el conjunto

A(O; 5,15) = {O + Ab+ B | A >0y pu > 0}

Es facil comprobar que todo espacio afin sobre R cumple también el axioma
D, luego en total tenemos que la geometria afin satisface todos los grupos de
axiomas a excepcién del grupo C. No tiene sentido plantearse si los espacios
afines cumplen estos axiomas porque en ellos no tenemos definida la nocién de
congruencia.

Terminamos la seccién estudiando brevemente las aplicaciones que conservan
la estructura afin.

Definicién 4.11 Sean E y F dos espacios afines. Una aplicacion afin o afinidad
entre F y F' es una aplicacién f : E — F tal que para todo punto P de FE se
cumple

—

f(P) = f(0) + f(OP),

donde O es un punto prefijado en E, y f . E — F es una aplicacién lineal,
llamada aplicacion lineal asociada a f.

En primer lugar hemos de notar que si f admite una expresién como la
indicada para un punto O y una cierta aplicacién lineal f, entonces f admite
una expresion andloga para cualquier otro punto O y con la misma aplicacién
f. En efecto, si f(O') = f(O) + 6@, entonces

- — - — - —>

f(P) = f(0) + f(OP) = f(O') + f(OP) — f(00) = f(O') + f(O'P).
En particular una afinidad determina su aplicacion lineal asociada.

Notar que la relacién entre f y f se puede escribir también en la forma
- —> - .
f(PQ) = f(P)f(Q), para todo par de puntos P y Q. Teniendo esto en cuenta
es facil comprobar que la composicién de aplicaciones afines es una aplicacién
afin, asi como que la inversa de una biyeccién afin es una biyeccién afin. Ademés

Fog=Fogy ="

Se prueba sin dificultad que las biyecciones afines conservan todas las propie-
dades definibles a partir de la estructura de espacio afin: aplican variedades en
variedades, paralelas en paralelas, semiplanos en semiplanos, angulos en angulos,
tridngulos en tridngulos, conservan las relaciones de orden de las rectas, etc.



84 Capitulo 4. La geometria analitica

4.3 Coordenadas cartesianas y baricéntricas

Tras todas estas consideraciones podemos exponer el nticleo de la geometria
analitica, en virtud de la cual los conceptos geométricos se caracterizan en
términos de ecuaciones y desigualdades. Para ello necesitamos los conceptos
de sistema de referencia y coordenadas de un punto.

Definicion 4.12 Un sistema de referencia en un espacio afin E estd formado
por un punto O y una base (€1,...,¢&,) del espacio E.

Fijado un sistema de referencia, podemos identificar cada vector ¢ con sus
coordenadas en la base del sistema. Asi, ¥ = (x1,...,2,) se interpreta como que
U = 2101 + -+ - X, Up,. Llamaremos vector de posicidn de un punto P (siempre
respecto al sistema de referencia fijado) al vector O.P) Las coordenadas carte-
sianas (lat. ‘de Descartes’) de un punto P serdn las coordenadas de su vector

de posicién. Escribiremos P(z1,...,z,) para indicar que las coordenadas de P
en un sistema de referencia dado son (z1,...,2,). Segin lo dicho, esto equivale
a que

Por ejemplo, si tomamos dos rectas que se corten perpendicularmente en
un punto O, las graduamos con la misma unidad y consideramos los vectores
U= 0.151, W= O.Q>1 (donde Py y @1 son los respectivos puntos unitarios de las
rectas) los resultados de la seccién anterior muestran que tenemos un sistema
de referencia cartesiano, y las coordenadas (x,y) de un punto P se interpretan
como los numeros asociados por las graduaciones a las proyecciones de P por
rectas paralelas a las rectas OP; y OQ1, es decir, sus distancias al origen mas un
signo que indica la semirrecta en la que se encuentran. La recta O + \¥, cuyos
puntos tienen coordenadas (x,0), se llama simplemente ‘Eje X’ o eje de abcisas,
mientras que la recta O + A recibe el nombre de ‘Eje Y, o eje de ordenadas.

Eje Y
) E L — + P(z,y)

@1

z Eje X

Igualmente podemos interpretar las coordenadas (x,y,z) de un punto del
espacio respecto a un sistema de referencia determinado por tres rectas per-
pendiculares graduadas con la misma unidad (ejes X, Y y Z). Conviene tener
presente que la definicion de sistema de referencia no exige que los ejes se tomen
perpendiculares. De hecho la nocién de perpendicularidad no estd definida en
un espacio afin arbitrario.
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Consideremos un hiperplano H = P+ (91, ..., ¥,—1) en un espacio afin en el
que hemos fijado un sistema de referencia de origen O. Un punto Q(z1,...,z,)
—
estd en H siy sélosi PQ € (U1,...,U,-1). Si(p1,...,pn) son las coordenadas de
—_— =

P, entonces las coordenadas de PQ = OQ—OP son (x1—p1,...,Tn—Pn), luego
la condicion anterior equivale a que el determinante formado por este vector y
las coordenadas de los ¥; sea igual a O. Esto se traduce en una ecuacién de la
forma

ax1+ -+ ax, =0,

donde necesariamente alguno de los coeficientes es no nulo.

Reciprocamente, el conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen una
ecuacion de esta forma es un hiperplano. En efecto, el miembro izquierdo de la
ecuacion define una aplicacién lineal no nula de K™ en K, que necesariamente
serd suprayectiva y su nucleo tendra dimensiéon n — 1. La aplicacion que a cada
vector le asigna sus coordenadas en una base dada es un isomorfismo de V en
K™, luego los vectores cuyas coordenadas anulan el miembro izquierdo de la

ecuacion forman un subespacio vectorial de base ¥y, ...,U,_1. Asi mismo ha
de existir un vector v cuyas coordenadas satisfagan la ecuacion. Si llamamos
P = O+7, entonces los puntos del hiperplano P+(7, . . ., ,,—1) son exactamente

los puntos cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion dada.
En resumen:

Los puntos de un hiperplano en un espacio afin estdn caracteriza-
dos por que sus coordenadas satisfacen una determinada ecuacion
lineal no nula. Toda ecuacion lineal no nula es la ecuacion de un
hiperplano.

Dos hiperplanos son paralelos si y sélo si no tienen puntos comunes, lo que
facilmente se traduce en que sus ecuaciones tienen los miembros izquierdos pro-
porcionales pero el término derecho no respeta la proporcién.

De este modo, una recta en el plano estd formada por los puntos cuyas
coordenadas en un sistema de referencia dado satisfacen una ecuacién de la
forma ax + by = c. Una recta en el espacio se puede expresar como interseccion
de dos planos, luego sus elementos son los puntos cuyas coordenadas satisfacen
un sistema de dos ecuaciones lineales independientes y compatibles

amr+biy+cz = dy
o + boy + oz = dy

En general, los puntos de una variedad de dimensién m en un espacio afin de
dimension k estan caracterizados por que sus coordenadas satisfacen un sistema
de n — m ecuaciones lineales independientes.

Veamos ahora el modo en que una afinidad transforma las coordenadas afines
de los puntos. Sea f : F — F una afinidad, sea (O;¥i,...,1,) un sistema
de referencia en FE y (O';wy,...,W,,) un sistema de referencia en F. Sean
A = (ai,...,an) las coordenadas de f(O) en O’, sea M la matriz asociada a la
aplicacion lineal f en las bases de los sistemas de referencia. Sea P un punto en
E con coordenadas X = (z1,...,2,). Estas son por definicién las coordenadas
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— o —
de OP en la base ¥;, luego las coordenadas de f(OP) en la base w; son X M.
Puesto que

- —_— o —

f(P) = f(0) + f(OP) = O + 0'f(0) + f(OP),
vemos que las coordenadas de OT(PS en la base w; son
Y=A+XM.
En resumen:

La relacion entre las coordenadas X de un punto en un sistema de
referencia O y las coordenadas Y de su imagen por una afinidad f
esY = A+ XM, donde A son las coordenadas de f(O) en el sistema
O’ y M es la matriz de f.

Reciprocamente, es facil ver que toda ecuacién matricial Y = A + X M esta
asociada a una tunica afinidad en unos sistemas de referencia prefijados.

El sumando A puede suprimirse si en el segundo espacio tomamos como
origen de coordenadas el punto O’ = f(O). Sin embargo, cuando f es una
afinidad de un espacio en si mismo, resulta méas conveniente considerar un tinico
sistema de referencia, y entonces s6lo podemos eliminar el sumando A si f tiene
un punto fijo, es decir, un punto O tal que f(O) = O.

Si K es un cuerpo, podemos dotar al conjunto K™ de estructura de espacio
afin n-dimensional sin mas que tomar sus elementos como puntos y como vecto-
res a un tiempo, de modo que la suma de puntos y vectores sea la misma suma
vectorial de K™. Las variedades lineales de K™ son de la forma P + V', donde
V' es un subespacio de K™, es decir, son las clases de congruencia médulo los
subespacios de K". El sistema de referencia candénico en K" es el formado por
(0,...,0) como origen y la base candnica de K". Respecto a este sistema, cada
punto coincide con sus propias coordenadas.

Si F es cualquier espacio afin n-dimensional sobre K, la aplicacién que a cada
punto le asigna sus coordenadas respecto a un sistema de referencia prefijado
es una biyeccién afin (cuya expresién coordenada respecto a este sistema y al
sistema candnico de K™ es simplemente Y = X).

Asi pues, todo espacio afin n-dimensional sobre K es isomorfo a K™, luego
dichos espacios tienen todos las mismas propiedades afines (las mismas propie-
dades que sean invariantes por biyecciones afines).

En particular podemos identificar el espacio de la geometria tridimensional
euclidea que venimos estudiando con el conjunto R3.

Si (0;él,...,e,) es un sistema de referencia de un espacio afin E, entonces
los puntos Ag = O, A; = O +éy,...,A, = O + €, son afinmente independien-

tes y, reciprocamente, un conjunto de n 4+ 1 puntos afinmente independientes
e —

—_—
Ag, ..., A, determina el sistema de referencia (Ag; AgAy,...,AgA,). Por lo
tanto todo punto P de E se expresa de forma tnica como

—

—_—
P=Ag+x1 AgAr + -+ Ao Ay,
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En algunas ocasiones esta expresién no es satisfactoria, pues sitia al punto Ay en
una situacion asimétrica respecto de los otros, cuando en realidad la nocién de
puntos afinmente independientes es completamente simétrica. Por ello, a veces
conviene considerar las coordenadas baricéntricas que definimos a continuacion.

Notemos en primer lugar, que para puntos cualesquiera Ay, ..., A, y escala-
res A\ + -+ A, =0, el vector

zn: N OA,
=1

es independiente de la eleccién del punto O, pues si tomamos otro punto O’
vemos que

gl

X\, 00! = 0.

1

ZAimi_ZAiai:

n n n
=1 =1 =

De aqui se desprende que si Ay + -+ A\, = X # 0 el punto

B=0+ imﬁi
1=1

> =

es independiente de O. Al punto B se le llama baricentro de (4;,A;) y lo
representaremos por

—

1 n
(A1A1+"'+>\nAn):O+X;)\ioAi'

> =

Las sumas y productos del miembro izquierdo son meramente formales, sin un
significado intrinseco. Tan sélo sugieren que las coordenadas del baricentro en el
sistema de referencia (O; O—Al) se obtienen multiplicando por A; las coordenadas
de A;, sumando y dividiendo entre \. El baricentro recibe este nombre porque se
corresponde con el centro de gravedad de un sistema de n particulas puntuales
situadas en los puntos A; con masas ;.

Retomando ahora el conjunto afinmente independiente Ay, ..., A,, ahora
notamos que un punto P se puede expresar en la forma

P:Ao—&-zn:/\iMz’:zn:/\iAiv

i=1 =0
donde
n
Ao=1-> X
i=1
Los ndmeros (Ag,...,\,) (sujetos a la condicién Ao + -+ + A, = 1) estdn

univocamente determinados por P y se llaman coordenadas baricéntricas de
P respecto al sistema (4;).
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Teorema 4.13 Los puntos Ao, ..., A, son afinmente independientes si y sélo
st ninguno de ellos es un baricentro de los demds.

DEMOSTRACION: Si uno de los puntos, por ejemplo Ag es un baricentro de
los demés, entonces

AO = i)\iAi’ con i)\z =1.
i=1 i=1

Alguno de los coeficientes ha de ser no nulo, digamos que A, # 0. Asi

n—1
AO = An + Z )\114—n1)417
i=1

e
donde no todos los coeficientes son nulos, luego A, Ay es combinacién lineal de
los restantes. Invirtiendo el razonamiento tenemos la otra implicacién. L]

4.4 Espacios euclideos

Nos ocupamos ahora de extender la estructura de espacio afin para recoger el
concepto de congruencia, el tltimo concepto geométrico primitivo que nos queda
por representar analiticamente. Es importante notar que todo lo que desde
el punto de vista de la teoria de conjuntos hemos tomado como definiciones,
desde el punto de vista de la geometria euclidea son teoremas. Por ejemplo,
hemos definido una recta en R® como una variedad lineal de dimensién 1, pero
hemos demostrado que las rectas en la geometria euclidea son las variedades de
dimensién 1. Esto se interpreta como que las definiciones dadas son las tnicas
posibles para que se satisfagan los axiomas de la geometria, de modo que si
tomamos un espacio euclideo cualquiera y a cada punto le asignamos una terna
de coordenadas respecto a un sistema de referencia arbitrario, entonces esta
correspondencia transformara necesariamente las rectas y planos del espacio en
las variedades lineales de R3, las relaciones de orden entre los puntos de una
recta se corresponderan necesariamente con las que hemos definido en R3, etc.

Si probamos que no hay mas que una definicién analitica de congruencia
que sea consistente con los axiomas de la geometria, habremos demostrado que
sélo existe un espacio tridimensional euclideo, en el sentido de que cualquiera
de ellos es identificable con R? a través de un sistema de coordenadas. Por ello
vamos a desarrollar un poco mas nuestro concepto sintético de congruencia y
los relacionados con él para comprobar que en la definiciéon de congruencia no
tenemos ningun grado de libertad.

En primer lugar notamos que si ¥y w son dos vectores no nulos cualesquiera,
O es un punto, A = O+0y B = O+, entonces el dngulo AOB (si esté definido)
es independiente de O, pues el tridngulo AOB tiene lados |9, ||@|| y ||¥ — @],

luego los tridngulos construidos a partir de puntos O distintos son congruentes,
y en particular el angulo indicado es el mismo.
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El dngulo AOB 1o estd definido cuando los vectores 7 y W son linealmente
dependientes (lo cual tampoco depende de O). Todo esto nos permite definir el
dangulo entre dos vectores no nulos como el angulo AOB si los puntos no estan
alineados, si W = at' con a < 0 consideraremos que el angulo es llano y si o > 0
diremos que el dngulo que forman es nulo y tiene medida 0. Cuando dos vectores
forman un dngulo recto se dice que son ortogonales (gr. ‘en dngulo recto’).

Consideremos un sistema de referencia de origen O y con una base €7, €5, €3
formada por vectores ortogonales y de norma 1. Entonces, un punto arbitrario
P cumplird que

P=0+ze& —l—yéb—i—zé%,,

para ciertos niimeros reales (z,y, z) (sus coordenadas en el sistema de referencia
indicado). Si @ = O + x €] + y €3, vemos que la recta OQ estéd contenida en el
plano XY, mientras que la recta QP es paralela al eje Z, que es perpendicular

al plano XY (suponiendo que @ # O y @ # P). Por lo tanto el tridgngulo OQP
es rectangulo, y el teorema de Pitadgoras nos da que

— — —
IOP|* = |OQI* + |QP|* = ||z &1 +y &2 + ||z &]|*.

Si@Q = O o @Q = P la conclusién es trivialmente cierta. Del mismo modo, si

llamamos R = O + x &) tenemos que el tridgngulo OQR es rectdngulo (o bien
Q=0 0Q=R), conlo que

—
|OP|* = |z & l® + ly &l* + |2 & = 2* + y* + 2%,

—
luego ||OP|| = /22 + y? + z2. Puesto que P es un punto arbitrario, tenemos
que si un vector ¥ tiene coordenadas (z,y, z) respecto a una base formada por
vectores ortogonales y unitarios, entonces

0] = Va2 +y? + 22

Si ¢y w son dos vectores arbitrarios cuyas coordenadas en una base en las
condiciones anteriores son respectivamente (z,y,z) y (2/,y’,2'), definimos su
producto escalar como

o0 = xx’ +yy + 22

En estos términos hemos probado que ||7|| = V0. Es claro ademds que se
cumplen las propiedades siguientes:

1. @0 + @) = 4o + i,

2. (i + 0) = @
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Teniendo esto en cuenta vamos a probar unos hechos muy importantes:

Consideremos dos vectores no nulos 'y w. Supongamos en primer lugar que
son linealmente independientes. Sean A = O + ¥, B = O + &. Entonces los
puntos O, A, B no son colineales, luego forman un tridngulo cuyos lados miden

—_— o g N g - o
[OA] = [[7]l, 10B]| = [ld]], [|AB|| = |[& — 7. Por otra parte
D2 Y Y . 2 2 -
|AB]||* = (& — 0)(@ — ¥) = @ + 90 — 200 = ||OA|]* + ||OB||* — 2.
Si comparamos con el teorema del coseno concluimos que

7@ = ||| ||| cos T

Esta expresion sigue siendo valida cuando W = at si convenimos en que el
coseno de un angulo nulo es 1 y el coseno de un dngulo llano es —1. En efecto:

0 = avv = £lal |]* = £||7]| [l7].

En particular esto prueba que el producto escalar de dos vectores no depende
del sistema de referencia que elegimos para calcularlo (siempre y cuando los
vectores de su base sean ortogonales y de norma 1.

Estas consideraciones condicionan ya la estructura algebraica que hemos
de imponer a un espacio afin para definir en él un concepto de ortogonalidad
consistente con los axiomas de la geometria euclidea.

Definicion 4.14 Un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial real V'
de dimensién finita sobre el que hay definido un producto escalar, que es una
aplicacién V' x V' — R que cumple las propiedades siguientes:

1. 90> 0y v =0siy sélosi v=0,
2. 4(U+ W) = 4T + U,

U+ V)W = 4w + v,

AN R

Un espacio afin euclideo es un espacio afin real E tal que en E hay definido un
producto escalar que lo dota de estructura de espacio euclideo.

Definimos la norma de un vector en un espacio euclideo como ||7]| = V0.

La distancia entre dos puntos A y B de un espacio afin euclideo serd ||A.B)||
Diremos que dos vectores ¢’y w son ortogonales si ¥ = 0. Lo representaremos
por ¥ L . Un conjunto de vectores es ortogonal si no contiene al 0 y sus
elementos son ortogonales dos a dos. Un conjunto de vectores es ortonormal si
es ortogonal y todos sus vectores tienen norma 1.

Hemos probado que el espacio euclideo en el sentido de la geometria sintética
es un espacio afin euclideo tridimensional en el sentido analitico. Probaremos



4.4. Espacios euclideos 91

que el reciproco también es cierto (lo que justifica el nombre de espacio euclideo
en el segundo caso). En primer lugar sucede que esta definicién algebraica no
muestra directamente la existencia de bases ortonormales. Probar esto serd
nuestro primer objetivo. Para ello conviene notar algunos hechos elementales.

Se cumple que 07 = (00)7 = 0(0%) = 0.

La norma verifica la relacién ||a@|| = |af ||7]]. Por lo tanto si dividimos un
vector no nulo por su norma obtenemos un vector de norma 1, y si los vectores
de un conjunto ortogonal los dividimos por sus normas respectivas obtenemos un
conjunto ortonormal. Asi pues, basta probar la existencia de bases ortogonales.

Observemos también que si un conjunto de vectores {7, . . ., U, } es ortogonal,
entonces es linealmente independiente. En efecto, si ajv; + -+ + @pvm, = 0
entonces 0 = 7;0 = a1 T;01 + - - - + 0 UV, = a;9;7;, luego a; = 0.

Teorema 4.15 (Teorema de ortogonalizacién de Gram-Schmidt) Si V
es un espacio vectorial euclideo, todo conjunto ortogonal de vectores de V se
extiende hasta una base ortogonal de V.

DEMOSTRACION: Sea A = {#,...,¥,} un conjunto de vectores ortogonales
(v por lo tanto linealmente independientes). Si A es ya una base de V no hay
nada que probar. En caso contrario tomamos un vector ¥ de V que no esté en
(A). Consideremos un vector de la forma

T
w=17-— E 042171
i=1

Claramente ;W0 = 0;W — a;U;U;, luego si tomamos cada «; como el tnico escalar
que cumple esta ecuacién tenemos que W 1L A. Asi obtenemos un conjunto
ortogonal con un vector méas. Repitiendo el proceso llegamos hasta un con-
junto ortogonal con tantos vectores como la dimensién de V', que serd una base

ortogonal. -
En particular todo espacio euclideo V tiene una base ortonormal {é7, ..., €, }.
Si ¥y @ son vectores cualesquieray (1,...,2s), (Y1, - -, Yn) son sus coordenadas

en dicha base, tenemos que

v = ($1€1 + -+ z71€n)(y1€1 +- y71€n) =T1U R TnYn-
Esto significa que un producto escalar estd completamente determinado en
cuanto conocemos una base ortonormal. En particular podemos dotar a R™ de

estructura de espacio euclideo definiendo el producto escalar como

($17~--7$n)(y17- ayn) = T1% 4 +xnyn

Es claro que se trata ciertamente de un producto escalar y, respecto a él, la base
candnica es ortonormal. Los resultados del comienzo de la seccién prueban que
si en un espacio euclideo (en el sentido sintético) fijamos un sistema de referencia
con base ortonormal y a cada punto le asignamos sus coordenadas respecto a



92 Capitulo 4. La geometria analitica

dicho sistema, entonces el producto escalar se corresponde con el producto en
R3 que acabamos de definir, luego la ortogonalidad y la distancia entre puntos
se corresponden con los conceptos homénimos en R3 definidos analiticamente.

El teorema siguiente es obvio desde un punto de vista sintético, pero es lo
Unico necesario para probar analiticamente las propiedades de la distancia entre
puntos y la ortogonalidad de vectores.

Teorema 4.16 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si ¥ y & son dos vec-
tores de un espacio euclideo, entonces || < ||| ||W] y se da la igualdad si y
solo si U y W son linealmente dependientes.

DEMOSTRACION: Si @ = 0 la igualdad se da trivialmente. Supongamos que

@ # 0. Llamando @ = /|||, entonces ||@] = 1 y lo que hemos de probar
es que |Ud| < ||U]], vy que se da la igualdad si y sélo si @ y ¢ son linealmente
dependientes.

Tomemos A € R. Entonces
0 < |7+ \id||? = (T + @) (T + \id) = 00 + N2@id + 2001 = ||7]|* + A2 + 2)\74,

En particular, si tomamos A\ = —i queda que ||7]|? + (¢@)? — 2(¢%)? > 0, o
sea, (T1)% < ||¥]|2, luego |Ta] < ||7]].

Ademas la igualdad se da si y sélo si |0 — (v@)d]] = 0, o sea, si y sélo si
¥ = (V&)u. Por lo tanto, si se da la igualdad @ y ¥ son linealmente dependientes.
Reciprocamente, si ¥ = A, entonces |0i] = |Ad] = |\ = ||¥]]. "

Ahora podemos probar las propiedades esenciales de la norma euclidea:
Teorema 4.17 FEn todo espacio euclideo se cumple:

1. |8 >0y ||7]| =0 siy sdlo si T =0.

2. |7+ || < |9]] + [

3. et = |ed [|7].

DEMOSTRACION: La tnica propiedad que no es inmediata es la segunda,
pero

17+ @l = (F+@) (@ +w) = [|9]* + [[&]* + 200 < ||9)* + [[0]]* + 2|
1% + 111> + 201 [ = (191l + lla])*.

IA

Por lo tanto ||T+ || < ||7]| + ||| n

La propiedad 2 del teorema anterior es la version analitica de la desigualdad
triangular. Es facil ver que es una igualdad exactamente cuando uno de los
vectores es un multiplo positivo del otro.

Ahora nos ocupamos de las aplicaciones que conservan la estructura euclidea.
Vamos a dar una definiciéon que aparentemente es mucho més débil que la que
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cabria esperar, pues vamos a pedir que se conserven las distancias, pero no la
estructura lineal ni mucho menos el producto escalar. Sin embargo probaremos
seguidamente que la conservacién de las distancias implica todo lo demés. Re-
presentaremos por d(P, Q) = ||P.C)2|| la distancia entre dos puntos P y @) de un
espacio afin euclideo.

Definicién 4.18 Sean A y B dos subconjuntos de dos espacios afines euclideos.
Una isometria entre A y B es una aplicacién biyectiva f : A — B tal que para
todo par de puntos P, Q € A se cumple d(P,Q) = d(f(P), f(Q)).

Tomemos un sistema de referencia del primer espacio con origen en un punto
O € Ay un sistema de referencia en el segundo espacio con origen en O’ = f(0O).

Por simplificar la notacién usaremos un apéstrofo para representar las imé-
genes por f, es decir, si P € A, entonces P’ representard a f(P). Llamemos A
al conjunto de los vectores 0.15, con P € A. Similarmente, sea B el conjunto de

— — ~ — ~

los vectores O'P’ con P’ € B. Si ¢ = OP € A, llamaremos v/ = O'P’ € B.

En estos términos 0 € A, 0/ =0 € By ||t — || = |0" — ||, para todo par
de vectores ¥y @ en A. En particular, si hacemos & = 0 tenemos ||7]| = ||7]|.

La relacion

|17 —@)|? = ||| + ||@]|* — 20

implica que 7w = ¢’ , para todo par de vectores v, W € A.
Veamos que si U € A y a¥ € A entonces (a?)’ = at’. Si ¥ =0 es trivial. En
caso contrario

7" (ad)'| = [3(ad)| = |al |5]* = 3]l llag]| = |7']| [ (5|l

Como la desigualdad de Cauchy-Schwarz es en este caso una igualdad, tenemos
que (at¥)) = MU', para cierto escalar A\. Multiplicando ambos miembros por ¥’
obtenemos a|7]|? = A||7]|?, luego A = a, y se cumple lo afirmado.

Ahora probamos que si @, ¥, i+ € A, entonces (@ +7)" = @' +@'. Tenemos
|[@ +3'|1* = @I + 17']|* + 200" = ||@|® + |7]* + 240 = || + 7?,
luego ||@' + ¥'|| = ||@ + ¥||. Por otra parte
(@ + ) (@ +7) = (@ +0)d + (@ + )T = (@ + )i + (@ + )7 = ||i@ + 7|2

Reuniendo ambas igualdades (@ + @) (@' + @) = |[(@ + @) || ||@ + o'
nuevo la desigualdad de Cauchy-Schwarz es una igualdad, lo que 1mphca que
@ + v = Au + ?¥)’. Consecuentemente,

@+ 7||* = (@ + 0) (@ +T) = N7 +7'||* = Mad + 7).

Esto 1mphca A =1 (y por lo tanto la relacién que queremos probar) salvo si
@i+ ¥ = 0, pero en este caso tenemos ||@ + 7| = 0, luego @ + ' =0 = (@ + 7).

Sea W = <A> y W = <B> Consideramos una base de W contenida en
A y definimos f W — W’ como la aplicacién lineal que sobre la base es
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—

f (¥) = ¥'. Los resultados que acabamos de probar justifican que esta relaciéon
vale para todos los vectores de A. Ahora observamos que

f(@)f(#) = @v, para todo @, 7 € W.

En efecto, basta tener en cuenta que esto es cierto para vectores de A y usar
la linealidad de f y del producto escalar. Haciendo ¥ = ¥ obtenemos que f
es inyectiva. La suprayectividad es clara, por construccion. También vemos

que || f(@)| = ||u||. Los isomorfismos entre espacios vectoriales euclideos que
conservan el producto escalar en este sentido se llaman isometrias lineales.

Consideramos ahora las variedades lineales L = O+ W y L' = O' + W".
Es claro que se trata de las menores variedades lineales que contienen a A y
B respectivamente. Hemos probado que tienen la misma dimensién. Més atn,
la afinidad f : L — L’ dada por f(P) = O’ + f(O—P>) es una isometria que
extiende a f. Esta isometria es unica, pues si g fuera otra, le aplicamos todo
el razonamiento anterior, tomando ahora A = L, con lo que A = W. Con ello
probamos que la aplicacién @ — @’ es lineal y coincide con f en el conjunto A
original (el generador de L), luego coincide con f en L, luego g coincide con f .

El teorema siguiente recoge lo que hemos obtenido hasta ahora:

Teorema 4.19 Toda isometria entre dos subconjuntos de dos espacios euclideos
se extiende a una unica isometria entre las variedades lineales que gemeran.
Ademds la extension es una biyeccion afin cuya aplicacion lineal asociada f es
una isometria lineal entre los espacios directores de las variedades.

Ahora veamos que es posible extender la isometria a todo el espacio, aunque
perdemos la unicidad. Para ello conviene introducir el concepto siguiente:

Definicion 4.20 Dado un subespacio W de un espacio vectorial euclideo V', se
llama complemento ortogonal de W al espacio

Wt ={¢€V|¥ L& paratodow € W}.

Es claro que W+ es un subespacio vectorial, asi como que W N W+ = 0.
Tomemos una base ortogonal 1,...,7, de W y extenddmosla hasta una base
ortogonal ¥, ..., 7, de V. Entonces es claro que W = (t,.41,...,7,), luego
V=WaoWw

En general, si V7, ..., V, son espacios vectoriales cuyos elementos son orto-
gonales entre si, es facil ver que su suma es directa, y el tal caso diremos que
tienen suma ortogonal y la representaremos por V; L --- L V.. Hemos probado
que V =W L W=, El teorema siguiente es inmediato:

Teorema 4.21 Un isomorfismo f : V. — V' entre dos espacios vectoriales
euclideos es una isometria lineal si y solo si existe una base {U,...,U,} de V
tal que f(U;0;) = f(0;)f(V;) para todo i,j. En particular si aplica una base
ortonormal a una base ortonormal.
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Con todo esto ya podemos concluir:

Teorema 4.22 Sean E y F dos espacios euclideos de la misma dimension.
Entonces

1. Las isometrias de E en I son las biyecciones afines f tales que f es una
isometria lineal.

2. Toda isometria entre un subconjunto A de E y un subconjunto B de F se
extiende a una isometria de E en F.

3. Si A contiene un conjunto de n + 1 puntos afinmente independientes,
entonces la extension es unica.

DEMOSTRACION: Sean (A) = O + W y (B) = O’ + W', de modo que f se
extienda a una isometria affn sobre O + W. En particular W y W’ tienen la
misma dimensién, luego sus complementos ortogonales también. Extendamos
f a V (el espacio vectorial de F) asignando a una base ortonormal de W= una
base ortonormal de W’+. Por el teorema anterior la extensién (que seguiremos

llamando f) es una isometria lineal, y la afinidad que induce en E es una
isometria y extiende a f. m

A través de las isometrias podemos definir una nocién general de congruencia
de conjuntos arbitrarios que coincide con la que ya conocemos en el caso de
segmentos, angulos y tridngulos y con la cual todo espacio euclideo cumplira el
grupo de axiomas C de la geometria euclidea.

Definicién 4.23 Diremos que dos conjuntos A y B en un espacio euclideo F
son congruentes si existe una isometria f : E — F tal que f[A] = B. Los
puntos de A y B correspondientes por (una isometria en particular) f se llaman
puntos homalogos.

En el sentido de la geometria axiomatica, dos segmentos son equivalentes si
y sélo si tienen la misma longitud pero, si esto es asi, una biyeccién entre los
conjuntos de sus extremos es una isometria, que se extiende a todo el espacio, y
es facil ver que transforma uno de los segmentos en el otro, luego son semejantes
en el sentido de la definiciéon anterior. El reciproco es anélogo.

Similarmente, si un angulo AOB es congruente con otro de vértice O,
podemos tomar puntos en sus lados de modo que éste sea AO'B y ademas
OA=0'A", OB = O'B’. Entonces se cumplira también que AB = A’B’, luego
la correspondencia entre los conjuntos {A, O, B} y {A’, O’, B’} es una isometria,
que se extiende a todo el espacio, y de nuevo es facil ver que hace corresponder
los 4ngulos, luego son semejantes en el sentido de la definicién anterior. De igual
modo se prueba el reciproco y la equivalencia correspondiente a tridangulos.

Ahora veamos que todo espacio euclideo cumple el grupo de axiomas C. La
comprobacién de los axiomas sobre segmentos es muy sencilla, y el axioma C4
sobre dngulos se comprueba de modo similar al axioma C5 sobre tridngulos. Por
ello probaremos sélo C4.
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En primer lugar consideremos dos semiplanos cualesquiera, que seran con-
juntos de la forma

7={0 + 0, +uty | p >0} vy 7 ={0" + M\ + by | u > 0},

donde podemos suponer que las bases (¥, 72) y (W, ws) son ortonormales. Si

—

llamamos f a la aplicacién lineal determinada por ¥(¢;) = ;, entonces f es

—

una isometria lineal, y es claro que la aplicacién dada por f(P)= 0"+ f (O.])D)
es una isometria entre los planos que contienen a w y a 7', tal que f[r] = =’
y que ademds transforma la semirrecta O + {A¥} | A > 0}, en la semirrecta
O+ {\by | A > 0}.

De aqui se sigue que dados dos semiplanos y en sus fronteras sendas semirrec-
tas, existe una isometria que transforma uno en el otro haciendo corresponder las
semirrectas. Por lo tanto, si tenemos un dngulo, un semiplano y en su frontera
una semirrecta (segin el axioma C4) existe una isometria entre el semiplano que
contiene al angulo con un lado en su frontera y el semiplano dado, de modo que
el lado del angulo se corresponda con la semirrecta dada. La imagen del angulo
por la isometria indicada serd un angulo congruente con el dado, contenido en
el semiplano dado y con un lado igual a la semirrecta dada, tal y como exige el
axioma C4.

Para probar la unicidad suponemos que tenemos dos dngulos con un lado en
comun y contenidos en el mismo semiplano respecto a éste. Seran de la forma
A(O; 0y, 7,) y A(O; U1, 75). Ademds ambos estdn contenidos en el semiplano

{O + My + pis | pu > 0},

lo que se traduce en que ¥y =zt +yw con y > 0y ¥ = z'vh + y'w con y' > 0.
Podemos suponer que ¥, U y U5 tienen todos norma 1.
Una isometria f entre los dngulos ha de cumplir® f(v7) = 91 y f(th) = % o
bien f(7,) = ¥ Uy) = ¥;. En cualquier caso tendremos U170y = 0105, luego
2 2

22 = z'2. Por otro lado,

o® +y? = 6l = 5] = 2" +y?,

y como y, ¥ > 0, de hecho y = 3. Desarrollando igualmente la condicién
| — 71|12 = ||, — #1]|? se concluye x = 2, con lo que los angulos son iguales.
| |

Asi pues, tenemos que todo espacio tridimensional euclideo en el sentido
analitico cumple los axiomas de la geometria euclidea, y que todo espacio que
cumpla dichos axiomas puede ser dotado de estructura de espacio tridimensional
euclideo. La aplicacién que a cada punto de un espacio euclideo de dimensién n
le hace corresponder sus coordenadas en R™ respecto a un sistema de referencia
ortonormal es una isometria (porque la aplicacién lineal asociada envia la base

5El punto més delicado es comprobar que si AOB = ATO'B’ entonces OA = O' A’ y
OB = O'B’. Por ejemplo, puede probarse que si una recta corta a un dngulo en un segmento,
entonces los extremos del segmento estan sobre los lados. De aqui se sigue facilmente la
propiedad indicada.
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ortonormal en la base candnica), y las isometrias conservan todas las propie-
dades geométricas, luego resulta que todos los espacios euclideos de la misma
dimension tienen las mismas propiedades, luego cualquier resultado geométrico
que se obtenga en uno de ellos es aplicable a todos los deméas. En este sentido
se dice que la geometria euclidea es completa o, mejor, categdrica.

Por ultimo senalamos que, desde el momento en que hemos probado que los
espacios afines euclideos verifican los axiomas geométricos de congruencia, todos
los hechos que hemos probado al comienzo de la seccién a partir de tales axiomas
son validas en general.® En particular tenemos la relacién entre el coseno de un
angulo y el producto escalar:

9 = || [ cos 5,
de la cual se deduce a su vez la versién analitica del teorema del coseno:
— 9 — 9 — 9 —_— — — —
[PQ[" = |OP|" + [|0Q] — 2[|OP| [|0Q]| cos A(O; OP OQ),

véalida para puntos cualesquiera O, P, @ (sin exigir que sean distintos o no
colineales) si convenimos que el dngulo es nulo si uno de los vectores que lo
definen es nulo. A su vez esta férmula contiene como caso particular el teorema
de Pitagoras.

4.5 Los giros y la medida de angulos

Dedicamos esta secciéon a definir el concepto de giro, el dltimo concepto
euclideo que nos obligard a resolver algunos problemas técnicos, concretamente
al respecto de la medida de angulos.

Consideremos un sistema de referencia ortonormal (O; %}, 73) en un plano
afin euclideo. Vamos a adoptar por primera vez el punto de vista habitual
de la geometria analitica. Identificaremos a cada punto P con su vector de
posicién 0.15 y éste a su vez con sus coordenadas (z,y). Notar que, en estos

términos, P—Cj = () — P. Es costumbre llamar semiplano derecho al semiplano
x > 0, semiplano izquierdo al semiplano x < 0, semiplano superior a y > 0y
semiplano inferior a y < 0 (pero hay que tener presente que la diferencia entre
derecha e izquierda no es intrinseca, en el sentido de que depende del sistema
de referencia y es imposible establecerla de forma absoluta sin hacer referencia
a la anatomfa humana, o algo similar).

Consideramos también la circunferencia w de centro (0,0) y radio 1, cuyos
puntos se caracterizan por la relacién 2% 4 y? = 1.

Vamos a asignar a cada punto de w un numero real al que llamaremos su
argumento. Fijamos una unidad de dngulos. Si un punto P de w estd en el
semiplano superior, su argumento serd la medida del arco menor de extremos

6 Aunque los axiomas que hemos dado describen la geometria tridimensional, los hechos
citados son bidimensionales, y todos los planos euclideos bidimensionales son isométricos.
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(1,0) y P (entendiendo que el argumento de (1,0) es 0). Si el punto P estd en el
semiplano inferior, su argumento se define igualmente pero con signo negativo.

/2 Con esto tenemos bien definido el argumento
37 /4 /4 sobre todos los puntos de w excepto (—1,0), dia-
metralmente opuesto a (1,0), cuyo argumento
deberia ser por una parte m y por otra parte
T 0 —m. Resolvemos esto asignando a cada punto,
- no un argumento, sino una clase de argumentos
modulo 27, es decir, si a es el argumento de P
segin lo acabamos de definir, ahora definimos
—3m/4 —7/4 argP = {a +2kn | k € Z}. De este modo,
—m/2 arg(—1,0) = {7 + 2k7 | k € Z}, que contiene
tanto a m como a —m, y la definicién resulta consistente. Tenemos asi una
biyeccién entre la circunferencia w y el grupo cociente R/27R.

Intuitivamente, el argumento de un punto indica el angulo que hay que girar
desde (1,0) para llegar hasta él. Asi, el hecho de que un mismo punto tenga
argumentos 7/2, —37/2 y 5w /2 significa que se llega hasta él girando un recto
en un sentido, o tres rectos en sentido opuesto, o dando una vuelta entera de
4 rectos mas otro recto. El resultado basico en torno a los argumentos es el
siguiente:

Teorema 4.24 Sean P y Q dos puntos en w, sean arg P = [a], arg Q = [3] de
modo que | — a| < 7. Entonces el dngulo POQ tiene amplitud |3 — «.

DEMOSTRACION: Notemos en general que cada clase médulo 27 tiene un
Unico representante en el intervalo [—7, 7] (excepto 7, que tiene dos pero con el
mismo valor absoluto). Esto implica que el valor de |5 — «| menor o igual que 7
estd univocamente determinado por Py  y no importa con qué representantes
concretos lo calculamos. En principio tomamos oy 3 en [—7, 7).

Sean I = (1,0), I’ = (—1,0). Si Py @Q estan ambos en el semiplano superior,
podemos suponer que 0 < a < g < 7. Descartando casos triviales tenemos que
TOP esté contenido en @ y sus amplitudes son a y 3, luego es claro que la de
P/O\Q es f— a. El mismo argumento vale si P y () estan ambos en el semiplano
inferior.

Supongamos que P estd en el semiplano Superlor y Q estd en el | el inferior. Si
Q) es diametralmente opuesto a P, entonces I OQ es adyacente a [ OP luego sus
amplitudes o y —f suman 7, como habia que probar.

Sea P’ el punto diametralmente opuesto a P. Podemos suponer que P es
distinto de I, I’. Entonces la recta PP’ deja a I y a I’ en semiplanos distintos.
Supongamos que () e I estdn en el mismo semiplano. Entonces es claro que
ﬁO\Q — POI + @ y de nuevo la suma de las amplitudes es o — 5 < 7.

Finalmente consideramos el caso en que @ e I’ estan en el mismo semiplano.
Entonces FO\Q = POI' + Q/OT Las amplitudes de los sumandos son m — «
y ™+ 3, luego la amplitud de P/O\Q es 21 + [ — a. Si tomamos 27 + 5 como
argumento de @, se cumple lo pedido. L]
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Consideremos un punto P(z,y) en w, sea « su
by argumento en |—m, 7|, sea P’ = (z,0). Si x, y son
o no nulos, entonces el triangulo OPP es rectangulo,
\ pues P — P = (0,y) es ortogonal a P’. Por otra
0 parte, Si/I\: (1,0), la definicién de argumento nos

P/
da que TOP = +a, donde el signo es el de la coor-
denada y.

Puesto que ||P|| = 1, la definicién del seno y el
coseno de un dngulo implican entonces que (z,y) = (cos(+a), £sen(+a)). Esta
férmula sigue siendo cierta para los puntos (£1,0) y (0, £1) (cuyos argumentos
son 0,+7/2, +) por la definicién del seno y del coseno en estos casos particu-
lares. Recordemos que al comienzo de la seccién anterior hemos convenido en
que el coseno de un dngulo nulo es 1 y el coseno de un dngulo llano es —1 (y en
ambos casos definimos el seno como 0).

Hasta aqui tenemos definidas las funciones seno y coseno en el intervalo [0, 7].
Ahora extendemos las definiciones al intervalo [—, 7] mediante las relaciones

sen(—a) = —sencq, cos(—a) = cosa.
Asi la relacién entre a y las coordenadas de P se reduce a
(z,y) = (cosa,sena).

Puesto que todos los niimeros « + 2k7 son argumentos de P, podemos hacer
que esta férmula valga para cualquiera de ellos si extendemos las funciones seno
y coseno a todo el conjunto R mediante

sen(a + 2km) = senc«, cos(a + 2kw) = cosa, para todo k € Z.

A continuacién extendemos el concepto de argumento a cualquier punto
P del plano distinto de O. Para ello consideramos la intersecciéon con w de
la semirrecta de origen O que pasa por P, esto es, el punto P* = P/||P|.
Definimos el argumento de P como arg P = arg P*. Si este argumento es «, las
coordenadas de P son
(z,y) = || P||(cos ar, sen a).

Definicién 4.25 Llamaremos coordenadas polares de un punto P # 0 (respecto
al sistema de referencia dado) a los ndmeros p = ||P|| (el mddulo de P) y
0 = arg P (el argumento de P, determinado médulo 27). Representaremos por
P = py al tinico punto P del plano de médulo p y argumento 6.

En estos términos, la relacién entre las coordenadas cartesianas y las coor-
denadas polares de un punto P es

(x,y) = (pcosb, psend).

Definicién 4.26 Sea 7 un plano afin y (O;¥;,72) un sistema de referencia.
Sea o un nimero real. Llamaremos giro de centro O y dngulo « a la aplicacién
determinada por G(O) = O v Gu(po) = po-ta-
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Los giros son isometrias. En efecto, dados dos puntos P y @, hemos de
probar que ||Q — P| = ||Ga(Q) — G4(Q)]]. Si P = O el término izquierdo es
la coordenada p de @), mientras que el término derecho es la coordenada p de
G.(Q), v ésta se conserva por definicién. Si P # O # @, entonces el teorema

4.24 prueba que P/O\Q = G, (ma (@) (incluyendo los valores posibles 0 y 7
si los puntos estan alineados). Como también tenemos que ||P|| = ||Ga(P)| v
QI = |G&(Q)]], por el teorema del coseno ||Q — P|| = ||Ga(Q) — Go(P)]|.

Puesto que G, (0O) = O, la expresién en coordenadas de G, es lineal (coincide
con la de @a. Vamos a calcular su matriz en la base del sistema de referen-
cia que estamos considerando. Se trata de la matriz que tiene por filas las
imégenes de los puntos (1,0) y (0,1). El punto P(1,0) = 1; se transforma
en 1, = (cosa,sena), mientras que el punto P(0,1) = 1,/ se transforma en
Lrjoqa = (cos(7r/2 + «),sen(m/2 4+ a)). Por otra parte este vector tiene norma
1y es ortogonal a (cosa,sen ). Sélo hay dos vectores en estas condiciones (el
complemento ortogonal del subespacio generado por este ultimo vector tiene
dimensién 1). Asi pues,

Ga(0,1) = (cos(m/2 + ), sen(m/2 + o)) = £(—sen v, cos @)

(pues estos dos vectores cumplen las condiciones y no puede haber méas). Es
facil ver que el signo ha de ser positivo. Por ejemplo, si 0 < a < /2 entonces
cosa > 0 y por otra parte 7/2 < 7/2 + a < , luego sen(r/2 + a) > 0.
Similarmente se discuten las demds posibilidades. Asi pues, la matriz del giro
de angulo a en un sistema de referencia dado es

cosa  seno
= ( ).

—Sseno Cos«

Teniendo en cuenta que G,(0O) = O, la expresion en coordenadas de G, resulta
ser

—Ssena Cos«

Gl y) = (z,7) < cosa  senw )

Es facil ver que, salvo que a = 2km con k € Z, el inico punto fijo de G, es el
origen O, luego un giro determina su centro. Ahora vamos a comparar los giros
definidos en distintos sistemas de referencia ortonormales con un mismo origen
O. Para ello hemos de notar que de la definicién de giro se sigue inmediatamente
que Gy 0 Gg = Gaqp, luego Mo Mg = M4 5. En particular M;'=M_,.

Recordemos que habfamos fijado el sistema (O; ¢y, ¥3) y sea ahora (O; Wy, Ws)
otro sistema de referencia ortonormal. Sea O +w; = 1y. Entonces w; = 69(171).
Los vectores 59(62) y Wy son ambos ortogonales a w y tienen moédulo 1, luego
Wy = £Gg(02). Teniendo esto en cuenta es facil ver que la matriz de cambio de

base de (¥, ¥2) a (W, ws) es
1 0
M"( 0 +1 >
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1 0
(0 i1>M—9'

Asi pues, la matriz del giro de d4ngulo a (definido respecto al primer sistema
de referencia) en el segundo sistema de referencia es

luego su inversa es

1 0 1 0
My < 0 +1 )Ma ( 0 41 )Me = MgMyioM g = My,.

Esto significa que el giro de angulo a respecto a un sistema de referencia
es el giro de angulo +a respecto a cualquier otro sistema de referencia con el
mismo origen, y ademds el posible cambio de signo depende sdlo de los sistemas
de referencia, es decir, o bien todos los giros coinciden, o bien todos cambian de
signo. Vemos, pues, que un giro (distinto de la identidad) determina su centro
y su angulo salvo signo. Dicho signo depende del sistema de referencia.

Como aplicaciéon vamos a obtener unas importantes relaciones trigonométri-
cas. Basta desarrollar la igualdad M3 = M,Mg para concluir

sen(aw+ f) = senacos + cosasen 3,

cos(a+ ) = cosacosf —senasenf.

Enseguida veremos que con estas formulas tenemos completamente determi-
nadas (salvo un factor constante) las funciones seno y coseno. Primero enun-
ciamos un teorema que recoja las propiedades esenciales de ambas funciones.
Todas estdn ya demostradas.

Teorema 4.27 Las funciones seno y coseno (respecto a una medida de dngulos
prefijada en la que los dngulos llanos tengan amplitud ) verifican las propieda-
des siguientes:

1. sen(a + 2km) = sena, cos(a+ 2kmw) = cosa, para todo k € Z.
2.sen0=0, cosO=1, sen(n/2)=1, cos(m/2)=0.

3. sen’a+cos’a=1, sen(—a)=—sena, cos(—a)=cosa.
4.sena>0sia€0,m], cosa>0siac€[—n/2,7/2].
9.

Para cada par (z,y) € R? tal que 2* + y*> = 1 existe un unico o € |-, 7]
tal que (z,y) = (cos o, sen ).

6. sen(a+ ) = senacos B + cosasen 3,

7. cos(a+ ) = cosacos f — sen asen 3.

Nuestra definicién de las funciones seno y coseno se basa en la delicada
construccién de la medida de angulos, que no admite una formulacién algebraica
sencilla. Estas funciones pueden ser definidas mucho mas facilmente mediante
técnicas analiticas. Vamos a probar que cualquier par de funciones que cumplan
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las propiedades del teorema anterior son de hecho el seno y el coseno que hemos
definido (respecto a una unidad de dngulos adecuada). Asi tendremos justificado
que nuestra definicién geométrica equivale a cualquiera de las varias definiciones
analiticas posibles.

Supongamos, pues, que tenemos dadas dos funciones sen y cos que satisfagan
las propiedades del teorema anterior. Entonces, dado z € [0, 1], existe un tnico
nimero y > 0 tal que 22 + y? = 1, y asi (z,y) = (cosa,sena) para un tnico
a € [0,7]. El teorema de Cauchy-Schwarz nos permite definir la amplitud del
dngulo entre dos vectores v] y s como el tinico niimero « € [0, 7] que cumple

U7
COSx = ——————5 -
7] ]]72|
. Ve 5~ Pt g 7’ .
La amplitud de un dngulo ABC es la de los vectores BA y BC'. Es fécil ver que
esta definiciéon no depende de la eleccién de A y C' en los lados del angulo, asi
como que se conserva por isometrias, es decir, que angulos congruentes tienen la

misma amplitud. Vamos a comprobar que esta definiciéon de amplitud satisface
las condiciones del teorema 2.27. Acabamos de probar la primera.

g _ Para probar la segunda consideramos un dngulo
T v A = A(O; 7y, 7,), donde podemos suponer que 7] y
U tienen norma 1, y una semirrecta O + {\7 | A > 0}
contenida en el angulo, lo cual equivale a que
O 171 17: )\171+‘LL172, )\,MZO

(También podemos suponer que ¥ tiene norma 1.)

Sea w un vector ortogonal a v; en el plano del dangulo. Cambiando W por
— si es preciso podemos suponer que 172\: JZE1\+ yw, con y > 0. Sean «, 3
y v las amplitudes de los angulos 01>, U100 y U5 respectivamente. Hemos de
probar que a = (3 4 7.

Tenemos cos a = U173 = x, luego y = sena (pues 22 +y2 =1 ey > 0). Asf
pues, Uo = cosav] + sen aw. De aqui que

U= (A4 pcosa)v + psen o .

A su vez esto implica que cosf3 = U710 = A + pcosa, luego sen 3 = psen .
Usando las férmulas 6 y 7 del teorema 4.27 vemos que

cos(a¢ —f8) = cosacosf+senasenS = Acosa + = Uty = cos~,
sen(a — f) = senacosf —senfcosa = Asena > 0.
Puesto que |a — ] < 7, la tltima desigualdad implica que 0 < o — 5 <,
luego de cos(a—3) = cosy podemos concluir a—f = =y, como querfamos probar.

Llamemos m(fl) a la amplitud de un dngulo A tal y como la hemos definido a
partir de las funciones sen y cos. Sea m’(A) la amplitud de A en el sentido usual,
digamos que tomando como unidad de dngulos el angulo recto. Claramente los
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angulos rectos tienen medida m igual a /2. El teorema 2.27 nos da entonces que
m(A) = (m/2)m/(A), para todo angulo A, dicho de otro modo, que la amplitud
de un dngulo cualquiera en el sentido usual es (2 /ﬂ)m(fl) angulos rectos.

Si suponemos ademas que 7w > 1, entonces podemos tomar como unidad de
angulos 2/ veces un dngulo recto vy, respecto a esta unidad, la amplitud de un

angulo cualquiera es precisamente m(A).

Finalmente, dado a € ]0, w[, fijamos un sistema de referencia ortonormal y
consideramos los puntos P(cosa,sena) y Q(1,0). Entonces el tridngulo POQ
tiene un angulo recto Q y la perpendicular a OQ por P corta a OQ en el punto
(cos @, 0). Como || P|| = 1, concluimos que sena y cosa son el seno y el coseno
de O en el sentido geométrico, es decir, hemos probado:

Teorema 4.28 Si unas funciones sen y cos satisfacen las propiedades del teo-
rema 4.27 con m > 1, entonces eziste una unidad de dngulos respecto a la cual
sena y cosa son el seno y el coseno de los dngulos de amplitud o (para todo
a € [0,7]).

Es importante insistir en que nosotros hemos demostrado la existencia de
las funciones seno y coseno. No obstante, si se supone conocida su existenc/ig
junto con las propiedades del teorema 4.27, la férmula v = ||| ||@|| cos v
(usada como definicién de la amplitud de 17/'\117) permite introducir rapidamente la
medida de dngulos en los espacios euclideos, y de ella se siguen inmediatamente
el teorema del coseno y el teorema de Pitdgoras. Por completitud daremos la
prueba analitica de otros dos resultados fundamentales: probaremos que los
angulos de un triangulo suman dos rectos y también el teorema de los senos.

—_—
Dado un tridngulo ABC', tomando un sistema de referencia ortonormal con

—
origen en A y un vector en la direccién de AB podemos suponer que A = (0,0),
B = (c,0), C = (z,y), con ¢,y > 0. Se comprueba ficilmente que

cosfl:f, senfl:g, cosB=-"—=, sen B =Y.
b a a
Las férmulas de la suma nos dan que
~ ~ yc
sen(A+B) = =2>0
sen(A + B) 3>
- —22—y?  ACBC )
cos(A+B) = S A = —cosC.
ab ab
Estas relaciones implican queOS/AlJngwyAJrBe:waA'. L]
C
b Y a
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Conservando la notacién, tenemos
C = (bcos A,bsen A), B —C = (acos B, —asen B),
y como B = (¢,0), al sumar las segundas coordenadas queda
0=bsen A — asenB,

que es una de las igualdades del teorema de los senos. La otra se prueba inter-
cambiando los papeles los vértices (no entraremos en la relacién con el radio de
la circunferencia circunscrita). n

4.6 Complementos sobre trigonometria

Ahora que tenemos caracterizadas completamente las funciones seno y co-
seno podemos probar unos pocos resultados adicionales sobre trigonometria que
nos seran tutiles mas adelante. En primer lugar destacamos las férmulas del seno
y el coseno del angulo doble, que son consecuencias inmediatas de las férmulas
de la suma:

sen2a = 2senacosq, Cos2a = cos? a — sen? a.

De ellas se deducen sin esfuerzo las férmulas para el dngulo mitad:

« /1 —cosa a /1 + cosa
sen — = _— COS — = .
2 2 ’ 2 2

Introducimos ahora una tercera funcién trigonométrica de interés:

Definicion 4.29 Llamaremos tangente de un angulo « a

sen o
tan o = .
cos o
La tangente estd definida para todos los nime- C

ros reales o excepto aquellos cuyo coseno es nulo,
es decir, & = +m/2 + 2km, con k € Z. Su inter-
pretacion geométrica es facil de obtener. Tomemos
0 < o < m/2. Si la circunferencia de la figura tiene
radio 1, sabemos que las longitudes de los segmen-
tos OA y OB son respectivamente sena y cos a.

Por lo tanto la tan « es el cociente de ambas lon- C B D

gitudes, y por el teorema de Tales este cociente es
independiente de la recta vertical AB que escoja-
mos para calcularlo. En particular si tomamos la
tangente C'D vemos que tan o = CD.

Para los demas valores posibles de « la tangente se interpreta del mismo
modo, y la tnica diferencia es el signo.
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En general, vemos que la tangente de uno de los angulos agudos de un
tridngulo rectangulo es la razon entre el cateto opuesto y el cateto contiguo.
De aqui se sigue que existen angulos agudos cuya tangente es igual a cualquier
numero real positivo prefijado. Las férmulas siguientes se prueban sin dificultad
a partir de las correspondientes para senos y cosenos:

tan(a + 27) = tana, tan(—a) = —tana,
tan a 4 tan G 2tan
t = 0T tan2a = —
an(a + 8) 1 —tanatan 3 =T tanla

Dejamos al lector la comprobacién de la tabla siguiente. Es facil obtener
pruebas tanto geométricas como algebraicas.

1o} sen cos tan
0 0 1 0
/6| 1/2 V3/2 1/V3
/4| V2/2 V2/2 1
/3| V3/2 1/2 /3
/2 1 0 -

4.7 Circunferencias

Veamos la expresion analitica de las circunferencias. Dado un plano afin
euclideo y fijado en él un sistema de referencia ortonormal, la circunferencia de
centro un punto (a,b) y radio r > 0 estd formada por los puntos (z,y) cuya
distancia a (a,b) es igual a r, es decir, ||(z — a,y — b)|| = r, o equivalentemente:

(z—a)®+(y—b)* =r"

Desarrollando la ecuacién, vemos que las circunferencias estan formadas por los
puntos cuyas coordenadas satisfacen una ecuacién de la forma

2> +y* + Ar + By +C =0, (4.1)

donde A = —2a, B = —2b, C' = a® + b*> — r2.

Demostramos ahora un resultado cldsico sobre circunferencias cuya prueba
sintética es inmediata. A continuacién lo relacionaremos con la geometria
analitica.

Teorema 4.30 (Teorema de la potencia) Sea P un punto que no esté en
una circunferencia w. Sean Ly y Lo dos rectas secantes a w que pasen por P.
Sean Ay y By los puntos en que Ly corta a w y sean Ag y By los puntos en que
Lo corta a w. Entonces

PA,-PB; = PAy- PBs.
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DEMOSTRACION: Basta observar que los
., —_— —_— . ,
tridngulos PAs By y PAq B> tienen dos an-
gulos iguales (By y Bg abarcan arcos igua-
les), luego son semejantes. Si el punto P es
interior a la circunferencia el razonamiento
es similar. n

Definicién 4.31 La potencia de un punto
P respecto a una circunferencia w se define
como 0 si P estd en w y en caso contrario
como la cantidad constante considerada en el teorema anterior, con signo posi-
tivo si P es exterior a w y con signo negativo si P es interior.

Si w tiene centro O y radio r y la distancia de P a r es d, podemos calcular la
potencia de P mediante la recta OP (tomamos una recta cualquiera si P = O).
Es facil ver que si P es exterior la potencia es (d —r)(d+7) = d*> —r?, y si P es
interior obtenemos —(d+7)(r —d) = d> —r?. Esta expresién vale trivialmente si
P esté en w, luego en general tenemos que la potencia de P respecto a w viene
dada por la férmula d? — r2.

Teniendo en cuenta cémo hemos obtenido la ecuacién (4.1) es claro que la
potencia de un punto (z,y) respecto a la circunferencia que ésta determina es

precisamente el valor del miembro izquierdo de la ecuacion.

Ejercicio: Probar que si P es un punto exterior a una circunferencia w, entonces la
potencia de P es el cuadrado de la distancia de P a los puntos donde las tangentes a
w por P tocan a w.

Ejercicio: Probar que el conjunto de los puntos con la misma potencia respecto a
dos circunferencias no concéntricas es una recta perpendicular a la recta que pasa por
sus centros (esta recta recibe el nombre de eje radical de las circunferencias).



Capitulo V

Numeros complejos

Es bien conocido que las raices de una ecuacién polinémica de segundo grado
con coeficientes reales axz? + bx 4 ¢ = 0 vienen dadas por la férmula

—b+ Vb?% — 4ac
r= ———
2a ’

supuesto que el discriminante b> — 4ac tenga rafz cuadrada, esto es, no sea ne-
gativo. Sin embargo, los matematicos renacentistas italianos observaron que
aun en el caso de que el discriminante fuera negativo se podia trabajar con-
sistentemente con unas hipotéticas raices “imaginarias” sin mas que admitir la
existencia de una cantidad i = /—1. M4s concretamente, los algoritmos de
resolucién de ecuaciones ciibicas pasaban en determinados casos por solucio-
nes imaginarias de ecuaciones cuadraticas asociadas que después daban lugar a
soluciones reales de la cibica de partida. La teoria de extensiones algebraicas
proporciona un fundamento riguroso de esta introduccién directa de los niimeros
imaginarios a partir de la ecuacién 2 = —1:

5.1 Definicion y propiedades basicas

El polinomio 22 + 1 no tiene raices reales, y al tener grado 2 es irreducible
en el anillo R[z]. Por lo tanto existe una extensién algebraica de R en la cual
tiene una raiz:

Definicién 5.1 Llamaremos cuerpo de los nimeros complejos C = R[i] a la
adjuncién a R de una raiz i del polinomio z2 + 1.

La teoria de cuerpos nos asegura que C estd univocamente determinado salvo
isomorfismos que fijan a R. El cuerpo C es un espacio vectorial de dimensién
2 sobre R y tiene por base a {1,i}. Por lo tanto todo nimero complejo z se
expresa de forma tnica como z = a + bi, donde a, b € R. Asi pues, podemos
identificar el nimero complejo a + bi con el par (a,b) € R2.

107
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El nombre de “ntimeros complejos” hace referencia precisamente a que cada
ntimero complejo z = a + bi estd compuesto o determinado por dos niimeros
reales a y b, llamados respectivamente parte real y parte imaginaria de z. Las
representaremos por Re z e Im z.

El adjetivo “imaginario” es herencia de las vacilaciones originales sobre la
naturaleza de los niimeros complejos. En general, los ntimeros a + bi con b # 0
se llaman imaginarios (y de aqui viene, por oposicién, el calificativo de nimeros
reales para los nimeros no imaginarios) los niimeros de la forma bi con b # 0 se
llaman imaginarios puros. Al numero i se le llama unidad imaginaria.

Teniendo en cuenta que i2 = —1 las operaciones en C son
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i, (a+bi)(c+di)= (ac—bd)+ (ad+ bc)i.

Vemos, pues, que la suma de ntimeros complejos es la suma usual en R?,
y el producto de un nimero real por un nimero complejo es también el pro-
ducto usual. Queda pendiente interpretar geométricamente el producto de dos
ndmeros complejos cualesquiera.

Puesto que 22 +1 = (x+1)(z —1i), la extensién C/R es finita de Galois, luego
tiene exactamente dos R-automorfismos. Uno es la identidad, y el otro envia ¢
a —t. Lo llamaremos conjugacion.. Representaremos por z al conjugado de z.
Segun lo dicho,

a+bi=a—bi.

La norma euclidea de R? se corresponde con lo que en la teoria de niimeros
complejos se llama el mddulo de un ntimero complejo z = a + bi, definido como

|2] = Va2 + b2 =2z

Observemos que |z|2 es la norma de z en el sentido de la teorfa de Galois,
luego el médulo es multiplicativo, es decir, |z122| = |21]|22].

La relacién |2|? = 2Z nos da una expresién sencilla para el inverso de un
nimero complejo no nulo, a saber,

También conviene notar que |Re z| < |z|, |Im z| < |z|. En efecto, si z = a+bi,
tenemos que |Re z|* = a? < a% + b% = |2|2, luego |Re z| < |z|, e igualmente con
la parte imaginaria.

Las partes real e imaginaria de un nimero z son las coordenadas cartesianas
de z respecto al sistema de referencia canénico determinado por el 0 y la base
{1,i}. También podemos expresar todo ntimero complejo no nulo en términos
de sus coordenadas polares, es decir,

z = |z|(cos b + isend),

con el argumento 6 determinado médulo 27.



5.2. La clausura algebraica de C 109

Retomemos ahora el problema de interpretar el producto de niimeros com-
plejos. Consideremos en primer lugar un nimero complejo de médulo 1, digamos
1lg = cos 6 + isend. Consideremos otro nimero complejo x + iy. Entonces

lo(x 4+ iy) = (xcos® —ysend) + (xsen + ycosh)i.
Si lo interpretamos en R? tenemos

cosf senf
—senf cosf

(o) = o) ) =Gt
donde Gy es el giro de angulo 6 respecto al sistema de referencia canénico. Asi
pues, si expresamos = +yi en coordenadas polares, pj,, acabamos de probar que
Lopy = p/0+0/'

Teniendo en cuenta que el médulo del producto es el producto de los médulos,
ahora es claro que

popy = p - lopy = ppprer = (PP )oter-

Asi pues, el producto de dos niimeros complejos no nulos es el nimero com-
plejo cuyo médulo es el producto de los médulos y cuyo argumento es la suma
de los argumentos.

Ahora es evidente que todo nimero complejo tiene una raiz cuadrada. Con-
cretamente, la raiz cuadrada de pg es \/p, /2 Vamos a dar una prueba de este

hecho que no dependa de consideraciones geométricas sobre argumentos.

Partamos de un nimero complejo z que podemos suponer imaginario. Sea
z/|z| = a+bi. La bisectriz del 4ngulo formado por 1 y a+ bi pasard por el punto
medio del segmento de extremos 1y a + bi. Este es (a + 1)/2 + bi/2. Tenemos
asi un numero cuyo argumento es la mitad del argumento de z. Ahora hemos
de ajustar su moédulo, que es

a+1
2

Dividiéndolo entre este niimero obtenemos un nimero de moédulo 1 y multipli-
cando por 4/|z| obtenemos, segin lo dicho anteriormente, una raiz cuadrada de

[ 2lz] fa+1 b

Elevando al cuadrado y usando que a? + b2 = 1 obtenemos |z|(a+ bi) = z, luego
se trata ciertamente de una raiz cuadrada de z.

z. Esta es

5.2 La clausura algebraica de C

El hecho de que todo niimero complejo tenga raices cuadradas se traduce en
que toda ecuacion de segundo grado tiene raices en C. Los algebristas sabian
bien que lo mismo sucede con las ecuaciones de grado tres y cuatro, asi como
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con muchos casos particulares de ecuaciones de grados superiores. Esto sustentd
durante siglos la conjetura de que de hecho toda ecuacién polinémica podia
resolverse en C, sin embargo, la primera prueba tuvo que esperar hasta principios
del siglo XIX. Fue en este periodo cuando Argrand descubrié la representacién
geométrica de los nimeros complejos, aunque fue Gauss el primero en usarla y
difundirla. Gauss descubrié asi mismo la interpretacién geométrica del producto
de ntimeros complejos y en su tesis doctoral probé el que hoy se conoce como
teorema fundamental del dlgebra. La prueba que veremos aqui se basa en la
teoria de Galois y sélo requiere dos hechos concretos sobre nimeros reales y
complejos, ambos ya probados:

A Todo polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene al menos una
raiz real.

B Todo nimero complejo tiene una raiz cuadrada.

El ultimo ingrediente que necesitamos es un resultado fundamental de la
teoria de grupos finitos:

Teorema de Sylow Sea G un grupo finito, p un niimero primo y n un nimero
natural tal que p” | |G|. Entonces G tiene un subgrupo de orden p™.

Para comodidad del lector incluimos al final del capitulo un apéndice con
la demostracién del teorema de Sylow. Para probar el teorema fundamental
del algebra conviene reformular A y B en términos de la teoria de cuerpos.
En primer lugar, A equivale a que todo polinomio irreducible en R[z] de grado
mayor que 1 es de grado par. Como toda extension finita de R es simple, su
grado es el grado del polinomio minimo en R[z] de su elemento primitivo, luego

A’ Todas las extensiones propias de R tienen grado par.

Por otro lado B equivale a que toda ecuacién de segundo grado sobre C tiene
raices en C, es decir, que no hay polinomios irreducibles de grado 2 en C[z], asf
pues:

B’ No ezisten extensiones de C de grado 2.

Teorema 5.2 (Teorema fundamental del dlgebra) C es algebraicamente
cerrado.

DEMOSTRACION: Hay que probar que C no tiene extensiones algebraicas
propias. Supongamos que K es una tal extensién. Adjuntando a C un elemento
cualquiera de K que no esté en C obtenemos una extensién propia y finita de C.
Podemos suponer, pues, que K/C es una extensién finita. También serd finita
la extensién K/R. Existe una extensién finita normal de R que contiene a K.
Por lo tanto podemos suponer que K/R es una extensién finita de Galois (de
grado mayor que 1).

Por A sabemos que |K : R| es un niimero par. Digamos que |K : R| = 2" -m,
conn > 1y m impar.
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Sea G el grupo de Galois de la extensién. Como |G| = 2™ - m, el teorema de
Sylow nos da la existencia de un subgrupo H de orden 2". El cuerpo F fijado
por H cumple |K : F| = 2", luego |F : R| = m. Por A’ resulta que m ha de ser
igual a 1. Asf pues, |K : R| = 2" y, por lo tanto, |K : C| = 2"~!. Sear =n— 1.
Estamos suponiendo que K es una extensién propia de C, luego r > 1.

Sea ahora L el grupo de Galois de la extensién K/C. Entonces |L| = 2" y, de
nuevo por el teorema de Sylow, L tiene un subgrupo H de orden 2"~!. El cuerpo
fijado por este subgrupo es una extensién de C de grado 2, en contradiccién con
la afirmacién B’. n

Como consecuencia, el conjunto A de los nimeros complejos algebraicos
sobre Q es algebraicamente cerrado (pues las raices complejas de cualquier poli-
nomio de A[x] serdn elementos algebraicos sobre A, luego sobre Q, luego estaran
en A). Asf pues, A es la clausura algebraica de Q, luego podemos considerar
contenidas en C a todas las extensiones algebraicas de Q. Otra consecuencia es
que C es la clausura algebraica de R, por lo que los polinomios irreducibles en
R[z] tienen todos grado 1 o 2. Esto serd importante en la clasificacién de las
isometrias en R”.

5.3 Construcciones con regla y compas

Veamos como la estructura de cuerpo que le hemos dado al plano euclideo
resulta de gran ayuda para estudiar la constructibilidad con regla y compaés. Los
antiguos griegos se interesaron especialmente por los problemas geométricos aso-
ciados a figuras que pueden ser trazadas con los instrumentos mas simples: una
regla para trazar rectas y un compds para trazar circunferencias. Con més pre-
cisién, una construccion con regla y compas en sentido estricto no admite que se
tracen rectas o circunferencias aleatorias. Para que una recta se pueda conside-
rar ‘construida’ es necesario tener construidos dos de sus puntos, sobre los que
apoyar la regla; un punto estd construido cuando lo hemos determinado como
interseccién de dos rectas, dos circunferencias, o una recta y una circunferencia;
finalmente, para construir una circunferencia tenemos que tener construido su
centro, sobre el que clavar el compés, y su radio ha de ser la distancia entre dos
puntos construidos, con los que fijar la apertura del compas.

Para aplicar estos criterios necesitamos tener unos datos, por ejemplo, dado
un tridngulo arbitrario (trazado al azar, si se quiere) podemos plantearnos la
construccién de su circunferencia circunscrita. Esto supone tomar como ‘cons-
truidos’ los vértices del tridngulo y a partir de ellos realizar una cadena de
construcciones en el sentido anterior que acaben con el trazado de la circunfe-
rencia buscada.

Es claro que a partir de un tnico punto es imposible realizar construccién
alguna. El menor ntiimero de puntos para iniciar una construccién es 2. Una
construccién a partir de dos puntos es una construcciéon absoluta. Una cons-
truccion que acepte como datos més de dos puntos es una construccién relativa
a los datos. Veamos algunos ejemplos de construcciones elementales:
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Mediatriz de un segmento dado Tomando como datos los extremos de
un segmento AB, para construir su mediatriz procedemos del modo siguiente:
trazamos las circunferencias de centros A y B y radio AB. Estas se cortardn en
dos puntos P y @ equidistantes de A y B. La recta que pasa por Py @ es la
mediatriz buscada. L]

Perpendicular a una recta Para trazar la perpen-
dicular a una recta por un punto O dado sobre ella se
traza una circunferencia de centro O y cualquier radio
constructible, que cortard a la recta en dos puntos A y
B. La perpendicular buscada es la mediatriz del seg-
mento AB. A

Para obtener la perpendicular a una recta por un
punto exterior P se toma un punto A en la recta y se
traza la circunferencia de centro P y radio A, que cortard
a la recta en otro punto B. La perpendicular buscada es
la mediatriz del segmento AB ]

M

Paralela a una recta Para trazar la paralela a una recta r por un punto
exterior P se traza la perpendicular a r por P, llamémosla s, y luego la perpen-
dicular a s por P.

Bisectriz de un angulo Para trazar la bisectriz

de un angulo dado se traza una circunferencia con

centro en su vértice y cualquier radio constructible. B,
Esta cortaré a los lados en dos puntos A y B. La

bisectriz buscada es la mediatriz de AB. ]

Division de un segmento Para dividir un
segmento AB en n partes iguales trazamos
cualquier recta constructible que pase por A
y que sea no contenga a B. Con el compds
marcamos n puntos equidistantes A = Ao,
Aq,...,A,. Unimos A, con B y trazamos
paralelas a esta recta que pasen por los pun-
tos A;. Por el teorema de Tales, los cortes de estas rectas con AB dividen el
segmento en partes iguales. u

Consideremos un sistema de referencia ortonormal en
un plano euclideo. Cada punto del plano se corresponde
a través de este sistema con un tnico nimero complejo.
Podemos elegir arbitrariamente los puntos que se corres- —1 0 1
ponden con 0 y 1. Trazamos la recta que contiene a
ambos y la perpendicular a ella por 0. La circunferencia
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de centro 0 y radio 1 corta a estas rectas en los puntos +1 y +¢. Tenemos liber-
tad para decidir quién es ¢ y quién —i. Una vez hecha esta eleccién, cada punto
del plano tiene asignado un tinico nimero complejo. Llamaremos nimeros cons-
tructibles a los nimeros complejos asociados a puntos del plano constructibles
con regla y compds (dnicamente a partir de 0 y 1). Llamaremos € al conjunto
de todos los niimeros complejos constructibles.

Notemos que si un numero real a es constructible, también lo es la circunfe-
rencia de centro 0 y radio a, y ésta corta al eje imaginario en ai, luego también
éste es constructible. En general, si z = a+bi es constructible, entonces también
lo son las rectas que pasan por z perpendiculares a los ejes, luego también los
puntos de interseccién con los ejes, luego los niimeros a y bi son constructi-
bles, luego a y b son constructibles. El reciproco se prueba igualmente. Por
consiguiente tenemos:

Un numero complejo es constructible si y solo si lo son su parte real y su
parte imaginaria.

Ahora podemos probar el resultado bésico sobre constructibilidad:

Teorema 5.3 FEl conjunto C de los numeros complejos constructibles es un sub-
cuerpo de C.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que € N R es un subcuerpo de R.

Sean a,b € CNR. Sib =0, entonces a —b =a € CNR. En otro caso, la
circunferencia de centro a y radio |b| es constructible y corta al eje real en a+b
y a — b, luego a — b € CNR. Esto prueba que € NR es un subgrupo de R.

Ahora supongamos que b # 0 y veamos que
ab™' € €NR, lo que probara que es un sub-

cuerpo. Podemos suponer que a,b > 0. Usando b ai
las construcciones que hemos visto antes es claro z

que todos los puntos marcados en la figura son

constructibles. El teorema de Tales nos da que < 5 n

la distancia de z a 1 es ab™".
Dados z1 y 22 en C, tenemos que sus partes reales e imaginarias son cons-
tructibles, de donde se sigue facilmente, aplicando la parte ya probada, que las
partes reales e imaginarias de 21 — 22 y 2125 1 (si zo # 0) son constructibles,
luego también lo son estos nimeros y el teorema queda probado. m

En particular todos los niimeros racionales son constructibles, pues Q es el
menor cuerpo contenido en C. Es facil dar una prueba directa de la construc-
tibilidad de los ntimeros racionales. A su vez esto legitima el uso de reglas
graduadas. En principio hemos considerado a una regla como un instrumento
para trazar rectas por dos puntos dados. Ahora sabemos que si marcamos una
graduacién (racional) sobre la regla y la usamos para construir segmentos de
una longitud racional determinada, esto no aumenta nuestra capacidad de cons-
truccion.

Vamos a dar una caracterizacién puramente algebraica de los ntimeros com-
plejos constructibles. Para ello necesitamos un ultimo resultado auxiliar:
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Las raices cuadradas de los nimeros constructibles son constructibles.
Probamos primero que si a € CNR y a > 0, ¢
entonces /a € CNR. Sea P el punto medio entre
ai y —i (se obtiene de la bisectriz del segmento). La
circunferencia de centro P que pasa por —i corta al
eje real en dos puntos +z. La potencia de 0 respecto
a esta circunferencia (en médulo) es por una parte  — 0 x
x2 y por otra parte a, luego x = \/a. \/
La raiz cuadrada de un nimero constructible ar- .

bitrario no nulo viene dada por la férmula 5.1 y es
claramente constructible. ]

Teorema 5.4 Un numero complejo z es constructible si y sdlo si existe una
cadena de cuerpos
Q=FKcrnc---ckF,cC

de modo que |Fj41: Fj| =2y z € F,.

DEMOSTRACION: Si z es constructible podemos considerar la sucesién de
puntos intermedios que se trazan en una construccién de z:

20 =0,21 =1,29,...,2, = %.

Asi, cada z; se construye directamente a partir de los puntos anteriores,
bien como interseccién de dos rectas que pasan por dos de los puntos anteriores,
bien como interseccion de dos circunferencias con centros en dos de los puntos
anteriores y radios iguales a las distancias entre dos puntos anteriores o bien
como interseccion de una recta y una circunferencia en estas mismas condiciones.

Vamos a probar que existe una sucesiéon de cuerpos

Q:KOCKIC"'CKnCR

tales que [K;41 : K| < 2y las partes reales e imaginarias de cada z; estédn en
K. Lo demostramos por induccién. Todo se reduce a probar que si un cuerpo
K contiene las partes reales e imaginarias de los puntos anteriores a z; entonces
las partes real e imaginaria de z; estdn en K o en una extension cuadratica de
K.

Sea z; = (z,y). Supongamos que z; es la interseccién de dos rectas que pasan
por dos puntos de entre los anteriores, en particular dos puntos con coordenadas
en K. Larecta que pasa por dos puntos (a,b) y (¢, d) en K? tiene vector director
U = (¢—a,d—0), luego esta formada por los puntos (z,y) tales que (z —a,y—0b)
es multiplo de ¥ o, equivalentemente, tales que

r—a y—>b
c—a d-—2>

o

Al desarrollar obtenemos una ecuacién Az + By = C con coeficientes en K.
Tenemos, pues, que z; = (z,y) es la solucién tnica de dos ecuaciones de este
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tipo, y al resolver explicitamente el sistema obtenemos una expresion de x e y
en funcién de los coeficientes, que prueba que ambos estan en K.

Supongamos ahora que z; estd en la interseccién de una recta que pasa por
dos puntos de K? y una circunferencia con centro en K2 y radio r igual a la
distancia entre dos puntos de K2. Entonces r? € K, luego tenemos que (z,%)
satisface las ecuaciones

Ar+By = C
224+y’+ar+by+c = 0 }

donde todos los coeficientes estan en K. Uno de los coeficientes A o B ha de
ser no nulo. Al despejar la variable correspondiente en la primera ecuacion y
sustituirla en la segunda obtenemos una ecuacién de segundo grado con coefi-
cientes en K que ha de tener entre sus soluciones una de las coordenadas de z;,
luego ésta se encuentra en una extensién de K(y/a) de K, donde « es el dis-
criminante de la ecuacién, que estd en K. La otra coordenada se despeja de la
primera ecuacién, luego estd también en K (y/a'). Claramente |K(y/a) : K| < 2.

Por tltimo suponemos que z; estd en la interseccién de dos circunferencias
constructibles a partir de los puntos anteriores. Por el mismo razonamiento de
antes, sus coordenadas cumplen dos ecuaciones de la forma

22+ +ax+by+c = 0
22+l rdz+by+cd = 0

con los coeficientes en K. Restando ambas ecuaciones obtenemos la ecuacién
(a—adYx+B-b)y+c—c =0,

que también es satisfecha por las coordenadas de z; y cuyos coeficientes no
pueden ser todos nulos, o si no las dos circunferencias serfan la misma. En
definitiva tenemos que z; estd también en una recta cuya ecuacién tiene sus
coeficientes en K y este caso se reduce al anterior.

Tenemos, pues, la sucesion K; en las condiciones pedidas. Ahora observamos
que z; € K;(i) y la sucesién

QcCcQi) Cc Ki(i) C--- C Kyu(i)
cumple las condiciones del teorema.

Reciprocamente, si z cumple las condiciones del enunciado, entonces es claro
que Fj41 = Fj(,/@; ) para un cierto a; € Fj, y si F; C €, entonces ,/a; € C,
luego Fj41 C C. Asi pues, z € F), es constructible. n

Esto nos da una condicién necesaria sencilla para que un niimero complejo
sea constructible. Observar que es muy restrictiva.

Teorema 5.5 Si z es un numero complejo constructible entonces es algebraico
¥ |Q(z) : Q| es potencia de 2.

Esta condicién no es en general necesaria, pero tenemos un reciproco parcial:

Teorema 5.6 Si K es una extension finita de Galois de Q, entonces K C C si
y sdlo si |K : Q| es potencia de 2.
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Ejemplo: El problema deliaco La ciudad de Delos era una de las més
importantes de la Grecia cldsica. Destacaba en ella el templo de Apolo, con
la colosal estatua del dios, ofrenda de Naxos, que los griegos tenian por el mas
excelso de sus santuarios. El ordculo de Delos era uno de los mas reputados,
considerado poco menos que infalible. Cuenta la leyenda que una gran plaga
azoto la ciudad, y sus habitantes consultaron el oraculo, el cual les ordend
duplicar el altar de Apolo. Este tenfa forma cibica, y asi construyeron otro
altar més lujoso con el doble de arista. Como la plaga no arreciaba, volvieron
a consultar el ordculo, que esta vez especificé que debian construir un altar con
el doble de volumen. Si tomamos como unidad la arista del altar original, el
problema consistia en construir un cubo de volumen 2, luego con arista /2. Los
arquitectos de Delos no supieron cémo hacer los calculos y llamaron en su ayuda
a los geémetras mas famosos. Desde entonces muchos geémetras han trabajado
en el problema. Euclides probé que /2 es un ndmero irracional, Apolonio,
Her6n, Papos, Huygens, Fermat y Descartes propusieron soluciones, y en 1837
Wantzel prob6 que /2 no es constructible con regla y compas. Para nosotros
es evidente, pues el cuerpo Q(v/2) tiene grado 3 sobre Q.

5.4 Poligonos regulares

Es especialmente interesante la teoria en torno a la construccién de poligonos
regulares. Para evitar una disgresién sobre poligonos en general daremos una
definicién fuerte.

Definicién 5.7 Diremos que n puntos Pj,...,P,, con n > 3 son los vértices
de un poligono regular (gr. ‘muchos dngulos’) de n lados si estdn conteni-
dos en una circunferencia y los arcos menores P;\Pg, P;\Pg, cen P;?Dl son todos
disjuntos y tienen amplitud 27/n. Los lados del poligono son los segmentos
PPy, PoPs, ..., PPy, el poligono con los vértices indicados es la interseccion
de todos los semiplanos respecto a las rectas P, P, ..., P, P; que contienen a los
vértices restantes. La circunferencia que contiene a los vértices de un poligono
regular se llama circunferencia circunscrita al poligono (también se dice que el
poligono estd inscrito en la circunferencia). El centro y el radio de la circunfe-
rencia se llaman también centro y radio del poligono.

Es facil probar que fijado un punto en una circunferencia existe un tnico
poligono regular inscrito en ella con un vértice en el punto dado. Los poligonos
regulares de tres lados son simplemente los triangulos equilateros, los de cuatro
lados son los cuadrados, los siguientes reciben el nombre de pentagono regular,
hexagono regular, heptagono regular, etc. También es facil ver que dos poligonos
regulares son congruentes si y solo si tienen el mismo radio y el mismo niimero
de lados.

Fijada una circunferencia w y un punto en ella, podemos tomar como 0 el cen-
tro y como 1 el punto dado, de modo que los vértices del n-agono regular seran
los ntimeros complejos de médulo 1 y argumento 2kw/n, paran =0,...,n — 1.
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Construir dicho poligono es, por definicién, construir estos vértices, pero en rea-
lidad basta construir ¢, = 13,5, pues, una vez construido éste, la circunferencia
de centro ¢, que pasa por 1 corta a w en lyr/,, la circunferencia de centro
Lyr/n ¥y que pasa por laor,, corta a w en lgy/,, y de este modo se construyen
los vértices restantes.

Asi pues, un poligono regular de n vértices es constructible si y so6lo si lo es
el nimero complejo

2T 27
(n = cos — +isen —.
n n

Estos ntimeros tienen una caracterizacién algebraica muy simple. Notemos
que

. 2km . 2km
(h = 1§w/n = logn/n = cos o +usen 0
luego los niimeros (¥ para k = 0,...,n — 1 son los vértices del n-dgono regular
y ¢ =1
9
CQ/
1
R~
<4

En términos algebraicos, (, es una raiz m-sima primitiva de la unidad, el
cuerpo Q(¢,) es el cuerpo ciclotémico n-simo (gr. = ‘que divide el cfrculo’), que
es una extensién de Galois de grado ¢(n), donde ¢ es la funcién de Euler.! El
teorema 5.6 nos da la caracterizacién siguiente:

Teorema 5.8 Los poligonos requlares de n vértices son constructibles con regla
y compds si y sélo si p(n) es potencia de 2.

Notemos que la constructibilidad de los poligonos regulares de n vértices
equivale a la constructibilidad de los dngulos de amplitud 27 /n. Esto nos lleva
a un interesante resultado:

Lp(n) es en niimero de niimeros naturales menores que n y primos con n.
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Ejemplo: la triseccién del angulo Otro problema clisico es la divisién
de un angulo dado en tres partes iguales. Ahora es facil ver que no existe una
solucién general de este problema pues, por ejemplo, el d&ngulo de amplitud 27 /6
es constructible, ya que ¢(6) = 2, pero su tercera parte, es decir, el dngulo de
amplitud 27/18 no lo es, ya que ¢(18) = 6.

Ejercicio: Describir las construcciones de los poligonos regulares de 3, 4 y 6 lados.

Vamos a dar una caracterizacién aritmética de cudndo ¢(n) es potencia de 2.
Factoricemos n = 2"°p{* ---p;*, donde py,...,py son primos impares distintos.
Entonces ¢(n) = (p1 — 1)pi* ™"+ (b, — 1)p;* ™" v la tinica posibilidad para que
este ntimero sea una potencia de dos es que todos los exponentes sean iguales a
1y que p; — 1 sea potencia de 2 para todo 1.

Definiciéon 5.9 Los ndmeros primos de la forma 2™ + 1 se llaman primos de
Fermat.

En estos términos:

Teorema 5.10 El poligono reqular de n vértices es constructible con regla y
compas si y solo si n es producto de una potencia de 2 y de primos de Fermat
con exponente 1.

Sélo nos queda estudiar qué ntimeros de la forma 2™ + 1 son primos. Cons-
truyamos una tabla:

n |1|2]3|4|5|6]| 7|89 10 |
2"+1[3[|5]9[17[33]65]129 | 257|513 | 1.025 |

Resultan primos los niimeros correspondientes a los valores n = 1,2,4,8, ...
Fermat conjeturé basandose en esto que los primos que hoy llevan su nombre
i "
son exactamente los nimeros de la forma 22" + 1.

Ciertamente todo primo de Fermat es de esta forma: sea p = 2" + 1 un
primo de Fermat. Tomamos clases médulo p. Entonces el orden de [2] divide
ap—1= 2" luego es potencia de 2. Sea n = 2%v, con v impar. Entonces
22"v = _1 (méd p), luego 22" '* = 1 (méd p). Asi, el orden de [2] divide a
2ut1ly y es potencia de 2, luego de hecho divide a 2“*!. Sea, pues d < u+ 1 tal
que [2]2" = [1] pero [2]2"" # 1. Como el cuadrado de esta clase es [1], ha de
ser [2]27" = [=1] y asi 27 + 1] 22" + 1. Puesto que 2%~ < n, necesariamente
M 4+1=22" 4 1yn=270"1

Queda por ver si todo ntmero de la forma 22" + 1 es primo. Volvamos a la
tabla y ampliémosla:
n o123 | 4 | 5
22" +1|3]5 |17 257 | 65.537 | 4.294.967.297 |

Ahora chocamos con un problema computacional. No es facil decidir si los
nimeros que aparecen son primos o no. De hecho el lector ha aceptado en la
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tabla anterior que el ntimero 257 es primo, lo que supone probar que no es
divisible entre primos menores o iguales que 13.

Aceptemos este hecho y enfrentémonos al caso mas complejo de determinar
si el nimero 65.537 es 0 no primo. Sabemos que se trata de 22 4 1. Supongamos
que es divisible entre un primo p. Entonces, médulo p se cumple que [2]2* = [—1],
y elevando al cuadrado [2]2” = [1]. Consecuentemente o([2]) | 2°, peroo([2]) 124
(o seria [2]2" = [1]). Esto significa que o([2]) = 2°.

Por otra parte o([2}) | p—1, 0sea, 2° | p— 1y por tanto p ha de ser de la
forma p = 32k + 1

La rafz cuadrada de 22 +1 es apenas mayor que 22* = 256, luego si nuestro
nimero no es primo tiene un divisor primo p < 256. Los primeros valores de la
sucesion 32k + 1 son:

33, 65, 97, 129, 161, 193, 225, 257, ...

y los tnicos primos a considerar son 97 y 193 (161 es multiplo de 7). Por lo
tanto, 65.537 sera primo si y sélo si no es divisible entre 97 ni 193. Comprobar
que esto es cierto no supone ninguna dificultad, luego, en efecto, 65.537 es primo.

El siguiente nimero a comprobar es muchisimo mayor. Si aplicamos el mismo
razonamiento concluimos que si 22° + 1 no es primo, entonces tiene un divisor
primo de la forma p = 64k + 1 y p < 65.536. Esto nos deja todavia un gran
nimero de candidatos, pero el argumento puede ser refinado como sigue:

Si p = 64k + 1 en particular p = 1 (méd 8), lo que implica que 2 es un resto
cuadratico médulo p, es decir, existe un natural = tal que 2 = 2 (méd p), o
sea, p | 22 — 2, y asi, médulo p, sabemos que [z]P~! = [1], luego [2]P~D/2 = [1].
Por lo tanto o([2]) =64 | (p — 1)/2 y en consecuencia p = 128k + 1.

Atn asi la lista de candidatos es enorme. Los diez primeros son

129, 257, 385, 513, 641, 769, 897, 1.025, 1.153, 1.281, ...

(los primos estdn en negrita).
El primer primo es facil de descartar por su forma, ya que se trata de 28 + 1

y médulo 28 + 1 se cumple [22° + 1] = [28)% + [1] = [-1]* + [1] = [2] # [0].
Respecto al siguiente, las potencias de 2 médulo 641 son las siguientes:
2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, —129, —258,

125, 250, —141, —282, 77, 154, 308, —25, —50, —100,
—200, —400, —159, —318, 5, 10, 20, 40, 80, 160,
320,  640.

Asi pues, [225 + 1) = [0], es decir, 641 | 22”41 que no es, por tanto, primo.

Posiblemente asi fue cémo Gauss llegd a descubrir este hecho. Por supuesto
una calculadora nos da mas rapidamente que 22" 41 = 641-6.700.417 (el segundo
factor resulta ser primo).

Hoy en dia no se conoce ningun otro primo de Fermat distinto de los cinco
que ya hemos encontrado, a saber:

3, 5, 17, 257, 65.537.
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A partir de un poligono de n lados es muy facil construir un poligono de
2n lados (basta bisecar sus dngulos o sus lados), luego sélo tiene interés la
construccién de poligonos con un nimero impar de lados. A partir de los pri-
mos de Fermat que conocemos sélo puede construirse un numero finito de tales
poligonos, concretamente 31. Los primeros tienen los siguientes nimeros de
lados:

3, 5, 15, 17, 51, 85, 255, 257,

La construccion de los tres primeros era conocida por los griegos, mientras
que la del heptadecdgono regular fue descubierta por Gauss. Vamos a mostrar
construcciones explicitas de estos cuatro poligonos.

En primer lugar notemos que es muy facil construir un tridngulo equilatero:

Por otro lado, si sabemos construir un pentdgono regular, también sabemos
construir un pentadecadgono regular: basta restar de un angulo de amplitud
27 /3 otro de amplitud 27/5 para obtener uno de amplitud 47 /15, y después
bisecar el resultado:

AN

Sélo necesitamos, pues, encontrar una construcciéon para el pentagono y el
heptadecagono regular. La construccion del pentdgono es muy simple, y nos
servird de guia para obtener la del heptadecagono.

5.4.1 Construccion del pentagono regular

Sea K = Q((), donde ¢ = 15,5, el cuerpo ciclotémico quinto. Su grado es

4 y su grupo de Galois G es ciclico. Un generador es el automorfismo o que

cumple o(¢) = ¢2. Hay un tinico cuerpo intermedio L, el cuerpo fijado por o2,
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al cual pertenecen los periodos de longitud 2: n; = ¢ + ¢* y 1o = (2 + 3, que
constituyen una Q-base de L.
La conjugacién compleja induce un automorfismo en K de orden 2, luego ha
de ser o2. Por lo tanto ¢* = ¢, de donde 7; = 2Re( = 2cos27/5 > 0.
Teniendo en cuenta que ¢ es una raiz de 2* + 22 + 22 + = + 1, es inmediato
que 11 4+ 12 = mn2 = —1, luego 1 y 12 son las raices del polinomio 22 4+ x — 1.

Estas raices son
_-1+V5 _-1-V5
n 2 N 2

(sabemos que 71 es la raiz positiva). Asi pues,

Uit 72

2w —1++5
CcoS — = ————.

5 4

Aunque no lo vamos a necesitar, hemos obtenido que v/5 € L, luego L = Q(\/g )

Una forma rapida de construir el pentdgono es trazar un arco con el compas
apoyado en —1/2 y el otro extremo en —i, hasta cortar el eje real en el punto
A. La distancia de —1/2 a —i es v/5/2, luego A = ;. Después trazamos la
mediatriz del segmento 04, que pasa por cos 2m/5 y cortard al circulo de centro

0 y radio 1 en el punto (:

—1/2 A N1

| >
><

5.4.2 Construccion del heptadecagono regular

Sea ( = lyr/15 ¥ K = Q(¢). Ahora el grupo de Galois G tiene orden 16.
Una raiz primitiva médulo 17 es 3, luego el automorfismo o determinado por
o(¢) = ¢3 tiene orden 16 y por lo tanto es un generador de G. El grupo G tiene
tres subgrupos, a saber, <08>, <0’4> y <02>, que por el teorema de Galois se
corresponden con tres cuerpos intermedios: Q C Ly C Ly C L3y C K, de grados
2,4y 8.

Para llegar desde los niimeros racionales hasta ¢ (y obtener una expresién
radical de cos 27/17) hemos de dar cuatro pasos, lo que significa que la expresién
de ( serd demasiado complicada para manejarla con comodidad. En lugar de
eso nos limitaremos a describir ¢ en funcién de su polinomio minimo respecto
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a L3, y los coeficientes de este polinomio en funcién de sus polinomios minimos
en Lo y asi sucesivamente.

En el caso del pentdgono, los nimeros 7; y 72 estaban determinados por que
sabfamos que eran las raices de #2 + = — 1 y porque ademds sabiamos que 7;
era la raiz positiva. Aqui también tendremos que hacer estimaciones de signos
con el mismo fin, para lo cual deberemos tener presente la distribucién de las
raices de la unidad:

SRy

CS

CS
1
CQ
Clb‘
ClO
<12 <13 Cl4

Como en el caso del pentdgono, el automorfismo de orden 2, o sea, o® es la
conjugacién compleja y asi, ¢ y ¢'% son conjugados, al igual que ¢2 y (%, etc.
(como muestra la figura).

El cuerpo L3 (fijado por ®) contiene a los perfodos de longitud 2, es decir,
a los pares de raices conjugadas:

M=CHC, N =CH, =03+, =+
N=C4¢2 A=+, A =T4¢0 As=+¢0,

y como (6 =1, es claro que ¢ y ¢'6 son las raices del polinomio 2% — \jz + 1.
En general tenemos que

¢ 'y (' sonlasraicesde x2—\z+1
¢? y (' sonlasraices de 2 — oz +1
¢3 y (" sonlasraices de 22— sz +1
¢ty ('3 sonlasraicesde 2 — Mz +1
¢® y (¢'? sonlasraices de 2 — sz +1
¢5 y (¢ sonlasraices de 22 — Az + 1
¢" y (9 sonlasraices de z% — Az +1
2

¢® vy (¢ sonlasraicesde 22— Agz+1

En realidad para la construccién del heptadecagono nos interesan mas los
Ar que las raices de la unidad, pues claramente A\ = 2Re(* = 2cos 2kn/17.
De aqui se sigue claramente (ver la figura anterior) que

M>XA>A3> A >0> A5 > Ag > A7 > As.
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Una vez construido un Ay, basta dividirlo entre 2 y levantar la perpendicular
para obtener (¥ y su conjugado como las intersecciones de dicha recta y la
circunferencia unidad. Para construir los \; vamos a expresarlos en funcién del
cuerpo Lo, que es el cuerpo fijado por o* y que, por tanto, tiene por base a los
periodos de longitud 4:

G =C+C0+H+C0 H=C++ O+,
G=CH 2 L=+ T+

(Si aplicamos a ¢ las potencias de o* obtenemos ¢, ¢!, ¢* y (13, por lo que
o* permuta los sumandos de &;, que es, por lo tanto, invariante).
Es obvio que

=M+ M, L=X+X E=A3+X, &=+ A

Por otro lado

Mod = ((+NCHT) =C+ M+ E+ P =4
Aosds = (CHNE+) ="+ +C+ =4
A3-ds = (CHMMEC+M)=C++C+0 =6
X6 - A7 (CHMCT+) =P+ C+ =4

de donde se desprende que

A v A4 son las raices de 2% — &1z + &3
X2 v Ag son las raices de 2% — &z + &,
A3 v As son las raices de 2% — &z 4+ &
M ¥ A7 sonlas raices de z? —&x 4+ &
Finalmente, L; es el cuerpo fijado por o2, y su base son los periodos de
longitud 8:
m o = <+<—9+<—13+C15+<—16+<8+<—4+<2
Ny = <3+C10+<5+C11+C14+C7+<12+C6'
Un simple céalculo nos da n; + 12 = —1, mn2 = —4, luego son las raices del

polinomio z2 + = — 4.
Por otro lado se comprueba que &1 y & son las raices de 22 —n;z— 1, mientras
que &3 y & son las raices de 22 — nox — 1.

Estos datos nos permiten ascender grad