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me dio las herramientas para aprenderlas y para enseñarlas.
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2.2. Números de Intersección . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3. Curvas Proyectivas Planas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.4. Teorema fundamental de Max Noether . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3. Modelos no singulares 43

3.1. Aplicaciones racionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2. Modelos no-singulares de curvas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4. Teorema de Riemann-Roch 57

4.1. Divisores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.2. El espacio vectorial L(D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.3. Teorema de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.4. Derivadas y diferenciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.5. Divisores canónicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.6. Teorema de Riemann-Roch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

iii





Introducción

El objetivo de este trabajo es recopilar los preliminares necesarios para presentar el

Teorema de Riemann-Roch para curvas algebraicas, y su prueba. La importancia de este

teorema radica en la clasificación de dichas curvas, pues relaciona las propiedades de las

curvas de naturaleza puramente algebraica, con las propiedades de naturaleza topológica.

El material que se expone en esta tesis está basado principalmente en el libro Algebraic

Curves, William Fulton [4], en el que se estudian las curvas algebraicas como introducción

a la geometŕıa algebraica.

El lector de este trabajo de tesis necesita como prerrequisito, un conocimiento básico

de geometŕıa algebraica, de resultados importantes y fundamentales en ella, como son el

Teorema de los Ceros de Hilbert, y el Teorema de Bézout sobre intersección de curvas

algebraicas.

Durante el primer caṕıtulo de esta tesis se desarrollan preliminares algebraicos, y de

geometŕıa algebraica en general. El segundo caṕıtulo está dedicado al estudio de cur-

vas algebraicas planas, en el que se asocian estructuras algebraicas a dichas curvas, y se

relacionan estas estructuras con las propiedades geométricas de las curvas. Dado que

el Teorema de Riemann-Roch se cumple para curvas con puntos no singulares, el tercer

caṕıtulo está dedicado a mostrar que se pueden tomar modelos no singulares de las curvas,

sin perder la información algebraica que asociamos en el segundo caṕıtulo. Por último, el

cuarto caṕıtulo es la presentación y demostración del Teorema de Riemann-Roch.

v





Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Anillos de Valuación Discreta

Definición 1.1.1. Sea B un dominio entero, K su campo de cocientes. Decimos que B es

un anillo de valuación de K, si para cada x ∈ K no nulo, se tiene que x ∈ B o x−1 ∈ B (o

ambos).

Proposición 1.1.1. Sea B un dominio entero, K su campo de cocientes. Si B es anillo

de valuación de K, entonces B es un anillo local.

Demostración. Sea m el conjunto de los elementos que no son unidades de B, de manera

que x ∈ m ⇔ x = 0 o x−1 /∈ B. Si a ∈ B y x ∈ m se tiene que ax ∈ m, de lo contrario

(ax) /∈ m ⇒ (ax)−1 ∈ B, y por tanto x−1 = a · (ax)−1 ∈ B ⇒ x /∈ m. Ahora, si tomamos

x, y elementos no nulos de m, entonces xy−1 ∈ B o x−1y ∈ B, por ser B anillo de valuación

de K. Si xy−1 ∈ B entonces x + y = (1 + xy−1)y ∈ Bm ⊆ m, y análogamente si x−1y ∈ B.

Por lo tanto m es un ideal y por consiguiente B es un anillo local pues fuera de m sólo hay

unidades de B. ¥

Definición 1.1.2. Sea K un campo. Una valuación discreta en K es una aplicación

suprayectiva ν : K∗ → Z (donde K∗ = K − {0} es el grupo multiplicativo de K) tal

que

1) ν(xy) = ν(x) + ν(y), es decir, ν es un homomorfismo de grupos.

2) ν(x + y) ≥ min[ν(x), ν(y)]

El conjunto formado por el 0 y todas las x ∈ K∗ tales que ν(x) ≥ 0 es un anillo de

valuación, llamado el anillo de valuación de ν. Éste es un subanillo del campo K. Algunas

veces es conveniente extender ν a todo K poniendo ν(0) = +∞.
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Definición 1.1.3. Un dominio entero A es un anillo de valuación discreta si existe una

valuación discreta ν de su campo de cocientes K, tal que A es el anillo de valuación de ν.

Proposición 1.1.2. Sea A un dominio entero, y K su campo de cocientes. Si A es un

anillo de valuación discreta, entonces es un anillo local, y su ideal maximal m es el conjunto

{x ∈ K | ν(x) > 0}

Demostración. A es un anillo local en virtud de la Proposición 1.1.1. Ahora, observemos

que ν(1) = 0 y esto es porque ν(1) = ν(1 · 1) = ν(1) + ν(1) ⇒ ν(1) = 0. Veamos

que ν(x−1) = −ν(x), y esto sucede porque 0 = ν(1) = ν(xx−1) = ν(x) + ν(x−1) lo

cual implica que ν(x−1) es el inverso aditivo en Z de ν(x) por lo tanto ν(x−1) = −ν(x).

Como A es anillo de valuación de ν, entonces los elementos de A cumplen ν(x) ≥ 0.

Aśı, si u ∈ A es una unidad de A, entonces ν(u) y ν(u−1) son mayores o iguales a cero.

Dado que ν(u) = −ν(u−1), y ambos son enteros positivos o iguales a cero, entonces,

ν(u) = ν(u−1) = 0. Esto es, todas las unidades de A van a dar al 0 bajo ν, y viceversa,

todos los elementos que van al cero bajo ν son unidades de A. Esto se debe a que si ν(x) = 0

con x ∈ A entonces 0 = ν(1) = ν(xx−1) = ν(x) + ν(x−1) = 0 + ν(x−1) = ν(x−1). Como A

es anillo de valuación discreta, se tiene que ν(x−1) = 0 ⇒ x−1 ∈ A. Esto es, x es unidad

en A. Si definimos m = {x ∈ K | ν(x) > 0} entonces en A − m sólo hay unidades de A

por lo que m es el ideal maximal. ¥

Haremos algunas caracterizaciones de los anillos de valuación discreta (AVD) en el

siguiente lema.

Lema 1.1.1. Sean A un dominio entero, m su ideal maximal, y K su campo de cocientes.

Si A es un AVD, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

i) Si dos elementos x, y ∈ A tienen la misma valuación, entonces los ideales que generan

son el mismo.

ii) Si I 6= 0 es un ideal de A, entonces existen k ∈ N y x ∈ I tales que ν(x) = k y

ν(y) ≥ k ∀y ∈ I.

iii) A es noetheriano.

iv) El ideal m es principal.

v) Cada ideal no nulo de A es una potencia de m.

Demostración. La proposición (i) se debe a que, si x, y ∈ A tales que ν(x) = ν(y), entonces

ν(xy−1) = 0, y esto implica que u = xy−1 es una unidad de A, y por consiguientes 〈x〉 = 〈y〉.
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Para la proposición (ii) tomamos I 6= 0 un ideal de A, y sea =(I) la imagen de I bajo

ν; como I ⊂ A entonces =(I) ⊂ N, por lo que =(I) tiene un primer elemento. Sea k ese

elemento. Por ser ν : K∗ → Z suprayectiva, entonces ∃x ∈ I tal que ν(x) = k. Por la

condición de minimalidad de k tenemos que ∀y ∈ I, ν(y) ≥ k. Observemos que ∃y ∈ I

tal que ν(y) = k + 1 pues, por ser ν suprayectiva, existe un elemento z0 ∈ A tal que

ν(z0) = 1 y entonces tenemos que y = xz0 ∈ I y ν(xz0) = ν(x) + ν(z0) = k + 1. Con esto,

junto con el inciso (i), concluimos que los únicos ideales distintos de 0 en A son los ideales

mk = {y ∈ A|ν(y) ≥ k}, que forman una cadena única m ⊃ m2 ⊃ m3 ⊃ . . ., y por tanto A

es noetheriano, lo que prueba (iii).

Demostremos (iv): Nuevamente, como ν : K∗ → Z es suprayectiva, ∃t ∈ A tal que ν(t) = 1.

Como esta t no puede ser unidad de A, entonces t ∈ m, y t−1 /∈ A y ν(t−1) = −1. Sea

y ∈ m entonces ν(yt−1) = ν(y) − 1 ≥ 0, lo cual implica que yt−1 ∈ A. Aśı, y = at para

algún a ∈ A, y por lo tanto y ∈ 〈t〉, entonces m ⊂ 〈t〉. Como t ∈ m ⇒ 〈t〉 ⊂ m, con lo que

hemos mostrado que 〈t〉 = m.

Por último, como todo ideal no nulo es de la forma mk (k ≥ 1), y m = 〈t〉 entonces, por

inducción, supongamos que mk−1 = 〈tk−1〉. Sea y ∈ mk, entonces ν(y) ≥ k > k − 1. Con

esto y ∈ mk−1, lo cual implica que y = atk−1 para algún a ∈ A. Tenemos que a no puede

ser unidad de A. De lo contrario ν(y) = ν(atk−1) = ν(tk−1) = (k − 1)ν(t) = k − 1, lo cual

contradice que ν(y) > k − 1. Por tanto a ∈ m lo que nos dice que a = a′t con a′ ∈ A. Esto

es, y = a′tk, esto implica que mk = 〈tk〉 = m
k. Con lo cual (v) queda demostrado. ¥

Corolario 1.1.1. Si A es un AVD, entonces A es un Dominio de Ideales Principales.

Demostración. Por el Lema 1.1.1, sabemos que todo ideal no nulo de A es potencia del

ideal m, y también que m es principal, por tanto, si m = 〈t〉 con t ∈ A, entonces claramente

〈tn〉 = m
n. ¥

Lema 1.1.2. Si t es un elemento de A que va a dar al 1 bajo ν, entonces para cualquier

elemento z ∈ A no nulo, podemos escribir de modo único z = utn con n ≥ 0 y u una

unidad en A.

Demostración. Supongamos que z es unidad en A, entonces hacemos z = zt0. Supong-

amos ahora que z no es unidad, entonces z = z1t para algún z1 ∈ A. Si z1 es unidad,

aqúı terminamos la prueba, si no, tenemos que z1 = z2t para cierto z2 ∈ A. Continuando

de esta manera, obtendremos una sucesión infinita z1, z2, . . . con zk = zk+1t. Como A es

noetheriano, la cadena 〈z1〉 ⊂ 〈z2〉 ⊂ . . . se estaciona. Esto es, 〈zn〉 = 〈zn+1〉 para un cierto

n. Entonces zn+1 = vzn para algún v ∈ A, y por lo tanto zn = vtzn ⇒ vt = 1, pero t no es

unidad, lo que nos hace concluir que no podemos formar dicha cadena y por tanto z = utn

con u unidad en A y n > 0.
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Para mostrar la unicidad, supongamos que utn = vtm con u, v unidades en A, y sin pérdida

de generalidad supongamos que n ≥ m. Entonces utn−m = v es unidad, pero como tk no

es unidad para ninguna potencia k > 0, entonces n = m. ¥

Definición 1.1.4. Un elemento t como en el Lema 1.1.2 se denomina parámetro de uni-

formización de A.

Sean t y t′ parámetros de uniformización, entonces 〈t′〉 = m = 〈t〉. En virtud del

Lema 1.1.2 tenemos t′ = utn con u unidad en A y n entero no negativo, por lo tanto

〈t′〉 = 〈tn〉 = mn. Pero 〈t′〉 = m por lo que n = 1 y entonces t′ = ut. Con esto tenemos la

siguiente observación.

Observación 1.1.1. Cualesquiera dos parámetros de uniformización de A son asociados.

Lema 1.1.3. Sean A un AVD, K su campo de cocientes, y t un parámetro de uni-

formización fijo. Entonces todo elemento no nulo z ∈ K se puede escribir de manera

única en la forma z = utn, donde u es unidad en A y n ∈ Z.

Demostración. Por el Corolario 1.1.1 sabemos que A es un Dominio de Ideales Principales,

entonces A es un Dominio de Factorización Única (DFU). Sea z ∈ K un elemento no nulo,

entonces z = ab−1 con a, b ∈ A sin factores comunes. Supongamos que también se tiene

z = cd−1 con c, d ∈ A también sin factores comunes, entonces debe pasar que ad = bc. Por

un lado esto nos dice que b | ad pero b - a, y esto implica que b | d. Esto es b = de con e ∈ A.

Por otro lado tenemos también que a | bc. Como a - b, debe tenerse que c | a. Esto es,

a = cf con f ∈ A. Tenemos entonces que, cd−1 = z = ab−1 = (cf)(de)−1 = (cd−1)(fe−1).

Dado que A es DFU entonces, cd−1 = (cd−1)(fe−1). Esto es, fe−1 = u con u unidad en A.

Por el Lema 1.1.2 sabemos que todo elemento no nulo de A lo podemos escribir como

una potencia del parámetro de uniformización multiplicado por una unidad, entonces z =

ab−1 = (utl)(vtm)−1 = wtl−m, donde u, v, w son unidades en A, w = uv−1 y n = l − m ∈

Z. ¥

Definición 1.1.5. Sean A un AVD, K su campo de cocientes, t un parámetro de uni-

formización fijo y z ∈ K un elemento no nulo. Al exponente n del Lema 1.1.3 se le llama

orden de z y lo denotamos n = ord(z). Definimos también ord(0) = ∞.

Observación 1.1.2. Con el orden definido en la Definición 1.1.5, tenemos que A = {z ∈

K | ord(z) ≥ 0} y m = {z ∈ K | ord(z) > 0}.

Con todo lo estudiado hasta el momento, hemos llegado a una forma sencilla de carac-

terizar a los Anillos de Valuación Discreta (AVD), como mostramos en la siguiente proposi-

ción.
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Proposición 1.1.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) A es un Anillo de Valuación Discreta.

ii) A es un anillo local noetheriano, y su ideal maximal m es principal.

iii) Existe un elemento irreducible t ∈ A tal que cada z ∈ A no nulo se puede escribir de

modo único en la forma z = utn, con u unidad en A, n un entero no negativo.

Demostración. La Proposición 1.1.2, y el Lema 1.1.1 nos indican que (i) ⇒ (ii); el Lema

1.1.2 nos demuestra (ii) ⇒ (iii). Por último, si tomamos la función de orden como en la

Definición 1.1.5, entonces ord : K −→ Z ∪ {∞} nos da una una valuación discreta, lo que

muestra que (iii) ⇒ (i). ¥

Ejemplo 1.1.1. Los dos ejemplos t́ıpicos de Anillos de Valuación Discreta son:

1) K = Q. Tomando un primo fijo p, entonces cada x ∈ Q no nulo se puede escribir de

manera única en la forma pay, donde a ∈ Z y tanto numerador como denominador

de y son ambos primos relativos con p. Se define νp(x) = a. El anillo de valuación de

νp es el anillo local Z〈p〉.

2) K = k(X), donde k es un campo y X una indeterminada. Se toma un polinomio

irreducible f ∈ k[X] y se define νf como en 1). El anillo de valuación de νf es

entonces el anillo local de k[X] respecto al ideal primo 〈f〉.

Proposición 1.1.4. Sea R un AVD con campo de cocientes K, y M el ideal maximal de

R. Si S, es otro AVD, cuyo ideal maximal contiene a M , y R ⊂ S ⊂ K, entonces S = R.

Demostración. Sea MS el ideal maximal de S, entonces por hipótesis tenemos que M ⊂ MS ,

sea z ∈ S tal que z /∈ R, como z /∈ R pero z ∈ K entonces z−1 ∈ M (porque R es anillo

de valuación de K), y por tanto z−1 ∈ MS , lo cual implica que z ∈ K pero z /∈ S por ser

S anillo de valuación de K, lo cual es una contradicción, por lo que z ∈ R y por tanto

R = S. ¥

Proposición 1.1.5. Sea R un AVD con campo de cocientes K, y se designa con ord, la

función orden sobre K.

(a) Si ord(a) < ord(b), entonces ord(a + b) = ord(a).

(b) Si a1, . . . , an ∈ K, y para algún i, ord(ai) < ord(aj) (todos los j 6= i), entonces

a1 + . . . + an 6= 0.
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Demostración. Como ord(a) < ord(b) entonces ord(a) 6= ∞, con lo cual a 6= 0, pues si a = 0

entonces ord(a) = ∞ y como no existe z ∈ Z tal que ∞ < z, y dado que ord : K∗ → Z es

sobre, entonces b = 0, por lo que ord(a) = ord(b) = ∞ y no se tendŕıa ord(a) < ord(b);

por lo tanto a 6= 0. Ahora, dado que a 6= 0 entonces a−1 ∈ K; como ord(a) < ord(b) se

tiene que 0 < ord(b)− ord(a) ⇒ 0 < ord(ba−1) y por tanto ba−1 ∈ R y no es unidad en R,

por tanto ab−1 ∈ K.

Si b = 0, entonces ord(a + b) = ord(a + 0) = ord(a), y está demostrada la igualdad. En

cambio, supongamos b 6= 0, entonces ord(a+b)−ord(b) = ord((a+b)b−1) = ord(ab−1+1) =

ord(ab−1)+ord(1) = ord(ab−1) = ord(a)−ord(b), esto se reduce a que ord(a+b)−ord(b) =

ord(a) − ord(b), por lo tanto ord(a + b) = ord(a).

Para demostrar la segunda parte, tomemos como hipótesis un número finito de elemen-

tos a1, . . . , an ∈ K tal que para alguna i se cumple que ord(ai) < ord(aj) si i 6= j; entonces,

al igual que en la primera parte de esta demostración, se tiene que ord(ai) 6= ∞ ⇒ ai 6= 0,

supongamos sin pérdida de generalidad que a1 es tal que ord(a1) < ord(ai) con i = 2, . . . , n,

y supongamos también que a1+. . .+an = 0, entonces, al ser a1 no nulo, y sea b = a2+. . .+an

entonces b = −a1, pero también se tiene que ord(b) ≥ mı́n{ord(ai)} > ord(a1), y por la

primera parte de esta proposición, tenemos que ord(a1) = ord(a1 + b) = ord(a1 − a1) =

ord(0) = ∞, con lo cual tenemos que ord(a1) = ∞, que es una contradicción. Por lo tanto

a1 + . . . + an 6= 0. ¥

Proposición 1.1.6. Sea R un AVD cuyo ideal maximal es M , y campo de cocientes K.

Supóngase que existe un campo k subanillo de R, tal que la composición k → R → R/M

es un isomorfismo de k con R/M . Entonces:

(a) Para todo z ∈ R, existe un único λ ∈ k, tal que z − λ ∈ M .

(b) Si t es un parámetro de uniformización para R, y z ∈ R. Entonces para cada n ≥ 0

existen λ0, λ1, . . . , λn ∈ k y zn ∈ R únicos, tales que z = λ0 +λ1t+λ2t
2 + . . .+λntn +

zntn+1.

Demostración. (a): Sea z ∈ R y tomemos su clase z + M ∈ R/M , como la inclusión

seguida del paso al cociente es un isomorfismo entre k y R/M , entonces existe un único

λ ∈ k tal que λ + M = z + M , por lo tanto z − λ ∈ M .

(b): La demostración de la existencia será por inducción sobre n, entonces para

n = 0, dado que z ∈ R, gracias al inciso (a) tenemos que existe un único λ0 ∈ k tal

que z − λ0 ∈ M , por ser t un parámetro de uniformización, entonces z − λ0 = z0t con

z0 ∈ R, entonces z = λ0 + z0t. Supongamos ahora que la proposición es cierta para n = s,

entonces existen λ0, . . . , λs ∈ k y zs ∈ R tales que z = λ0 + λ1t + . . . + λst
s + zst

s+1;

como zs ∈ R, por el inciso (a) existe un único λs+1 ∈ k tal que zs − λs+1 ∈ M , entonces
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zs − λs+1 = zs+1t con cierta zs+1 ∈ R, entonces zs = λs+1 + zs+1t, por lo tanto z =

λ0 + λ1t + . . . + λst
s + (λs+1 + zs+1t)t

s+1 = λ0 + λ1t + . . . + λst
s + λs+1t

s+1 + zs+1t
s+2, lo

cual concluye el paso inductivo.

Para demostrar la unicidad: supongamos que existe n tal que λ0 + λ1t + . . . + λntn +

zntn+1 = z = λ′
0 + λ′

1t + . . . + λ′
ntn + z′ntn+1, sea γi = λi − λ′

i, y wn = zn − z′n, por lo tanto

γ0 + γ1t + . . . + γntn + wntn+1 = 0, donde cada γi ∈ k y wn ∈ R. Si γi = 0 para toda i,

entonces wntn+1 = 0, por ser t parámetro de uniformización, entonces wn = 0, con lo cual

zn = z′n y λi = λ′
i para toda i, y terminamos.

Ahora haremos el caso en que γi 6= 0 para alguna i. Primero observemos que por estar

γi ∈ k, y k ∼= R/M , si γi 6= 0, entonces ord(γi) = 0, pues γi es unidad; ahora veamos que

ord(wntn+1) = ord(wn) + ord(tn+1) = n + 1 + ord(wn) ≥ n + 1, pues ord(wn) ≥ 0 porque

wn ∈ R. Supongamos que γi 6= 0 para algunas i, sea A = {γi1 , . . . , γir} ⊂ {γ0, . . . , γn}

tal que γij 6= 0 para toda j, y ij < ij+1 con j = 1, . . . , r − 1, además γi = 0 si γi /∈ A.

Entonces 0 = γi1t
i1 + . . . + γir t

ir + wntn+1, como ord(γi1t
i1) = i1 < ij (j = 2, . . . , r),

entonces ord(γi1t
i1) < ord(γij t

ij ) con ij 6= i1, y también ord(γi1t
i1) ≤ n < n + 1, entonces

ord(γi1t
i1) < ord(wntn+1), por la Proposición 1.1.5 tenemos que γi1t

i1 + . . . + γir t
ir +

wntn+1 6= 0, lo cual es una contradicción, por lo tanto γi = 0 para todo i. ¥
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1.2. Cambio de Coordenadas

Dado un conjunto cualquiera V (no vaćıo), y k un campo, indicaremos por =(V, k) al

conjunto de todas las funciones de V en k. El conjunto =(V, k) tiene estructura de anillo

con las operaciones usuales: si f, g ∈ =(V, k), (f+g)(x) = f(x)+g(x), (fg)(x) = f(x)·g(x),

para todo x ∈ V . Comúnmente se identifica k con el subanillo de =(V, k) formado por

todas las funciones constantes.

Denotemos con An, al espacio af́ın de dimensión n. A lo largo de esta sección enten-

deremos por variedad, a una variedad algebraica af́ın.

Definición 1.2.1. Si V ⊂ An es una variedad, una función f ∈ =(V, k) se denomina

función polinomial si existe un polinomio F ∈ k[X1, . . . , Xn] tal que f(a1, . . . , an) =

F (a1, . . . , an) ∀ (a1, . . . , an) ∈ V .

Las funciones polinomiales constituyen un subanillo de =(V, k) que contiene a k. Dos

polinomios F, G determinan una misma función si y sólo si (F − G)(a1, . . . , an) = 0 para

todo (a1, . . . , an) ∈ V , es decir, (F − G) ∈ I(V ). Recordemos que el anillo coordenado

para un conjunto algebraico V ⊂ An se define como Γ(V ) = k[X1, . . . , Xn]/I(V ). Entonces

podemos identificar a Γ(V ) con el subanillo de =(V, k) formado por todas las funciones

polinomiales de V .

Definición 1.2.2. Sean V ⊂ An, W ⊂ Am variedades. Una función ϕ : V −→ W se

denomina aplicación polinomial si existen polinomios T1, . . . , Tm ∈ k[X1, . . . , Xn] tales que

ϕ(a1, . . . , an) = (T1(a1, . . . , an), . . . , Tm(a1, . . . , an)) para todo (a1, . . . , an) ∈ V .

Una función ϕ : V −→ W induce un homomorfismo ϕ̃ : =(W, k) −→ =(V, k), donde

ϕ̃(f) = f ◦ ϕ. Si ϕ es una aplicación polinomial, entonces ϕ̃(Γ(W )) ⊂ Γ(V ), por lo

tanto ϕ̃ se restringe a un homomorfismo (también designado por ϕ̃) de Γ(W ) a Γ(V ); y

si f ∈ Γ(W ) es la I(W )−clase residual de un polinomio F , entonces ϕ̃(f) = f ◦ ϕ es la

I(V )−clase residual del polinomio F (T1, . . . , Tm).

Proposición 1.2.1. Sean V ⊂ An, W ⊂ Am variedades afines. Existe una corresponden-

cia natural uno a uno entre las aplicaciones polinomiales ϕ : V −→ W y los homomorfismos

ϕ̃ : Γ(W ) −→ Γ(V ). Una tal aplicación ϕ es la restricción de una aplicación polinomial

de An en Am.

Demostración. Supóngase que α : Γ(W ) −→ Γ(V ) es un homomorfismo. Elijamos Ti ∈

k[X1, . . . , Xn] tales que α(Xi) = Ti, i = 1, . . . , m y donde Xi denota a la I(W )−clase

de Xi, y Ti denota a la I(V )−clase de Ti. Entonces T = (T1, . . . , Tm) es una aplicación
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polinomial de An en Am, que induce T̃ : Γ(Am) −→ Γ(An), es decir T̃ : k[X1, . . . , Xm] −→

k[X1, . . . , Xn]. Por lo que tenemos T̃ (I(W )) ⊂ I(V ), y por lo tanto que T (V ) ⊂ W , luego

T se restringe a una aplicación polinomial ϕ : V −→ W . Y por la construcción tenemos

que ϕ̃ = α. Dado que conocemos la manera de construir ϕ̃ a partir de ϕ, la demostración

queda terminada. ¥

Si T = (T1, . . . , Tm) es una aplicación polinomial de An en Am, y F ∈ k[X1, . . . , Xm],

escribiremos F T = F (T1, . . . , Tm). Para ideales I y conjuntos algebraicos V de Am, desig-

naremos por IT al ideal de k[X1, . . . , Xn] generado por {F T | F ∈ I} y por V T al conjunto

algebraico T−1(V ) = V (IT ), donde I = I(V ).

Definición 1.2.3. Un cambio de coordenadas af́ın en An es una aplicación polinomial

T = (T1, . . . , Tn) : An −→ An tal que cada Ti es un polinomio de grado 1, y que T es

inyectiva y sobre.

Con esta definición podemos escribir Ti =
∑

aijXj + ai0, entonces podemos ver a T

como una composición de una transformación lineal seguida de una traslación, es decir,

T = T ′′ ◦ T ′, donde T ′ es de la forma T ′
i =

∑
aijXj y T ′′ es de la forma T ′′

i = Xi + ai0.

Como toda traslación posee una inversa (que es también una traslación), es claro que

T es inyectiva y supra si y sólo si T ′ es invertible.

Sean P = (a1, . . . , an) y Q = (b1, . . . , bn) dos puntos distintos de An. La recta deter-

minada por P y Q se define por

{(a1 + t(b1 − a1), . . . , an + t(bn − an)) | t ∈ k}

Proposición 1.2.2. Sean P, P ′ ∈ A2 y L1, L2 dos rectas distintas que pasan por P ; L′
1, L′

2

dos rectas distintas que pasan por P ′. Entonces existe un cambio de coordenadas af́ın T

de A2 tal que T (P ) = P ′ y T (Li) = L′
i (i = 1, 2).

Demostración. Sean Qi ∈ Li y Q′
i ∈ L′

i (i = 1, 2) puntos en cada recta distintos de P y

P ′, entonces

L1 = P + t1(Q1 − P ) y L2 = P + t2(Q2 − P )

con ti ∈ k (i = 1, 2), análogamente podemos escribir

L′
1 = P ′ + s1(Q

′
1 − P ′) y L′

2 = P ′ + s2(Q
′
2 − P ′)

con si ∈ k (i = 1, 2).

Supongamos que las coordenadas de cada punto que elegimos son: Q1 = (b1, b2), Q2 =

(c1, c2); Q′
1 = (β1, β2), Q′

2 = (γ1, γ2). Sea T1 el cambio de coordenadas que manda a la
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Figura 1.1: Cambios de coordenadas T1 y T2

terna canónica {(0, 0), (1, 0), (0, 1)}, en la terna {P, Q1, Q2}, dicha T1 la podemos pensar

como T1 = Ax + P , donde

A =

(
b1 − a1 c1 − a1

b2 − a2 c2 − a2

)

y x = (X, Y ) el vector de indeterminadas; análogamente, sea T2 el cambio de coordenadas

que manda a la terna canónica en la terna {P ′, Q′
1, Q′

2}, entonces también T2 = Bx + P ′,

donde

B =

(
β1 − α1 γ1 − α1

β2 − α2 γ2 − α2

)

Como L1 6= L2, entonces A es invertible, y también, dado que L′
1 6= L′

2, también B resulta

invertible, entonces el cambio de coordenadas T que buscamos, es la composición T2 ◦T−1
1 ,

es decir, como T−1
1 = A−1x−A−1(P ), entonces T = T2 ◦T−1

1 = B(A−1x−A−1(P ))+P ′ =

BA−1x − BA−1(P ) + P ′.

Claramente T (P ) = P ′, como T−1
1 (Q1) = (1, 0) y T−1

1 (Q2) = (0, 1), entonces para

cualquier punto (P + t1(Q1 − P )) ∈ L1 tenemos que T (P + t1(Q1 − P )) = T2(T
−1
1 (P +

t1(Q1 − P ))) = T2(T
−1
1 (P ) + t1T

−1
1 (Q1) − t1T

−1
1 (P )) = T2((0, 0) + t1(1, 0) − t1(0, 0)) =

P ′ + t1Q
′
1 − t1P

′ ∈ L′
1, con lo cual T (L1) = L′

1, y un argumento análogo muestra que

T (L2) = L′
2. ¥
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1.3. Funciones Racionales y Anillos Locales

En adelante, nos referiremos a una variedad algebraica af́ın irreducible, simplemente

como variedad af́ın; por tanto, su anillo coordenado siempre lo tomaremos como un dominio

entero.

Definición 1.3.1. Sea V una variedad af́ın, y Γ(V ) su anillo coordenado. Definimos el

campo de funciones racionales de V como el campo de cocientes de Γ(V ), y lo denotamos

con k(V ). Un elemento de k(V ) es una función racional de V .

Definición 1.3.2. Sea V una variedad af́ın, P ∈ V y f ∈ k(V ), diremos que f está definida

en P si para a, b ∈ Γ(V ), f = a/b, y b(P ) 6= 0.

Notemos que puede haber distintas maneras de escribir f como cociente de polinomios;

f estará definida en P si es posible hallar un “denominador”que no se anule en P .

Si Γ(V ) es un DFU, entonces la representación de f será única salvo unidades.

Definición 1.3.3. Sea P ∈ V . Definimos el anillo local de V en P , que denotamos con

OP (V ), como el conjunto de todas las funciones racionales sobre V que están definidas en

P

Observación 1.3.1. Es claro que OP (V ) es un subanillo de k(V ) y que se tienen las

siguientes contenciones:

k ⊂ Γ(V ) ⊂ OP (V ) ⊂ k(V ).

Definición 1.3.4. El conjunto de puntos P ∈ V en los que la función racional f no

está definida se llama conjunto de polos de f .

Proposición 1.3.1. (1) El conjunto de polos de una función racional sobre V , es un

subconjunto algebraico de V .

(2) Γ(V ) =
⋂

P∈V

OP (V )

Demostración. (1): Supongamos V ⊂ An. Para cada G ∈ k[X1, . . . , Xn], designemos por

G la clase de equivalencia de G en Γ(V ). Sea f ∈ k(V ) y consideramos Jf = {G ∈

k[X1, . . . , Xn] | Gf ∈ Γ(V )}. Lo primero que mostraremos es que Jf es un ideal de

k[X1, . . . , Xn] que contiene a I(V ).

Sean G1 y G2 en Jf , entonces G1f y G2f están en Γ(V ) y por tanto (G1 + G2)f =

(G1 + G2)f = G1f + G2f que está en Γ(V ), lo cual implica que G1 + G2 ∈ Jf ;

ahora, sea G ∈ Jf y G′ ∈ k[X1, . . . , Xn], entonces G′ ∈ Γ(V ), observemos que

(G′G)f = (G′G)f = G′(Gf) ∈ Γ(V ), con lo cual G′G ∈ Jf . Que I(V ) ⊂ Jf es
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inmediato pues en Γ(V ) tenemos I(V ) = 0 y evidentemente I(V )f = 0f = 0 que

está en Γ(V ).

Los puntos de V (Jf ) son exactamente los puntos en los que f no está definida, porque

si pensamos a f como el cociente ab−1 con a, b ∈ Γ(V ), entonces la clase de los ele-

mentos de Jf en Γ(V ) son elementos de la forma bc con c ∈ Γ(V ), pero b ∈ Jf , por

lo que, si P ∈ V (Jf ), entonces ∀g ∈ Jf se tiene g(P ) = 0 ⇒ b(P )c(P ) = 0 como

Γ(V ) es dominio entero, y b ∈ Jf entonces b(P ) = 0. Hemos mostrado que V (Jf ) es

el conjunto de polos de f y por tanto hemos mostrado (1).

(2): Si f ∈
⋂

P∈V OP (V ), entonces f está definida en todo V , por tanto V (Jf ) = ∅,

por el Teorema de los ceros (Nullstellensatz) de Hilbert débil1, 1 ∈ Jf ⇒ 1f = f ∈

Γ(V ) ⇒
⋂

P∈V OP (V ) ⊂ Γ(V ), y como ya hab́ıamos observado, Γ(V ) ⊂ OP (V ) para

todo P ∈ V , por lo tanto, Γ(V ) =
⋂

P∈V OP (V ).

¥

La prueba del inciso (1) en la Proposición anterior nos motiva a la siguiente definición.

Definición 1.3.5. Sea f ∈ OP (V ), definimos el valor de f en P , que denotaremos f(P ),

de la siguiente manera: escribimos f = ab−1, con a, b ∈ Γ(V ) y b(P ) 6= 0, sea f(P ) =

a(P )b−1(P ).

Observación 1.3.2. El valor de f en P está bien definido, pues en Γ(V ) se tiene que

a ∼ c ⇔ a−c ∈ I(V ) y b ∼ d ⇔ b−d ∈ I(V ), entonces d(a−c)+(−c)(b−d) = ad−bc ∈ I(V ).

Proposición 1.3.2. El conjunto OP (V ) es un anillo local y mP (V ) = {f ∈ OP (V ) |

f(P ) = 0} es su ideal maximal, además, OP (V )/mP (V ) ∼= k.

Demostración. Si nos fijamos en el homomorfismo de valuación de OP (V ) −→ k que

manda f 7→ f(P ), entonces mP (V ) es el núcleo de éste homomorfismo, por lo tanto

OP (V )/mP (V ) ∼= k.

Si tomamos un elemento g ∈ OP (V ) − mP (V ) entonces g está definida para todo P ∈ V ,

y además g(P ) 6= 0 para todo P ∈ V por lo que si escribimos a g como un ab−1, entonces

su inverso seŕıa ba−1 que está bien definido en V . Por lo tanto OP (V ) es anillo local y su

ideal maximal es mP (V ). ¥

Proposición 1.3.3. OP (V ) es un dominio local noetheriano.

1[4] Fulton W., Algebraic Curves, pág. 20.
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Demostración. Gracias a la Proposición 1.3.2 bastará sólo con probar que todo ideal I

de OP (V ) es finitamente generado. Por el Teorema de la Base de Hilbert2, sabemos que

k[X1, . . . , Xn] es noetheriano, y el Nullstellensatz3 nos dice que tenemos una corresponden-

cia biyectiva entre ideales primos de k[X1, . . . , Xn] y las variedades algebraicas irreducibles,

por lo tanto, Γ(V ) es noetheriano. Escogemos generadores f1, . . . , fr para el ideal I ∩Γ(V ).

Afirmamos que f1, . . . , fr generan a I como ideal de OP (V ), puesto que si f ∈ I ⊂ OP (V ),

existe un b ∈ Γ(V ) con b(P ) 6= 0 y bf ∈ Γ(V ); por lo tanto bf ∈ Γ(V ) ∩ I, entonces

bf =
∑

aifi, con ai ∈ Γ(V ), y por tanto f =
∑

(ai/bi)fi, como se afirmaba. ¥

Este anillo local juega un papel importante en el estudio moderno de las variedades al-

gebraicas. Todas las propiedades de V que dependen de una vecindad de P (las propiedades

locales) se reflejan en el anillo OP (V ).

Proposición 1.3.4. Sea T : An −→ An un cambio de coordenadas af́ın, T (P ) = Q,

entonces T : OQ(An) −→ OP (An) es un isomorfismo, y además, si P ∈ V entonces T

induce un isomorfismo de OQ(V T ) a OP (V ).

Demostración. Recordemos que OQ(A2) = {f ′/g′ | f ′, g′ ∈ k[X, Y ], g′(Q) 6= 0}, y

OP (A2) = {f/g | f, g ∈ k[X, Y ], g(P ) 6= 0}; y que T es de la forma T = (T1, T2),

con Ti aplicaciones polinomiales. Entonces podemos considerar las composiciones f ′ ◦T =

f ′(T1, T2) y g′ ◦T = g′(T1, T2). Aśı, dado f ′/g′ ∈ OQ(A2), la composición con T nos define

un nuevo cociente f ′◦T
g′◦T , este cociente está en OP (A2), pues g′ ◦T (P ) = g′(Q) 6= 0, entonces

el cociente f ′◦T
g′◦T está definido en OP (A2).

Para ver que es inyectivo, sea f ′/g′, f ′′/g′′ ∈ OQ(A2) tales que f ′◦T
g′◦T = f ′′◦T

g′′◦T , entonces

(f ′ ◦ T )(g′′ ◦ T ) = (f ′′ ◦ T )(g′ ◦ T ), y por las propiedades de la composición tenemos

f ′g′′ ◦ T = f ′′g′ ◦ T , como T es inyectiva y suprayectiva, entonces f ′′g′ = f ′g′′, con lo

cual f ′/g′ = f ′′/g′′, y por tanto la composición con T es inyectiva. Para ver que es

suprayectiva, tomamos f/g ∈ OP (A2), como T es cambio de coordenadas, entonces T es

invertible, por consiguiente f◦T−1

g◦T−1 ∈ OQ(A2), pues g ◦ T−1(Q) = g(P ) 6= 0; y claramente
(f◦T−1)◦T
(g◦T−1)◦T

= f
g
. ¥

Proposición 1.3.5. Sea {P1, . . . , Pr} un conjunto finito de puntos de An. Existen en-

tonces polinomios F1, . . . , Fr ∈ k[X1, . . . , Xn] tales que Fi(Pj) = 0 si i 6= j y Fi(Pi) = 1.

Demostración. Sea {Pt = (at1, . . . , atn)}r
t=1 con ats ∈ k, un conjunto finito de puntos de

An. Sea f =
n∑

j=1

(
r∏

t=1
(Xj − atj)

)
, y observemos que f se anula en todos los Pt, es decir,

2[4] Fulton W., Algebraic Curves, pág. 13.
3[4] Fulton W., Algebraic Curves, pág. 21.
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f(Pt) = 0 para t = 1, . . . , r, y basados en esto, definamos

fi(X1, . . . , Xn) =
n∑

j=1




r∏
t=1

(Xj − atj)

(Xj − aij)




y observemos que entonces fi(Pt) = 0 si i 6= t, y fi(Pi) 6= 0, sea bi = fi(Pi), entonces

definamos Fi(X1, . . . , Xn) = b−1
i fi(X1, . . . , Xn). Notemos que con Fi aśı definida se tiene

que Fi(Pi) = b−1
i fi(Pi) = b−1

i bi = 1 y si i 6= t se tiene que Fi(Pt) = b−1
i fi(Pt) = b−1

i · 0 =

0. ¥

Proposición 1.3.6. Sean I ⊂ J ideales de un anillo R, existe un homomorfismo canónico

de anillos de R/I sobre R/J .

Demostración. Sea ϕ : R/I −→ R/J definida por ϕ(x + I) = x + J para cada x ∈ R, esta

ϕ que damos está bien definida porque si se tiene x + I = y + I ⇒ x − y ∈ I, como I ⊂ J

entonces x − y ∈ J , por lo tanto x + J = y + J . ϕ es suprayectiva porque si x + J ∈ R/J

entonces sea x′ cualquier representante de x + J , entonces ϕ(x′ + I) = x′ + J = x + J . ¥

Proposición 1.3.7. Sea I un ideal de un anillo R, y R subanillo de otro anillo S; existe

un homomorfismo natural de anillos de R/I en S/IS.

Demostración. Como en la proposición anterior, sea ϕ : R/I −→ S/IS definida por ϕ(x+

I) = x+ IS; sólo hay que ver que ϕ está bien definida. Si x+ I = y + I ⇒ x− y ∈ I, como

I ⊂ IS entonces x − y ∈ IS, por lo tanto x + IS = y + IS. ¥

Proposición 1.3.8. Sean P = (0, . . . , 0) ∈ An, O = OP (An), m = mP (An). Sea I

el ideal 〈X1, . . . , Xn〉 ⊂ k[X1, . . . , Xn]. Entonces se tiene que IO = m, y por lo tanto

IrO = m
r, para toda r ∈ Z.

Demostración. Sea f ∈ k[X1, . . . , Xn] tal que f ∈ I, si descomponemos a f como f = f0 +

f1 + . . .+ fd donde los fi son polinomios homogéneos de grado i, entonces f ∈ I ⇒ f0 = 0,

por lo tanto, si F ∈ IO entonces F = f · h
g

con f ∈ I y h, g ∈ k[X1, . . . , Xn] y g(P ) = 0,

como F (P ) = f(P ) · h(P )
g(P ) = 0 · h(P )

g(P ) = 0, entonces IO ⊂ M . Sea h
g

∈ M , entonces

h(P ) = 0 y g(P ) 6= 0 con h, g ∈ k[X1, . . . , Xn], por lo tanto h ∈ I, pues h(P ) = 0, entonces
h
g

= h · 1
g

con h ∈ I y 1
g
∈ O, por lo tanto M ⊂ IO y entonces M = IO. Observemos que

M r = (IO)r = IrOr, como O es anillo conmutativo con 1, entonces claramente se tiene

que Or ⊂ O; sea x ∈ O, entonces x = 1r−1x, por lo tanto x ∈ Or y entonces Or = O. Por

lo tanto M r = (IO)r = IrOr = IrO. ¥
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Proposición 1.3.9. Sean I, J ideales de un anillo R. Supóngase que I es de generación

finita y que I ⊂ Rad(J), entonces In ⊂ J para un cierto n.

Demostración. Sean a1, . . . , am ∈ I los generadores de I, es decir, I = 〈a1, . . . , am〉. Como

I ⊂ Rad(J) entonces ∀ i ∈ {1, . . . , m} existe ni ∈ N tal que ani

i ∈ J . Sea entonces

r = máx{ni} y sea n = mr. Entonces In está generado por el conjunto {aα1

1 ·aα2

2 · . . . ·aαm
m |∑n

i=1 αi = n}.

Sea x = aα1

1 ·aα2

2 · . . . ·aαm
m un generador de In, como

∑m
i=1 αi = n = mr, entonces algún

αi debe ser tal que αi ≥ r, pues si todos los exponentes fueran menores que r, entonces∑m
i=1 αi <

∑m
i=1 r = mr, lo que implica que aα1

1 · . . . · aαm
m no seŕıa generador de In. Por

lo tanto αi0 ≥ r, por lo tanto a
αi0

i0
= a

r−ni0

i0
· a

ni0

i0
, y como a

ni0

i0
∈ J , entonces a

αi0

i0
∈ J ,

y por tanto x ∈ J . Como la demostración fue para cualquier generador de In, entonces

In ⊂ J . ¥

Lema 1.3.1. Sean I, J ideales de un anillo R, entonces Rad(I + J) = R si y sólo si

I + J = R.

Demostración. Si I + J = R, dado que I ⊂ Rad(I) para cualquier ideal I, entonces

R ⊂ Rad(I +J) ⊂ R, por lo que Rad(I +J) = R. Supongamos ahora que Rad(I +J) = R,

esto es equivalente a que Rad(I + J) = 〈1〉, de la definición del radical tenemos que

1 = 1n ∈ I + J para algún n ≥ 0, por lo tanto I + J = 〈1〉 = R. ¥

Recordemos que dos ideales I, J de un anillo R, son comaximales si y sólo si I +J = R.

Proposición 1.3.10. Sea k algebraicamente cerrado, y sean I, J ⊂ k[X1, . . . , Xn] ideales.

Entonces I, J son comaximales si y sólo si V (I)
⋂

V (J) = ∅.

Demostración. Sea R = k[X1, . . . , Xn]. Supongamos que I, J son comaximales, entonces

V (I)
⋂

V (J) = V (I + J) = V (R) = ∅.

Supongamos ahora que V (I)
⋂

V (J) = ∅, entonces V (I + J) = ∅, entonces I(V (I +

J)) = I(∅) = R, entonces Rad(I + J) = R, por el Lema 1.3.1 tenemos que I + J = R. ¥

Lema 1.3.2. Sean I, J ideales comaximales de un anillo R, entonces I + Jn = R. Más

aún, In y Jm son comaximales para toda m, n.

Demostración. Haremos la prueba por inducción, y para n = 1 entonces I + J = R por

hipótesis. Supongamos que se cumple I +Jn = R, y necesitamos probar que I +Jn+1 = R.

Como I + Jn = R entonces (I + Jn)J = JR = J , entonces IJ + Jn+1 = J , pero con esto

se tiene que I +Jn+1 + IJ = J + I = R, pero I +Jn+1 + IJ = I +Jn+1 porque IJ ⊂ I, en

particular IJ ⊂ I + Jn+1. Por lo tanto I + Jn+1 = I + Jn+1 + IJ = R, con lo que I + Jn
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son comaximales. Que In, y Jm sean comaximales se sigue de usar esta primera parte, ya

que In y J son comaximales, por tanto In y Jm son comaximales. ¥

Proposición 1.3.11. Sean I1, . . . , IN ideales de un anillo R, supóngase que Ii y Ji =
⋂
i6=j

Ij

son comaximales para todo i. Entonces In
1

⋂
. . .

⋂
In
N = (I1 · . . . · IN )n = (I1

⋂
. . .

⋂
IN )n

para todo n.

Demostración. Primero hay que observar que si Ii, Ji son comaximales, entonces Ii e Ij

también son comaximales para toda j 6= i. Como Ii + Ji = R, entonces (Ii + Ji) + Ij =

Ii + (Ji + Ij) = R + Ij = R para toda j 6= i, pero en ese caso Ji ⊂ Ij entonces Ji + Ij = Ij

para toda j 6= i, por lo tanto Ii + Ij = Ii + (Ji + Ij) = R para toda j 6= i, por tanto Ii y Ij

son también comaximales. Por lo tanto, I1
⋂

. . .
⋂

IN = I1 · . . . · IN .

Ahora observemos que (I1
⋂

. . .
⋂

IN )n = (I1 · . . . · IN )n = In
1 · . . . · In

N , por el Lema 1.3.2

tenemos que In
1 · . . . · In

N = In
1

⋂
. . .

⋂
In
N . ¥

Proposición 1.3.12. Sea I un ideal de k[X1, . . . , Xn], (k algebraicamente cerrado), y

supóngase que V (I) = {P1, . . . , PN} es finito. Sea Oi = OPi
(An). Entonces existe un

isomorfismo natural de k[X1, . . . , Xn]/I en
N
×
i=1

Oi/IOi.

Demostración. Sean Ii = I({Pi}) ⊂ k[X1, . . . , Xn] ideales maximales distintos que con-

tienen a I, y R = k[X1, . . . , Xn]/I, y Ri = Oi/IOi. Por la Proposición 1.3.7, el homomor-

fismo canónico ϕi de R en Ri induce un homomorfismo ϕ de R en
N
×
i=1

Ri.

Por el Nullstellenzats tenemos que

Rad(I) = I({P1, . . . , PN}) =

N⋂

i=1

Ii,

por lo tanto, de la Proposición 1.3.9 tenemos que (
⋂

Ii)
d ⊂ I para un cierto d. De la

Proposición 1.3.10 sabemos que
⋂
i6=j

Ij e Ii son comaximales, entonces de la Proposición

1.3.11 se sigue que ⋂
(Id

j ) = (I1 · . . . · IN )d = (
⋂

Ij)
d ⊂ I.

Por la Proposición 1.3.5 podemos escoger Fi ∈ k[X1, . . . , Xn], tal que Fi(Pj) = 0 si i 6= j,

Fi(Pi) = 1. Sea Ei = 1 − (1 − F d
i )d. Nótese que Ei = F d

i Di para algún Di, por lo tanto

Ei ∈ Id
j si i 6= j, y

1 −
∑

i

Ei = (1 − Ej) −
∑

i6=j

Ei ∈
⋂

Id
j ⊂ I.
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Si llamamos ei a la clase residual de Ei en R, tendremos que e2
i = ei, eiej = 0 si i 6= j, y∑

ei = 1.

Afirmación 1. Si G ∈ k[X1, . . . , Xn], y G(Pi) 6= 0, existe un t ∈ R tal que tg = ei, donde

g es la I−clase residual de G.

Supuesta esta afirmación por el momento, mostraremos que ϕ es un isomorfismo:

ϕ es uno a uno: Si ϕ(f) = 0, entonces para cada i existe un Gi con Gi(Pi) 6= 0 y GiF ∈ I

(donde f es la I−clase residual de F ). Sea tigi = ei. Entonces f =
∑

eif =
∑

tigif = 0.

ϕ es suprayectiva: Como Ei(Pi) = 1, ϕ(ei) es unitario en Ri; además, ya que ϕi(ei)ϕi(ej)

= ϕi(eiej) = 0 si i 6= j, entonces ϕi(ej) = 0 para i 6= j. Además ϕi(ei) = ϕi(
∑

ej) =

ϕi(1) = 1. Supongamos ahora z = (a1/s1, . . . , aN/sN ) ∈ ×Ri. En virtud de la Afirmación

1, podemos escribir tisi = ei; entonces ai/si = aiti en Ri, por lo tanto ϕi(
∑

tjajej) =

ϕi(tiai) = ai/si, y ϕ(
∑

tjajej) = z.

Para probar la Afirmación 1, supondremos que G(Pi) = 1. Sea H = 1−G. Observemos

que (1−H)(Ei+HEi+. . .+Hd−1Ei) = Ei−HdEi, entonces H ∈ Ii, por lo tanto HdEi ∈ I.

Además g(ei + hei + . . . + hd−1ei) = ei, como deseábamos. ¥

Corolario 1.3.1. dimk(k[X1, . . . , Xn]/I) =
N∑

i=1
dimk(Oi/IOi).

Corolario 1.3.2. Si V (I) = {P}, entonces k[X1, . . . , Xn]/I es isomorfo a

OP (An)/IOP (An).

Proposición 1.3.13. Sea V una variedad de An, I = I(V ) ⊂ k[X1, . . . , Xn], P ∈ V y

J un ideal de k[X1, . . . , Xn] que contenga a I. Sea J ′ la imagen de J en Γ(V ). Existe

un homomorfismo canónico ϕ : OP (An)/JOP (An) −→ OP (V )/J ′OP (V ). Además ϕ es un

isomorfismo. En particular OP (An)/IOP (An) es isomorfo a OP (V ).

Demostración. De la definición de OP (An) y la de OP (V ), tenemos el homomorfismo

canónico ψ entre ellos, que está dado por el paso al cociente de k[X1, . . . , Xn] en Γ(V ), la

Proposición 1.3.7 nos asegura la existencia del homomorfismo canónico ϕ, el cual también

sabemos que es suprayectivo. Es inyectivo, pues si fg−1 + JOP (An) ∈ Ker(ϕ), entonces

ϕ(fg−1+JOP (An)) = (f+I/g+I)+J ′OP (V ) ∈ J ′OP (V ), entonces f+I/g+I ∈ J ′OP (An),

como J ′ = J + I ∈ Γ(V ), entonces f/g ∈ JOP (An). ¥

Proposición 1.3.14. Si O es un anillo local con ideal maximal m, existe una sucesión

exacta natural de O−módulos

0 −→ m
n/m

n+1 −→ O/m
n+1 −→ O/m

n −→ 0
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Demostración. Sea i : m
n/m

n+1 ↪→ O/m
n+1 la inclusión. Sea ϕ : O/m

n+1 → O/m
n

definida por ϕ(x + m
n+1) = x + m

n, que manda a cada representante de una clase en

O/m
n+1 a su respectiva clase en O/m

n, claramente ϕ es supra, y también i es inyectiva,

pues simplemente es la inclusión. Observemos que Im i = Ker ϕ, pues si x+m
n+1 ∈ Im i,

entonces x ∈ m
n, con lo que ϕ(x+m

n+1) = 0 y por lo tanto Im i ⊂ Ker ϕ. Ahora tomemos

x + m
n+1 ∈ Ker ϕ, entonces x ∈ m

n, y por tanto x + m
n+1 ∈ Im i. Por lo tanto tenemos

la siguiente sucesión exacta:

0 −→ m
n/m

n+1 i
−→ O/m

n+1 ϕ
−→ O/m

n −→ 0.

¥

Proposición 1.3.15. Sea

0 V ′
ψ

V
ϕ

V ′′ 0

una sucesión exacta de espacios vectoriales de dimensión finita sobre un campo k. Entonces

dimV ′ + dimV ′′ = dimV .

Demostración. Sabemos que dimV = dim (Im(ϕ)) + dim (Ker(ϕ)), como ϕ es suprayec-

tiva, entonces dim (Im(ϕ)) = dimV ′′, y por la exactitud de la sucesión tenemos que

Ker(ϕ) = Im(ψ), por lo tanto dimV = dimV ′′+dim (Im(ψ)). Notemos que dim (Im(ψ)) =

dimV ′ − dim (Ker(ψ)), como ψ es inyectiva, entonces Ker(ψ) = 0, luego dim (Im(ψ)) =

dimV ′. Por lo tanto dimV = dimV ′′ + dimV ′. ¥

Proposición 1.3.16. Sea I = 〈X, Y 〉 ⊂ k[X, Y ], entonces

dimk(k[X, Y ]/In) = 1 + 2 + · · · + n =
n(n + 1)

2

Demostración. La demostración la haremos por inducción. Para n = 1 tenemos que

k[X, Y ]/I ∼= k, pues cualquier polinomio f(X, Y ) ∈ k[X, Y ] lo podemos escribir como

f(X, Y ) = f(X, Y )−f(0, 0)+f(0, 0), pero f(X, Y )−f(0, 0) ∈ I, y f(0, 0) ∈ k. Por lo tan-

to k[X, Y ]/I ∼= k, pues la función que manda a un polinomio a su término constante resulta

ser el isomorfismo, y como dimk(k) = 1, entonces hemos demostrado la base inductiva.

Ahora supongamos que dimk(k[X, Y ]/In−1) = 1 + 2 + . . . + (n − 1), y tomemos la

siguiente sucesión:

0 In−1/In i
k[X, Y ]/In ϕ

k[X, Y ]/In−1 0

donde i es la inclusión, y ϕ es el homomorfismo canónico que toma un representante de

una clase en k[X, Y ]/In y lo manda a su respectiva clase en k[X, Y ]/In−1, que está bien
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definido dado que In ⊂ In−1. Esta sucesión es exacta, pues claramente la inclusión es

inyectiva. Tenemos que ϕ es suprayectiva, pues si f + In−1 ∈ k[X, Y ]/In−1, entonces

ϕ(f + In) = f + In−1. Si f + In es tal que ϕ(f + In) ∈ In−1, entonces f ∈ In−1, por lo

tanto f + In ∈ In−1/In, con lo cual Im(i) ⊃ Ker(ϕ), y la otra inclusión es evidente.

Observemos que dimk(I
n−1/In) = n, pues sea A el conjunto de monomios A =

{XiY n−1−i | i = 0, 1, . . . , n − 1}, y A′ el conjunto de In−clases de A, es decir, A′ =

{XiY n−1−i + In | i = 0, 1, . . . , n − 1} que es una base de In−1/In, pues a un polinomio

f(X, Y ) ∈ In−1, por tener términos de grado al menos n − 1, lo podemos pensar como

f(X, Y ) = fn−1(X, Y ) + fn(X, Y ) + . . . + fm(X, Y ), donde fi(X, Y ) son polinomios ho-

mogéneos de grado i, y m es el grado de f ; entonces la In−clase residual de f(X, Y ) es la

clase de fn−1(X, Y ), y como los elementos de A generan a fn−1(X, Y ), y claramente son

independientes, entonces A′ es una base para In−1/In, y cuya cardinalidad es n.

Por la Proposición 1.3.15 tenemos que

dimk(k[X, Y ]/In) = dimk(k[X, Y ]/In−1) + dimk(I
n−1/In) = 1 + 2 + . . . + (n − 1) + n,

lo que concluye el paso inductivo. ¥

Observación 1.3.3. Sea R un anillo, y k un campo que es subanillo de R. Si M es un

ideal de R, entonces Mn/Mn+1 es un R−módulo, y por lo tanto, también es un k−módulo.

La observación anterior justifica la siguiente proposición.

Proposición 1.3.17. Sea R un Anillo de Valuación Discreta con ideal maximal M , y

campo de cocientes K, y supongamos que existe un campo k subanillo de R, tal que la

composición k → R → R/M es un isomorfismo de k con R/M . Entonces

(1) dimk(R/Mn) = n para todo n > 0.

(2) dimk(M
n/Mn+1) = 1 para toda n ≥ 0.

(3) Sea z ∈ R, si 〈z〉 = Mn entonces ord(z) = n, y por lo tanto ord(z) = dimk(R/〈z〉).

Demostración. (1): Para n = 1 tenemos que R/M ∼= k, por lo tanto dimk(R/M) =

dimk(k) = 1.

Sean t ∈ M un parámetro de uniformización de R, y z ∈ R. Por la Proposición 1.1.6,

sabemos que existen únicos λ0, λ1, . . . , λn ∈ k y zn ∈ R, tales que z = λ0 + λ1t + . . . +

λntn + zntn+1. Dado que λntn + zntn+1 ∈ Mn, entonces la clase de z en R/Mn es la clase

de λ0 +λ1t+ . . .+λn−1t
n−1, que es la suma de las clases de cada uno de los sumandos, pero

por ser t parámetro de uniformización, entonces Mn ⊂ M , y cada λit
i con 0 ≤ i ≤ n − 1

no pertenecen a Mn = 〈tn〉, por lo que la clase de λit
i es distinta de λjt

j para i 6= j. Por
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lo tanto B = {1, t, . . . , tn−1} es una base de R/Mn, donde la barra denota la Mn−clase

residual. Como hay n elementos en B, entonces dimk(R/Mn) = n.

(2): Por la Proposición 1.3.14, para cada n podemos considerar la sucesión exacta:

0 Mn/Mn+1 R/Mn+1 R/Mn 0.

Y entonces, de la Proposición 1.3.15, tenemos que

dimk(R/Mn+1) = dimk(R/Mn) + dimk(M
n/Mn+1).

De la primera parte de esta demostración, tenemos que

dimk(R/Mn+1) = n + 1 y dimk(R/Mn) = n,

por lo tanto

n + 1 = n + dimk(M
n/Mn+1),

de lo que tenemos que dimk(M
n/Mn+1) = 1.

(3): Sea z ∈ R tal que 〈z〉 = Mn, sea t ∈ M un parámetro de uniformización, entonces

〈z〉 = 〈tn〉 = Mn, por tanto z = utn, con u ∈ R unidad, por la definición de ord(z),

tenemos que ord(z) = n. Por el inciso (1) tenemos que ord(z) = n = dimk(R/Mn) =

dimk(R/〈z〉). ¥

Proposición 1.3.18. Sea V un espacio vectorial, W un subespacio, T : V → V una

aplicación lineal uno a uno tal que T (W ) ⊂ W , y supongamos que V/W y W/T (W ) son

de dimensión finita. Entonces

i) La aplicación T induce un isomorfismo de V/W en T (V )/T (W ).

ii) El cociente T (V )/W ∩T (V ) es isomorfo a W +T (V )/W , y el cociente W/W ∩T (V )

es isomorfo a W + T (V )/T (V ).

iii) dim(V/(W + T (V ))) = dim((W ∩ T (V ))/T (W )).

iv) Finalmente, dim(V/T (V )) = dim(W/T (W )).

Demostración. i) Consideremos el siguiente diagrama

0 W

T

V

T

V/W

ϕ

0

0 T (W ) T (V ) T (V )/T (W ) 0
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Donde los morfismos horizontales son las inclusiones y el paso al cociente en V/W y

en T (V )/T (W ). Es claro que el primer cuadrado es conmutativo.

Definimos ϕ : V/W −→ T (V )/T (W ), de la siguiente manera. Sea v + W ∈ V/W ,

entonces ϕ(v+W ) = T (v)+T (W ). Veamos que ϕ está bien definida. Sean v1, v2 ∈ V

tales que v1+W = v2+W , es decir, v1−v2 ∈ W , entonces T (v1−v2) ∈ T (W ), es decir,

T (v1) − T (v2) ∈ T (W ), por lo tanto ϕ(v1 + W ) = T (v1) + T (W ) = T (v2) + T (W ) =

ϕ(v2 + W ).

Veamos ahora que ϕ es inyectiva. Sea v +W ∈ V/W tal que ϕ(v +W ) = 0, es decir,

tal que T (v) ∈ T (W ). Entonces tenemos que existe w0 ∈ W tal que T (w0) = T (v).

Como T es inyectiva, entonces w0 = v ∈ W . Por lo tanto v + W = W , con lo que ϕ

es inyectiva.

Mostremos la suprayectividad de ϕ. Sea v ∈ T (V )/T (W ), entonces v = T (v0)+T (W )

para cierta v0 ∈ V . Es claro entonces que v0 + W ∈ V/W es tal que ϕ(v0 + W ) =

T (v0) + T (W ) = v. Por lo tanto ϕ es suprayectiva. Con esto tenemos que ϕ es un

isomorfismo, y está inducido por T . Por lo que V/W ∼= T (V )/T (W ).

ii) Consideremos primero el siguiente diagrama

0 W ∩ T (V ) T (V ) T (V )/W ∩ T (V )

f

0

0 W W + T (V ) W + T (V )/W 0

Donde los morfismos están dados por las inclusiones, y por el paso al cociente en

T (V )/(W ∩ T (V )), y en (W + T (V ))/W .

Sea v ∈ T (V )/(W ∩ T (V )), definimos f mediante f(v) = v̂, donde ( ) denota a la

clase residual en T (V )/(W ∩T (V )), y (̂ ) denota la clase residual en (W +T (V ))/W .

Notemos que f está bien definida. Supongamos que v1, v2 ∈ T (V ) son tales que

v1 = v2, entonces v1 − v2 ∈ W ∩ T (V ) y f(v1 − v2) ∈ W . Como f(v1 − v2) = 0, es

decir v̂1 − v2 = 0, con lo que v̂1 = v̂2. Por lo tanto, f está bien definida.

Sea v ∈ T (V ) tal que v ∈ Ker f , entonces v̂ = 0, lo que implica que v + W ∈

W +T (V )/W es tal que v ∈ W . Como v ∈ W y v ∈ T (V ), entonces v ∈ W ∩T (V ), y

por tanto v = 0. Con esto tenemos que Ker f = {0} y concluimos que f es inyectiva.

Sea v ∈ W + T (V ), queremos ahora probar la suprayectividad de f . Tenemos que

v = w1 +v1 con w1 ∈ W y v1 ∈ T (V ). Observemos que v1 = v1 +W ∩T (V ), entonces
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f(v1) = v̂1. Demostrar que v̂1 = v̂, implica que f es suprayectiva; y esto es claro

pues v − v1 = w1 ∈ W .

Con esto tenemos que f es una biyección, y entonces hemos probado que (W +

T (V ))/W ∼= T (V )/(W ∩ T (V )).

Ahora consideremos el siguiente diagrama

0 W ∩ T (V ) W W/W ∩ T (V )

g

0

0 T (V ) W + T (V ) W + T (V )/T (V ) 0

Podemos definir el morfismo g de una manera análoga a la definición del morfismo

f , y los argumentos que utilizamos para ver que f es un isomorfismo nos sirven para

ver, de manera análoga, que g es también isomorfismo. Por lo tanto W/W ∩T (V ) ∼=

W + T (V )/T (V ).

iii) Del álgebra lineal sabemos que, si U ′ ⊂ W ′ ⊂ V ′ son espacios vectoriales, con V ′/U ′

de dimensión finita, entonces dim(V ′/U ′) = dim(V ′/W ′) + dim(W ′/U ′). Del inciso

i) tenemos que V/W ∼= T (V )/T (W ), por tanto dim(V/W ) = dim(T (V )/T (W )).

Como V/W es de dimensión finita, y también se tiene que W ⊂ W + T (V ) ⊂ V ,

entonces dim(V/W ) = dim(V/(W + T (V ))) + dim((W + T (V ))/W ). Análogamente

tenemos que dim(T (V )/T (W )) = dim(T (V )/(W∩T (V )))+dim((W∩T (V ))/T (W )).

Escribiendo la igualdad se tiene que

dim(V/(W + T (V ))) + dim((W + T (V ))/W ) = dim(V/W ) =

= dim(T (V )/T (W )) = dim(T (V )/(W ∩ T (V ))) + dim((W ∩ T (V ))/T (W )).

Pero del inciso ii) tenemos que dim(W + T (V )/W ) = dim(T (V )/(W ∩ T (V ))), en-

tonces dim(V/(W + T (V ))) = dim((W ∩ T (V ))/T (W )).

iv) Dado que W/T (W ) es de dimensión finita, entonces, por los incisos ii) y iii) tenemos

dim(W/T (W )) = dim(W/(W ∩ T (V ))) + dim((W ∩ T (V ))/T (W )) =

= dim((W + T (V ))/T (V )) + dim(V/(W + T (V ))) = dim(V/T (V )).

Por lo tanto dim(W/T (W )) = dim(V/T (V )).

¥



Caṕıtulo 2

Intersección de Curvas

2.1. Curvas planas

Definición 2.1.1. Diremos que dos polinomios F, G ∈ k[X, Y ] están relacionados si y sólo

si F = λG para algún λ ∈ k no nulo.

Proposición 2.1.1. La relación de la definición de arriba es de equivalencia.

Demostración. Que la relación es reflexiva es inmediato, pues 1 ∈ k y F = 1 · F . La

simetŕıa también es inmediata porque, si F = λG con λ ∈ k, entonces G = λ−1F donde

λ−1 ∈ k pues λ 6= 0. Y para la transitividad supongamos que F = λ1G y G = λ2H con

F, G, H ∈ k[X, Y ] y λ1, λ2 ∈ k no nulos, entonces sustituyendo tenemos que F = (λ1λ2)H

con lo que F ∼ H pues λ1λ2 6= 0 por ser producto de dos elementos no nulos en un

campo. ¥

Definición 2.1.2. Definimos una curva plana C como una clase de equivalencia de los

polinomios no constantes respecto a la relación definida en la Definición 2.1.1.

Pasaremos por alto la distinción de equivalencia, y diremos simplemente “curva plana”.

Denotaremos a las curvas planas por un representante de la clase de equivalencia que

las define, o simplemente nos referiremos a una curva plana C entendiendo que hay un

polinomio que la define.

Definición 2.1.3. El grado de una curva plana es el grado de cualquiera de los polinomios

que la define.

Notación: Si F es un polinomio irreducible, V (F ) es una variedad en A2 o P2 depen-

diendo si el polinomio es o no homogéneo. Normalmente escribiremos Γ(F ), k(F ) y OP (F )

en lugar de Γ(V (F )), k(V (F )) y OP (V (F )).

23
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Definición 2.1.4. Sea F una curva, P = (a, b) ∈ F . P se denomina punto simple de

F , si alguna de las derivadas valuada en P es distinta de cero, es decir, si FX(P ) 6= 0 o

FY (P ) 6= 0.

En este caso, la recta FX(P )(X − a) + FY (P )(Y − b) = 0 se denomina recta tangente a F

en P .

Definición 2.1.5. Un punto que no es simple se denomina múltiple (o singular).

Definición 2.1.6. Sea F una curva plana que se anula en P = (0, 0). Consideremos la

descomposición de F como suma de polinomios homogéneos, F = Fm + Fm+1 + . . . + Fn

con gr(Fi) = i, y Fm 6= 0; definimos la multiplicidad de F en P = (0, 0), que denotaremos

mP (F ), como m = min{gr(Fi)}.

Extendemos esta definición a cualquier punto P = (a, b) en la curva, simplemente usando

una traslación T que manda (0, 0) 7→ P , es decir, T (x, y) = (x + a, y + b), entonces F T =

F (X + a, Y + b). Definimos mP (F ) como m(0,0)(F
T ).

Proposición 2.1.2. Sea F una curva, P es un punto simple de F si y sólo si mP (F ) = 1.

Demostración. Supongamos que P es punto simple de F , entonces FX(P ) 6= 0 o FY (P ) 6= 0,

por la Definición 2.1.6 es claro que FX(P ) = F T
X(0, 0) y análogamente FY (P ) = F T

X(0, 0).

Sin pérdida de generalidad supongamos que F T
X(0, 0) = FX(P ) 6= 0, sean F = Fm +

Fm+1 + . . . + Fn y F T = Gm + Gm+1 + . . . + Gn las descomposiciones de F y F T en

polinomios homogéneos, entonces mP (F ) = m(0,0)(F
T ) > 0 pues si P ∈ F ⇒ (0, 0) ∈ F T

entonces Gi(0, 0) = 0 con i ≥ 1, puesto que son polinomios homogéneos de grado i, dado

que G0 = λ con λ ∈ k, siempre se tiene que G0(0, 0) = λ ∈ k, pero como queremos que

F T (0, 0) = 0 entonces G0(0, 0) = 0 lo cual lleva a que m(0,0)(F
T ) > 0. Supongamos que

mP (F ) ≥ 2 entonces m(0,0)(F
T ) ≥ 2, como sabemos que la derivada baja el grado del

polinomio entonces F T
X = G′

m−1 + G′
m + . . . + G′

n−1 es la descomposición de la derivada

en polinomios homogéneos, que valuada en (0, 0) siempre se anula, pues gr(G′
i) ≥ 1 para

todo i, lo cual contradice que la derivada de F T respecto a X no se anula en (0, 0). Por

lo tanto mP (F ) = 1, que muestra la primera parte de la proposición.

Supongamos que mP (F ) = 1, por la definición de mP (F ) tenemos que m(0,0)(F
T ) = 1, sea

F T = (αX + βY ) + G2 + . . . + Gn la descomposición de F T en polinomios homogéneos,

dónde α, β ∈ k; sabemos entonces que α y β no son ambas cero al mismo tiempo, sin

pérdida de generalidad supongamos que α 6= 0, entonces al derivar F T con respecto a X,

aparece como término de grado 0 justamente α, lo cual hace que F T
X(0, 0) 6= 0, con lo cual

P es un punto simple de F . ¥
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Es conveniente introducir una notación que nos será útil para el resto del caṕıtulo:

Notación. Sea F una curva irreducible, para cualquier polinomio G ∈ k[X, Y ], deno-

tamos por g a la clase de equivalencia de G en Γ(F ) = k[X, Y ]/〈F 〉.

Teorema 2.1.1. P es un punto simple de F si y sólo si OP (F ) es un anillo de valuación

discreta. En este caso, si L = aX + bY + c es una recta que pasa por P y no es tangente

a F en P , entonces la imagen ` de L en OP (F ) es un parámetro de uniformización de

OP (F ).

Demostración. Supongamos que P es un punto simple de F , y la recta L es una recta que

pasa por P , no tangente a F en P . Por medio de un cambio de coordenadas adecuado,

gracias a la Proposición 1.2.2 y la Proposición 1.3.4, podemos suponer que P = (0, 0), que

Y es la recta tangente, y que L = X. En virtud de la Proposición 1.1.3, es suficiente probar

que mP (F ) está generado por x.

Ante todo observemos que las proposiciones 1.3.8 y 1.3.13, nos dicen que mP (F ) =

〈x, y〉, tanto si P es punto simple como si no lo es.

Una vez supuesto lo anterior, sea F = Y + términos de grados superiores. Agrupando

de momento estos términos con Y , podemos escribir F = Y G − X2H, donde G = 1 +

términos superiores, H ∈ k[X]. Entonces yg = x2h ∈ Γ(F ), por lo tanto y = x2hg−1 ∈

〈x〉, ya que g(P ) 6= 0. Por lo tanto mP (F ) = 〈x, y〉 = 〈x〉, como se pretend́ıa.

El rećıproco se demostrará a partir del Teorema 2.1.2. ¥

Si suponemos que P es un punto simple sobre una curva irreducible F , sea ordF
P la

función orden sobre k(F ) definida por el anillo de valuación discreta OP (F ); cuando F

esté fijo, podremos escribir simplemente ordP . Si G ∈ k[X1, . . . , Xn], y g es la imagen

de G en Γ(F ), escribiremos ordF
P (G) en lugar de ordF

P (g).

Si P es un punto simple sobre una curva reducible F , escribiremos ordF
P en vez de

ordFi

P , donde Fi es la componente de F que contiene a P .

Supongamos que P es un punto simple de F , y L una recta que pasa por P . Entonces

ordF
P (L) = 1 si L no es tangente a F en P y ordF

P (L) > 1 si L es tangente a F en

P . Podemos suponer que las condiciones son las mismas que las de la demostración del

Teorema 2.1.1; Y es la tangente, y = x2hg−1, y aśı, ordP (y) = ordP (x2)+ordP (hg−1) ≥ 2.

Teorema 2.1.2. Sea P un punto de una curva irreducible F . Entonces se tiene la igualdad

mP (F ) = dimk(mP (F )n/mP (F )n+1) para todo n suficientemente grande. En particular, la

multiplicidad de F en P depende sólo del anillo local OP (F ).

Demostración. Para simplificar un poco la notación, escribamos O, m en vez de OP (F ), mP (F )
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respectivamente. De la sucesión exacta

0 m
n/m

n+1 O/m
n+1 O/m

n 0

se sigue que es suficiente probar que dimk(O/m
n) = n mP (F )+s, para una cierta constante

s, y para todo n ≥ mP (F ) (esto debido a la Proposición 1.3.14 y la Proposición 1.3.15).

Podemos suponer que P = (0, 0), por lo tanto m
n = InO, donde I = 〈X, Y 〉 ⊂ k[X, Y ]

(Proposición 1.3.8). Como V (In) = {P}, en virtud del Corolario 1.3.2 y la Proposi-

ción 1.3.13, tenemos que k[X, Y ]/〈In, F 〉 ∼= OP (A2)/〈In, F 〉OP (A2) ∼= OP (F )/InOP (F ) =

O/m
n.

Por lo tanto, hemos reducido el problema a simplemente calcular la dimensión de

k[X, Y ]/〈In, F 〉. Sea m = mP (F ). Entonces FG ∈ In siempre que G ∈ In−m. Existe

un homomorfismo natural ϕ : k[X, Y ]/In −→ k[X, Y ]/〈In, F 〉, y una aplicación k−lineal

ψ : k[X, Y ]/In−m −→ k[X, Y ]/In definida por ψ(G) = FG, donde las barras indican clases

residuales. Es fácil ver que la sucesión

0 k[X, Y ]/In−m ψ
k[X, Y ]/In ϕ

k[X, Y ]/〈In, F 〉 0

es exacta. Aplicando la Proposición 1.3.16 y de nuevo la Proposición 1.3.15, vemos que

dimk(k[X, Y ]/〈In, F 〉) = nm − m(m−1)
2 para toda n ≥ m, como queŕıamos demostrar. ¥

Notemos que si OP (F ) es un anillo de valuación discreta, debido a la Proposición

1.3.17, el Teorema 2.1.2 implicaŕıa que mP (F ) = 1, luego P es simple. Esto completa la

demostración del Teorema 2.1.1. Motivados por esto, podemos dar una definición de punto

simple, equivalente a la ya vista.

Definición 2.1.7. Un punto P ∈ C es simple si OP (C) es un anillo de valuación discreta.
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2.2. Números de Intersección

Por la Observación 1.3.1 de la sección de anillos locales, tenemos las siguientes con-

tenciones:

k ⊂ Γ(A2) = k[X, Y ] ⊂ OP (A2) ⊂ k(A2)

con lo cual OP (A2) es una k-álgebra, pues contiene a k; y si F ∈ k[X, Y ] es un polinomio

no constante, entonces k ⊂ OP (A2)/〈F 〉, lo cual también convierte a OP (A2)/〈F 〉 en una

k-álgebra. Esto justifica la siguiente definición:

Definición 2.2.1. Sean F y G curvas planas, y P ∈ A2. Definimos el número de inter-

sección de F y G en P , que denotaremos por IP (F ∩ G), como:

IP (F ∩ G) := dimk(OP (A2)/〈F, G〉)

Antes de enunciar las propiedades que cumple el número de intersección, es conveniente

hacer un par de definiciones respecto a la intersección de dos curvas en un punto:

Definición 2.2.2. Diremos que F y G se cortan en sentido estricto en P , si F y G no

tienen ninguna componente común que pase por P .

Definición 2.2.3. Dos curvas F y G se cortan transversalmente en P , si P es un punto

simple tanto de F como de G, y la recta tangente a F en P es distinta de la recta tangente

a G en P .

Proposición 2.2.1. Para todas las curvas planas F, G y todo punto P ∈ A2, el número de

intersección IP (F ∩G) de la Definición 2.2.1 es el único número que satisface las siguientes

propiedades:

i) Si F y G se cortan en sentido estricto en P , entonces IP (F ∩ G) es un entero no

negativo; en caso contrario IP (F ∩ G) = ∞.

ii) IP (F ∩ G) = 0 si y sólo si P /∈ F ∩ G. Con lo que IP (F ∩ G) depende sólo de las

componentes de F y G que pasan por P .

iii) Si T es un cambio de coordenadas af́ın de A2, y T (Q) = P , entonces

IQ(F T ∩ GT ) = IP (F ∩ G).

iv) IP (F ∩ G) = IP (G ∩ F ).

v) IP (F ∩ G) ≥ mP (F )mP (G), verificándose la igualdad si y sólo si F y G no poseen

rectas tangentes comunes en P .
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vi) Si F =
∏

F ri

i , y G =
∏

G
sj

j , entonces IP (F ∩ G) =
∑

i,j risjIP (Fi ∩ Gj).

vii) IP (F ∩ G) = IP (F ∩ (G + AF )) para cualquier A ∈ k[X, Y ].

Demostración. (Unicidad):

Es suficiente dar un procedimiento constructivo para calcular IP (F ∩ G) utilizando sólo

las propiedades (i)-(vii). Gracias a la propiedad (iii), podemos suponer que P = (0, 0),

y que IP (F ∩ G) es finito por la propiedad (i). El caso en el que IP (F ∩ G) = 0 ya se

ha considerado en (ii), por lo tanto podemos proceder por inducción; supongamos que

IP (F ∩G) = n > 0 y que IP (A∩B) puede ser calculado siempre que IP (A∩B) < n. Sean

F (X, 0), G(X, 0) ∈ k[X] de grados r, s respectivamente. Por (iv) podemos suponer que

r ≤ s.

Caso 1: r = 0. Entonces Y divide a F , por lo tanto F = Y H y por (vi) se tiene

que IP (F ∩G) = IP (Y ∩G) + IP (H ∩G). Si G(X, 0) = Xm(a0 + a1X + · · · ), a0 6= 0, en-

tonces (por (vii), (ii), (vi) y (v)) IP (Y ∩G) = IP (Y ∩G(X, 0)) = IP (Y ∩Xm) = m. Como

P ∈ G, m > 0, entonces IP (H ∩ G) < n, y la demostración por inducción está acabada.

Caso 2: r > 0. Podemos multiplicar F y G por constantes que conviertan a F (X, 0)

y a G(X, 0) en mónicos. Sea H = G − Xs−rF . Entonces IP (F ∩ G) = IP (F ∩ H), y

gr(H(X, 0)) = t < s. Repitiendo este proceso (intercambiando el orden de F y el de

H si t < r) un número finito de veces, obtenemos eventualmente un par de curvas A, B

que caen en el caso 1, y que además verifican IP (F ∩ G) = IP (A ∩ B). Esto acaba la

demostración. ¥

Demostración. (Existencia):

De la Definición 2.2.1 tenemos que IP (F ∩ G) = dimk(OP (A2)/〈F, G〉). Debemos de-

mostrar que satisface las propiedades (i)-(vii). Como IP (F ∩G) depende sólo del ideal de

OP (A2) generado por F y G, esto dará pie a la demostración de (ii), (iv) y (vii).

(ii) Supongamos que dimk(OP (A2)/〈F, G〉) = 0, entonces OP (A2) = 〈F, G〉. Sea pues
f
g

∈ OP (A2) tal que f(P )
g(P ) 6= 0, entonces existen f1

g1
, f2

g2
∈ OP (A2) tales que f

g
=

f1

g1
F + f2

g2
G, por lo tanto f(P )

g(P ) = f1(P )
g1(P ) F (P ) + f2(P )

g2(P ) G(P ) 6= 0, con lo que tenemos

que F (P ) 6= 0 o G(P ) 6= 0. Con esto tenemos que P /∈ F ∩ G.

Ahora supongamos que P /∈ F ∩ G, entonces F (P ) 6= 0 o G(P ) 6= 0. Sin pérdida

de generalidad supongamos que F (P ) 6= 0, entonces F /∈ mP (A2). Debido a que
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OP (A2) es un anillo local, tenemos que F es una unidad. Por lo tanto, OP (A2) =

〈F 〉 ⊂ 〈F, G〉. Con lo que concluimos que OP (A2) = 〈F, G〉.

(iv) Es claro, puesto que 〈F, G〉 = 〈G, F 〉.

(vii) Queremos ver que 〈F, G〉 = 〈F, G + AF 〉 para cualquier A ∈ k[X, Y ]. Es claro que

〈F, G + AF 〉 ⊂ 〈F, G〉. Sea H ∈ 〈F, G〉, es decir, H = f1

g1
F + f2

g2
G, para ciertos

f1

g1
, f2

g2
∈ OP (A2). Dado que f2

g2
AF − f2

g2
AF = 0, sea f3

g3
= f1

g1
− f2

g2
A, como g1(P ) 6= 0,

y g2(P ) 6= 0, entonces g3(P ) 6= 0, por lo que f3

g3
∈ OP (A2). Observemos que H =

f3

g3
F + f2

g2
(G+AF ), con lo que H ∈ 〈F, G+AF 〉. Por lo tanto 〈F, G〉 = 〈F, G+AF 〉.

(iii) Por la Proposición 1.3.4 sabemos que un cambio de coordenadas afines induce un

isomorfismo de anillos locales, de donde se concluye (iii).

Con lo hasta ahora probado, podemos suponer que P = (0, 0) y que todas las componentes

de F y G pasan por P . En adelante denotaremos simplemente por O al anillo local OP (A2).

(i) Si F y G no tienen componentes comunes, IP (F ∩G) es finito en virtud del Corolario

1.3.1 de la Proposición 1.3.12. Si F y G tienen una componente común H, entonces

〈F, G〉 ⊂ 〈H〉, por lo tanto, como consecuencia de la Proposición 1.3.6, existe un

homomorfismo de O/〈F, G〉 sobre O/H, e IP (F∩G) ≥ dimk(O/〈H〉). Pero O/〈H〉 es

isomorfo a OP (H) por la Proposición 1.3.13, y también tenemos que OP (H) ⊃ Γ(H),

y dimkΓ(H) = ∞ gracias al Nullstellensatz1, pues si I ⊂ k[X1, . . . , Xn] es un ideal,

entonces V (I) es un conjunto finito ⇔ k[X1, . . . , Xn]/I es un k−espacio vectorial de

dimensión finita, y además, el número de puntos de V (I) es ≤ dimk(k[X1, . . . , Xn]/I).

(vi) Para comprobar (vi), es suficiente probar que IP (F ∩GH) = IP (F ∩G)+ IP (F ∩H)

para toda terna F, G, H. Podemos suponer que F y GH no poseen componentes

comunes, ya que, de poseerlas, el resultado seŕıa evidente. Sea ϕ : O/〈F, GH〉 −→

O/〈F, G〉 el homomorfismo natural de la Proposición 1.3.6, y definamos una apli-

cación k−lineal ψ : O/〈F, H〉 −→ O/〈F, GH〉 haciendo ψ(z) = Gz, donde z ∈ O

y las barras indican las clases residuales. En virtud de la Proposición 1.3.15, es

suficiente probar que la sucesión

0 O/〈F, H〉
ψ

O/〈F, GH〉
ϕ

O/〈F, G〉 0

es exacta.

Verificaremos que ψ es inyectiva: Si ψ(z) = 0, entonces Gz = uF +vGH, con u, v ∈ O.

1[4] Fulton W., Algebraic Curves, pág. 21.
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Elijamos S ∈ k[X, Y ] tal que S(P ) 6= 0, Su = A, Sv = B y Sz = C ∈ k[X, Y ].

Entonces G(C−BH) = AF en k[X, Y ]. Como F y G no tienen factores comunes, F

debe dividir a C−BH, por lo tanto C−BH = DF . Como Sz = C y C = BH +DF ,

entonces z = (B/S)H +(D/S)F , por lo tanto z = 0, con lo que ψ es uno a uno. Sólo

falta ver que ϕ es epiyectiva.

(v) Sean m = mP (F ), n = mP (G). Sea I el ideal de k[X, Y ] generado por X y

Y . Consideremos el siguiente diagrama de espacios vectoriales y transformaciones

lineales:

k[X, Y ]/In × k[X, Y ]/Im ψ
k[X, Y ]/Im+n ϕ

k[X, Y ]/〈Im+n, F, G〉

α

0

O/〈F, G〉
π

O/〈Im+n, F, G〉 0

donde ϕ, π y α son homomorfismos naturales de anillos, y ψ está definido por

ψ(A, B) = AF + BG.

Tenemos que ϕ y π son epiyectivas, pues si f ∈ k[X, Y ], y [f ]〈Im+n〉, [f ]〈Im+n,F,G〉

son sus clases residuales en k[X, Y ]/〈Im+n〉 y k[X, Y ]/〈Im+n, F, G〉 respectivamente,

entonces se tiene que ϕ([f ]〈Im+n〉) = [f ]〈Im+n,F,G〉, con lo cual ϕ es claramente epiyec-

tivo, y un argumento análogo demuestra que π también es epiyectivo. Y como

V (Im+n, F, G) ⊂ {P}, α es un isomorfismo en virtud del Corolario 1.3.2.

En el diagrama anterior, el primer renglón es exacto, pues ya vimos que ϕ es epiyecti-

va, y de la definición de ψ se tiene que (ϕ◦ψ)(A, B) = ϕ(ψ(A, B)) = ϕ(AF + BG) =

0 ∈ k[X, Y ]/〈Im+n, F, G〉. Esto prueba que

dim(k[X, Y ]/In) + dim(k[X, Y ]/Im) ≥ dim(Ker(ϕ)),

verificándose el igual si y sólo si ψ es uno a uno, y que

dim(k[X, Y ]/〈Im+n, F, G〉) = dim(k[X, Y ]/Im+n) − dim(Ker(ϕ)).

Resumiendo todos estos resultados, obtenemos la siguiente lista de desigualdades:

IP (F ∩ G) = dim(O/〈F, G〉) ≥ dim(O/〈Im+n, F, G〉) = dim(k[X, Y ]/〈Im+n, F, G〉)

≥ dim(k[X, Y ]/Im+n) − dim(k[X, Y ]/In) − dim(k[X, Y ]/Im) (por la Proposición

1.3.16).

Todo esto prueba que IP (F ∩ G) ≥ mn, y que IP (F ∩ G) = mn si y sólo si las dos

desigualdades de la lista anterior son igualdades. La primera de dichas desigualdades

es una igualdad si π es un isomorfismo, es decir, si Im+n ⊂ 〈F, G〉O. La segunda
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es una igualdad si y sólo si ψ es uno a uno. La propiedad (v) es, por lo tanto,

consecuencia del Lema 2.2.1, que enunciaremos y demostraremos enseguida.

¥

Lema 2.2.1. (a) Si F y G tienen tangentes distintas en P , entonces It ⊂ 〈F, G〉O para

t ≥ m + n − 1.

(b) ψ es uno a uno si y sólo si F y G poseen tangentes distintas en P .

Demostración. (a):

Sean L1, . . . , Lm las tangentes a F en P , M1, . . . , Mn las tangentes a G. Sea Li = Lm

si i > m, Mj = Mn si j > n, y sea Aij = L1 · . . . · Li · M1 · . . . · Mj para todo i, j ≥ 0

(A00 = 1). {Aij | i + j = t} constituye una base del espacio vectorial de todos los

polinomios homogéneos de grado t en k[X, Y ].

Por lo tanto, para demostrar (a), es suficiente probar que Aij ∈ 〈F, G〉O para todo

i + j ≥ m + n − 1. Pero i + j ≥ m + n − 1 implica que i ≥ m o j ≥ n. Si i ≥ m, es

Aij = Am0B, donde B es un polinomio homogéneo de grado t = i+ j −m. F = Am0 +F ′,

donde los términos de F ′ son de grado mayor o igual que m+1. Entonces Aij = BF −BF ′,

donde cada uno de los términos de BF ′ tienen grado mayor o igual que i + j + 1. Habre-

mos terminado si podemos probar que It ⊂ 〈F, G〉 para toda t suficientemente grande.

Este hecho es consecuencia del Teorema Nullstellentsatz: sea V (F, G) = {P, Q1, . . . , Qs},

y elijamos un polinomio H tal que H(Qi) = 0, pero H(P ) 6= 0 (por la Proposición 1.3.5).

HX, HY ∈ I(V (F, G)), por lo tanto (HX)N , (HY )N ∈ 〈F, G〉 ⊂ k[X, Y ] para un cierto N .

HN es unidad en O, luego XN , Y N ∈ 〈F, G〉O y por lo tanto I2N ⊂ 〈F, G〉O.

Demostración (b):

Supongamos que las tangentes son distintas y que ψ(A, B) = AF + BG = 0, es decir, que

AF +BG consta exclusivamente de términos de grado mayor o igual a m+n. Escribamos

A = Ar+ términos de grado superior y B = Bs+. . . , luego AF +BG = ArFm+BsGn+. . .

. Entonces debe ser r + m = s + n y ArFm = −BsGn. Pero Fm y Gn no tienen factores

comunes, luego Fm divide a Bs, y Gn divide a Ar. Por lo tanto, s ≥ m, r ≥ n, y en

consecuencia (A, B) = (0, 0).

Rećıprocamente, si L fuera una tangente común a F y a G en P , se tendŕıa Fm = LF ′
m−1,

Gn = LG′
n−1. Pero entonces ψ(G′

n−1, −F ′
m−1) = 0 y por lo tanto ψ no seŕıa inyectiva. ¥

Con el fin de simplificar los cálculos del número de intersección, observemos que se

cumplen las siguientes propiedades que nos ayudaran más adelante.
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Proposición 2.2.2. Si P es un punto simple de F , entonces IP (F ∩ G) = ordF
P (G).

Demostración. Podemos suponer que F es irreducible. Si g es la imagen de G en OP (F ),

entonces ordF
P (G) = dimk(OP (F )/〈g〉) (por la tercera parte de la Proposición 1.3.17).

Como OP (F )/〈g〉 es isomorfo a OP (A2)/〈F, G〉 (por la Proposición 1.3.13), esta dimensión

es IP (F ∩ G). ¥

Proposición 2.2.3. Si F y G no poseen componentes comunes, entonces

∑

P

IP (F ∩ G) = dimk(k[X, Y ]/〈F, G〉).

Demostración. Este resultado es una consecuencia inmediata del Corolario 1.3.1 ¥

Para ilustrar cómo calcular el número de intersección hagamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.1. Calculemos IP (E ∩ F ), donde E = (X2 + Y 2)2 + 3X2Y − Y 3, F =

(X2 +Y 2)3−4X2Y 2, y P = (0, 0). Podemos librarnos de la peor parte de F reemplazando

F por F − (X2 + Y 2)E con lo que tenemos que F − (X2 + Y 2)E = Y ((X2 + Y 2)(Y 2 −

3X2)−4X2Y ) = Y G. Como no disponemos de ningún método obvio para calcular IP (E∩

F ), apliquemos el proceso seguido en la demostración de la unicidad para ahorrarnos los

términos en X. Reemplacemos G por G + 3E = Y (5X2 − 3Y 2 + 4Y 3 + 4X2Y ) = Y H.

Entonces IP (E ∩ F ) = 2IP (E ∩ Y ) + IP (E ∩ H). Pero IP (E ∩ Y ) = IP (X4 ∩ Y ) = 4 (por

las propiedades (vii) y (vi) del número de intersección), y IP (E ∩H) = mP (E)mP (H) = 6

(por la propiedad (v)). Por lo tanto IP (E ∩ F ) = 14.

Figura 2.1: Gráfica de la curva E y en punteado la curva F
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2.3. Curvas Proyectivas Planas

Se puede extender el concepto de curva af́ın que aprendimos en la sección 2.1, a curvas

proyectivas planas, simplemente tomando polinomios homogéneos en k[X, Y, Z], en lugar

de cualquier polinomio en k[X, Y ], pero haciendo la misma relación de equivalencia.

Una curva proyectiva plana es una hipersuperficie de P2, excepto que, como en el caso

de las curvas afines, queremos admitir componentes múltiples.

Definición 2.3.1. Decimos que dos polinomios homogéneos F, G ∈ k[X, Y, Z] son equiva-

lentes si existe un λ ∈ k no nulo, tal que G = λF .

Proposición 2.3.1. La relación arriba definida es de equivalencia.

Demostración. La demostración es la misma que la de la Proposición 2.1.1, sólo hay que

recalcar que multiplicar un polinomio por una constante λ no altera el grado ni la homo-

geneidad del polinomio. ¥

Definición 2.3.2. Una curva proyectiva plana es una clase de equivalencia de polinomios

homogéneos.

Definición 2.3.3. Definimos el grado de una curva, como el grado de uno de los polinomios

homogéneos que la define.

Las notaciones y convenios de la Sección 2.1, referentes a las curvas afines se trasladan

a las curvas proyectivas: de este modo se habla de componentes simples y múltiples, y se

escribe OP (F ) en lugar de OP (V (F )) para un F irreducible, etcétera.

Definición 2.3.4. Un ideal I ⊂ k[X1, . . . , Xn+1] se llama homogéneo si para todo F ∈ I,

lo descomponemos como F =
m∑

i=0
Fi donde las Fi son polinomios homogéneos de grado i,

entonces tenemos que también Fi ∈ I.

Definición 2.3.5. Sea V una variedad proyectiva irreducible de Pn, entonces I(V ) es

un ideal primo, por lo tanto definimos el anillo de coordenadas homogéneas de V , que

denotamos por Γhom(V ), como la anillo residual Γhom(V ) = k[X1, . . . , Xn+1]/I(V ); este

anillo por tanto es dominio entero.

Sea F un polinomio homogéneo en k[X, Y, Z], denotamos con F∗ a la deshomogeneización

de F en la última coordenada, es decir, F∗(X, Y ) = F (X, Y, 1). Observemos que estamos

tomando la parte af́ın de F .

Podemos considerar a An como un subconjunto de Pn por medio de la aplicación ϕn+1 :

An → Un+1 ⊂ Pn, donde Un+1 = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Pn | xn+1 6= 0}, y entonces definimos

ϕ de la haciendo ϕn+1(a1, . . . , an) = (a1, . . . , an, 1).
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Ahora tomemos V un conjunto algebraico de An, I = I(V ) ⊂ k[X1, . . . , Xn]. Sea I∗ el

ideal de k[X1, . . . , Xn+1] generado por {F ∗ | F ∈ I} dónde F ∗ es la homogeneización de

F . I∗ es un ideal homogéneo, y definimos V ∗ como V (I∗) ⊂ Pn. A dicha V ∗ construida a

partir de V ⊂ An se le denomina la clausura proyectiva de V .

Definición 2.3.6. Definimos el isomorfismo natural α : k(V ∗) → k(V ) de la siguiente ma-

nera: α(f/g) = f∗/g∗ donde f, g son polinomios homogéneos del mismo grado en Γhom(V ∗).

Si P ∈ V , podemos considerar que P ∈ V ∗ por medio de ϕn+1, y entonces α induce un

isomorfismo de OP (V ∗) en OP (V ). Ordinariamente utilizaremos α para identificar k(V )

con k(V ∗), y OP (V ) con OP (V ∗).

Observemos que si P = (x, y, 1), entonces OP (F ) es canónicamente isomorfo a O(x,y)(F∗),

donde F∗ es la curva af́ın correspondiente.

Los resultados de las secciones anteriores de éste caṕıtulo nos aseguran que la multi-

plicidad de un punto de una curva af́ın depende sólo del anillo local de la curva en dicho

punto, por lo que podemos hacer la siguiente definición.

Definición 2.3.7. Si F es una curva proyectiva plana, P ∈ Ui (i= 1, 2 ó 3), podemos

deshomogeneizar F respecto a Xi, y definir la multiplicidad mP (F ) de F en P , por mP (F∗).

Gracias al Teorema 2.1.2 tenemos que la multiplicidad es independiente de la elección

de Ui, e invariante frente a cambios de coordenadas proyectivas.

La siguiente notación nos será útil. Si consideramos un conjunto finito de puntos

P1, . . . , Pn ∈ P2, podemos encontrar siempre una recta L que no pase por ninguno de ellos.

Si F es una curva de grado d, sea F∗ = F/Ld ∈ k(P2). Vemos que F∗ depende de la elección

de L, pero si L′ fuera otra elección, entonces F/L′d = (L/L′)dF∗, pero L/L′ es una unidad

en cada OPi
(P2).

De la geometŕıa proyectiva sabemos que siempre es posible encontrar un cambio de

coordenadas proyectivo, tal que la recta L se transforme en la recta Z del infinito; entonces,

por la identificación natural de k(A2) con k(P2) dada en la Definición 2.3.6, esta F∗ es la

misma que la anterior F∗ = F (X, Y, 1).

Si P es un punto simple de F , es decir, mP (F ) = 1, y F es irreducible, entonces OP (F )

es un Anillo de Valuación Discreta. Con ordF
P designaremos la correspondiente función de

orden sobre k(F ). Si G es un polinomio homogéneo de k[X, Y, Z], G∗ ∈ OP (P2), denotamos

por G∗ a la clase residual de G en OP (F ), definimos ordF
P (G) por ordF

P (G∗).

Sean F, G curvas proyectivas planas, P ∈ P2. Definimos IP (F ∩ G), como antes, por

dimk(OP (P2)/〈F∗, G∗〉). Este número es independiente del camino seguido para formar

F∗ y G∗, y satisface las propiedades vistas en las Proposiciones 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.3, pero

haciendo ver que en la propiedad (iii), T será un cambio de coordenadas proyectivo, y en

(vii), A será un polinomio homogéneo con gr(A) = gr(G) − gr(F ).
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Definición 2.3.8. Decimos que la recta L es tangente a la curva F en P , si IP (F ∩ L) >

mP (F ). Y decimos que P es un punto múltiple ordinario de F , si F tiene mP (F ) tangentes

distintas en P .

Lema 2.3.1 (Teorema de Euler2). Si F es un polinomio homogéneo de grado m en

k[X1, . . . , Xn]. Entonces

mF =
n∑

i=1

XiFXi
.

Proposición 2.3.2. Sea F una curva irreducible de P2. Supongamos que IP (F ∩Z) = 1,

y P 6= (1, 0, 0), entonces FX(P ) 6= 0.

Demostración. Sea F ∈ k[X, Y, Z] un polinomio homogéneo de grado m, tal que IP (F ∩

Z) = 1. Sea P ∈ P2 tal que P = (a, b, c) 6= (1, 0, 0). Por el Lema 2.3.1 tenemos que

mF = XFX + Y FY + ZFZ (2.1)

y sabemos que la recta tangente a F en P tiene la siguiente ecuación

XFX(P ) + Y FY (P ) + ZFZ(P ) = 0. (2.2)

Como IP (F ∩ Z) = 1, entonces P ∈ F ∩ Z, además F y Z se cortan en sentido estricto,

por lo que Z no puede ser tangente a F en P .

Que P ∈ F , implica que F (P ) = 0, y al evaluarla la Ecuación 2.1 en P se obtiene:

aFX(P ) + bFY (P ) + cFZ(P ) = 0. (2.3)

Como P ∈ Z, entonces P = (a, b, 0) y en la Ecuación 2.3 se tiene simplemente

aFX(P ) + bFY (P ) = 0. (2.4)

Dado que P 6= (1, 0, 0), se tiene entonces que b 6= 0. Por lo tanto, de la Ecuación 2.4

obtenemos

FY (P ) =
−a

b
FX(P ). (2.5)

Supongamos que FX(P ) = 0, entonces por la Ecuación 2.5 tenemos que FY (P ) = 0. Por ser

P un punto no singular de F , esto último implica que FZ(P ) 6= 0, con lo que la Ecuación

2.2 quedaŕıa simplemente

ZFZ(P ) = 0.

Lo cual implica que, o bien Z es la recta tangente a F en P , lo que contradice el hecho de

que Z y F se corten en sentido estricto; o bien, que FZ(P ) = 0, lo que contradice el hecho

de que P es un punto no singular de F . Por lo tanto, FX(P ) 6= 0. ¥

2[4] Fulton W., Algebraic Curves, pág. 6.
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Definición 2.3.9. Dos curvas F y G se dice que son proyectivamente equivalentes si existe

un cambio de coordenadas proyectivo T tal que G = F T . Todo lo que se diga acerca de

curvas será lo mismo para dos curvas proyectivamente equivalentes.

Ahora deseamos estudiar todas las curvas de un cierto grado d ≥ 1.

Definición 2.3.10. Un conjunto V ⊂ Pn se denomina subvariedad lineal de Pn si V =

V (H1, . . . , Hr), donde cada Hi es un polinomio homogéneo de grado 1.

Lema 2.3.2. El número de monomios de grado d en R[X, Y, Z], para cualquier anillo R

son 1 + 2 + . . . + (d + 1) = (d+1)(d+2)
2 .

Demostración. Queremos contar de cuántas maneras podemos escoger enteros positivos

0 ≤ α, β, γ ≤ d, de tal manera que α + β + γ = d, pues un monomio en R[X, Y, Z] seŕıa

de la forma XαY βZγ . La condición α + β + γ = d puede traducirse a α + β = d − γ

con γ = 0, 1, . . . , d. En el caso γ = 0, queremos encontrar dos enteros positivos tales que

α + β = d− 0 = d, como α y β pueden variar entre 0 y d, si variamos α, entonces β queda

determinada por β = d−α, y por tanto tenemos d+1 posibilidades de escoger α y β para que

α+β = d. Ahora tomamos γ = 1, entonces nuestro problema se reduce a contar, de cuántas

maneras podemos tomar dos enteros positivos 0 ≤ α, β ≤ d− 1 tales que α + β = d− 1, de

nuevo, al variar α, tenemos que β queda determinada por β = d−1−α, con lo que tenemos

d maneras de tomar dichos α y β. Continuando este proceso inductivamente, hasta el caso

en que γ = d, entonces buscamos dos enteros positivos α y β tales que α + β = 0, lo cual

nos obliga a que α = 0 = β, es decir, sólo tenemos una manera de elegir α y β, tales que

α + β = 0. Por lo tanto, el número de monomios de grado d que hay en R[X, Y, Z] son:

1 + 2 + ... + (d + 1) = (d+1)(d+2)
2 . ¥

Sean M1, . . . , MN una ordenación prefijada del conjunto de monomios en X, Y, Z de

grado d, donde N = (d+1)(d+2)
2 . Dada una curva F de grado d es siempre posible escoger

a1, . . . , aN ∈ k, no todos nulos, y escribir F =
∑

aiMi, haciendo la salvedad de que

(a1, . . . , aN ) y (λa1, . . . , λaN ) determinan la misma curva. En otras palabras, a cada curva

F de grado d le corresponde un punto único de PN−1 = P
1

2
d(d+3), y cada punto de P

1

2
d(d+3)

representa una curva única. Por ejemplo, si d = 2, la cónica aX2 + bXY + cXZ + dY 2 +

eY Z + fZ2 corresponde a (a, b, c, d, e, f) ∈ P5; si d = 1, a cada recta aX + bY + cZ le

corresponde el punto (a, b, c) ∈ P2, entonces las rectas de P2 constituyen un P2.

Lema 2.3.3. Sea P ∈ P2 un punto fijo. Entonces el conjunto de curvas de grado d que

contienen a P , forman un hiperplano de P
1

2
d(d+3).
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Demostración. Si P = (x, y, z), entonces la curva correspondiente a (a1, . . . , aN ) ∈ P
1

2
(d+3)d

pasa por P si y sólo si
∑

aiMi(x, y, z) = 0. Como no todos los Mi(x, y, z) = 0, entonces

los (a1, . . . , aN ) constituyen un hiperplano. ¥

Lema 2.3.4. Si T : P2 → P2 es un cambio de coordenadas proyectivo, entonces la apli-

cación F 7→ F T del conjunto {curvas de grado d} en el conjunto {curvas de grado d} es

un cambio de coordenadas proyectivo de P
1

2
d(d+3).

Demostración. La demostración de que F → F T es lineal, es la misma que la del lema

anterior; y sabemos que es invertible, ya que F → F T−1

es su inversa. ¥

Esto prueba que para todo conjunto de puntos, las curvas de grado d que los contienen

forman una subvariedad lineal de P
1

2
d(d+3). Como la intersección de n hiperplanos de Pn

no es vaćıa, existe una curva de grado d que pasa por 1
2d(d + 3) puntos dados.

Supongamos ahora que fijamos un punto P y un entero r ≤ d + 1. Afirmamos que

las curvas F de grado d tales que mP (F ) ≥ r forman una subvariedad lineal de dimensión
d(d+3)

2 − r(r+1)
2 . Por el Lema 2.3.4, podemos suponer P = (0, 0, 1). Representamos F como

suma, F =
∑

Fi(X, Y )Zd−i, donde Fi es un polinomio homogéneo de grado i. Entonces

mP (F ) ≥ r si y sólo si F0 = F1 = . . . = Fr−1 = 0, es decir, los coeficientes de todos

los monomios XiY jZk con i + j < r, son ceros. Y hay 1 + 2 + . . . + r = r(r+1)
2 de tales

coeficientes.

Definición 2.3.11. Sean P1, . . . , Pn ∈ P2, y r1, . . . , rn enteros no negativos. Indicamos

con Vd(r1P1, . . . , rnPn) = {curvas F de grado d tales que mPi
(F ) ≥ ri, i = 1, . . . , n}

Teorema 2.3.1. (1): Vd(r1P1, . . . , rnPn) es un subespacio lineal de P
1

2
d(d+3) de dimen-

sión ≥ d(d+3)
2 −

∑ ri(ri+1)
2 .

(2): Si d ≥ (
∑

ri) − 1, entonces dimVd(r1P1, . . . , rnPn) = d(d+3)
2 −

∑ ri(ri+1)
2 .

Demostración. La afirmación (1) se sigue de la discusión anterior. Podemos probar (2)

por inducción respecto de m = (
∑

ri) − 1. Podemos suponer que m > 1 y d > 1, ya que

en otro caso es trivial.

Caso 1: Cada ri = 1. Sea Vi = Vd(P1, . . . , Pi). Es suficiente probar por inducción

que Vn 6= Vn−1. Escojamos rectas Li que pasen por Pi pero no por Pj , j 6= i, y una L0 que

no pase por ningún Pi. Entonces F = L1 · . . . · Ln−1L
d−n+1
0 ∈ Vn−1, pero F /∈ Vn.

Caso 2: Algún ri > 1. Llamemos r = r1 > 1, y P = P1 = (0, 0, 1). Sea V0 =

Vd((r − 1)P, r2P2, . . . , rnPn). Para F ∈ V0 sea F∗ =
r−1∑
i=0

aiX
iY r−1−i+términos de grado
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superiores. Sea Vi = {F ∈ V0 | aj = 0 para j < i}. Entonces tenemos V0 ⊃ V1 ⊃ . . . ⊃

Vr = Vd(r1P1, r2P2, . . . , rnPn), por lo tanto bastará probar que Vi 6= Vi+1, i = 0, . . . , r − 1.

Sea W0 = Vd−1((r − 2)P, r2P2, . . . , rnPn); para F ∈ W0, sea F∗ = aiX
iY r−2−i + · · · ;

Sea Wi = {F ∈ W0 | aj = 0 para j < i}. Por inducción W0 ! W1 ! W2 ! · · · ! Wr−1 =

Vd−1((r − 1)P, r2P2, . . . , rnPn). Si Fi ∈ Wi, entonces Fi /∈ Wi+1, y entonces Y Fi ∈ Vi, con

Y Fi /∈ Vi+1, y XFr−2 ∈ Vr−1, XFr−2 /∈ Vr. Luego Vi 6= Vi+1 para i = 0, . . . , r − 1, lo que

acaba la demostración. ¥
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2.4. Teorema fundamental de Max Noether

Definición 2.4.1. Un cero-ciclo de P2, es un elemento del grupo abeliano libre sobre el

conjunto de puntos de P2, es decir, es una suma formal
∑

P∈P2

nP P , donde los nP son enteros,

todos cero salvo un número finito.

Definiendo aśı a los cero-ciclos, es natural entonces dar las siguientes definiciones.

Definición 2.4.2. Definimos el grado del cero-ciclo
∑

nP P como la suma de sus coefi-

cientes:
∑

nP .

Definición 2.4.3. Decimos que el cero-ciclo
∑

nP P es mayor que el cero-ciclo
∑

mP P ,

y lo denotaremos
∑

nP P Â
∑

mP P , si cada nP ≥ mP .

Ahora, utilizaremos los conceptos vistos en la sección anterior para definir el ciclo

intersección.

Definición 2.4.4. Sean F y G dos curvas proyectivas planas de grados m y n respectiva-

mente, y sin componentes comunes. Definimos el ciclo intersección por

F · G =
∑

P∈P2

IP (F ∩ G)P.

El Teorema de Bézout3 nos asegura que F · G es un cero-ciclo positivo de grado mn.

Varias propiedades de los números de intersección se traducen expresivamente a pro-

piedades de los ciclos intersección. Por ejemplo: F · G = G · F ; F · GH = F · G + F · H,

y F · (G + AF ) = F ·G si A es un polinomio homogéneo de grado gr(A) = gr(G)− gr(F ).

El Teorema de Max Noether se ocupa del siguiente problema: supongamos que F, G y

H son curvas, y H ·F Â G ·F , es decir, H corta a F en un ciclo mayor que el ciclo en que

G corta a F . ¿Cuándo existe una curva B tal que B · F = H · F − G · F? Observemos

que se necesita gr(B) = gr(H) − gr(G).

Para encontrar una curva B, bastaŕıa con encontrar polinomios homogéneos A y B

tales que H = AF + BG, con lo que se tendŕıa que H · F = BG · F = B · F + G · F .

Definición 2.4.5. Sean P ∈ P2, F y G curvas sin componentes comunes que pasen por

P , y H otra curva. Diremos que se satisfacen las condiciones de Noether en P (respecto

de F, G y H), si H∗ ∈ 〈F∗, G∗〉 ⊂ OP (P2), es decir, si existen a, b ∈ OP (P2) tales que

H∗ = aF∗ + bG∗.

3[13] Silverman P., Rational Points on Elliptic Curves, Apéndice 4, pág. 242–251.
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Proposición 2.4.1. Sean F, G, H curvas planas, P ∈ F ∩G. Las condiciones de Noether

se verifican en P si una de las siguientes afirmaciones es cierta:

(1) F y G se cortan transversalmente en P , y P ∈ H.

(2) P es un punto simple de F , y IP (H ∩ F ) ≥ IP (F ∩ G).

(3) F y G poseen tangentes distintas en P , y mP (H) ≥ mP (F ) + mP (G) − 1.

Demostración. (2): IP (H ∩F ) ≥ IP (F ∩G) implica que ordF
P (H) ≥ ordF

P (G), por lo tanto

H∗ ∈ 〈G∗〉 ⊂ OP (F ). Como OP (F )/〈G∗〉 ∼= OP (P2)/〈F∗, G∗〉 (gracias a la Proposición

1.3.13), la clase residual de H∗ en OP (P2)/〈F∗, G∗〉 es cero, como queŕıamos.

(3): Supongamos que P = (0, 0, 1), y mP (H∗) ≥ mP (F∗) + mP (G∗) − 1. Usando el

Lema 2.2.1 con su notación, tenemos que H∗ ∈ It, t ≥ m+n−1. Y en dicho lema probamos

precisamente que It ⊂ 〈F∗, G∗〉 ⊂ OP (P2) si t ≥ mP (F ) + mP (G) − 1.

(1): Es un caso particular de (2) y (3). ¥

Lema 2.4.1. Sean F, G, H curvas proyectivas planas; F y G sin componentes comunes.

Sea Γ = k[X, Y, Z]/〈F, G〉. La aplicación α : Γ → Γ definida por α(H) = ZH (donde las

barras designan las clases módulo 〈F, G〉) es uno a uno.

Demostración. Tenemos que probar que si ZH = AF + BG, entonces H = A′F + B′G

para ciertos A′, B′. Para todo J ∈ k[X, Y, Z], designemos temporalmente a J(X, Y, 0)

simplemente por J0. Como F, G y Z no tienen ceros comunes, entonces F0 y G0 son

primos relativos en k[X, Y ].

Si ZH = AF + BG, entonces (ZH)0 = 0 = (AF + BG)0 = A0F0 + B0G0, de donde

A0F0 = −B0G0, y por lo tanto B0 = F0C y A0 = G0C para un cierto C ∈ k[X, Y ]. Sean

A1 = A + CG, B1 = B − CF . Como (A1)0 = (B1)0 = 0, tendremos que A1 = ZA′ y

B1 = ZB′ para ciertos A′, B′. Como ZH = A1F + B1G, hemos probado entonces que

H = A′F + B′G. ¥

Ahora estamos provistos de herramientas para enunciar y probar el teorema de Noether,

que relaciona las condiciones locales y las globales.

Teorema 2.4.1 (Fundamental de Max Noether). Sean F, G, H curvas proyectivas

planas. Se supone que F y G no tienen componentes comunes. Existe una ecuación

H = AF + BG (con A, B polinomios homogéneos de grados gr(A) = gr(H) − gr(F )

y gr(B) = gr(H) − gr(G) respectivamente) si y sólo si las condiciones de Noether se

satisfacen en cada punto P ∈ F ∩ G.
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Demostración. Si H = AF + BG, entonces H∗ = A∗F∗ + B∗G∗ en todo P . Para probar

el rećıproco, podemos suponer, mediante un cambio de coordenadas proyectivo, si es nece-

sario, que V (F, G, Z) = ∅. Las condiciones de Noether dicen que la clase residual de H∗

en OP (P2)/〈G∗, F∗〉 es cero en todo P ∈ F ∩ G. Esto prueba, en virtud de la Proposición

1.3.12, que la clase residual H∗ es cero en k[X, Y ]/〈F∗, G∗〉, es decir, H∗ = aF∗ + bG∗, con

a, b ∈ k[X, Y ]. Entonces al homogeneizar tenemos ZrH = AF + BG para ciertos A, B, r.

Pero en el Lema 2.4.1 hemos visto que la multiplicación por Z es una aplicación uno a

uno en k[X, Y, Z]/〈F, G〉, por lo tanto H = A′F + B′G para ciertos A′, B′. Si A′ =
∑

A′
i,

y B′ =
∑

B′
i, con A′

i, B′
i polinomios homogéneos de grado i, entonces H = A′

sF + B′
tG,

s = gr(H) − gr(F ), t = gr(H) − gr(G). ¥

Corolario 2.4.1. Si se cumple alguna de las siguientes condiciones

i) F y G se cortan en un número de puntos distintos igual a gr(F ) · gr(G), y H pasa

por estos puntos.

ii) Todos los puntos de F ∩ G son puntos simples de F , y H · F Â G · F ,

Entonces existe una curva B tal que B · F = H · F − G · F .

Ahora veremos algunas consecuencias interesantes del Teorema de Max Noether. Como

no nos serán necesarias en caṕıtulos posteriores, las demostraciones serán breves.

Proposición 2.4.2. Sean C, C ′ cúbicas, C ′ ·C =
9∑

i=1
Pi; supongamos que Q es una cónica,

y que Q · C =
6∑

i=1
Pi. Si P1, . . . , P6 son puntos simples de C, entonces P7, P8, P9 están

alineados.

Demostración. Se consideran F = C, G = Q, H = C ′ en el Corolario 2.4.1. ¥

Corolario 2.4.2. (Pascal): Si un hexágono está inscrito en una cónica irreducible, en-

tonces los lados opuestos se cortan en puntos colineales.

Demostración. Sean C tres lados, C ′ los tres lados opuestos, Q la cónica, y apĺıquese la

Proposición 2.4.2. ¥

Corolario 2.4.3. (Pappus): Sean L1, L2 dos rectas; P1, P2, P3 ∈ L1, Q1, Q2,

Q3 ∈ L2 (ninguno de estos puntos se encuentra sobre L1 ∩ L2). Sea Lij la recta que une

Pi y Qj. Para cada i, j, k con {i, j, k} = {1, 2, 3}, sea Rk = Lij · Lji. Entonces R1, R2 y

R3 están alineados.
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Figura 2.2: Teorema de Pascal

Figura 2.3: Teorema de Pappus

Demostración. Las dos rectas forman una cónica, y la demostración es idéntica a la del

Corolario 2.4.2. ¥



Caṕıtulo 3

Modelos no singulares

3.1. Aplicaciones racionales

Definición 3.1.1. Sea V un conjunto algebraico irreducible de Pn1 × · · · × Pnr × Am.

Todo subconjunto abierto X de V se denomina variedad. X posee la topoloǵıa de Zariski

inducida por V .

Si U es un subconjunto abierto de X, entonces U es también abierto en V , por lo tanto

U es también una variedad. Diremos que U es una subvariedad abierta de X.

Definición 3.1.2. Si Y es un subconjunto cerrado de X, diremos que Y es irreducible si

Y no es unión de dos subconjuntos propios cerrados.

Una Y como la definida se denomina simplemente subvariedad cerrada de X.

Lema 3.1.1. Sean cualesquiera subconjuntos abiertos U1, U2 no vaćıos de una variedad

V , entonces U1 ∩ U2 6= ∅.

Demostración. Supongamos que U1 ∩ U2 = ∅, entonces los cerrados V − U1 y V − U2

forman una descomposición de V en unión de dos subconjuntos propios cerrados, es decir,

(V − U1) ∪ (V − U2) = V − (U1 ∩ U2) = V lo cual contradice que V es irreducible. ¥

Lema 3.1.2. Todo subconjunto abierto no vaćıo U de una variedad V , es denso en V .

Demostración. Sea U la cerradura topológica de U , es decir

U =
⋂

U⊂Wλ

Wλ

donde los Wλ son subconjuntos cerrados de V . Entonces el abierto V −U no interseca a U ,

pero por el Lema 3.1.1, la intersección es no vaćıa, por lo que no puede haber dicho abierto

V − U , entonces V − U = ∅ ⇒ U = V . ¥

43
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Definición 3.1.3. Sea X una variedad, U un subconjunto abierto no vaćıo de X. Desig-

namos por Γ(U,OX), o simplemente Γ(U), al conjunto de funciones racionales sobre X que

están definidas en cada uno de los puntos P ∈ U : Γ(U) =
⋂

P∈U OP (X).

Observemos que con esta definición, Γ(U) es un subanillo de k(X), y si U ′ ⊂ U , entonces

Γ(U) ⊂ Γ(U ′). Notemos que si U = X es una variedad af́ın, entonces Γ(X) es el anillo

coordenado de X, por lo tanto nuestra notación es consistente.

Si z ∈ Γ(U), z determina una función k-valuada sobre U : pues si P ∈ U , z ∈ OP (X),

y z(P ) está bien definido.

Sea =(U, k) el anillo de todas las funciones k-valuadas sobre U . La aplicación que asocia

una función a cada z ∈ Γ(U) es un homomorfismo del anillo Γ(U) en el anillo =(U, k).

Lema 3.1.3. Sea U un subconjunto abierto de una variedad X. Si z ∈ Γ(U), y z(P ) = 0

para todo P ∈ U , entonces z = 0.

Demostración. Sea z ∈ Γ(U) tal que z(P ) = 0 para todo P ∈ U , entonces el conjunto

V (z) = {P ∈ V | z(P ) = 0} es un conjunto cerrado en V pues es una subvariedad de V ,

con lo que tenemos que U ⊂ V (z) ⊂ V ; y por el Lema 3.1.2 sabemos que U es un conjunto

denso en V , entonces V es el cerrado más pequeño que contiene a U pues es su cerradura

topológica, por lo tanto, V (z) = V , lo cual implica que z = 0. ¥

Si ϕ : X → Y es una función entre conjuntos, componiendo con ϕ se obtiene el

homomorfismo de anillos ϕ̃ : =(Y, k) → =(X, k); es decir, ϕ̃(f) = f ◦ ϕ. Esto nos motiva a

la siguiente definición.

Definición 3.1.4. Sean X, Y variedades. Un morfismo de X en Y es una función ϕ :

X → Y tal que:

(1) ϕ es continua.

(2) Para todo conjunto abierto U de Y , si f ∈ Γ(U,OY ), entonces ϕ̃(f) = f ◦ ϕ ∈

Γ(ϕ−1(U),OX).

Un isomorfismo entre X y Y es un morfismo ϕ uno a uno de X sobre Y , tal que ϕ−1 es

un morfismo.

Una variedad isomorfa a una subvariedad cerrada de un cierto An (o bien Pn) se denom-

inará variedad af́ın (respectivamente variedad proyectiva). Cuando escribimos “X ⊂ An

es una variedad af́ın”, querremos indicar que X es una subvariedad cerrada de An, mien-

tras que si decimos solamente “X es una variedad af́ın”querremos significar que X es una

variedad en el sentido general de la Definición 3.1.1, pero que existe un isomorfismo de X
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a una subvariedad cerrada de un cierto An. Una observación semejante es válida para las

variedades proyectivas.

Proposición 3.1.1. Sean X y Y variedades afines. Existe una correspondencia natural

uno a uno, entre morfismos ϕ : X → Y , y homomorfismos de anillos ϕ̃ : Γ(Y ) → Γ(X).

Si X ⊂ An, Y ⊂ Am, un morfismo de X en Y coincide con una aplicación polinómica.

Demostración. Podemos suponer que X ⊂ An, Y ⊂ Am son subvariedades cerradas de un

espacio af́ın. La proposición se sigue de las siguientes consideraciones: (i) una aplicación

polinómica es un morfismo; (ii) un morfismo ϕ induce un homomorfismo ϕ̃ : Γ(Y ) −→

Γ(X); (iii) todo ϕ̃ : Γ(Y ) −→ Γ(X) está inducido por una aplicación polinómica única de

X en Y gracias a la Proposición 1.2.1; (iv) y todas estas operaciones son compatibles. ¥

Proposición 3.1.2. Sea V una variedad af́ın, y f ∈ Γ(V ) con f 6= 0. Sea Vf = {P ∈ V |

f(P ) 6= 0}, una variedad abierta de V . Entonces

(1) Γ(Vf ) = Γ(V )[1/f ] = {a/fn ∈ k(V ) | a ∈ Γ(V ), n ∈ Z}.

(2) Vf es una variedad af́ın.

Demostración. Podemos suponer que V ⊂ An, sean I = I(V ), Γ(V ) = k[X1, . . . , Xn]/I.

Tomemos la F ∈ k[X1, . . . , Xn] tal que su I−clase residual F sea f .

(1): Sea z ∈ Γ(Vf ): El conjunto de polos de z es V (J), donde J = {G ∈ k[X1, . . . , Xn] |

Gz ∈ Γ(V )} (como en la demostración de la Proposición 1.3.1). Como V (J) ⊂ V (F ),

FN ∈ J para un cierto N , por el teorema de Nullstellensatz. Luego fNz = a ∈ Γ(V ),

por lo tanto z = a/fn ∈ Γ(V )[1/f ]. La otra inclusión es obvia.

(2): Deseamos “empujar los ceros de F al infinito”. Consideremos al ideal I ′ generado

por I y por Xn+1F − 1 en k[X1, . . . , Xn+1], sea V ′ = V (I ′) ⊂ An+1.

Sea α : k[X1, . . . , Xn+1] −→ Γ(Vf ) definida de la siguiente manera: α(Xi = Xi) si

i ≤ n, y α(Xn+1) = 1/f . Según la parte (1) tenemos que α es exhaustiva, y es claro

que Ker(α) = I ′. En particular I ′ es primo, por lo tanto V ′ es una variedad, y α

induce un isomorfismo α : Γ(V ′) −→ Γ(Vf ).

La proyección (X1, . . . , Xn+1) 7→ (X1, . . . , Xn) de An+1 en An induce un morfismo

ϕ : V ′ −→ Vf . El morfismo ϕ es uno a uno y exhaustivo, y ϕ̃ = (α)−1. Si W =

V (Gα(X1, . . . , Xn+1))∩V ′ es cerrado en V ′, entonces tenemos que el conjunto ϕ(W ) =

V (FNGα(X1, . . . , Xn, 1/F )) ∩ Vf , es cerrado en Vf , donde N > gr(Gα), de donde

resulta que ϕ−1 es un morfismo, y por lo tanto, un isomorfismo.

¥
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Proposición 3.1.3. Sea X una variedad, P, Q ∈ X, entonces existe un conjunto af́ın

abierto V de X que contiene a P y a Q.

Demostración. Sea X una variedad, entonces existe V variedad algebraica tal que X ⊂ V ,

y X es abierto en V , por lo tanto V \X es cerrado en V . P, Q ∈ X si P, Q /∈ V \X. Por

la Proposición 1.3.5 sabemos que existe un polinomio F , tal que F (R) = 0 si R ∈ V \ X,

y F (P ) 6= 0, F (Q) 6= 0. Sea f la imagen de F en Γ(V ).

Sea Vf = {P ∈ V | f(P ) 6= 0} ⊂ X, y P, Q ∈ Vf . Por la Proposición 3.1.2, Vf es

una variedad af́ın abierta de V , y como está contenida en X, Vf es abierto en X (por la

topoloǵıa inducida). ¥

Proposición 3.1.4. Sea X una variedad, P, Q dos puntos distintos de X. Existe una

f ∈ k(X) definida en P y en Q, con f(P ) = 0, f(Q) 6= 0. Por lo tanto f ∈ mP (X),

f /∈ OQ(X). Todos los anillos locales OP (X), P ∈ X, son distintos.

Demostración. Por la Proposición 3.1.3 sabemos que existe W variedad af́ın abierta de X

tal que P, Q ∈ W . Dado que Γ(W ) =
⋂

P∈W

OP (X), si z ∈ Γ(W ), entonces z está definida

en P y en Q, es decir, si z = f/g, entonces g(P ) 6= 0, y g(Q) 6= 0, con f, g ∈ Γ(V ), donde

X ⊂ V , y V es variedad irreducible. Por la Proposición 1.3.5 existe H ∈ k[X1, . . . , Xn]

tal que H(P ) = 0, y H(Q) 6= 0, entonces H /∈ I(V ).

Sea h = H ∈ Γ(V ), entonces h/g ∈ k(X), y h
g
(P ) = h(P )

g(P ) = 0, y h(Q)
g(Q) 6= 0, es decir,

f = h/g es tal que f(P ) = 0, y f(Q) 6= 0. ¥

Proposición 3.1.5. Si V ⊂ A, W ⊂ B son subvariedades cerradas, entonces V × W es

una subvariedad cerrada de A × B.

Demostración. Como V es una subvariedad cerrada de A, quiere decir que V es el conjunto

de ceros de ciertos polinomios (a saber, aquellos que están en el ideal I(V )), y además es

irreducible. Lo análogo para W , con lo cual concluimos que V ×W es el conjunto de ceros

de los polinomios del ideal I(V ) × I(W ), con lo cual es un conjunto algebraico, sólo falta

ver que es irreducible.

Supongamos que V × W = Z1 ∪ Z2, donde Zi es cerrado en A × B. Sea Ui = {y ∈ W |

V × {y} * Zi}. Tenemos que V × {y} es irreducible, pues es isomorfo a V , entonces

U1 ∩ U2 = ∅, pero Ui es abierto en B pues si Fα(X, Y ) es el conjunto de polinomios que

definen a Z1, donde X = X1, . . . , Xn y Y = Y1, . . . , Ym. Si y ∈ U1, entonces para algún

α y algún x ∈ V , Fα(x, y) 6= 0. Sea Gα(Y ) = Fα(x, Y ). Entonces {y′ ∈ W | Gα(y′) 6= 0}

es una vecindad abierta de y en U1, por lo tanto U1 es abierto. El mismo argumento sirve

para ver que U2 es abierto.

Por lo tanto, como cada Ui es abierto y no se intersecan, al ser W una variedad nos implica
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que por lo menos uno de los Ui es vaćıo (sin pérdida de generalidad, digamos que U1 = ∅),

y entonces V × W ⊂ Z1, con lo cual tenemos que V × W es irreducible. ¥

Proposición 3.1.6. Sean X, Y abiertos en V ⊂ A y W ⊂ B respectivamente, donde

V, W, A, B son como en la proposición anterior. Entonces se cumplen las siguientes afir-

maciones:

(1) Las proyecciones π1 : X × Y → X, y π2 : X × Y → Y son morfismos.

(2) Si f : Z → X, g : Z → Y son morfismos, entonces (f, g) : Z → X × Y definida por

(f, g)(z) = (f(z), g(z)) es un morfismo.

(3) Si f : X ′ → X, g : Y ′ → Y son morfismos, entonces f × g : X ′ × Y ′ → X × Y

definida por (f × g)(x′, y′) = (f(x′), g(y′)) es un morfismo.

(4) La diagonal 4X = {(x, y) ∈ X×X | y = x} es una subvariedad cerrada de X×X, y

la aplicación diagonal δX : X → 4X definida por δX(x) = (x, x) es un isomorfismo.

Demostración. (1): Sea U ⊂ X un subconjunto abierto de X, entonces π−1
1 (U) = U × Y

que es abierto en X × Y , y por tanto π1 es continua, de manera análoga se muestra que

π2 también es continua. Ahora sea f ∈ Γ(U,OX), entonces f está definida en todo U ,

queremos mostrar que π̃1(f) = f ◦ π1 está definida en todo π−1
1 (U) = U × Y ; pero

π̃1(f)(x, y) = (f ◦ π1)(x, y) = f(x) es una función que va de U × Y en k, por lo que π̃1(f)

está definida en todo U × Y porque f lo está en U , por lo tanto π1 es un morfismo. El

mismo argumento muestra que π2 también lo es.

(2): Sea U1 × U2 un abierto en X × Y , entonces (f, g)−1(U1 × U2) = f−1(U1) ∪ g−1(U2)

que es abierto en Z pues f, g son continuas, por lo tanto (f, g) es también continua. Sea

ϕ ∈ Γ(U1 ×U2,OX×Y ), entonces ϕ está definida para todo P ∈ U1 ×U2, nos fijamos en un

punto P0 ∈ f−1(U1)∪g−1(U2), entonces (̃f, g)(ϕ)(P0) = (ϕ◦(f, g))(P0) = ϕ((f(P0), g(P0)))

y como ϕ está definida en (f(P0), g(P0)) ∈ U1 × U2 entonces (̃f, g)(ϕ) ∈ Γ(f−1(U) ∪

g−1(U2),OZ), por lo tanto (f, g) es morfismo.

(3): Descompongamos la aplicación

X ′ × Y ′
f×g

X × Y
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en lo siguiente:

X ′
f

X

X ′ × Y ′

π1

π2

f×g
X × Y

Y ′
g Y

entonces, aplicando el inciso (2) de ésta proposición, tenemos que

f × g = (f ◦ π1, g ◦ π2)

que ya mostramos que es un morfismo.

(4): La diagonal 4X es un conjunto algebraico, puesto que X es una variedad, entonces X

es el conjunto de ceros de fα ∈ k[X1, . . . , Xn], entonces podemos ver a este conjunto cómo

Fα ∈ k[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn], donde los fα son los polinomios Fα vistos como polinomios

valuados sólo en las primeras X1, . . . , X2 variables, y entonces 4X es el conjunto de ceros

de Fα − Gα dónde los Gα son los polinomios fα vistos como polinomios en las variables

X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn, pero sólo valuados en las variables Y1, . . . , Yn, por lo tanto 4X es

una subvariedad cerrada de X × X.

Por el inciso (2) de esta proposición, δX es un morfismo, pues viene de considerar dos veces

idX : X −→ X, por tanto δX = (idX , idX) que ya mostramos que es un morfismo; y la

proyección π1 : X × X −→ X es la inversa de δX que ya mostramos también que es un

morfismo, por lo tanto δX es un isomorfismo. ¥

Corolario 3.1.1. Si f, g : X → Y son morfismos de variedades, entonces {x ∈ X |

f(x) = g(x)} es cerrado en X. Si f y g coinciden sobre un conjunto denso en X, entonces

f = g.

Demostración. Por los incisos (3) y (4) de la proposición anterior, tenemos que {x ∈ X |

f(x) = g(x)} = (f×g)−1(4Y ), que ya mostramos que es una subvariedad cerrada isomorfa

a X. Entonces, si f y g coinciden en un conjunto denso en X, entonces por el Lema 3.1.2,

ese conjunto denso es un abierto no vaćıo de X, su complemento en X es un cerrado que

es una subvariedad, y ya vimos que el conjunto en donde coinciden es isomorfo a X. ¥

Proposición 3.1.7. Sean X, Y afines, y f : X −→ Y un morfismo de variedades. En-

tonces f(X) es denso en Y si y sólo si f̃ : Γ(Y ) → Γ(X) es uno a uno.
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Definición 3.1.5. Sean X, Y variedades. Decimos que dos morfismos fi : Ui −→ Y

(i = 1, 2) de subvariedades abiertas Ui ⊂ X están relacionadas si sus restricciones a

U1 ∩ U2 coinciden, es decir

f1 ∼ f2 ⇐⇒ f1 |U1∩U2
= f2 |U1∩U2

Proposición 3.1.8. La relación de la Definición 3.1.5 es de equivalencia.

Demostración. La reflexividad y la simetŕıa son inmediatas, para ver que es transitiva

consideremos que U1 ∩ U2 es denso por los Lemas 3.1.1 y 3.1.2; entonces, por el Corolario

3.1.1, toda fi está determinada por su restricción sobre U1 ∩ U2. Entonces, si f1 ∼ f2 y

f2 ∼ f3, entonces, el abierto U1∩U2∩U3 es denso y por tanto, f1, f2, f3 están determinadas

por su restricción en U1 ∩U2 ∩U3, con lo que son iguales en ese abierto, lo que implica que

f1 ∼ f3. ¥

Definición 3.1.6. Llamamos aplicación racional a una clase de equivalencia de los mor-

fismos de X en Y relacionados como en la Definición 3.1.5.

Definición 3.1.7. El dominio de una aplicación racional es la unión de todas las subvarie-

dades abiertas Uα de X tales que algún fα : Uα −→ Y pertenece a la clase de equivalencia

de la aplicación racional.

Observación 3.1.1. Si U es el dominio de una aplicación racional, la función f : U −→ Y

definida por f |Uα
= fα es un morfismo perteneciente a la clase de equivalencia de la

aplicación; todo morfismo equivalente es una restricción de f . Aśı, una aplicación racional

de X en Y puede también definirse como un morfismo f de una subvariedad abierta U ⊂ X

en Y tal que f no puede extenderse a un morfismo de algún subconjunto abierto mayor de

X en Y .

Definición 3.1.8. Una aplicación racional de X en Y se llama dominante si f(U) es denso

en Y , donde f : U → Y es un morfismo representante de la aplicación.

Dado que f está determinado por su restricción, entonces el morfismo f de la definición

de arriba es independiente de U .

Definición 3.1.9. Si A y B son anillos locales, y A es un subanillo de B, diremos que B

domina a A si el ideal maximal de B contiene al ideal maximal de A; es decir si mA ⊂ mB.

Proposición 3.1.9. (1) Sea F una función racional dominante de X en Y . Sean U ⊂

X, V ⊂ Y subconjuntos afines abiertos. f : U −→ Y un morfismo que represente

a F . Entonces la aplicación inducida f̃ : Γ(V ) −→ Γ(U) es uno a uno, aśı que f̃

se extiende a un homomorfismo uno a uno de k(Y ) = k(V ) en k(X) = k(U). Este

homomorfismo es independiente de la elección de f , y se designa F̃ .
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(2) Si P pertenece al dominio de F , y F (P ) = Q, entonces OP (X) domina a F̃ (OQ(Y )).

Rećıprocamente, si P ∈ X, Q ∈ Y y OP (X) domina a F̃ (OQ(Y )), entonces P

pertenece al dominio de F , y F (P ) = Q.

(3) Todo homomorfismo de k(Y ) en k(X) viene inducido por una aplicación dominante

única de X en Y .

Demostración. La demostración de (1) es consecuencia de la Proposición 3.1.7. Sólo hay

que destacar que k(X) = k(U) puesto que U es un abierto máximo gracias a la Observación

3.1.1.

(2): Si OP (X) domina a F̃ (OQ(Y )), consideremos vecindades afines V de P , W de Q.

Sea Γ(W ) = k[y1, . . . , yn]. Entonces F̃ (yi) = aib
−1
i , con ai, bi ∈ Γ(V ), y bi(P ) 6= 0. Si

hacemos b = b1 · b2 · . . . · bn, entonces F̃ (Γ(W )) ⊂ Γ(Vb) gracias a la Proposición 3.1.2, luego

F̃ : Γ(W ) −→ Γ(Vb) está inducida por un morfismo único f : Vb −→ W por la Proposición

3.1.1. Si g ∈ Γ(W ) se anula en Q, entonces F̃ (g) se anula en P , de donde resulta que

f(P ) = Q.

(3): Podemos suponer X y Y afines. Entonces como en (2), si ϕ : k(Y ) −→ k(X),

ϕ(Γ(Y )) ⊂ Γ(Xb) para algún b ∈ Γ(X), luego ϕ está inducido por un morfismo f que va de

Xb a Y . Según la Proposición 3.1.7, f(Xb) es denso en Y puesto que f̃ es uno a uno. ¥

Definición 3.1.10. Una aplicación racional F : X → Y se dice que es birracional si

existen conjuntos abiertos U ⊂ X, V ⊂ Y , y un isomorfismo f : U → V que represente a

F .

Definición 3.1.11. Decimos que X y Y son birracionalmente equivalentes si existe una

aplicación birracional de X en Y .

Ser birracionalmente equivalente es una relación de equivalencia. Por ejemplo, una

variedad es birracionalmente equivalente a toda subvariedad abierta de śı misma. An y Pn

son birracionalmente equivalentes.

Proposición 3.1.10. Dos variedades son birracionalmente equivalentes si y sólo si sus

campos de funciones son isomorfos.

Demostración. Como k(U) = k(X) para toda subvariedad abierta U de X, variedades

birracionalmente equivalentes poseen campo de funciones isomorfos.

Rećıprocamente, por hipótesis ϕ : k(X) → k(Y ) es un isomorfismo. Podemos suponer

que X y Y son afines. Entonces ϕ(Γ(X)) ⊂ Γ(Yb) para un cierto b ∈ Γ(Y ), y también
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ϕ−1(Γ(Y )) ⊂ Γ(Xd) para algún d ∈ Γ(X), como en la demostración de la Proposición 3.1.9.

Entonces la restricción de ϕ es un isomorfismo de Γ((Xd)ϕ−1(b)) sobre Γ((Yb)ϕ(d)). Luego

(Xd)ϕ−1(b) es isomorfo a (Yb)ϕ(d), como queŕıamos. ¥

Corolario 3.1.2. Toda curva es birracionalmente equivalente a una curva plana.

Demostración. Si V es una curva, k(V ) = k(x, y) para ciertos x, y ∈ k(V ). Sea I el núcleo

del homomorfismo natural de k[X, Y ] sobre k[x, y] ⊂ k(V ). Entonces I es primo, luego

V ′ = V (I) ⊂ A2 es una variedad. Como Γ(V ′) = k[X, Y ]/I es isomorfo a k[x, y], se tiene

que k(V ′) es isomorfo a k(x, y) = k(V ). Luego dim(V ′) = 1, y por tanto V ′ es una curva

plana. ¥

Definición 3.1.12. Una variedad se llama racional si es birracionalmente equivalente a

An (o Pn) para un cierto n.



52 3.2. MODELOS NO-SINGULARES DE CURVAS

3.2. Modelos no-singulares de curvas

Como vimos en la Definición 2.1.7, un punto P de una curva C se dice que es un punto

simple, si OP (C) es un anillo de valuación discreta. Consideramos que ordP
C u ordP designa

a la función orden sobre k(C) definida por OP (C) como en la Definición 1.1.5. Diremos

que C es no-singular si cada punto de C es simple.

Definición 3.2.1. Sea K un campo que contenga a k. Diremos que un anillo local A es un

anillo local de K, si A es un subanillo de K, A contiene a k y K es el campo de cocientes

de A.

Como ejemplo de anillo local de un campo tenemos el siguiente: Si V es una variedad,

P ∈ V , entonces OP (V ) es el anillo local de k(V ).

Definición 3.2.2. Un anillo de valuación discreta de K, es un AVD que además es un

anillo local de K.

Teorema 3.2.1. Sea C una curva proyectiva, K = k(C). Supongamos que L es un campo

que contiene a K, y R es un anillo de valuación discreta de L, tal que K * R. Entonces

existe un punto único P ∈ C tal que R domina a OP (C).

Demostración. (Unicidad):

Si R domina a OP (C) y a OQ(C), elijamos f ∈ mP (C), 1/f ∈ OQ(C) como en la Proposición

3.1.4. Entonces ord(f) > 0 y ord(1/f) ≥ 0, lo cual es una contradicción. ¥

Demostración. (Existencia):

Podemos suponer que C es una subvariedad cerrada de Pn, y que C∩Ui 6= ∅, i = 1, . . . , n+1.

Entonces en Γhom(C) = k[X1, . . . , Xn+1]/I(C) = k[x1, . . . , xn+1], cada xi 6= 0.

Sea N = máx
i,j

ord(xi/xj). Supongamos que ord(xj/xn+1) = N para un cierto j (Si es

necesario, podemos efectuar un cambio de coordenadas para que esto suceda). Entonces

para todo i tenemos

ord(xi/xn+1) = ord((xj/xn+1)(xi/xj)) = N − ord(xj/xi) ≥ 0.

Si C∗ es la curva af́ın correspondiente a C ∩ Un+1, entonces Γ(C∗) se puede identificar con

k[x1/xn+1, . . . , xn/xn+1], luego Γ(C∗) ⊂ R.

Sea M el ideal maximal de R, J = M ∩ Γ(C∗). J es un ideal primo, por lo tanto a

J le corresponde una subvariedad cerrada W de C∗. Si W = C∗, entonces J = 0, y todo

elemento no nulo de Γ(C∗) es unidad en R; pero entonces K ⊂ R, lo cual contradice nuestra

hipótesis. Luego W = {P} es un punto, debido a que toda subvariedad cerrada propia de

una curva es un punto. Por tanto, R domina a OP (C∗) = OP (C). ¥
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Corolario 3.2.1. Si C es una curva proyectiva y C′ una curva no-singular, entonces existe

una correspondencia natural y uno a uno entre los morfismos dominantes f : C′ → C y los

homomorfismos f̃ : k(C) → k(C′).

Corolario 3.2.2. Dos curvas proyectivas no-singulares son isomorfas si y sólo si sus cam-

pos de funciones son isomorfos.

Corolario 3.2.3. Sea C una curva proyectiva no-singular, K = k(C). Entonces existe una

correspondencia natural uno a uno, entre los puntos de C y los anillos de valuación discreta

de K. Si P ∈ C, OP (C) es el correspondiente AVD.

Demostración. Cada OP (C) es ciertamente un AVD de K. Si R es uno de estos AVD,

entonces R domina a uno solo de los OP (C). Como R y OP (C) son ambos AVD de K, esto

prueba que R = OP (C) debido a la Proposición 1.1.4.

Sean C, K como en el las hipótesis del Corolario, y X es el conjunto de todos los anillos

de valuación discreta sobre k. Definimos una topoloǵıa sobre X de la siguiente manera:

Un conjunto U no vació de X es abierto si X − U es finito. Entonces la correspondencia

P → OP (C) de C en X es un homeomorfismo. Y si U es abierto en C, Γ(U,OC) = ∩
P∈C

OP (C),

por lo tanto todos los anillos de funciones sobre C pueden ser recubiertos por X. Como

X está determinado sólo por K, esto significa que C está determinado sólo por K salvo

isomorfismos de K (gracias al Corolario 3.2.2). ¥

A continuación enunciaremos un teorema y dos lemas, cuyos resultados nos son im-

portantes, pero dado a que la demostración de estos utiliza técnicas para desingularizar

una curva, y este tema sale del alcance de esta tesis, omitiremos las pruebas, y el lector

podrá consultarlas en [4] Fulton W., Algebraic Curves, Caṕıtulo 7, pág. 179-183.

Teorema 3.2.2. Sea C una curva proyectiva. Entonces existe una curva proyectiva no-

singular X y un morfismo birracional f de X sobre C. Si f ′ : X ′ → C es otro, entonces

existe un isomorfismo único g : X → X ′ tal que f ′g = f .

Corolario 3.2.4. Existe una correspondencia uno a uno natural entre curvas proyectivas

no-singulares X y campos de funciones algebraicas en una variable K sobre k: K = k(X).

Si X, X ′ son dos de tales curvas, a morfismos dominantes de X ′ en X corresponden

homomorfismos de k(X) en k(X ′).

Estos dos resultados nos motivan a la siguiente definición.

Definición 3.2.3. Sea C una curva proyectiva, f : X → C como en el Teorema 3.2.2.

Decimos que X es el modelo no-singular de C, o de K = k(C).
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Identificaremos k(X) con K por medio de f̃ como en el Corolario 3.2.1.

Los puntos Q de X están en correspondencia uno a uno con los anillos de valuación

discreta OQ(X) de K gracias al Corolario 3.2.3.

Observemos que f(Q) = P cuando OQ(X) domina a OP (C).

Definición 3.2.4. Sea X el modelo no-singular de una curva proyectiva C, a los puntos

de X los llamamos lugares de C o de K.

Definición 3.2.5. Diremos que un lugar Q está centrado en P , si f(Q) = P .

Lema 3.2.1. Sea C una curva plana proyectiva, P ∈ C. Entonces existe un entorno af́ın

U de C tal que:

(1) f−1(U) = U ′ es una subvariedad abierta af́ın de X.

(2) Γ(U ′) es un módulo finito sobre Γ(U).

(3) Para cada 0 6= t ∈ Γ(U), tΓ(U ′) ⊂ Γ(U).

(4) El espacio vectorial Γ(U ′)/Γ(U) es de dimensión finita sobre k.

El entorno U puede ser tomado excluyendo un conjunto finito S cualquiera de puntos de

C, si P /∈ S.

Notación: Sea una curva proyectiva plana, y f : X → C como antes, Q ∈ X, f(Q) =

P ∈ C. Para toda curva plana G (posiblemente reducible), formamos G∗ ∈ OP (P2) como

en la Sección 2.3; sea g la imagen de G∗ en OP (C) ⊂ k(C) = k(X). Definimos ordQ(G)

identificando con ordQ(g). Como es usual, esta definición es independiente de la elección

de G∗.

Proposición 3.2.1. Sean C una curva plana proyectiva irreducible, P ∈ C, f : X → C

como antes, y G una curva plana (posiblemente reducible). Entonces

IP (F ∩ G) =
∑

Q∈f−1(P )

ordQ(G).

Demostración. Sea g la imagen de G∗ en OP (C). Elegimos U como en el Lema 3.2.1, tan

pequeño que g sea una unidad en todos los OP ′(C), P ′ ∈ U, P ′ 6= P . Entonces, por la

Proposición 1.3.13, y el Corolario 1.3.1, tenemos IP (C ∩ G) = dimk(OP (P2)/〈F∗, G∗〉) =

dimk(OP (C)/〈g〉) = dimk(Γ(U)/〈g〉). Sea V = Γ(U), V ′ = Γ(U ′), y T : V ′ → V ′ definida

por T (z) = gz. V ′/V es de dimensión finita, luego en virtud de la Proposición 1.3.18

tenemos que dim(V/T (V )) = dim(V ′/T (V ′)), y dimk(Γ(U)/〈g〉) = dimk(Γ(U ′)/〈g〉). En

virtud del Corolario 1.3.1, dim(Γ(U ′)/〈g〉) =
∑

Q∈f−1(P )

dim(OQ(X)/〈g〉) =
∑

ordQ(g), como

queŕıamos ver. ¥
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Lema 3.2.2. Supongamos que P es un punto múltiple ordinario de C de multiplicidad r.

Sea f−1(P ) = {P1, . . . , Pr}. Si z ∈ k(C), y ordPi
(z) ≥ r − 1, entonces z ∈ OP (C).

Proposición 3.2.2. Sea F una curva plana proyectiva e irreducible, P un punto múltiple

ordinario de F de multiplicidad r. Sean P1, . . . , Pr los lugares centrados en P , y G, H

curvas planas, posiblemente reducibles. Entonces las condiciones de Noether se satisfacen

en P (respecto a F, G, H), si ordPi
(H) ≥ ordPi

(G) + r − 1 para i = 1, . . . , r.

Demostración. H∗ ∈ 〈F∗, G∗〉 ⊂ OP (P2) es equivalente a H∗ ∈ 〈G∗〉 ⊂ OP (F ), o a z =

(H∗/G∗) ∈ OP (F ). Aplicando el Lema 3.2.2 a z se obtiene la proposición. ¥

Proposición 3.2.3. Sea X una curva proyectiva no-singular, P1, . . . , Pr ∈ X. Para todo

m1, . . . , mr ∈ Z, existe un z ∈ k(X) tal que ordPi
(z) = mi

Demostración. Como ya vimos, X es birracionalmente equivalente a una curva plana C,

entonces sea Li una recta que pasa por Pi (y no es tangente a C en Pi) y no pasa por

los demás Pj , y sea L0 la recta que no pasa por ninguno de los puntos Pi. Sea z =∏
Lmi

i L
−

∑
mi

0 ; por el Teorema 2.1.1, tenemos que Li es un parámetro de uniformización

de OPi
(C) para cad i, y L

−
∑

mi

0 /
∏

L
mj

j (j 6= i) es una unidad porque no pasan por Pi,

por lo que ordPi
(z) = mi. ¥





Caṕıtulo 4

Teorema de Riemann-Roch

En todo este caṕıtulo, C será una curva proyectiva irreducible, f : X → C el morfismo

birracional del modelo no-singular X sobre C. K = k(C) = K(X) su campo de funciones.

Los puntos P ∈ X serán identificados con los lugares de K, ordP designa la función orden

correspondiente sobre K.

4.1. Divisores

Definición 4.1.1. Un divisor de X es un elemento del grupo abeliano libre sobre el

conjunto X, es decir, una suma formal D =
∑

P∈X

nP P, nP ∈ Z y nP = 0 salvo para un

número finito.

Definición 4.1.2. El grado de un divisor es la suma de sus coeficientes: gr(
∑

nP P ) =∑
nP .

Con el grado aśı definido, es claro que gr(D + D′) = gr(D) + gr(D′).

Definición 4.1.3. Decimos que un divisor D =
∑

nP P es efectivo (o positivo) si todo

nP ≥ 0.

Escribiremos
∑

nP P Â
∑

mP P si cada nP ≥ mP .

Definición 4.1.4. Sea C una curva de grado n y G es una curva plana que no contenga

a C como una componente. Definiremos el divisor de G, que denotaremos div(G), como∑
P∈X

ordP (G)P , donde ordP (G) está definido como en la Sección 3.2. Recordemos que ordP

es una valuación discreta sobre K.

57
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Por la Proposición 3.2.1, tenemos que
∑

P∈X

ordP (G) =
∑

Q∈C

IQ(C ∩ G). Por el Teorema

de Bézout, div(G) es un divisor de grado mn, donde m es el grado de G. Notemos que el

div(G) contiene más información que el ciclo de intersección G · C.

Definición 4.1.5. Para todo z ∈ K no nulo, definimos el divisor de z, que denotaremos

div(z), como
∑

P∈X

ordP (z)P .

Como z posee solamente un número finito de ceros y polos, div(z) es un divisor bien

definido.

Definición 4.1.6. Definimos por (z)0 =
∑

ordP (z)>0

ordP (z)P , al divisor de los ceros de z, y

por (z)∞ =
∑

ordP (z)<0

− ordP (z)P , al divisor de los polos de z.

Entonces tenemos que div(z) = (z)0 − (z)∞. Observemos también que

div(zz′) = div(z) + div(z′), y div(z−1) = −div(z).

Proposición 4.1.1. Para todo z ∈ K no nulo, div(z) es un divisor de grado cero. Una

función racional tiene el mismo número de ceros que de polos, siempre que se cuenten de

forma adecuada.

Demostración. Consideremos una curva plana C de grado n. Sea z = g/h, con g, h

polinomios homogéneos del mismo grado en Γhom(C); sabemos que g, h son clases resi-

duales de polinomios homogéneos G, H de grado m en k[X, Y, Z]. Entonces div(z) =

div(G) − div(H), y hemos visto que div(G) y div(H) tienen grado mn. ¥

Corolario 4.1.1. Sea 0 6= z ∈ K, entonces las proposiciones siguientes son equivalentes:

(i) div(z) Â 0, (ii) z ∈ k, (iii) div(z) = 0.

Demostración. Si div(z) Â 0 entonces ordP (z) ≥ 0 para todo P ∈ X, entonces tenemos

que z ∈ OP (X) para todo P ∈ X. Si z(P0) = λ0 para algún P0, entonces div(z − λ0) Â 0

y gr(div(z − λ0)) > 0, pero en la Proposición 4.1.1 ya vimos que el grado debe ser cero,

lo cual es absurdo, salvo que z − λ0 = 0, es decir, z ∈ k, con lo que tenemos que (i) ⇒

(ii). Para demostrar que (ii) ⇒ (iii), simplemente hay que observar que si z ∈ k entonces

z no tiene ni ceros ni polos para ningún P ∈ X, por lo que div(z) = 0. Por último, la

implicación (iii) ⇒ (i) es obvia, ya que, si div(z) = 0 entonces claramente ordP (z) = 0

para todo P ∈ X, y más claro aún es que, entonces ordP (z) ≥ para todo P , con lo que

div(z) Â 0. ¥
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Corolario 4.1.2. Sean z, z′ ∈ K, ambos no nulos, entonces div(z) = div(z′) si y sólo si

z′ = λz para un cierto λ ∈ k.

Demostración. Supongamos que div(z) = div(z′), entonces div(z′z−1) = 0, y por el Coro-

lario 4.1.1 tenemos que z′z−1 ∈ k, sea λ = z′z−1, entonces z′ = λz.

Ahora supongamos que z′ = λz con λ ∈ k, entonces z′z−1 = λ ∈ k, por el Corolario

4.1.1 tenemos que div(z′z−1) = 0 ⇒ div(z′) − div(z) = 0. ¥

Definición 4.1.7. Dos divisores D, D′ son linealmente equivalentes si D = D′ + div(z)

para un cierto z ∈ K, en cuyo caso escribiremos D ≡ D′.

Proposición 4.1.2. (1): La relación ≡ es una relación de equivalencia.

(2): D ≡ 0 si y sólo si D = div(z), z ∈ K.

(3): Si D ≡ D′, entonces gr(D) = gr(D′).

(4): Si D ≡ D′ y D1 ≡ D′
1 entonces D + D1 ≡ D′ + D′

1.

(5): Sea C una curva plana, entonces D ≡ D′ si y sólo si existen dos curvas G, G′ del

mismo grado tales que D + div(G) = D′ + div(G′).

Demostración. (1): Sea D un divisor, para cualquier z ∈ k no nulo, por el Corolario 4.1.1

tenemos que div(z) = 0, y por tanto D = D + div(z), con lo que D ≡ D. Si D ≡ D′

entonces D = D′ + div(z) para algún z ∈ K, y es claro que también z−1 ∈ K y que

D′ = D − div(z) = D′ + div(z−1), y por tanto D′ ≡ D. Si D ≡ D′ y D′ ≡ D′′, entonces

D = D′ + div(z1) y D′ = D′′ + div(z2), con z1, z2 ∈ k; claramente z1z2 ∈ K, y tenemos que

D = D′′ + div(z1) + div(z2) = D′′ + div(z1z2), con lo que D ≡ D′′.

(2): Supongamos D ≡ 0, entonces D = 0 + div(z) = div(z) con z ∈ K. Ahora

supongamos que D = div(z) con z ∈ K, entonces D = 0 + div(z) con lo que D ≡ 0.

(3): Si D ≡ D′, entonces D = D′ + div(z) con z ∈ K, entonces gr(D) = gr(D′ +

div(z)) = gr(D′)+ gr(div(z)), y debido a la Proposición 4.1.1 tenemos que gr(div(z)) = 0,

por lo que gr(D) = gr(D′).

(4): Supongamos D ≡ D′ y D1 ≡ D′
1, entonces D = D′ + div(z) y D1 = D′

1 + div(z′),

con z, z′ ∈ K, entonces D + D1 = D′ + D1 + div(z) = D′ + D′
1 + div(z′) + div(z) =

D′ + D′
1 + div(z′z), y claramente z′z ∈ K, por tanto D + D1 ≡ D′ + D′

1.

(5): Sea C una curva plana, y D ≡ D′, entonces D′ = D + div(z) con z ∈ K; como

en la prueba de la Proposición 4.1.1, existen polinomios homogéneos G, G′ ∈ k[X, Y, Z]

del mismo grado, de tal manera que z = G/G′, y div(z) = div(G) − div(G′), por lo que

podemos escribir D′ = D + div(G) − div(G′), y por tanto D′ + div(G′) = D + div(G).



60 4.1. DIVISORES

Análogamente, si D + div(G) = D′ + div(G′) con G, G′ ∈ k[X, Y, Z] del mismo grado,

entonces tomamos z = G′/G ∈ Γhom(C), y por tanto div(z) = div(G′)−div(G), con lo cual

D = D′ + div(G′) − div(G) = D′ + div(z), y por tanto D ≡ D′. ¥

El criterio demostrado en la Sección 3.2 para las condiciones de Noether tiene una

expresión elegante en el lenguaje de divisores:

Supongamos que C es una curva plana que sólo posee puntos múltiples ordinarios. Para

cada Q ∈ X, sea rQ = mf(Q)(C). Definimos al divisor E =
∑

Q∈X

(rQ−1)Q. Observemos que

E es un divisor efectivo de grado
∑

rQ(rQ − 1). Toda curva plana G tal que div(G) Â E

se denomina adjunta de C. Obsérvese que G es una adjunta de C si y sólo si mP (G) ≥

mP (C)− 1 para cada uno de los puntos (múltiples) P ∈ C. Si C es no-singular, toda curva

es una adjunta.

Teorema 4.1.1. (Del Residuo) Sean C, E como antes. Supongamos que D, D′ son

divisores efectivos de X, y D ≡ D′. Supongamos que G es una adjunta de grado m, tal

que div(G) = D + E + A, para un cierto divisor efectivo A. Entonces existe una adjunta

G′ de grado m tal que div(G′) = D′ + E + A.

Demostración. Como D ≡ D′, entonces por la Proposición 4.1.2 tenemos que existen H, H ′

curvas del mismo grado tales que D + div(H) = D′ + div(H ′). Entonces div(GH) =

div(H) + div(G) = div(H) + D + E + A = div(H ′) + D′ + E + A y observemos que

div(H ′) + D′ + E + A Â div(H ′) + E. Sea F el polinomio homogéneo que define a C.

Aplicando la Proposición 3.2.2 a F, H ′ y GH, vemos que las condiciones de Noether se

satisfacen para todo P ∈ C. Por el Teorema de Noether (2.4.1), GH = F ′F + G′H para

ciertos F ′, G′, donde gr(G′) = m. Entonces div(G′) = div(GH)−div(H ′) = D′+E+A. ¥
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4.2. El espacio vectorial L(D)

Sea D =
∑

nP P un divisor de X. D selecciona un número finito de puntos, y les

asigna enteros. Deseamos determinar cuándo existe una función racional cuyos polos sean,

precisamente, los puntos escogidos, y con polos no “inferiores” al orden nP en P ; si es aśı,

¿cuántas de tales funciones existen?

Definición 4.2.1. Designamos por L(D) al conjunto {f ∈ K | ordP (f) ≥ −nP ; ∀P ∈ X},

donde D =
∑

nP P .

Observemos que una función racional f pertenece a L(D) si div(f) + D Â 0, o bien, si

f = 0.

Proposición 4.2.1. El conjunto L(D) constituye un espacio vectorial sobre k. Designamos

por `(D) a la dimensión de L(D).

Demostración. Observemos que para todo λ ∈ k, si f ∈ L(D), entonces div(λf) + D =

div(λ) + div(f) + D = div(f) + D Â 0, por consecuencia del Corolario 4.1.1, con lo que

concluimos que λf ∈ L(D). Ahora veamos que, si f1, f2 ∈ L(D), entonces ordP (f1 +f2) ≥

mı́n[ordP (f1), ordP (f2)] ≥ −nP para todo P ∈ X, y dado por cómo se definió ordP tenemos

que si ordP (f) ≥ −nP entonces ordP (−f) ≥ −nP . Con esto tenemos un candidato a ser

espacio vectorial, pues L(P ) es un subgrupo de K y tenemos definida una multiplicación

por escalar. Como k ⊂ K es un subcampo, entonces se cumplen que λ(f1+f2) = λf1+λf2,

(λ1 + λ2)f = λ1f + λ2f , λ1(λ2f) = (λ1λ2)f , y 1f = f , para todo λ1, λ2, λ ∈ k y f, f1, f2 ∈

K. Con lo que la proposición es cierta. ¥

La siguiente proposición muestra que `(D) es finita.

Proposición 4.2.2. (1) Si D ≺ D′, entonces L(D) ⊂ L(D′), y dimk(L(D′)/L(D)) ≤

gr(D′ − D).

(2) L(0) = k; L(D) = 0 si gr(D) < 0.

(3) L(D) es de dimensión finita para todo D. Si gr(D) ≥ 0, entonces `(D) ≤ gr(D)+1.

(4) Si D ≡ D′, entonces `(D) = `(D′).

Demostración. (1): D′ = D+P1+. . .+Ps y L(D) ⊂ L(D+P1) ⊂ . . . ⊂ L(D+P1+. . .+Ps),

entonces es suficientes probar que dim(L(D + P )/L(D)) ≤ 1. Para comprobarlo, sea t el

parámetro de uniformización de OP (X), y sea r = nP el coeficiente de P en D. Definimos

ϕ : L(D + P ) → k por ϕ(f) = (tr+1f)(P ); como ordP (f) ≥ −r − 1, está bien definido.

ϕ es una aplicación lineal, y Ker(ϕ) = L(D), luego ϕ induce una aplicación uno a uno
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ϕ̃ : L(D + P )/L(D) → k que da el resultado.

(2): Por el Corolario 4.1.1, tenemos que si 0 6= f ∈ K es tal que div(f) Â 0 entonces

f ∈ k, por lo que L(0) = k. Supongamos que gr(D) < 0, sea f ∈ L(D) no nulo, entonces

div(f) + D Â 0, pero gr(div(f) + D) = gr(div(f)) + gr(D) ≥ 0, por la Proposición 4.1.1

tenemos que gr(div(f)) = 0 por lo que gr(D) ≥ 0, lo cual contradice la hipótesis, por lo

tanto f = 0.

(3): Si gr(D) = n ≥ 0, elegimos P ∈ X, y consideramos D′ = D− (n+1)P . Entonces,

por (2) tenemos que L(D′) = 0, y por (1) tenemos que dim(L(D)/L(D′)) ≤ n + 1, por lo

tanto `(D) ≤ n + 1.

(4): Supóngase que D′ = D + div(g). Definimos ψ : L(D) → L(D′) por ψ(f) = fg.

ψ es un isomorfismo de espacios vectoriales, por tanto `(D) = `(D′). ¥

Podemos dar una generalidad de los conceptos abarcados en éste caṕıtulo.

Definición 4.2.2. Para todo subconjunto S de X, y todo divisor D =
∑

nP P de X,

definimos grS(D) =
∑

P∈S

nP , y LS(D) = {f ∈ K | ordP (f) ≥ −nP ; ∀P ∈ S}.

Lema 4.2.1. Si D ≺ D′, entonces LS(D) ⊂ LS(D′). Además, si S es finito, entonces

dimk(L
S(D′)/LS(D)) = grS(D′ − D).

Demostración. Procediendo como en la Proposición 4.2.2, supondremos que D′ = D + P ,

y definimos ϕ : LS(D + P ) → k, por el mismo camino. Debemos probar que ϕ aplica

LS(D + P ) sobre k, es decir, ϕ 6= 0, por lo tanto ϕ̃ es un isomorfismo. Entonces debemos

encontrar un f ∈ K con la propiedad de que ordP (f) = −r − 1, y ordQ(f) ≥ −nQ para

todo Q ∈ S. Pero esto sabemos que lo podemos hacer gracias a que S es finito, y usando

la Proposición 3.2.3. ¥

La siguiente proposición es un primer paso importante para el cálculo de las dimensiones

`(D).

Proposición 4.2.3. Sea x ∈ K, x /∈ k. Sea (x)0 el divisor de los ceros de x, y sea

n = [K : k(x)]. Entonces

(1) (x)0 es un divisor efectivo de grado n.

(2) Existe una constante τ tal que `(r(x)0) ≥ rn − τ para todo r.
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Demostración. Sea Z = (x)0 =
∑

nP P , y sea m = gr(Z). Ante todo probaremos que

m ≤ n.

Sea S = {P ∈ X | nP > 0} y elegimos v1, . . . , vm ∈ LS(0) tales que las clases

laterales v1, . . . , vm ∈ LS(0)/LS(−Z) formen una base de este espacio vectorial (Lema

4.2.1). Probaremos que v1, . . . , vm son linealmente independientes sobre k(x). Si no

(quitando denominadores y multiplicando por una potencia de x), obtendŕıamos poli-

nomios gi = λi + xhi ∈ k[x] con
∑

givi = 0, y no todos los λi = 0. Pero entonces∑
λivi = −x

∑
hivi ∈ LS(−Z), por lo tanto

∑
λivi = 0, lo cual es absurdo. Luego m ≤ n.

A continuación probaremos (2).

Sean w1, . . . , wn una base de K sobre k(x), pues K es algebraico sobre k(x). Podemos

suponer que cada wi satisface una ecuación del tipo wni

i + ai1w
ni−1
i + . . . = 0, con aij ∈

k[x−1]. Entonces ordP (aij) ≥ 0 si P /∈ S. Si ordP (wi) < 0, P /∈ S, entonces ordP (wni

i ) <

ordP (aijw
ni−j
i ), que es imposible por la Proposición 1.1.5. Se sigue entonces que para

un cierto t > 0, div(wi) + tZ Â 0, i = 1, . . . , n. Entonces wix
−j ∈ L((r + t)Z) para

i = 1, . . . , n, y j = 0, 1, . . . , r. Como los wi son independientes sobre k(x), y 1, x−1, . . . , x−r

son independientes sobre k, {wix
−j | i = 1, . . . , n; j = 0, . . . , r} son independientes sobre k.

Por lo tanto `((r + t)Z) ≥ n(r +1). Pero `((r + t)Z) = `(rZ)+dim(L((r + t)Z)/L(rZ)) ≤

`(rZ) + tm por la Proposición 4.2.2 (1). En consecuencia `(rZ) ≥ n(r + 1)− tm = rn− τ ,

como deseábamos.

Finalmente, como rn − τ ≤ `(rZ) ≤ rm + 1 (Proposición 4.2.2 (3)), si elegimos r

suficientemente grande, vemos que n ≤ m, lo que prueba (1). ¥

Corolario 4.2.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) C es racional. (ver Definición 3.1.12)

(ii) X es isomorfo a P1.

(iii) Existe un x ∈ K con gr((x)0) = 1.

(iv) Para algún P ∈ X, es `(P ) > 1.

Proposición 4.2.4. Si D ≺ D′, entonces `(D′) ≤ `(D) + gr(D′ − D), es decir,

gr(D) − `(D) ≤ gr(D′) − `(D′).

Demostración. Del álgebra lineal sabemos que si V ′ es un subespacio de un k−espacio

vectorial finito V , entonces dimk(V/V ′) = dimk(V ) − dimk(V
′).

Sean D, D′ divisores tales que D ≺ D′. Por la Proposición 4.2.2 sabemos que

dimk(L(D′)/L(D)) ≤ gr(D′ − D),
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y como L(D) es subespacio de L(D′), ambos de dimensión finita, tenemos entonces que

dimk(L(D′)/L(D)) = dimk(L(D′)) − dimk(L(D)) = `(D′) − `(D),

de donde concluimos que

`(D′) − `(D) ≤ gr(D′ − D)

¥

Proposición 4.2.5. Sea D un divisor, entonces `(D) > 0 si y sólo si D es linealmente

equivalente a un divisor efectivo.

Demostración. Sea D un divisor tal que `(D) > 0, entonces L(D) 6= {0}, sea entonces

z ∈ L(D) no nulo. Tenemos que div(z) + D Â 0, sea D′ = div(z) + D, y claramente

D′ ≡ D; además D′ es efectivo.

Ahora supongamos que D ≡ D′, con D′ Â 0, entonces existe z ∈ K no nulo, tal que

D′ = D + div(z) Â 0, entonces div(z) Â −D, con lo que tenemos que z ∈ L(D), con z 6= 0,

por tanto `(D) 6= 0, y por último `(D) > 0. ¥

Proposición 4.2.6. Supongamos que `(D) > 0, y sea f 6= 0, f ∈ L(D). Entonces

f /∈ L(D − P ) para todo P salvo un número finito. Por lo tanto, `(D − P ) = `(D) − 1

para todo P , salvo un número finito.

Demostración. Sea D un divisor, tal que `(D) > 0, y sea f ∈ L(D) no nulo. En virtud de

la Proposición 4.2.6, podemos considerar a D como un divisor efectivo. Supongamos que

f ∈ L(D−P ) para todo P ∈ X, excepto para un número finito, entonces f ∈ L(D), lo que

implica que ordP (f) ≥ −nP para todo P ∈ X, análogamente f ∈ L(D − P ) ⇒ ordP (f) ≥

−nP + 1, para casi todo P ∈ X.

De estas dos desigualdades tenemos que ordP (f) > −nP para casi todo P ∈ X. Como

nP = 0 para casi todo P ∈ X, entonces ordP (f) > 0 para casi todo P ∈ X, entonces f

tiene una infinidad de ceros, pero un número finito de polos, pero al ser f una función

racional, gracias a la Proposición 4.1.1, entonces f debe tener igual cantidad de polos que

de ceros, lo que nos lleva a una contradicción; por lo tanto f ∈ L(D), y f /∈ L(D−P ) para

todo P excepto un número finito. ¥
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4.3. Teorema de Riemann

Si D es un divisor grande, entonces L(D) también lo es. La Proposición 4.2.3 lo prueba

para un tipo especial de divisores.

Teorema 4.3.1 (Riemann). Existe una constante g tal que `(D) ≥ gr(D) + 1 − g para

todos los divisores D. El menor de tales g se denomina género de X (o de K, o de C), y

g es un entero no negativo.

Demostración. Para cada D, sea S(D) = gr(D) + 1− `(D). Deseamos encontrar un g tal

que S(D) ≤ g para todo D.

(i) S(0) = 0, por lo tanto g ≥ 0, śı existe.

(ii) Si D ≡ D′, entonces S(D) = S(D′) (Proposiciones 4.1.2 y 4.2.2).

(iii) Si D ≺ D′, entonces S(D) ≤ S(D′) (Proposición 4.2.4).

Sea x ∈ K, x /∈ k, y Z = (x)0, y sea τ el menor entero que verifica la Proposición 4.2.3 (2).

Como S(rZ) ≤ τ + 1 para todo r, y como rZ ≺ (r + 1)Z, deducimos de (iii) que:

(iv) S(rZ) = τ + 1 para todo r > 0 suficientemente grande.

Sea g = τ + 1. Para terminar la demostración, bastará probar (gracias a (ii) y (iii)) que:

(v) Para todo divisor D, existe un divisor D′ ≡ D, y un entero r ≥ 0 tal que D′ ≺ rZ.

Para probarlo, sea Z =
∑

nP P , D =
∑

mP P . Deseamos que D′ = D − div(f), entonces

necesitamos que mP − ordP (f) ≤ rnP para todo P . Sea y = x−1, y T = {P ∈ X | mP >

0 y ordP (y) ≥ 0}. Sea f =
∏

P∈T

(y − y(P ))mP . Entonces mP − ordP (f) ≤ 0 siempre que

ordP (y) ≥ 0. Si ordP (y) < 0, entonces nP > 0, luego un r suficientemente grande hará que

se verifique. ¥

Corolario 4.3.1. Si `(D0) = gr(D0)+1−g, y D ≡ D′ Â D0, entonces `(D) = gr(D)+1−g.

Corolario 4.3.2. Si x ∈ K, x /∈ k, entonces g = gr(r(x)0) − `(r(x)0) + 1 para todo r

suficientemente grande.

Corolario 4.3.3. Existe un entero N tal que para todo divisor D de grado mayor que N ,

`(D) = gr(D) + 1 − g.
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Demostración. Sea D0 tal que `(D0) = gr(D0)+ 1− g, y sea N = gr(D0)+ g. Entonces si

gr(D) ≥ N , gr(D −D0) + 1− g > 0, y, por el Teorema 4.3.1 de Riemman, `(D −D0) > 0.

Por lo tanto D − D0 + div(f) Â 0 para un cierto f , es decir, D ≡ D + div(f) Â D0, y

entonces el resultado se sigue del Corolario 4.3.1. ¥

La utilidad del Teorema de Riemann depende de que sea posible calcular el género de

una curva. Por su misma definición, el género depende sólo del modelo no-singular, o del

campo de funciones, por lo tanto, dos curvas birracionalmente equivalentes tiene el mismo

género. Debido a que es posible encontrar una curva plana que sólo posea puntos múltiples

ordinarios que además sea birracionalmente equivalente a una curva dada1, la proposición

siguiente es todo lo que necesitamos:

Proposición 4.3.1. Sea C una curva plana que sólo posea puntos múltiples ordinarios.

Sea n el grado de C, rP = mP (C). Entonces el género g de C está dado por la fórmula

g =
(n − 1)(n − 2)

2
−

∑

P∈C

rP (rP − 1)

2
.

Demostración. Por el Corolarios 4.3.3, necesitamos encontrar un divisor “grande”D para

que podamos calcular `(D). El Teorema 4.1.1 nos permite encontrar todos los divisores

efectivos linealmente equivalentes a ciertos divisores D. Estas dos observaciones conducen

al cálculo de g.

Podemos suponer que la recta Z = 0 corta a C en n puntos distintos P1, . . . , Pn, y se

designa por F al polinomio homogéneo que define a C.

Sean E =
∑

Q∈X

(rQ − 1)Q, rQ = rf(Q) = mf(Q)(C) como en la sección 1 de este caṕıtulo;

y sea Em = m
n∑

i=1
Pi − E. Em es un divisor de grado mn −

∑
P∈C

rP (rP − 1).

Consideremos Vm = {polinomios homogéneos G de grado m tales que G sea adjunto

de C}. Como G es adjunta si y sólo si mP (G) ≥ rP − 1 para todo P ∈ C, podemos

aplicar el Teorema 2.3.1 para calcular la dimensión de Vm. Encontramos que dim(Vm) ≥
(m+1)(m+2)

2 −
∑ rP (rP−1)

2 , y la igualdad se cumple si m es grande. (Nótese que Vm es el

espacio vectorial de los polinomios homogéneos, no el espacio proyectivo de las curvas).

Sea ϕ : Vm → L(Em) definido por ϕ(G) = G/Zm ∈ K. ϕ es una aplicación lineal, y

ϕ(G) = 0 si y sólo si G es divisible por F .

Veamos que ϕ es exhaustiva. Si f ∈ L(Em), se puede escribir f = R/S, donde R y S

son polinomios homogéneos del mismo grado. Entonces div(RZm) Â div(S) + E. Por la

1El método utilizado es el de las Transformaciones Cuadráticas, y se puede consultar en [4] Fulton W.,
Algebraic Curves, Caṕıtulo 7, sección 4, pág. 171-177.
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Proposición 3.2.2, existe una ecuación RZm = AS + BF . Luego R/S = A/Zm en k(F ), y

por lo tanto ϕ(A) = f . (Nótese que div(A) = div(RZm) − div(S) Â E, luego A ∈ Vm).

Esto prueba que la siguiente sucesión de espacios vectoriales es exacta:

0 Wm−n
ψ

Vm
ϕ

L(Em) 0

donde Wm−n es el espacio de todas los polinomios homogéneos de grado m−n y ψ(H) = FH

para H ∈ Wm−n.

Por la Proposición 1.3.15, podemos calcular dim(L(Em)), por lo menos para m grande.

Resulta, pues, que

`(Em) = gr(Em) + 1 −
(

(n−1)(n−2)
2 −

∑ rP (rP−1)
2

)

para m grande. Pero como gr(Em) crece con m, aplicamos el Corolario 4.3.3 del Teorema

de Riemann y termina la demostración. ¥

Corolario 4.3.4. (i): Con Em definido como en la demostración de la Proposición

4.3.1, toda h ∈ L(Em) se puede escribir h = H/Zm, donde H es una forma ad-

junta de grado m.

(ii): gr(En−3) = 2g − 2. Además `(En−3) ≥ g.

Demostración. La demostración se sigue de la sucesión exacta construida en la demostración

de la Proposición 4.3.1. Nótese que si m < n, entonces Vm = L(Em). ¥
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4.4. Derivadas y diferenciales

Esta sección contiene las nociones algebraicas necesarias para estudiar diferenciales

sobre una curva.

Definición 4.4.1. Sea R un anillo que contenga a k, y sea M un R−módulo. Una

derivación de R en M sobre k es una aplicación k−lineal D : R → M tal que

D(xy) = xD(y) + yD(x)

para todo x, y ∈ R.

De esta definición se sigue que para todo

F ∈ k[X1, . . . , Xn] y x1, . . . , xn ∈ R, D(F (x1, . . . , xn)) =
n∑

i=1

FXi
(x1, . . . , xn)D(xi).

Como k está en todos los anillos, omitiremos la frase “sobre k”.

Lema 4.4.1. Si R es un dominio cuyo campo de cocientes es K, y M un espacio vectorial

sobre K, entonces toda derivación D : R → M se extiende de forma única a una derivación

D̃ : K → M .

Demostración. Sea z ∈ K, z = x/y, con x, y ∈ R, entonces como x = yz, debemos tener

que Dx = yD̃z + zDy, de donde D̃(z) = y−1(Dx − zDy), lo que prueba la unicidad. Si

definimos D̃ por esta fórmula, no es dif́ıcil verificar que D̃ está bien definida como derivación

de K en M . ¥

Deseamos definir diferenciales de R de modo que sean elementos de la forma
∑

xi dyi,

con xi, yi ∈ R, y que se comporten como las diferenciales del cálculo.

Esta definición se puede dar de una manera más fácil, que se expone a continuación:

Para cada x ∈ R sea [x] un śımbolo y se considera el R−módulo libre F sobre el

conjunto {[x] | x ∈ R}. Sea N el submódulo de F generado por los siguientes elementos:

(i): {[x + y] − [x] − [y] | x, y ∈ R}

(ii): {[λx] − λ[x] | x ∈ R, λ ∈ k}

(iii): {[xy] − x[y] − y[x] | x, y ∈ R}

Se designa con Ωk(R) = F/N el módulo cociente. Sea dx la clase residual de [x] en F/N ,

y d : R → Ωk(R) la función que aplica x en dx. Ωk(R) es un R−módulo, que llamaremos

el módulo de las diferenciales de R sobre k, y d : R → Ωk(R) es una derivación.
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Lema 4.4.2. Para todo R−módulo M , y toda derivación D : R → M , existe un homo-

morfismo único de R−módulos ϕ : Ωk(R) → M tal que D(x) = ϕ(dx) para todo x ∈ R.

Demostración. Si definimos ϕ′ : F → M por ϕ′(
∑

xi[yi]) =
∑

xiD(yi), entonces ϕ′(N) =

0, luego ϕ′ induce un ϕ : Ωk(R) → M . ¥

Si x1, . . . , xn ∈ R, y G ∈ k[X1, . . . , Xn], entonces

d(G(x1, . . . , xn)) =
n∑

i=1

GXi
(x1, . . . , xn)dxi.

Esto prueba que si R = k[x1, . . . , xn], entonces Ωk(R) es generado (como R−módulo) por

dx1, . . . , dxn.

Análogamente, si R es un dominio con campo de cocientes K, y z = x/y ∈ K, x, y ∈ R,

entonces dz = y−1dx− y−1zdy. En particular, si K = k(x1, . . . , xn), entonces Ωk(R) es un

subespacio vectorial de dimensión finita sobre K, generado por dx1, . . . , dxn.

Proposición 4.4.1. (1): Sea K un campo de funciones algebraicas de una variable sobre

k. Entonces Ωk(K) es un espacio vectorial de dimensión uno sobre K.

(2): Si x ∈ K, x /∈ k (con k de caracteŕıstica 0), entonces dx es una base de Ωk(K) sobre

K.

Demostración. Sea F ∈ k[X, Y ] una curva af́ın plana con campo de funciones K (se puede

tomar aśı gracias a la Proposición 3.1.2), y sea R = k[X, Y ]/〈F 〉 = k[x, y]; K = k(x, y).

Podemos suponer que FY 6= 0, por lo tanto F no divide a FY (ya que F es irreducible),

es decir, FY (x, y) 6= 0. La discusión previa a la proposición prueba que dx y dy generan

Ωk(K) sobre K. Pero 0 = d(F (x, y)) = FX(x, y)dx + FY (x, y)dy, luego dy = udx, donde

u = −FX(x, y)FY (x, y)−1. Por lo cual dx genera Ωk(K), luego dimK(Ωk(K)) ≤ 1.

Por lo tanto debemos probar que Ωk(K) 6= 0. Por los Lemas 4.4.1 y 4.4.2, bas-

tará encontrar una derivación no nula D : R → M para algún espacio vectorial M so-

bre K. Sea M = K, llamemos G a la imagen en R de G ∈ K[X, Y ], y se considera

D(G) = GX(x, y)− uGY (x, y). Verifiquemos que D es una derivación bien definida, y que

D(x) = 1, por lo que D 6= 0. ¥

De esta proposición se sigue que para todo f, t ∈ K, y t /∈ k (con k de caracteŕıstica 0),

existe un elemento único v ∈ k tal que df = vdt. Es natural escribir v = df
dt

, y llamar a v

la derivada de f con respecto de t.

Proposición 4.4.2. Sea K como en la Proposición 4.4.1, O un anillo de K de valuación

discreta, y t un parámetro de uniformización de O. Si f ∈ O, entonces df
dt

∈ O.
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Demostración. Utilizando la notación de la demostración de la Proposición 4.4.1, podemos

suponer que O = OP (F ) y P = (0, 0) un punto simple de F . Para z ∈ K, escribamos z′

en vez de dz
dt

, t fijo a lo largo de toda la demostración.

Elijamos N suficientemente grande para que ordP (x) ≥ −N , ordP (y′) ≥ −N . Entonces

si f ∈ R = k[x, y], ordP (f ′) ≥ −N , ya que f ′ = fX(x, y)x′ + fY (x, y)y′.

Si f ∈ O, escribimos f = g/h, con g, h ∈ R y h(P ) 6= 0. Entonces f ′ = h−2(hg′ − gh′),

luego ordP (f ′) ≥ −N .

Ahora estamos en condiciones de acabar la demostración. Sea f ∈ O, y escribamos

f =
∑

i<N

λit
i + tNg, con λi ∈ k, g ∈ O (esto se puede por la Proposición 1.1.6). Entonces

f ′ =
∑

iλit
i−1+gNtN−1+tNg′. Como ordP (g′) ≥ −N , cada uno de los términos pertenece

a O, luego f ′ ∈ O, como se queŕıa. ¥
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4.5. Divisores canónicos

Sea C una curva proyectiva, X su modelo no-singular, K su campo de funciones como

antes. Sea Ω = Ωk(K) el espacio de las diferenciales de K sobre k; los elementos ω ∈ Ω

también se pueden llamar diferenciales en X o en C.

Definición 4.5.1. Sea ω ∈ Ω, ω 6= 0, y P ∈ X un lugar. Definimos el orden de ω en

P , ordP (ω), como sigue. Sea t un parámetro de uniformización de OP (X); escribamos

ω = fdt, f ∈ K. Se define ordP (ω) = ordP (f).

Para ver que esta definición no depende de la elección del parámetro de uniformización,

sea u otro parámetro tal que fdt = gdu, entonces f/g = du
dt

∈ OP (X) por la Proposición

4.4.2, y como también se tiene que g/f ∈ OP (X), entonces ordP (f) = ordP (g).

Definición 4.5.2. Si 0 6= ω ∈ Ω, se define el divisor de ω, div(ω), por
∑

P∈X

ordP (ω).

En la Proposición 4.5.1 probaremos que sólo un número finito verifica ordP (ω) 6= 0

para un ω dado, por lo que la definición del div(ω) es correcta.

Definición 4.5.3. Sea W = div(ω). W se denomina el divisor canónico.

Si ω ′ es otra diferencial no nula de Ω, entonces ω ′ = fω, f ∈ K, luego div(ω ′) =

div(f) + div(ω), y por tanto div(ω ′) ≡ div(ω). Rećıprocamente, si W ≡ W ′ pondremos

que W ′ = div(f) + W , y entonces W ′ = div(fω). Por lo tanto los divisores canónicas

constituyen una clase de equivalencia respecto a la equivalencia lineal. En particular,

todos los divisores canónicos tienen el mismo grado.

Proposición 4.5.1. Supongamos que C es una curva plana de grado n ≥ 3, y que sólo

posea puntos múltiples ordinarios. Sea E =
∑

Q∈X

(rQ − 1)Q, como en la sección 4.1, y G

una curva plana de grado n− 3. Entonces div(G)−E es un divisor canónico. (Si n = 3,

entonces div(G) = 0).

Demostración. Escojamos coordenadas X, Y, Z en P2 de tal forma que Z · C =
n∑

i=1
Pi, con

los Pi distintos; (1, 0, 0) /∈ C; y que ninguna tangente a C en un punto múltiple pase por

(1, 0, 0). Se consideran x = X/Z, y = Y/Z en K, y F el polinomio homogéneo que define

a C, con fx = FX(x, y, 1) y fy = FY (x, y, 1).

Sea Em = m
n∑

i=1
Pi−E. Se considera ω = dx. Como los divisores de la forma div(G)−E

tal que gr(G) = n − 3, son linealmente equivalentes, bastará probar que div(ω) = En−3 +
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div(fy). Como fy = FY /Zn−1, es lo mismo que probar:

div(dx) − div(FY ) = −2
n∑

i=1

Pi − E. (4.1)

Nótese primero que dx = −(fy/fx)dy = −(FY /FX)dy, por lo tanto ordQ(dx)−ordQ(FY ) =

ordQ(dy) − ordQ(FX) para todo Q ∈ X.

Supongamos que Q es un lugar centrado en Pi ∈ Z ∩ C. Entonces y−1 = Z/Y es

un parámetro de uniformización de OPi
(X), y dy = −y2d(y−1), luego ordQ(dy) = −2.

Gracias a la Proposición 2.3.2, tenemos que FX(Pi) 6= 0, y por tanto los dos miembros de

la Ecuación 4.1 tienen orden −2 en Q.

Supongamos que Q es un lugar centrado en P = (a, b, 1) ∈ C. Podemos suponer que

P = (0, 0, 1), ya que dx = d(x − a), y las derivadas no cambian por traslación.

Consideremos el caso en que Y es tangente a C en P . Entonces P no es un punto

múltiple (por hipótesis), por lo tanto x es un parámetro de uniformización, y FY (P ) 6= 0.

Además ordQ(dx) = ordQ(FY ) = 0, como pretend́ıamos. Si Y no es tangente, entonces

y es un parámetro de uniformización en Q, luego ordQ(dy) = 0, y ordQ(fx) = r−1
Q , como

queŕıamos. ¥

Corolario 4.5.1. Sea W un divisor canónico. Entonces gr(W ) = 2g − 2, y `(W ) ≥ g.

Demostración. Podemos suponer que W = En−3. Entonces aplicamos el Corolario 4.3.4−(ii).

¥
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4.6. Teorema de Riemann-Roch

En este célebre teorema se determina el término que falta en la desigualdad del teorema

de Riemann para transformarlo en igualdad. Nuestra demostración sigue la demostración

clásica de Brill y Noether.

Lema 4.6.1 (Reducción de Noether). Sea W un divisor canónico de X, P ∈ X, y D

un divisor. Si `(D) > 0, y `(W − D − P ) 6= `(W − D), entonces `(D + P ) = `(D).

Demostración. Escojamos C como antes con puntos múltiples ordinarios, y tal que P sea

un punto simple C (Proposición 3.2.3), y por lo tanto Z · C =
n∑

i=1
Pi, con los Pi distintos.

Sea Em = m
∑

Pi − E. Los términos del enunciado del lema dependen sólo de las clases

de equivalencia lineal de los divisores implicados, por lo tanto podemos suponer, gracias a

las Proposiciones 4.5.1 y 4.2.5, que W = En−3, y D Â 0. Luego L(W − D) ⊂ L(En−3).

Sea h ∈ L(W − D), tal que h /∈ L(W − D − P ). Escribamos h = G/Zn−3, y G una

adjunta de grado n − 3 (se sigue del Corolario 4.3.4). div(G) = D + E + A, con A Â 0,

pero A ¨ P .

Tomemos una recta L tal que L · C = P + B, donde B consta de n − 1 puntos simples

de C, todos distintos de P . div(LG) = (D + P ) + E + (A + B).

Ahora supongamos f ∈ L(D+P ); sea div(f)+D = D′. Debemos probar que f ∈ L(D),

es decir, D′ Â 0.

Como D + P ≡ D′ + P , y ambos divisores son efectivos, aplicamos el Teorema 4.1.1

(teorema del residuo), entonces existe una curva H de grado n − 2 tal que div(H) =

(D′ + P ) + E + (A + B).

Pero B contiene n−1 puntos distintos alineados, y H es una curva de grado n−2. Por

el Teorema de Bézout, H debe contener a L como componente. En particular, H(P ) = 0.

Como P no está en E + A + B, se tiene que D′ + P Â P , o D′ Â 0, como se pretend́ıa. ¥

Teorema 4.6.1 (Riemann-Roch). Sea W un divisor canónico de X. Entonces para

todo divisor D, se tiene que

`(D) = gr(D) + 1 + `(W − D). (4.2)

Demostración. Antes de probar el teorema, obsérvese que conocemos ya este teorema para

divisores de grado suficientemente elevado. Lograremos demostrar el caso general si pode-

mos comparar los dos miembros de la Ecuación 4.2 para D y P +D, P ∈ X; obsérvese que

gr(D + P ) = gr(D) + 1, mientras que los otros dos términos no constantes cambian por 0

o por 1. El núcleo de la demostración es por tanto el Lema 4.6.1 (Lema de reducción de

Noether).
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Empecemos pues la demostración. Para cada divisor D, consideremos la ecuación:

`(D) = gr(D) + 1 − g + `(W − D). (4.3)

Caso 1: `(W − D) = 0. Del Corolario 4.5.1 se sigue que g ≤ `(W ), y de la Proposición

4.2.4 sabemos que `(W ) ≤ `(W − D) + gr(D), entonces tenemos que gr(D) ≥ g en este

caso. Por el Teorema 4.3.1 (Teorema de Riemann), `(D) ≥ gr(D) + 1 − g ≥ 1, y si la

ecuación 4.3 fuera falsa seŕıa `(D) > 1.

Probaremos este caso por inducción respecto a `(D). Elijamos un P tal que `(D−P ) =

`(D)− 1 (Proposición 4.2.6). Si la ecuación 4.3 fuese falsa, entonces `(D − P ) > 0, por lo

tanto el Lema de reducción implicaŕıa que `(W − (D−P )) = 0. Aplicando la hipótesis de

inducción a D−P , obtenemos que `(D−P ) = gr(D−P )+1−g, luego `(D) = gr(D)+1−g,

que es precisamente 4.3.

Caso 2: `(W −D) > 0. Este caso sólo puede presentarse si gr(D) ≤ gr(W ) = 2g − 2

(Proposición 4.2.2−(ii)). Entonces podŕıamos elegir un D maximal para el cual la ecuación

4.3 seŕıa falsa; es decir,

`(D + P ) = gr(D + P ) + 1 − g + `(W − D − P ) (4.4)

seŕıa verdad para todo P ∈ X. Escojamos, gracias a la Proposición 4.2.6, un P tal que

`(W − D − P ) = `(W − D) − 1. Por el Lema 4.6.1, `(D + P ) = `(D). Como la ecuación

4.4 es verdad, tenemos `(D) = `(D + P ) = gr(D + P ) + 1 − g + `(W − D − P ) =

gr(D) + 1 − g`(W − D), como queŕıamos. ¥

De este teorema se deducen los corolarios que se enuncian a continuación; los primeros

tres no se demostrarán pues se siguen directamente del teorema, y utilizando la Proposición

4.2.2.

Corolario 4.6.1. `(W ) = g si W es un divisor canónico.

Corolario 4.6.2. Si gr(D) ≥ 2g − 1, entonces `(D) = gr(D) + 1 − g.

Corolario 4.6.3. Si gr(D) ≥ 2g, entonces `(D − P ) = `(D) − 1 para todo P ∈ X.

Corolario 4.6.4 (Teorema de Clifford). Si `(D) > 0, y `(W − D) > 0, entonces

`(D) ≤ 1
2gr(D) + 1.

Demostración. Podemos suponer que D Â 0, D′ Â 0, D + D′ = W , y también que `(D −

P ) 6= `(D), para todo P , ya que en otro caso se trabaja con D − P y se consigue una

desigualdad mejor.
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Elegimos g ∈ L(D) tal que g /∈ L(D − P ) para cada P ≺ D′. Entonces es fácil ver que

la aplicación lineal ϕ : L(D)/L(0) → L(W )/L(D) definida por ϕ(f) = (f/g) (las barras

designan las clases laterales) es uno a uno. Además `(D′) − 1 ≤ g − `(D). Aplicando el

Teorema de Riemann-Roch a D′ se acaba la demostración. ¥

El término `(W −D) puede ser además interpretado por medio de diferenciales. Sea D

un divisor. Definimos Ω(D) como el conjunto {ω ∈ Ω | div(ω) ≺ D}, que es un subespacio

vectorial de Ω (sobre k). Sea δ(D) = dimkΩ(D), el ı́ndice de D. Las diferenciales de Ω(0)

se denominan diferenciales de primera especie (o diferenciales holomorfas, si k = C).

Proposición 4.6.1. (1): δ(D) = `(W − D).

(2): Existen g diferenciales linealmente independientes de primer orden sobre X.

(3): `(D) = gr(D) + 1 − g + δ(D).

Demostración. Sea W = div(ω). Definimos una aplicación lineal ϕ : L(W − D) → Ω(D)

por ϕ(f) = fω. Tenemos que ϕ es un isomorfismo, que prueba (1). Las afirmaciones (2)

y (3) se siguen ya inmediatamente. ¥
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