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Tarea 5: Continuidad: Algunos ejercicios interesantes

1. Sean f : R - Ry ¢g : R — R funciones continuas tales que f|o = glo (es decir,
f(z) = g(z) para todo z € Q). Demuestra que f = g (es decir, que f(z) = g(x) para
todo x € R).

2. Una funcién f : R” — R™ es homogénea si f(tz) =tf(z) paratodot € Ry x € R"™
Decimos que f es aditiva si f(z +vy) = f(z) + f(y) para todo x,y € R™. Decimos que
f es lineal si es ambos homogénea y aditiva.

Demuestra que si f : R®™ — R™ es lineal, entonces es continua. (Pista: Maneja con las
componentes. Considera rectdngulos en el dominio y bolas en el codominio.)
3. a) Demuestra que si f: R — R es homogénea, entonces es lineal.

b) Demuestra que si f: R — R es aditiva y continua, entonces es lineal.
(Pista: Determina el comportamiento de f sobre Q y usa el ejercicio (1).)

todo-z-cR-tal-quex—~—= (La pista original es incorrecta: hay que usar una base

de Hamel en la construccién.)

4. Sea f : X — Y una funcién entre espacios topoldgicos. Decimos que f es continua
en el punto € X si para cada vecindad V' C Y de f(x), hay una vecindad U de
r € X tal que U C f~1(V) (es decir, f(U) C V).

a) Demuestra que f: X — Y es continua si y sélo si es continua en todos los puntos
de X.

b) Demuestra que una funcién f : A — R™, donde A C R", es continua en el punto
x € A siy sélo si cumple la siguiente condicion: para cada ¢ > 0, hay 6 > 0 tal
que ||f(y) — f(x)|| < € para todo y € A tal que ||y — z|| <.

5. a) Sea f: A — R™ysea B C A. Demuestra que si f es continua, su restriccién
flB : B — R" es continua.

b) Construye un ejemplo (con demostracién) de un conjunto A C R, un subconjunto
infinito B C A y una funcién f : A — R tal que f no es continua en ningiin punto
de A pero su restricciéon f|p : B — R es continua.

6. Define f : [0,1] — R por:

f) = 0 z€[0,1\Q
() = 1/¢ 2 =" dondep,q € 72" en términos reducidos

Demuestra que f es continua en todos los puntos en [0, 1]\Q pero discontinua en todos
los puntos en [0, 1] N Q.
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7. Decimos que una funcién f : R™ — R™ es Lipschitz si hay K > 0 tal que

1f () = FW)ll < Kllz = yll.

para todo z,y € R™. Demuestra que si una funcién es Lipschitz, entonces también es
uniformamente continua.

8. Da un ejemplo (con demostracién) de una funcién f : R — R que es acotada y continua
pero no es uniformamente continua. (Pista: Primero construye una funcién continua
y acotada que no es Lipschitz. Tal vez tu funcién no es Lipschitz por su mal com-
portamiento en un solo punto del dominio. Para que la funcién no sea uniformamente
continua, tendras que “compartir” el mal comportamiento sobre una infinitud de pun-
tos.)

9. Decimos que A C R"™ es un conjunto Gj si se puede escribir A como la interseccién
de una familia numerable de subconjuntos abiertos de R". Es decir, A es un conjunto
Gy si hay una familia numerable {C), } e,y de subconjuntos cerrados de R™ tal que

A= ﬁ Ch.
n=1

Sea f:R™ — R™ una funcion, y sea A C R" el conjunto de todos los puntos en que f
es continua. Demuestra que A es un conjunto Gs.



