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Lemas Metamatematicos

Hhooesr)

“...entre deux vérités du domaine réel, le chemin le plus

facile et le plus court passe bien souvent par le domaine

complexe.”

("...entre dos verdades del dominio real, la ruta mas facil
y mds corta pasa a menudo por el dominio complejo”)

—Jacques Hadamard

Dios creé la teoria de representaciones de grupos; todo
lo demas es obra del ser humano.

—Yo
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Las Series de Fourier

@ Ingeniero, matematico, revolucionario, asesor
cientifico en Egipto durante las guerras
Napolednicas.

@ Resolvié una ecuacién de calor para cuerpos
sélidos.

@ Afirmé que “todas las funciones”
f :]0,1] — R, ya sean continuas o
discontinuas, admiten una serie convergente:

Jean-Baptiste

Joseph Fourier s
(1768-1830) f(x)=bo+ kz (ak sen(2mkx) + by cos(2mkx))
=1

@ No es cierto en general: hay muchas funciones
para las cuales la serie no converge.
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Las Series de Fourier

Teorema

Sea f : [0,1] — R wna funcién continua tal que " existe sobre
[0,1] y f(0) = f(1), entonces existen nimeros tnicos {ay}tk>1 C R
y {bk} k>0 tal que

f(x) = bo+ Z ay sen(2mwkx) + by cos(2mkx)
k=1

para todo x € [0,1]. Ademds, se tiene que

1 o0 o0
/ FOOPdx = 3 [ + 3 [
0 =il k=0
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Las Sumas Finitas de Fourier

i Qué pasa si tomamos una funcién

f:{o,l,...,n_l}—HR{?
n n

Ejemplo: Tomar n muestras discretas de un sonido que dura un
segundo.
Ejemplo con n = 8:
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Las Sumas Finitas de Fourier

Teorema

Sea

f:{O,l,...,n_l}—HR
n n

una funcion. Entonces existen nimeros tnicos ai, ap, . . .
y by, b1, ..., bLn;1J tales que
2

1251] 15)
f(x) = Z ay sen (2mkx) + Z by cos (2mkx)

k=1 k=0

1 n—l}'

PR E I s

para todo x € {0

,aLgJ eR

iQué feo!
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Las Sumas Finitas de Fourier

Equivalentamente, podemos considerar funciones
f:{0,1,...,n—1} = R.

Ejemplo con n = 8:
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Las Sumas Finitas de Fourier

Con la conversién i — ﬁ tenemos otra versién de las sumas de
Fourier:

Sea
f:{0,1,....n—1} - R
una funcion. Entonces nimeros tnicos ai, az, . . ., ajz) € Ry

bo,b]_,...,bl_nT—lJ tales que

1551

f(x)= > aksen (kx) Zbk cos <kx>

k=1

para todo x € {0,1,...,n—1}.
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Las Buenas Ondas

Para n = 8, las funciones x — cos (& kx) para k =0, ..., 7 son:

T}

li

m

H)K,H

O

s

‘HHHHUH

-

Vemos que

Ll

27 2w
kx| = Z(n—k
cos< 5 x) cos< 5 (n—k)x
Entonces nada mas necesitamos las funciones con kK =0,1,2, 3, 4.
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Las Buenas Ondas

Para n = 8, las funciones x > sen (%’kx) para k=0,...,7 son:

/1

I :

HHHHHH

Vemos que

sen (

2
ill kx

8

) — (2;(”_ k)x)

Entonces nada mas necesitamos las funciones con kK = 1,2, 3.
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iExigimos mas belleza en nuestras teorias matematicas!
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Recordatorio de Nimeros Complejos

e C:={a+ibla,beR}

o |a+ ib|?:=a%+ b? (si a,b € R)

@ atib=a—ib(siabcR)

@ Re(a+ ib) := a; Im(a+ib) = b (si a,b € R)

e’ =cosb+isenb (si b€ R)
|eib’ — 1 mA

; e"’=cos g +ising

e +1=0
el(x+2mn) — o (sj x € Ry n € N) b e
o et =cosb—isenb=e"" (si b R). uyl‘g

(Imagen de
Wikipedia)

® 6 o6 o
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Grupo Ciclico

Definimos el grupo
Zn:=17/nZ ={[0],[1],...,[n—1]}

donde [k] = {n € N|n= k (mod n)} para k € N.
Se tiene que:[k] = [k — n] = [k + n], ... Se define la adicién por

[K] + [m] = [k + m]
para todo [k],[m] € Z,. En particular:

K=K =4
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Las Funciones

En vez de considerar funciones
f:{0,1,...,n—1} > R,
vamos a considerar el espacio
C(Zp) :=A{f:Z,— C}

de funciones complejas sobre el grupo Z,,.
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Las Funciones

C(Zy,) es un espacio vectoral sobre C. Para f,g € C(Z,) y X € C,
definimos

(f +2g)(x) = f(x) + Ag(x)

para x € Zp.
Ademas tiene pruducto interno:

n—1

(f.g) == f(IkDe([k]) € C,

k=0

donde f,g € C(Zy), y definimos

IFll = VT A =

n—1
D IF(R)P
k=0
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El Producto Interno: Un Recordatorio

El producto interno satisface las propiedades:
o (\f +g,h) =X, h)+ (g, h)
o (f,\g+h)=Xf,g)+(f,h)
o (f,f)>0,y(f,fy=0siysolosi f=0
o (f.g) = (g, 1)

donde f,g,he C(Z,) y A € C.

Matthew Dawson (CIMAT) Anilisis de Fourier Discreto



Una Base Ortonormal

Para cada [K] € Z, definimos la funcién dp) € C(Z) por:

- {3 S0
Si f € C(Zp), tenemos que:

n—1

F(]) =D F(xDop (D).

x=0

Es decir:

n—1
f= Z f([x1)d1q
x=0
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Una Base Ortonormal

Las funciones d) € C(Zs)

1 1 1 1

0.5 - 05 0.5 - 05

ot — - — - - — — op— H — - — - - = of— -4 - — — — — o — — — - - - =
—0.51 - =05 —0.51 - =05

B T T T R B T B R R TR - R TR R T
. , ' ,

0] s 0| s

S I S N N
=051 - =05 0.5 - =05
B I
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Una Base Ortonormal

_J 1 si[k] =[x
i) ={ o 5170
@ {0x|x € Z,} es base ortonormal para C(Zp).
@ Nos da informacién espacial.

@ Queremos una base que nos dé informacién de frecuencias.

Matthew Dawson (CIMAT) Anilisis de Fourier Discreto



= (Un Toro)
E/ toro de dimensién uno es el subconjunto

T={zeC||z|=1} CC
Observen que:
e 1€T.
o Si z,w €T, entonces zw € T.

@ SizeT, entonces z 1 =z € T.

Entonces T es un grupo bajo la multiplicacién de nimeros
complejos.
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Caracteres

Definicidon

Sea G un grupo. Un caracter de G us un homomorfismo
x:G—T.

Example: G = Z,. Un caracter de Z, es una funcién x : Z, — C
tal que

X([K] + [m]) = x([&])x([m])
para todo [k], [m] € Z,.
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Ejemplos de Caracteres

Para [k] € Zj, definimos X[y : Zn — T por:

2mi g
Xk ([x]) = e ™
Entonces
@ X[ estd bien definida:
e%kx — e%k(x+n) — e%(ker)x

para todo n,m € N.

o Xpu([x] + [¥]) = &7 KOt = e Tk —

@ Por ende, x|« es un caracter de Zj.

i (KD xp (D)
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Visualizacion de Caracteres de Zg

Para Zs, los caracteres x|, . - . X[7] son:
\T%/

—
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Visualizacion de Caracteres de Zg

Para Zs, los caracteres x|, . - . X[7] son:

f1o 10
los los
%no %no
-05 05
-1.0 1.0
10 10
24 05 — 05
[ 00 [ 00
2 T 2 T
3, -05 3y 05
5 > 6
6 7 -10 7 -10
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Ortogonalidad de Caracteres

Teorema

Six,p € C(Zy) son caracteres de Z,, entonces

| n six=p

|

Demostracién

Sea x : Zp — T un caracter. Entonces |x([k])| = 1 para todo
[k] € Z,, y se sigue que:

n—1

Zx([k] X([KD) Z!x[k])\z Si=n.

k=1

Matthew Dawson (CIMAT) Anilisis de Fourier Discreto



Ortogonalidad de Caracteres

Demostracién (Cont.)

Supongamos que hay [h] € Z, tal que x([h]) # p([h]). Entonces

ZX [KDo([K])

n—1
= 3" (K] + [M)p(TKT + [A)
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Ortogonalidad de Caracteres

Demostracién (Cont.)

Entonces ([h])
X
X = — i VG P,
O p) p([h])< )
pero ’p‘(([[z]])) # 1. Entonces
(x,p) = 0.
]
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Una Base Ortonormal

@ Ya tenemos distintos caracteres X[o], X[1]s - - - s X[n—1]-
e dim¢c C(Z,) =8

n silk]=[m
® (XK} X[m]) = { 0 si {k} # {m}

@ Por lo tanto,

1 1
{\/EX[O]’ sy \/EX[n—l]}

es una base ortonormal para C(Z,).
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La Transformada de Fourier Discreta (DFT)

Si f € C(Zp), entonces:

n—1

— 1 1
f:k:O f, ﬁX[k] %X[k]

Definition
Si f € C(Zy), definimos f € C(Zy) por:

RO = (. o)

para [k] € Zp.
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Propiedades de la Transformada de Fourier Discreta (DFT)

Si f € C(Zn)y [k] € Zn, entonces

n—1

() = — SIS

n
k=0

pero
n—1

= X —2T7rka
f([K]) = f 2 f([x])e
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Bonitas Simetrias

e El mapeo

C(Zn) — C(Zy)
fisf

es un isomorfismo lineal.

(F.8) = (f,g) (es decir la transformada de Fourier es unitaria)

7(I0) = F(- 1)

*]
® Om] = X[-m]
® X[m] = O[m]
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Las Funciones Con Valores Reales

Supongamos que f : Z, — R. Entonces

f([x]) = Re f

I (?([k])ezT’”kX)

n
k

_ \% k:o (Re?([k])cos <2:kx> — Im F([K]) sen <2:kx>>

Ya tenemos los senos y cosenos!

3
[
_ N—

Il
= o
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Un Mundo Con Solo Cosenos

iQué pasasi f : Z, — R es par (es decir, f([k]) = f(—[k]))? Pues,

n—1 )
Im 7 ([k]) = \% S iIm (f([k])e’%’“)
x=0

_ \% XZ;:: F([K]) sen (-fm)
- jﬁgf([—knsen (% -10x)

n—1

= \% Z f([k]) sen (2:kx>
x=0

= —Im f[4]

Entonces Im ?[k] = 0!
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Un Mundo Con Solo Cosenos

iQué pasasi f : Z, — R es par (es decir, f([k]) = f(—[k]))? Pues,

n—1

() = = S 7 os (k)

pero
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Como Fabricar Una Funcién Par

Dada cualquier funcién f : Z, — R, se puede construir una funcién
par f : Zop—2 — R asi: (para 0 < m < 2n—2)

7 _J f((m]) si0<m<n-—1
f([m])_{ fq2n—2)—m]) sin<m<2n-2

Ejemplo donde f : Zg — R, e Z1s — R:

10 |-

0 0ol 1. 000000 |

1 O ]

O 0B W e 6 W

O W BB W66 § B 000 a2 s
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La Transformada Discreta Del Coseno (DCT)

Entonces, si 0 < x < n—1, tenemos:

2n—-3
(1) = F(lx]) = \/217_Zf[k] ( 2 2kx>

donde

1 2n—-3

([ )= J2n 2 Xz(:) f([x]) cos (2n2i 2kx>

s (FOD + (D) (= 1D+

+2:Zj F([x]) cos <2n2f 2kx>>
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La Transformada Discreta Del Coseno (DCT)

De hecho, tenemos, para 0 < x < n—1:

~

() =y (710D + (-2 (00 - 1+

+2:Z:j?([k]) cos ( 2n2f 2kx>>

donde

T (A0 + (1A =1+

+2§ £([]) cos (2n2f 2kx>>

para0 < k<n-—1.

F(IK]) =
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Base de Cosenos Para C(Zg)

Las funciones [x] — cos (32X kx) para 0 < k < 7:

'HHHHHHHH'HHHDDHHHHHDHHDHH:HDHHHHDH

(O O R O] o uoR B W e e o mo@oB W Ee

o W B oW Eoe |

o [ o2 B [oBlole [ [t i & R T B G U] o [WoRoE Bl [ A & I T ) R U ]
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Datos Dos-Dimensionales

Considera el grupo Z,, X Z,, donde n,n € N y el espacio vectorial:
C(ZnxZm)=Af:Zpn*xXZm— C}

Le damos el producto interno:

n—1m-1

(f.g)=>_ > (Ul (KDl [k])

j=0 k=0

Ejemplo: Imagen 2D con n x m pixeles.
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Datos Dos-Dimensionales

Para ([j],[k]) € Zp X Zp,, definimos un caracter
X([K],[m]) * Zin X iy — T por:

27 ; 27

X (X [y]) = e Xem &
Otra vez,

, , _Jonm siji=jyk =k
<MMMWMMMW—{O S j Ao 0 ki % ko
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DFT Dos-Dimensional

Definimos una transformada lineal
C(Zn % ZLm) — C(Zn % ZLm)
fis f
por:

(L. [K]) =

(Fo X))

5

nm
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DFT Dos-Dimensional

Sif e C(Zn)y [k] € Zn, entonces

1 n—1m-1 - .
(. 1) = (], [K)eF e st
’ \/ﬁ Jj=0 kz_(:)
pero
?(D] [k]) = 1 nz_:lmz_:lf([x] [v]e —Eix g tky
’ Vam 2 2
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DCT Dos-Dimensional

Se puede mostrar que las funciones:

(1 ) <05 (5 ) cos (55

donde 0 <j<n—1y0< k< m-—1, forman una base ortogonal
para C(Zp X Zm).
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Base de Cosenos Para C(Zg x Zsg)

Las funciones ([x], [y]) — cos (23 jx) cos (23 ky) para 0 < j, k < T:

(Fuente: Wikipedia)
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JPEG

Los archivos JPEG hacen lo siguiente:

Dividimos la imagen en bloques de pixels 8 x 8.

Para cada bloque 8 x 8, tenemos funciones
ferdes frojm fazul © Zg X Zg — R de intensidad.

Para cada funcién de intensidad, calculamos la DCT.

Echamos los datos que corresponden a altas frequencias
(segin un algoritmo).

Aplicamos el inverso de la DCT.

Suposicién: que las altas frequencias no aportan mucho a la
imagen.

Los contrastes contundentes se pueden borrar un poco.
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Mas Alla

Las mismas ideas se puede aplicar a:
@ Archivos mp3.

Grupos no abelians.

°

@ Grupos de Lie.

@ Ecuaciones diferenciales parciales.
°

La fisica cudntica.
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