Convergencia de Variables Aleatorias

5.1. Funciones Generadoras de Momentos

Dada una variable aleatoria X, o su funcién de distribucién F', vamos a definir otra funcién generadora,
como
Mx (t) = E(e™Y).

siempre que este valor esperado exista.

Notemos que cuando X toma valores en los enteros no-negativos, Mx (t) = ¢x(et), donde ¢x es la
f.g.p. de la variable X. Si X estd acotada, My estd bien definida para todo t real; en cambio, si X no estd
acotada, es posible que el dominio de M no sea el conjunto de todos los reales. En todo caso, p siempre
estd definida en cero, y M(0) = 1.

Es posible demostrar que si la f.g.m. de la v.a. X existe en un entorno de 0, entonces para todo k > 0,

E(IX¥) < oco.
Mas atn, la serie
ix > thk > tk k
Mx(t) =E(™)=E(1+ ) 5 ):1+ZHE(X) (5.1)
k=1 n=1

es convergente y se puede derivar término a término. Obtenemos
My (0) = B(X); Mx(0) = E(X?)
y en general
k
My (0) = E(x*).
Es por esta ultima propiedad que esta funcién se conoce como funcién generadora de momentos (f.g.m.).

Ejemplos 5.1
1. Si X ~U(a,b), su densidad es f(z) =1/(b—a) paraa<z <by

b tx tb ta
e e’ —e
M(t) = dxr = 2

®) /a b—a" t(b—a) (5:2)

En el caso particular de la distribucién uniforme en (0, 1) tenemos M (t) = (et — 1)/t.
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Si queremos derivar (5.2) para hallar los momentos de esta distribucién, tenemos que aplicar la
regla de L’Hopital repetidas veces. Una alternativa es usar el desarrollo de la funciéon exponencial
en serie de potencias y juntar los términos de igual orden, apoyandonos en la existencia de la f.g.m.:

1 t ta 1 = (tb)" - (ta)"
M(t):t(b_a)(eb_e ):t(b_a><1+nz—:1n!_1_7; n! )
1 N i
= 5 (0 )

n=1

Este es el desarrollo de MacLaurin para M (¢) en 0 y por lo tanto, necesariamente,

k+1 _ k+1 E+1 _ k1
M®) () = BT et O —att (5.3)
(k+1)! b—a (k+1)(b—a)
Vemos que
b? — a? a+b
MI = =
©0) 2(b—a) 2
mientras que
b3 —ad a+ ab + b?
M// O — —
) 3(b—a) 3
y un célculo sencillo muestra que
2
Var(X) = B(X?) — (B(X))? = Eb) .

. Si X ~ Bin(n,p) veamos que M(t) = (pe! + 1 —p)™): Un cdlculo directo muestra que

n

M) = ¢ (’;)p" (1=p)"™ = (pe' +1-p)",

=0

Otra manera de obtener este resultado es recordar que ¢x(s) = (ps + ¢)™ y utilizar
Mx(t) = ¢x(e") = (pe’ +q)"
Derivando es facil obtener que

E(X) = M'(0

)=
y en consecuencia Var(X) = E(X?) — (E ( ))? = npq.
<

. Si X ~ Exp(N), es decir, si P(X
t< A

El resultado se obtiene a partir del calculo

np E(X?) = M"(0) = npq + (np)*

x) =1—e*, para x > 0, entonces M(t) = A\/(\ — t) para

e(tf)\):r o0

t—A

A
TA—t

M (t) :/ e A et dy = \
0

0

Observamos que en este caso, M (t) no estd definida si ¢t > A\. Para t < A
A1 i (t)k
A—t  1-1 A
k=0
y usando la ecuacién (5.1) obtenemos los momentos de X:

E(X") = \7*k!, k> 1.
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1 v :
4. Si X ~N(0,1), es decir, si P(X <z) = 5 / e~ /2dz, entonces M(t) = et*/2.
T J—c0

=

Calculemos

(I o 1> .
M(t) = \/ﬂ/ et €7x2/2d1’ _ E/ e*%(l’*t)Q 6t2/2dx _ etz/z

ya que ffooo \/%e_%(m_t)zdx = 1 puesto que el integrando es la densidad de una variable aleatoria

con distribucién N (¢, 1)

Recordando el desarrollo en serie de potencias de la funcién exponencial obtenemos

= 2 (2n)! 2
M(t) = et’/2 = —
() =e n; 22np) n; 22nq! (2n)!
Comparando con (5.1) obtenemos que los momentos de X ~ N(0,1) estdn dados por
B(X™) = { n|0 e S% n es impar,
W2 si m es par.

5. Sea X una variable aleatoria con distribucién de Pareto de indice a > 0, con densidad dada por
Q@
f(z) = ~iya Paraz> 1

y 0 en otro caso. Es facil ver que esta variable no tiene f.g.m. ya que

. ae
lim —— = o0
r—o00 plto

y por lo tanto la integral que define la f.g.m.

> xT >~ o T
/1 f(x)et dxz/1 x1+a6t dx

no converge.
A

El dltimo ejemplo que hemos visto muestra que no siempre existe la f.g.m. Una condicién necesaria
para su existencia es que la variable X tenga momentos finitos de todos los 6rdenes, pero esta condicién
no es suficiente

Sea X una v.a. con f.g.m. Mx y sea Y = aX + b una transformacion lineal de X, entonces
My (t) = B(e!Y) = E(e@X+b)) = B(e!*Xet?) = e E(e!X) = e Mx (at) (5.4)

Ejemplo 5.2
Si X ~ N(0,1) sabemos que Y = 0 X + p ~ N(p,0?). Por (5.4)

My (t) = e Mx (ot) = exp(ut + (ot)?/2).
A

Observacion 5.1 Por la forma en la cual hemos definido la funcién generadora de momentos, cuando
las f.g.m. de dos variables aleatorias X;, X5 coinciden para todos los valores de t en un entorno de t = 0,
entonces las distribuciones de probabilidad de X; y X5 deben ser idénticas. Este resultado lo enunciamos
en el préximo teorema, sin demostraciéon
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Teorema 5.1 Si X tiene funcion generadora de momentos M(t) que estd definida en un entorno (—a,a)
de 0, entonces M (t) caracteriza a la distribucion de X, es decir, si otra variable Y tiene la misma funcion
generadora de momentos, las distribuciones de X eY coinciden.

Si X, Y son v.a.i. con f.g.m. respectivas M, y My que existen en un dominio comin [t| < d entonces
la f.g.m. de la suma X + Y estd dada por

My sy (t) = E[et3+)] = B[eXetY] = E[e!X] EletY] = Mx () My (t) (5.5)

para [t| < d. Este resultado se extiende a la suma de n variables aleatorias independientes: Si S,, =
Xy 4+ X,

n

Mg, (t) = H E(e!X) = H Mx, (t).

Ejemplo 5.3
Consideremos n v.a.i. con distribucién de Poisson de parametros \;, respectivamente. Tenemos

v =N
My, (t) = E(e!Xi) = Ze“‘k—’!e i
k=0
P - (Aiet)k
=)

k=0

_ e/\1(€ 1)

En consecuencia

Ms, (t) = [] Mx, (8) = [[ M0 = eEimXiler=1)
' i=1

y por el teorema 5.1 vemos que S,, tiene distribucién de Poisson de pardmetro > | A;.

5.1.1. Teorema de Continuidad

La funcién generadora de momentos resulta particularmente 1til cuando consideramos sucesiones de
variables aleatorias, como lo muestra el siguiente teorema que enunciamos sin demostracion.

Teorema 5.2 (de Continuidad) Sea F,,(x), n > 1 una sucesion de f.d. con funciones generadores de
momento respectivas My(t), n > 1, que estdn definidas para |t| < b. Supongamos que cuando n — oo,
M, (t) = M(t) para |t| < a < b, donde M(t) es la funcién generadora de momentos de la distribucidn
F(z). Entonces F,(x) — F(z) cuando n — oo para todo punto x en el cual F es continua.
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Ejemplo 5.4
Sea Y;, una v.a. con distribucién uniforme en los enteros {1,2,...,n}. Hallemos la f.g.m. de Y}, /n:

1
Mn(t) — E[etY”/”] — E(et/" + e2t/n TS ent/n)
1 (et/n _ e(n+1)t/n)

n 1—et/n

_1( 1—¢t )
T nl\et/n—1
1—et
t— g+ g
1—et
%

t

cuando n — oo,

que es la f.g.m. de una distribucién uniforme en (0,1). Por lo tanto, para 0 < x <1

donde U tiene distribucién U(0, 1). A

Ejemplo 5.5
Sea Y,, una v.a. con distribucién geométrica con pardmetro p = A\/n. La f.g.p. de esta variables estd dada
por

Py, (s) = Z ¢"'p b

— T1- qs
La f.g.p. de ¥,,/n es
psl/n

6als) = B/ ) = B((s"/")) = oy, (/) = 7225

Recordemos que si la f.g.p. de X es ¢x(s) entonces la f.g.m. estd dada por M(t) = ¢x(e!). Por lo
tanto, la f.g.m. de Y,,/n estd dada por

t/n
pe
My (t) = ¢n(e') = 1— get/n

= %et/”(l -(1- %)et/”)_l

Recordemos que ¢* = 1+ x + O(2?) cuando x — 0. Desarrollando las exponenciales en la expresion
anterior

1+
(

A

>
|
~

que es la f.g.m. de una variable exponencial con pardmetro A. Por lo tanto

X
P(—n gx) N
n

para z > 0. A
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Veamos una aplicacién del teorema anterior para demostrar el Teorema de de Moivre y Laplace.

Teorema 5.3 (de Moivre-Laplace) Sea S,, ~ Bin(n,p) paran >1 y q=1— p. Definimos

_ Sn — np
~ (npg)'/2

Entonces para todo x € R,

xT
ie_””z/zalm.
s

P(T,<z)— ®(x)= /

— 00

Demostracion. Recordemos que S, es la suma de n v.a.i. con distribucién de Bernoulli de pardmetro p:
S, = Z? X;. Usamos esto para calcular la funciéon generadora de momentos de T;,.

™) =5 [on (i) < o (B
B mp (Ba] :E [exo ()]
= (5o (o))
= (v o (Fosb) +aem (555)) " (5.6)

Ahora hacemos un desarrollo de Taylor para las dos exponenciales que aparecen en esta ltima expresiéon
para obtener

t(1—p) ) ( qt ¢t Cig’t?
22PN y(h ) 5.7
per ((npq)l/ 2) P Gapg) 7 T 2npg T Bi(npg)7? (57
—pt ) ( pt Pt Cop’t? )
- — — ). 5.8
T ((HPQ)I/ 2 () 2 2npg  3l(npa)? (58)
La suma de estas dos expresiones nos da 1 + % + O(n=3/?) y sustituyendo en (5.6) obtenemos
tT, t* —3/2\\" t2/2
Ee™)=(1+-—4+0n77)" —e
2n
que es la f.g.m. de la distribucién normal tipica. |
5.1.2. Sumas de Variables Aleatorias y F.G.M.
Recordemos que si X es una v.a. con valores en los enteros no negativos 0,1, 2, ... definimos la funcién

generadora de probabilidad de X por
dx(s) =B(sX) =Y s*P(X = k).
k=0

Si tenemos ahora una sucesién de v.a.i. X; con la misma distribuciéon que X y otra v.a. IV, independiente
de ellas y con valores en 0,1,2,..., la f.g.p. de la suma aleatoria T' = Zf\il X;, donde la suma vale 0 si
N =0, tiene f.g.m. dada por

¢1(s) = E(s7) = dn(ex(s)),

es decir, es la composicion de las f.g.p. de N y X.
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Supongamos ahora que X tiene distribucién con f.g.m. Mx (t) = E(e!X) y consideramos, al igual que
antes, la suma aleatoria T = Ziil X; con la misma convencién de que T' =0 si N = 0. ;Cual es ahora
la f.g.m. de T'? Tenemos

MT(t) — E(etT) _ E(eth’ Xi)

que es un resultado similar al anterior, cambiando la f.g.p. de X por la f.g.m.

Ejemplo 5.6
Supongamos que X; tiene distribucién exponencial de parametro A y N es geométrica con pardmetro p.
Hemos visto que

My() =52 v el =

1—gs

Usando el resultado que acabamos de demostrar obtenemos

pMx(t) PA PA
M — = = .
r(t) 1—gMx(t) A—t—g\ pr—t

Esta ltima expresion corresponde a una distribucién exponencial de pardmetro pA.Observamos que la
suma de un numero fijo de variables exponenciales tiene distribucién Gamma.

5.1.3. Procesos de Ramificacion

Consideremos una particula (neutrones, bacterias, virus informdtico, etc.) que puede generar nuevas
particulas del mismo tipo. El grupo inicial de individuos pertenece a la generacién 0 y suponemos que
cada individuo produce una cantidad aleatoria £ de descendientes con distribuciéon de probabilidad

Pé=k =p,, k=0,1,2,... (5.9)

donde p > 0, >, pr = 1. Suponemos que todos los individuos actian de manera independiente, que
todos viven el mismo periodo de tiempo y todos siguen la misma ley P dada por (5.9) para generar
su descendencia (ver figura 5.1). El proceso (X,)n>1 donde X, representa el tamano de la n-ésima
generacién, es una cadena de Markov y se conoce como un proceso de ramificacion.
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Xo=1
0
1
2
® 3
° ° 4
Figura 5.1

El espacio de estados de esta cadena es {0,1,2,...} donde 0 es un estado absorbente. Por otro lado,
si X,, =k, los k miembros de esta generacién producen

G +&+ - +& =Xnn (5.10)
descendientes, que forman la siguiente generaciéon de modo que
Pej =P+ &+ + & =j[Xn = k). (5.11)

Si una particula produce £ = 0 descendientes, lo interpretamos como que la particula muere o desapare-
ce. Puede ocurrir que luego de varias generaciones todos los descendientes de la particula inicial hayan
muerto o desaparecido. Decimos entonces que todos los descendientes de la particula inicial se extinguie-
ron. Un problema interesante es calcular la probabilidad de extincién U, de un proceso de ramificacién
que comienza con una sola particula. Una vez que resolvamos este problema, podemos hallar la proba-
bilidad de que una cadena que comienza con k particulas se extinga, pues como las particulas actian
independientemente, esta probabilidad es (Us)*.

Probabilidades de Extincion.

La poblacién se extingue cuando el tamafio de la poblacién es 0. El instante (aleatorio) de extincién
N es el primer indice n para el cual X,, = 0 y luego, obviamente, X; = 0 para todo & > N. 0 es un
estado absorbente y podemos calcular la probabilidad de extincién haciendo un anélisis de la primera
transicion. Llamemos

U, =P/ (N <n)=P/(X, =0) (5.12)

la probabilidad de extinciéon antes de n o en n. El iinico miembro inicial de la poblaciéon produce §§0) =k
descendientes. Por su parte, cada uno de estos descendientes generara una poblacion de descendientes y
cada una de estas lineas de descendencias debe desaparecer en n — 1 generaciones o antes.

Las k poblaciones generadas por el individuo inicial son independientes entre si y tienen las mismas
propiedades estadisticas que la poblacion inicial. Por lo tanto, la probabilidad de que una cualquiera de
ellas desaparezca en n — 1 generaciones es U, _1 por definicién, y la probabilidad de que las k subpobla-
ciones mueran en n — 1 generaciones es (Un,l)’~C , por independencia.

Por la ley de la probabilidad total

(oo}
Up=> peUn1)f,  n=12,... (5.13)
k=0
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©

con Uy =0y Uy = pg.

Recordemos que si £ es una v.a. con valores enteros positivos y distribucién de probabilidad P(§ =
k) = pr, k = 0,1,..., la funcién generadora de probabilidad (f.g.p.) ¢(s) asociada a la v.a. £ (o
equivalentemente a su distribucién (pg)) se define por

¢(s) =E[s] =) s"p, 0<s<1 (5.14)
k=0
Podemos ahora escribir la relacién (5.13) en términos de la funcién generadora:
Un = pe(Un-1)" = ¢(Upn_1) (5.15)
k=0

es decir, si conocemos la funcién generadora de probabilidades ¢(s), podemos calcular iterativamente las
probabilidades de extincién U,, comenzando con Uy = 0: Uy = ¢(Uy) = ¢(0), Uz = ¢(Uy), ete.

Ejemplo 5.7
En esta poblacién un individuo no tiene descendientes con probabilidad 1/4 o tiene dos descendientes
con probabilidad 3/4. La relacién recursiva (5.13) es en este caso

2
U, = 1+ S(Unfl) '
4
A
o(s)
1
Uz = ¢(Uy)
Ur = ¢(0)
s
Up=0 U Uy 1
Figura 5.2

La funcién generadora es

1 3 1+3s?
s)=E[sf]=1--4+s>-Z =
y vemos que U, = ¢(U,—1). Representamos esta funcién en la Figura 5.2. Podemos ver que las probabi-
lidades de extincién convergen de manera creciente a la menor solucién de la ecuacién u = ¢(u).

Esto también ocurre en el caso general: Si Uy, es la menor solucién de la ecuacién u = ¢(u), entonces
U es la probabilidad de que la poblacion se extinga en algiin momento finito. La alternativa es que la
poblacién exista indefinidamente, lo que ocurre con probabilidad 1 — U..

En el ejemplo que estamos considerando, la ecuacién u = ¢(u) es

1 3,

u:1+1u’

con soluciones 1 y 1/3, y la menor solucién es 1/3. A
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Puede ocurrir que Uy, = 1, en cuyo caso es seguro que la poblacién desaparece en algin momento.

Ejemplo 5.8
Si las probabilidades son ahora pg = 3/4 y pa = 1/4, la funcién generadora es

3 1,
La ecuacién u = ¢(u) es ahora
R
u= g+ qu

con soluciones 1 y 3. Como la menor solucién es 1, Uy, = 1.

é(s)
1
Us = ¢(Un)
Ui = ¢(0)
Uy =0 U, U, 1 5

Figura 5.3
A

Para determinar en cudl caso nos encontramos hay que ver si la curva de la funcién generadora ¢(s)
cruza la recta y = x por debajo de 1, y esto se puede determinar por la pendiente de ¢ en 1:
d(s)
¢(1) = —B(¢) = u.

ds |,

En el razonamiento que sigue usaremos el hecho de que si p, > 0 para algin k > 1, la f.g.p. correspondiente
es estrictamente convexa en [0, 1]. Esto es consecuencia de que ¢ es una serie de potencias con coeficientes
positivos.

» Si0 < p <1 entonces ¢(t) > t, para todo t € [0,1). Para probarlo, definimos una funcién g(t) =
¢(t) —t, esta funcidn satisface que g(0) = ¢(0), g(1) = 0y es estrictamente decreciente puesto que su
derivada ¢'(t) = ¢'(t) — 1 es estrictamente negativa, y esto se debe al hecho que ¢’ es estrictamente
creciente y ¢'(1) = pu < 1. Entonces, g(t) > 0, para 0 < ¢ < 1. En particular, la ecuacién ¢(t) = ¢,
no tiene raices en (0, 1).

» Sip > 1, entonces la ecuacion ¢(t) = t tiene una unica solucion en [0,1). Esto implica que
limy41 ¢'(t) = ¢'(1) = p > 1. Por continuidad existe un ¢ty < 1, tal que ¢'(¢) > 1 para todo
to <t <1, por el teorema del valor intermedio vemos que

(1) — o(to) 1 —(to)

% - i — o't > 1, para algin t’ € (¢, 1),

de donde sigue que g(tg) = ¢(to) — to < 0, y puesto que g es continua y g(0) = P(£ = 0) > 0,
podemos afirmar que existe un 0 < n < 1 con g(n) = 0. Por la convexidad estricta de ¢ es claro que
g no puede tener ninguna otra raiz en (n,1), ni en (0, 7).
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Sea n la raiz més pequena de la ecuacién ¢(t) = t, en [0, 1]. Los hechos anteriores implican que esta
solucién existe y ademas: st u < 1, entonces n=1; si u > 1, entonces n < 1.
Tenemos entonces
¢'(1) <1 no hay cruce U =1,
¢'(1)>1 hay cruce Us < 1.

Pero hemos visto que ¢'(1) = E[¢] y por lo tanto,

El¢ <1 = U =1,
E[¢] > 1 = Us < 1.

El caso limite corresponde a E[¢] = 1, donde E[X,|X; = 1] = 1 para todo n, de modo que el tamafo
promedio de la poblacion es constante pero la poblacién desaparece con seguridad, a menos que la varianza
sea 0, es decir, que con probabilidad 1 todo individuo tenga exactamente un descendiente, en cuyo caso
la poblacién no se extingue nunca.

Ejemplo 5.9
Supongamos que el tamano de las familias se distribuye segiin una ley geométrica con parametro g,

P =k) =g, k>0, para algin p € (0,1).

Es facil de calcular la funcién generadora ¢,

oo
q _
$(s) =Y qs"p" = - |s| <p~".
n=0

La media vale u = %. Se puede verificar usando un argumento de induccién que la n-ésima composiciéon
de ¢ consigo misma puede ser escrita como

n—(n—1)s

nFI—ns si p=¢=1/2,
¢n(3) =
a[p" =" —ps" - q" )] Pt
pn+1 _ qn+1 —ps(p" _ qn>

;Cudl es la probabilidad de extincién en este caso? Usaremos la forma explicita de ¢,, para responder
a esta pregunta. Recordemos que

ni—i—l si p=q=1/2,
P(X, =0)=¢,(0)= )
a\p_—4q ;
Pt _ gl sip#q,
por lo que al hacer n — oo, vemos que
1 sip <
lim P(X,=0)=4, . °=19
n—00 3 Sip>gq

Observemos que si para algin n > 1, X,, = 0 entonces X, 1, = 0, para todo k£ > 0. Es decir que la
poblacion se extingue en un tiempo anterior o igual a n. Tenemos que

P(extincién en un tiempo finito) = lim P(extincién antes del instante n)
n—oo

= lim P(X, =0)
n—oo

_J1 st p<g
N %, si p>q.
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Conclusién: La extincién ocurre con probabilidad 1, solamente en el caso en que p/q = p = E(X;) < 1;
esta condicién es bastante natural, puesto que E(X,,) = E(X;)" < 1, y es de esperarse que X,, = 0 tarde
0 temprano.

Veamos que el resultado de los ejercicios anteriores es consecuencia de un resultado més general.

Teorema 5.4 Si Xy =1 tenemos que

U = lim Pi(X,, = 0) = P(extincion en un tiempo finito) =,
n—oo
donde n es la menor solucién a la ecuacion, ¢(t) = t. Ademds, n = 1, si p < 1, (el caso subcritico) y
n <1, sip>1 (caso super-critico), mientras que en el caso en que u = 1, (el caso critico) n =1 si el
tamano de las familias tiene varianza estrictamente positiva.

Demostracién. Sea U,, = P;(X,, = 0). Sabemos que
U, = ¢(Up—1).

Es claro que {X,, =0} C {X,+1 = 0}, para todo n > 1, entonces U,, es una sucesién creciente y acotada;
en consecuencia el limite de U, existe y por la continuidad de ¢ debe de satisfacer

n= lim U, <1, n = o(n).
n—oo
Veamos ahora que si v es otra raiz positiva de la ecuacién, entonces < v. Dado que ¢ es una funcién
estrictamente creciente, tenemos que

Ur = ¢(0) < ¢(v) =v,

y se sigue que
Uz = ¢(Uh) < ¢(v) = v,

y por induccién se ve que U,, < v, para todo n > 1, y por lo tanto que n < v. En consecuencia, n es la
menor solucién de la ecuacién t = ¢(t).

Ya vimos que si g > 1 entonces la ecuacién ¢(t) = ¢, tiene una tinica solucién 7 en [0, 1), y de hecho la
otra solucién a la ecuacién es ¢ = 1. La menor solucién es 7 < 1. Por otro lado, en el caso en que pu < 1,
vimos que ¢(t) > ¢ para todo ¢t € [0,1), y es claro que ¢(1) = 1, por lo tanto la solucién positiva més
pequena a la ecuacién ¢(t) = ¢ es n = 1. En el caso especial en que p = 1, el caso critico, necesitamos
distinguir entre el caso en que o2 = 0, donde ¢(s) = s y por lo tanto = 0, y el caso o > 0, donde
¢(s) > s, s €[0,1) y por lo tanto n = 1. [

5.2. Convergencia de Variables Aleatorias

Hay varios modos de convergencia en la Teoria de Probabilidades. Vamos a considerar algunos de ellos
a continuacién. Sea X,,,n > 1 una sucesién de variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad
comun (Q, F, P) y sea X otra variable definida sobre este mismo espacio.

Definicién 5.1 La sucesién X, converge puntualmente a X si para todo w € {2 se cumple que

lim X, (w) = X(w).

n—oo

Notaciéon: X,, = X.
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Definicién 5.2 La sucesion X,, converge casi seqguramente o con probabilidad 1 a X si existe un conjunto
nulo N € F tal que para todo w ¢ N se cumple que

lim X, (w) = X(w).

n—oo

Notacién: X,, — X c.s. o ¢.p.1, o también X,, =5 X.

Definicién 5.3 La sucesién X, converge en probabilidad a X si dado cualquier € > 0 se tiene que

lim P(|X, — X|>e¢)=0.
n—oo

Notacién: X, L X.

Definicién 5.4 La sucesién X,, converge en LP, 1 <p < o0, a X si E[|X,|P] < ooy

lfim E[|X, — X|?] = 0.

n—oo
. L? .
Notacién: X,, — X o también X,, - X en LP.

Definicién 5.5 La sucesion X, converge en distribucion a X

lim Fyx, (x) = Fx(z), para todo z € C(Fx),

n—oo

donde C(Fx) es el conjunto de puntos de continuidad de Fx.

<z D .z . s D
Notaciéon: X,, — X. También usaremos la notacién X,, — Fx

Observacion 5.2

1. En la convergencia c.s., para cada w € Q consideramos si la sucesién de niimeros reales X, (w)
converge al nimero real X (w). Si esto ocurre para todo w fuera de un conjunto N de medida 0,
decimos que hay convergencia c.s.

2. La convergencia en L? se conoce usualmente como convergencia en media cuadrética.

3. En la definicién de convergencia en distribucién, las variables sélo aparecen a través de sus funciones
de distribucién. Por lo tanto las variables no tienen que estar definidas en un mismo espacio de
probabilidad.

4. Es posible demostrar que una funcién de distribucién tiene a lo sumo una cantidad numerable de
discontinuidades. Como consecuencia C(F'x ) es la recta real, excepto, posiblemente, por un conjunto
numerable de puntos.

5. Es posible demostrar que en cualquiera de estos modos de convergencia el limite es (esencialmente)
dnico.

Ejemplo 5.10
Sea X, ~ I'(n,n). Veamos que X, %51 cuando n — .

Observamos que E[X,,] = 1 mientras que Var[X] = 1/n. Usando la desigualdad de Chebyshev obte-
nemos que para todo £ > 0,

1
P(|Xn—X|>5)§?—>O cuando n — oo.
n
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Ejemplo 5.11
Sean X1, Xo,... v.a.l. con densidad comun

@) ax™® !, paraz>1,a>0,
) =
0, en otro caso.

y sea Y, = n-ta maxi<p<n Xk, 7 > 1. Demuestre que Y, converge en distribucién y determine la
distribucién limite.
Para resolver este problema vamos a calcular la f.d. comun:

F(z) = / ar ™ ldy=1—-2"*
1

siempre que = > 1 y vale 0 si no. Por lo tanto, para cualquier z > 1,
F = P( méx X, < aznt/®) = (F(zn'/*))"
v () = P(mdx X < anl/®) = (F(on'/=)

1 9 —a
= (1 — —)n —e " cuando n — oo.
nre

A

Ejemplo 5.12 (La Ley Débil de los Grandes Niimeros)
Esta es una versién débil de la LGN. Sean X, Xs,... v.a.i.i.d. con media p y varianza finita o2 y
pongamos S, = X1+ -+ X,, n > 1. La Ley (Débil) de los Grandes Nimeros dice que para todo £ > 0,

S
P(|=— —pu|>¢) =0 cuando n — oo,
n

es decir

Sn P
— — i cuando n — oo.
n

La prueba de esta proposicién sigue de la desigualdad de Chebyshev:

Sh o?
P(l— —pu|>¢) < — — 0 cuandon — oo.
n ne

Ejemplo 5.13 (Aproximacién de Poisson)
Sea X,, ~ Bin(n,2), entonces

X, 25 Pois(A)

Vemos esto
P(X, = k) = (Z) (%)k(l_ %)nfk _ n(n—l)..];;!(n—k—kl)(é)k(l_ é)nfk
n(n —1 n—k+1)\F Ayn—
R R

Si ahora hacemos n — oo la primera fraccién tiende a 1 porque k£ y A estan fijos, mientras que

lim (1 — i)n =e

n— o0 n

Por lo tanto
, —\ )\k
HILH;O PX,=k)=e T
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5.2.1. Relacién entre los Distintos Tipos de Convergencia

En esta seccion nos planteamos investigar la relacién entre los distintos tipos de convergencia que
hemos definido, y en particular exploramos la posibilidad de poder ordenar estos conceptos.
I. Convergencia c.s. implica Convergencia en Probabilidad.

Fijemos w € Q. Recordemos que la convergencia X,,(w) — X (w) quiere decir que para todo ¢ > 0
existe k = k(w) tal que si n > k se tiene que

| Xn(w) — X(w)] < e.

Es facil ver que, sin pérdida de generalidad, podemos tomar ¢ de la forma 1/r para r € N. Por lo tanto,
Xpn(w) = X (w) siy solo si para todo r € N existe k = k(w) tal que

n>kw) = [X,lw)-Xw)< % (5.16)

Como consecuencia tenemos que el conjunto de w € ) para los cuales la sucesién X,,(w) converge a
X (w) se puede expresar como

c=U N {w:Xnlw) - X(w)| < %} (5.17)
r=1k=1n=k

En efecto, si w € C entonces tiene que estar en todos los conjuntos que figuran en la primera inter-
seccién (para todo r), en alguno de los conjuntos de la unién (existe k) y en todos los conjuntos de la
segunda interseccién (para todo n > k) y la condicién que aparece en la definicién del conjunto entre
llaves es precisamente la desigualdad de la derecha en (5.16). Teniendo en cuenta que todas las funciones
son medibles, esto muestra que el conjunto C' es medible. La convergencia con probabilidad 1 dice que
P(C)=1.

Observamos que si P(Ny>1D;) = 1, necesariamente P(D,) = 1 para todo r > 1, pues si para algin
ro se tiene P(D,,) < 1 entonces, por monotonia de la probabilidad P,

P(Ny>1D,) < P(D,,) <1
lo cual es una contradicciéon. En consecuencia, para todo r
oo oo 1
P(U N {w: Xalw) - X@)| < -} =1
k=1n=k

Teniendo en cuenta que para r fijo, la sucesién de conjuntos N2, {w : | X, (w) — X (w)| < 1} es creciente
en k y usando de nuevo la monotonia de la probabilidad P tenemos

1=P(|J ) {w: 1 Xnw) - X ()| < %}) =P(lim (] {w:[Xn(w) - X(w)| < %})
n=~k

k— o0
k=1n=k

= lim P[] {w:|[Xn(w) - X(w)| < %})
n==k

k—o0

Este razonamiento demuestra que X,, == X cuando n — oo si y s6lo sf para todoe >0y 8,0 < < 1,
existe ng tal que, para todo n > ng

P((){1Xm - X|<e})>1-36 (5.18)

m>n
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o equivalentemente
P(|J{1Xm - X|>¢e}) <.

m>n
Como, para m > n,
{1 Xm =X >e}C |J {1 Xm - X[ >},

m>n

la sucesién también converge en probabilidad. El siguiente ejemplo muestra que el reciproco es falso.

Ejemplo 5.14

Sean X7, X, ... v.a.i. tales que
1 1
PX,=1)=1-- y PX,=n)=—-, n>1
n n
Claramente,
1
P(|X,—1>¢)=P(X,,=n)=— —0, cuando n — oo,
n

para todo € > 0, es decir,

P
X, — 1 cuando n — oo.

Veamos ahora que X, no converge c.s. a 1 cuando n — oo. Para todo € >0, § € (0,1) y N > n tenemos

PO (X~ X| <e}) = Ptm [ {IXm— X|<e})

m>n m=n+1
N
=lm P( (] {|Xn - X|<e}
m=n+1
N
= lim I PUxm-1<e)
m=n-+1
N N 1
= lim H P(X,,L:1):1ilxvn H (1—%)
m=n+1 m=n+1
; N m—1 ,n
=i I = =ty =0,
m=n+1

para cualquier n. Esto muestra que no existe ng para el cual (5.18) valga, y por lo tanto X,, no converge
c.s. a 1 cuando n — oo.

A

I1. Convergencia en L?P implica Convergencia en Probabilidad

Usando la desigualdad de Markov, para € > 0 fijo
1
P(X,—X|>¢e) < E—pEHXn—X\p] —0
cuando n — o0, lo que muestra la conclusién.

En este caso el reciproco tampoco es cierto. Para empezar, E[|X,, — X|] no tiene por qué existir, pero
aun si existe puede ocurrir que haya convergencia en probabilidad sin que haya convergencia en LP.
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Ejemplo 5.15
Sea a > 0y sea X1, Xs,... v.a. tales que

Como

1
P(|X,—-1>e)=P(X,,=n)= v — 0, cuando n — oo,

para todo £ > 0, tenemos que
P
X, — 1 cuando n — co.

Por otro lado

E[| X, —1P] =07 (1 — %) +|n— 1|pia = M7
n n n
de donde obtenemos que
0, para p < «,
E[|X, - 1] = {1, para p = a, (5.19)

+o00, parap > «,

L? . .
Esto muestra que X,, = 1 cuando n — o0 si p < a pero X,, no converge en LP si p > «. Por lo tanto,
convergencia en LP es més fuerte que convergencia en probabilidad. A
Observacion 5.3 Si o =1 y las variables son independientes, cuando n — oo

X, 21,

Xn CAS.7
E[X,] — 2,

XnL—p>1 para 0 <p <1,

LP
X, » parap>1.

A
Observacion 5.4 Si o = 2 y las variables son independientes, cuando n — oo
X, 21,
X, <51,
E[X,]—1, y Var[X,]—1
XnL—p>1 para 0 <p < 2,
X, y para p > 2.
A

ITI. Convergencia en LP y Convergencia c.s. son Independientes

Ninguna de las dos implica la otra, y esto lo podemos ver de las observaciones anteriores. En el primer
caso, para 0 < p < 1 hay convergencia en LP mientras que no hay convergencia c.s. En el segundo hay
convergencia c.s. pero no hay convergencia en LP para p > 2.
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IV. Convergencia en Probabilidad implica Convergencia en Distribucion

Sea € > 0, entonces

Fx,(z)=P(X, <7z)
— P({X < o} N {|Xa — X| < £}) + P({Xa < 0} N {| X0 — X| > })
<PUX <z+e}n{|X,—X|<e})+ P(X, — X| > ¢)
<PX<z+e)+P(X,—X]|>¢)

es decir,
Fx (2) < Fx(z+¢)+ P(|X, — X| > ¢). (5.20)

De manera similar se demuestra que
Fy(z —¢) < Fx, (z) + P(I X, — X| > ¢). (5.21)
Como X, & X cuando n — 0o obtenemos, haciendo n — 0o en (5.20) y (5.21),

Fx(z —¢) <liminf Fx_(x) <limsup Fx, (z) < Fx(xz +¢)
n—00 n—00
Esta relacién es valida para todo z y todo € > 0. Para demostrar la convergencia en distribuciéon supo-
nemos que z € C(Fx) y hacemos ¢ — 0. Obtenemos

Fx(z) <liminf Fx, (z) < limsup Fx, (z) < Fx(x),

n— oo n—oo

por lo tanto
lim Fx, (z) = Fx(x),

n— oo

y como esto vale para cualquier x € C(Fx) obtenemos la convergencia en distribucién. A

Observacion 5.5 Si F'x tiene un salto en x, sélo podemos concluir que

Fx(z—) <liminf Fx, (x) <limsup Fx, () < Fx(x),
n—0o0 n—00

y Fx(z) — Fx(z—) es el tamano del salto. Esto explica por qué sélo se toman en cuenta los puntos de
continuidad en la definicién de convergencia en distribucion.

Como mencionamos anteriormente, la convergencia en distribucién no requiere que las variables estén
definidas en un mismo espacio de probabilidad. El siguiente ejemplo muestra que aun cuando las variables
estén definidas en un espacio comun, existen sucesiones que sélo convergen en distribucién.

Ejemplo 5.16

Sea X una variable con distribucién simétrica, continua y no-degenerada y definimos X;, Xs,... por
Xon =Xy Xo, 1=—X,n=1,2,... . Como X, 2x para todo n, tenemos, en particular, X, =N's
cuando n — oco. Por otro lado, como X tiene distribucién no-degenerada existe a > 0 tal que P(|X| >
a) > 0 (jpor qué?). En consecuencia, para todo € > 0, 0 < € < 2a,

P(|x X|> o) 0, para n par,
n €)= .
P(|X| > 5) >0, paran impar.

Esto muestra que X,, no puede converger en probabilidad a X cuando n — oo, y en consecuencia tampoco
c.s.oen LP. A

Podemos resumir todo lo anterior en el siguiente teorema.
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Teorema 5.5 Sean X y X1, Xs,... variables aleatorias, entonces, cuando n — oo,
c.s. P D
X,—5X = X, —X =X, —X

i
x, X x

Ninguna de las implicaciones se puede invertir.

5.3. La Ley de Grandes Niuimeros

En el capitulo 2 y en el ejemplo 5.12 de este capitulo demostramos dos versiones de la ley débil de los
grandes numeros. Consideraremos en esta seccién, sin demostracién, otras versiones (débiles y fuertes)
de este teorema de convergencia. Como hemos visto, la LDGN es un teorema sobre la convergencia en
probabilidad del promedio (empirico) de una sucesién de v.a.i. a la media de la distribucién comin.
Este resultado lo demostramos bajo la hipdtesis de la existencia de los dos primeros momentos de la
distribucién.

En realidad es posible demostrar resultados més fuertes, tanto en el modo de convergencia como en
las hipétesis que se requieren para probarlos. El costo es una mayor complejidad en las demostraciones
que requieren herramientas més avanzadas. Por esta razén presentamos un resumen de los principales
resultados, sin incluir sus demostraciones.

5.3.1. Ley Débil de Grandes Niumeros

Consideremos una sucesién de variables aleatorias no correlacionadas con E(X;) = u;, Var(X;) = o2,
Sea X, = Y, X;/n, entonces
_ 1 ) _ 1 )
E(X,) = EZ’“ =fn,  Var(Xp)=— > ol
i=1 j

Teorema 5.6 (Chebychef) Si se satisface que

1 n
— Y o0 (n—0) (5.22)
i=1
entonces
B 1 n
Xn - /_Ln = E ;(Xz - .UJZ') i> 0 (523)

La demostracién es una simple aplicacién de la desigualdad de Chebychef. Observamos que si Var(X;) =
o2 para todo i, la condicién (5.22) se satisface.

5.3.2. Ley Fuerte de Grandes Numeros
El primer resultado corresponde al caso de variables independientes con igual distribucion.
Teorema 5.7 Sea X,,n > 1 una sucesion de v.a.i.i.d. y sea Sy, =Y ;_, Xi. Entonces para A € R
1 .
~S, B A = E(X1]) <
n

y en este caso A = E(X1). Por otro lado, si E(X;) = o0 entonces

C.S.

1
-5, — =£o0.
n
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Para variables aleatorias que no necesariamente tienen igual distribucién tenemos el siguiente resul-
tado, que se debe a Kolmogorov.

Teorema 5.8 (Kolmogorov) Sea X,,,n > 1 una sucesion de v.a.i. y sea S, =Y ,_; Xj. Supongamos
que las variables X,, son centradas y tienen varianzas oi que satisfacen

(5.24)

?T\M

Entonces 1
=S, <% 0.
n

Corolario 5.1 Si en el teorema anterior se satisfacen todas las condiciones excepto que las variables Xy,
en lugar de estar centradas tienen media ., entonces

5(571*]; ng*Mk = 0.

k=1
Corolario 5.2 (Borel) Consideremos una sucesion de ensayos de Bernoulli X,,n > 1 con probabilidad
de éxito p. Entonces

3\»—

1
=S, = p
n
Ejemplo 5.17
Consideremos la sucesién de variables aleatorias (Xj) con funcién de probabilidad

P(Xy = k) = P(Xp = —k) = —— P(szo)zl—%.

Veamos si estas variables satisfacen las condiciones de los teoremas de Chebychef y de Kolmogorov. Es
facil ver que las variables son centradas y

1
op = Var(X,) = E(X}) = kQﬁ = 3/2

y vemos que la condicién (5.24) del teorema de Kolmogorov no se satisface. Para verificar si se satisface la
condicién (5.22) del teorema de Chebychef usamos el hecho de que la funcién 2%/2 es creciente. Tenemos

1 2 1 :3/2 1 /n 3/2 2 12
— of = — 17~ — 232 de = Zn'? 5
LD DU =
y vemos que esta condicién tampoco se satisface. A

Ejemplo 5.18
Si modificamos la funcién de probabilidad del ejemplo anterior de modo que

P(Xy = k) = P(Xp = —) = — P(Xk=0)=1_kia.

para algin « > 1 vemos que

1
ok = Var(Xy) = B(XP) = ko = k7

y la condicién (5.24) se satisface siempre que o > 1.
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5.3.3. Aplicaciones

Supongamos que nos interesa estimar la probabilidad de un cierto evento, por ejemplo, para a < b
nos interesa estimar
p=P(X € (a,b])

Una posibilidad es considerar una sucesién independiente (Xj)7_, de realizaciones de esta variable y
estimar p por la proporcién de veces que se satisface X; € (a,b]. Definimos Y; = 14,4 (X;), de modo que
Y; vale 1 si X; € (a,b] y 0 en otro caso.

Con esta definicién las variables Y; forman una sucesién de variables de Bernoulli independientes con
probabilidad de éxito la probabilidad p que deseamos estimar. Recordando que E(Y;) = p, la LFGN nos
dice que

Este resultado nos dice que si estimamos p por p,, con probabilidad 1 cuando n — oo el estimador
converge al valor real (desconocido) del pardmetro. Esta propiedad se conoce como consistencia.

Como caso particular, si tenemos una variable discreta X con valores z1,..., T, podemos estimar
p; = P(X = z;) usando un procedimiento similar. En este caso el estimador es

n

By == 3oL, (X0

i=1
La LFGN garantiza que estos estimadores son consistentes.
1 Qué sucede si la variable X tiene distribucién continua? Supongamos que f es la densidad de X y

queremos estimar el valor de f en 2 = a. Podemos considerar el intervalo (a — h,a + h) para algin valor
pequeno de h > 0 y usar las aproximaciones

1 mn at+h
> V(X)) % PX € (a=ha+h) = [ f(a)do = 20f(a).
i=1 a—
Figura 5.4
Esto sugiere estimar la densidad en a por
2 11 1
fla) = hn ; Lia—n,atn)(Xi) = %Yn (5.25)

donde ponemos Y; = 1(4_p a+h)(Xi) y Yo = 21 Yi/n.



22 CAPITULO 5. CONVERGENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS

En la figura 5.4 presentamos la aproximacién que obtuvimos para los valores de una densidad beta
de pardmetros (2,2) en los puntos = 0.2 y = 0.6 a partir de 500 simulaciones de una variable con
esta distribucién. La linea continua representa la densidad de la distribucién 5(2,2) y los rectdngulos
la aproximacién a partir de intervalos de ancho h = 0.1 centrados en los valores de . Como podemos
observar, el valor estimado para x = 0.2 estd por encima del verdadero valor mientras que para x = 0.6
la estimacion cae por debajo.

A partir de la ecuacién (5.25) vemos que el area del rectangulo es

R Y, -
2h x f(a) =2h x T Y.

Si repetimos este procedimiento en una red de puntos equidistantes que cubran el dominio de la
densidad y representamos las aproximaciones obtenidas por rectdngulos, obtenemos un histograma. Es-
te nombre fue propuesto por Karl Pearson en 1881, aunque la idea de este tipo de representacion es
muy anterior. En la figura 5.5 presentamos el histograma correspondiente a esta muestra. Vemos que,
globalmente, la aproximacién es razonable.

’ TN

00 02 04 06 08 10

sim.beta

Figura 5.5

5.4. El Teorema Central del Limite

Otro resultado fundamental de la Teoria de Probabilidad clésica es el Teorema Central del Limite
(TCL). En esta seccién describiremos, de nuevo sin incluir las demostraciones, las principales versiones de
este importante teorema. En el capitulo 2 vimos una versién elemental que muestra que la distribucién
normal aparece como limite de sucesiéon de variables aleatorias binomiales. El enunciado preciso es el
siguiente.

Teorema 5.9 (TCL de DeMoivre-Laplace) Sean a < b nimeros reales y X,,n > 1 una sucesion de
variables aleatorias con distribucion de Bernoulli de pardmetro p € (0,1) y sea S, = Y. X; entonces

Sn—np w
- = — N(0,1 5.26
Lt N0, (5.26)

cuando n — 00.

La siguiente versién muestra que el teorema se puede extender a sumas de v.a.i. con igual distribucién,
siempre que tengan segundo momento finito.
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Teorema 5.10 (TCL) Sea X,,,n > 1 una sucesién de v.a.i.i.d. con media p = E(X;) y varianza o® =
Var X;. Sea S, =Y | X;, entonces

5%/_'nﬂ w
W—M\/’(O,l)

cuando n — 00.

La demostracion de este teorema requiere herramientas que no estan al nuestro alcance, pero para
dar la idea, haremos la prueba para un acaso particular, suponiendo que las variables X,, tienen funcién
generadora de momentos M (t) = E(e!*), que existe para |t| < § para algin § > 0.

Demostracion Definimos Y; = (X; —u) /o, de modo que E(Y;) = 0y Var(Y;) = 1. Usando (5.1) obtenemos

My =145 BX 17

3
2 65 | T

Ahora calculamos las f.g.m. de las sumas, normalizadas

e o {i( ) }] = [own {7 S0}

= (v (7))

t* | E(X —p)? 4 "

I (o0 P B )
( + 2n * 6o3n3/2 *

5 et’/2,

La funcién limite es la f.g.m. de la distribucién normal tipica y por el teorema de continuidad obtenemos

el resultado. [ |

1 Qué sucede si las variables X; no tienen la misma distribucién? En este caso es posible tener un
resultado similar, pero se requiere una condicion, debida a Lindeberg, que garantiza que ninguno de los
sumandos sea determinante en el valor de la suma. Esta condicién se expresa en términos de las varianzas.
Supongamos que la variable X, tiene varianze o2 y sea

n
s2 = Var(S,) = Zaf,
1
La condicién de Lindeberg pide que para todo € > 0,

1 n
52 YE[X(xze0] 20 (> 00).

n =1

Teorema 5.11 (Lindeberg) Sea X,,,n > 1 una sucesion de v.a.i. pero no necesariamente con la misma
distribucion, con E(X;) = 0 y Var(X;) = 02 > 0. Sea S, = Y. X;. Si la condicion de Lindeberg se
satisface entonces

&iw\/(o,l)

Sn

cuando n — 00.

El significado de la condiciéon de Lindeberg es poco claro, pero sirve para garantizar que ninguna
variable en la suma tenga una contribucién determinante al valor total. En particular, implica que

1
— méxoi — 0 (n — o00).
Sp k<n
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Una manera alternativa de presentar la condicién de Lindeberg es la siguiente. Definimos las variables

i_{ st |Xi| > es (5.27)

0 si|Xi| <esn.

Estas variables ’truncadas’ coinciden con las variables originales si sus valores son grandes, pero toman
el valor 0 si no es asi. La condicién de Lindeberg es

siQ i E [Yf] -0 (n — 00). (5.28)

Ejemplos 5.19
1. Consideremos la sucesion de v.a.i. con distribucion
1 1

:ma P(Xn:O):l—i

P(Xn = no‘) = P(Xn = —no‘) n2a

Es sencillo verificar que E(X,) = 0 y o, = Var(X,,) = 1, de modo que s,, = y/n. De acuerdo a

la ecuacién (5.27) para ¢ fijo, ¥; = 0 si |X;| = i* < ey/n, es decir, si i < e/*n!/2%, Llamemos
ng = no(a, e) = [eY/*n1/2%], con esta notacién la suma en la condicién (5.28) es
1 & 1 & n —ng
il Elv2 == E[X2] = 5.29
EO TR PR 50
= i=ng

siempre que ng < n. Consideremos tres casos:

= a < 1/2. Tenemos
1/2
o, ajant
n n

— 0

En consecuencia, existe N tal que si n > N, n < ng y la condicién | X;| > es, no se satisface
para ningtn indice 7 < n, de modo que, por el truncamiento Y; = 0 para todo ¢. En este caso
se satisface (5.28) y el TCL es vélido.

= a > 1/2. Tenemos

En consecuencia, dado §,0 < § < 1 existe N tal que si n > N, ng < dn y la expresion en la
ecuacién (5.29) es

n n

1 9 1 9 n—ng
ENIGEED SLIEC Rt R
noi=1 i=no
Esto muestra que la condicién (5.28) no se satisface y el TCL no es vélido.
» a = 1/2. En este caso ng/n ~ €2, que no depende de n y por lo tanto un argumento similar al

del inciso anterior muestra que la condicién (5.28) tampoco se satisface y el TCL no es vélido.

2. Consideremos la sucesién de v.a.i. con distribucién

1
P(Xk:ka):P(XkZ—ka):§, a >0,
vy queremos determinar si se satisfacen la LDGN y el TCL . En el primer caso hay que verificar si
se satisface la condicién (5.22). Por simetria tenemos que E(Xy) = 0y 07 = Var(Xy) = k%*. En

consecuencia
n n2a+ 1

n n
si:ZUz:kaw/ m2°‘da:=2a+1.
k=1 0

k=1
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Ahora podemos verificar si (5.22) vale:

2a—1
1o om

nQS”N 200+ 1

y cuando n — oo esto va a 0 si aw < 1/2. Por lo tanto la LDGN se satisface si a < 1/2.

Para el TCL necesitamos verificar si la condicién de Lindeberg vale y para esto usaremos la versién
que nos da la ecuacién (5.28). Sabemos que Y; = 0 siempre que |X;| = i* < es,, ~ (en®*T1/(1+

20&))1/2. Llamemos ng = (€n2a+1/(1 + 204))1/2 entonces

no c1/2p1+41/2a

o~ SN
n (14 2a)t/2en >

Por lo tanto, para n suficientemente grande, i < n < €s, y ¥; = 0. Esto muestra que la condicién
(5.28) se satisface y el TCL vale.

A

Por dltimo presentamos el teorema de Berry-Esseen, que nos da informacién sobre la distancia entre
la distribucién de la suma estandarizada y la funcién de distribucién normal tipica.

Teorema 5.12 (Berry-Esseen) Sea X,,,n > 1 una sucesion de v.a.i.i.d. con media 0, varianza o > 0
y E(|X3|) = p < <. Sea F,, la funcién de distribucion de S, /v/no. Entonces, para todo x € R,

3p
o3/’

|Fn(x) — <I>(:c)| <

5.4.1. Aplicaciones

Ejemplo 5.20 (Error de redondeo)

En este ejemplo retomamos el problema del error de redondeo. Supongamos que redondeamos una serie
de niimeros al entero mas cercano. El error que se comete al redondear el k-ésimo ntimero es una variable
X} que tiene distribucién uniforme U (—0.5,0.5). Si sumamos n de estos nimeros, el error que cometemos
serd S, = X7 + X5 4+ --- + X,,, cuya distribucién no es sencilla de determinar. Sin embargo, podemos
recurrir al Teorema Central de Limite para aproximar la distribucién de esta variable. En los ejemplos
5.1 vimos que pu = E(X}) =0y 0% = Var(Xy) = 1/12.

Si queremos hallar la probabilidad de que el error cometido sea mayor que o tenemos

Sn —np - ozfnu>
ovn ovn
_ P(Sn — \/1204)
ovn Vn
vV 12a)
Vvn
Para ver un caso concreto, supongamos que sumamos 50 nimeros redondeados al entero mas cercano
y queremos hallar la probabilidad de que el error que cometemos sea menor o igual que 5, es decir,
queremos hallar
512

V50

P(S, > a) = P(

zlfq)(

p = P(|S50| < 5) mb( ):0.9928



