Procesos de Poisson

3.1. Funciones Generadoras de Probabilidad y Sumas Aleatorias

3.1.1. Sumas Aleatorias

Con frecuencia encontramos sumas de la forma T'= X1 + - - - + X, donde el niimero de sumandos es
una variable aleatoria.

Ejemplos 3.1
a) Colas: N representa el nimero de clientes, X; es el tiempo de atencién de cada cliente, T es el
tiempo total de atencién.

b) Seguros: N representa el nimero de reclamos en un perfodo de tiempo dado, X; es el monto de
cada reclamo y T es el monto total de los reclamos en el periodo.

c¢) Poblacién: N representa el nimero de plantas, X; es el nimero de semillas de cada planta, T es el
total de semillas.

d) Biometria: N es el tamafio de la poblacién, X; es el peso de cada ejemplar y T representa el peso
total de la muestra.

Consideremos una sucesién X, Xo,... de v.aii.d. y sea N una v.a. discreta, independiente de
X1, Xa,... con densidad py(n) = P(N =n), n=0,1,.... Definimos la suma aleatoria T' como

T 0 si N =0,
)Xy 4+ XN siN>0.
Momentos de una Suma Aleatoria

Supongamos que X y N tienen momentos finitos

E[Xy] = u, Var[X;] = 2,
E[N] = v, Var[N] = 72.

y queremos determinar media y varianza de T'= X; + - -- + X . Veamos que

E[T] = pv, Var([T| = vo? + p?r2.
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Tenemos
ZET\N_npN ZEX1+ -+ Xn|N = nlpn(n)
= Z X1+ + Xu|N =nlpy(n) = > E[Xi + - + X, ]pn(n)
n=0 n=0

Para determinar la varianza comenzamos por

Var(T = E[(T — w)?) = E[(T ~ N+ Ny — vp)’]
— E[(T — Np)?] + E2(N — v)?] + 2E[u(T — Nu)(N - )],

Calculemos cada uno de estos sumandos por separado, el primero es

E[(T — Np)’] = Y E[(T — Nu)*|N = nlpy(n)

n=0

E[(X; + -+ + Xy — nn)2|N = nlpn ()

p"qg

=SB+ + X — )l ()
n=1
=o0? Z npy(n) = vo?
n=1

Para el segundo tenemos

y finalmente el tercero es
E[u(T = Nu)(N = p)] = 1Y _E[(T = np)(n — v)|N = n]pn(n)
n=0
=p Y (n—v)E[(T — np)|N = n]py(n)
= 0.

La suma de estos tres términos demuestra el resultado.

Distribuciéon de una Suma Aleatoria

Supongamos que los sumandos X7, Xo,... son v.a.i. continuas con densidad de probabilidad f(x).
Para n > 1 fijo, la densidad de la suma X; + - - -+ X, es la n-ésima convolucién de la densidad f(z), que
denotaremos por f{™ (z) y definimos recursivamente por

V(@) = f(2),
fM(z) = /f("_l)(x —u)f(u)du paran > 1.

Como N y X1, X,, ... son independientes, f() (z) es también la densidad condicional de T' = X;+- - -+ Xy
dado que N =n > 1.
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Supongamos que P(N = 0) = 0, es decir, que la suma aleatoria siempre tiene al menos un sumando.
Por la ley de la probabilidad total, T es continua y tiene densidad marginal

oo

Fr(@) =3 £ @)pn ().

n=1

Observacién 3.1 Si N puede valer 0 con probabilidad positiva entonces T'= X1 + -+ -+ Xy es una v.a.
mixta, es decir, tiene componentes discreta y continua. Si suponemos que X7, Xs,... son continuas con
densidad f(z), entonces

P(I'=0) = P(N =0) =pn(0)

mientras que para 0 <a <bda <b<0,

Pla <T <b)= / Zf”)

n=1

Ejemplo 3.2 (Suma Geométrica de Variables Exponenciales)
Supongamos que

Ae™*®  para z > 0,
flz) =
0 para z < 0.

py(n)=B1 =" n=1,2,...

Comenzamos por hallar la convolucién de las densidades exponenciales
f(2 /f x—u)f(u)du= /1{m—u20} (u))\ef)‘(‘rfu)l{uzo} (u)Ae " du
= )\267“’/ du = z\%e™
0
para x > 0. La siguiente convolucién es

N(x) = /f(Q)(x —u)f(u)du = /1{I,u20} (W)N*(x — u)e_A(I_“)l{uZO} (w)Ae " du,

T 2
= )\36_’\’”/ (x —u)du = %/\36_)\$
0

para x > 0. Procediendo inductivamente obtenemos que

xnfl

n_—A\xr
(n—l)!A

f (x) =

La densidad de T'= X1 + --- 4+ X es

o}

Zf") )pN (n Z

1

_ )\56”“ Z (((ﬂ)lt))'nl — /\667/\t6)\(17ﬁ)t

tn—le—Atﬁ(l __B)n—l

n=1

= )\Be"\ﬂt

para t > 0, y por lo tanto T ~ Exp(AB). A
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3.1.2. Funciones Generadoras de Probabilidad

Consideremos una v.a. £ con valores enteros positivos y distribucién de probabilidad
PE=k)=pr, k=0,1,...

La funcién generadora de probabilidad (f.g.p.) ¢(s) asociada a la v.a. £ (o equivalentemente a su distri-
bucién (pi)r>0) se define por

¢(s) =E[s{] =) s'p, 0<s<L (3.1)
k=0

A partir de la definicién es inmediato que si ¢ es una f.g.p. entonces
o]
¢(1) = pr=1.
k=0

Resultados Fundamentales:

1. La relacién entre funciones de probabilidad y funciones generadoras es 1-1. Es posible obtener las
probabilidades (pg) a partir de ¢ usando la siguiente férmula

1 d*(s)
== . 3.2
PR Tash |, (3:2)
Por ejemplo,
¢(s) = po+p1s+p2s’ +--- = po = ¢(0)
d d
¢(S):p1+2p25+3p382—|—-~- = p = o(s)
ds ds |,
2. Sié&y,...,&, son v.ad. con funciones generadoras ¢1(s), p2(s), ..., P¢n(s) respectivamente, la f. g. p.
de susuma X =& + & + -+ &, es el producto de las funciones generadoras respectivas
¢x(s) = P1(s)ga(s) -+ Pn(s). (3.3)

3. Los momentos de una variable que toma valores en los enteros no-negativos se pueden obtener
derivando la funcién generadora:

de(s)
ds

=p1+2p2s + 3pss® + -+,
y al evaluar en s = 1 obtenemos

do(s)

ds

s=1

=p1+2p2+3ps+-- =Y kppy =E[¢]. (3.4)
k=1
Para la segunda derivada tenemos

d*¢(s
dq;g) =2y +3-2p3s+4-3pgs>+ -+,
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evaluando en s =1,

d?¢(s
d¢(2) =2p2+3-2p3+4-3py---
s s=1
= Z k(k — 1)p
k=2
=E[¢(6 - 1)] = E[¢%] - E[¢] (3.5)
de modo que
d*¢(s) d*¢(s) de(s)
21 _ _
E[f } - ds2 1 + E[g] - ds2 ot + ds - ’
y en consecuencia
d*¢(s) de(s) d*¢(s) 2
= E[¢%] - (E[¢])® = - :
Varlg] =Bl - (Bl = S50+ S - (ST )
Ejemplo 3.3
Supongamos que & ~ Pois(A):
)\k
pr=PE=k) = ﬁe”, k=0,1,...
Su funcién generadora de probabilidad es
¢ — A
¢(s) = E[s*] = Zs e
k=0
e (33 —X As
=e Z o e
k=0
_ e—)\(l—s).
Entonces,
do(s) | _xa-s do(s)|  _
15 = Ae , ds |~ A (3.6)
d*¢(s) 2_—A(1—s) d*¢(s) 2
F R Ae , a2 |~ A (3.7)

y obtenemos

3.1.3. Funciones Generadoras de Probabilidad y Sumas de V. A. L.

Sean &,n v.a.i. con valores 0,1,2,... y con funciones generadoras de probabilidad

¢§(8) = E[Sg}v ¢TI(S) = E[Sn]v |S| <1,
entonces la f.g.p. de la suma & + 1 es

Pen(s) = Els*™] = E[s*s"] = E[s*] E[s"] = ¢(s)¢y(s) (3.8)
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El reciproco tambien es cierto, si ¢¢qn(s) = ¢e(s)dn(s) entonces las variables £ y 1 son independientes.
Como consecuencia, si &,&,...,&, son v.a.iid. con valores en {0,1,2,...} y f.g.p. ¢(s) = E[s¢]
entonces
[t Hem] = ¢™(s) (3.9)

.. Qué ocurre cuiando el nimero de sumandos es aleatorio?

Proposicién 3.1 Sea N una v.a. con valores enteros no-negativos e independiente de &1,&a, ... con f.g.p.
gn(s) = E[sN] y consideremos la suma

X =64t
Sea hx(s) = E[sX] la f.g.p. de X. Entonces
hx(s) = gn(o(s))- (3.10)

Demostracion.

k=0

=3 (3 P(X = kN = n)P(N = n))sk
k=0 n=0

=3 (Do PlE+ + & =kIN =n)P(N =n))s*
k=0 n=0

I
(¢
—~
(]
i)
™
+
+
oy
3
I
5
=
I
3
=
o
=

Ejemplo 3.4

Sea N una variable aleatoria con distribucién de Poisson de parametro A. Dado el valor de NV, realizamos
N experimentos de Bernoulli con probabilidad de éxito p y llamamos X al ntimero de éxitos. En este
caso &; tiene distribucion de Bernoulli y su f.g.p. es

¢e(s) = E[s*] = sp+¢
mientras que N ~ Pois(A) con f.g.p.
g(s) = B[s] = e 00
segun vimos en el ejemplo 3.3. Por la proposicién anterior obtenemos que la f.g.p. de X es
hx(s) = gn(0e(s)) = gn (g + sp) = eXp{ —A1—q- szo)} = eXp{ —Ap(l - 8)}

que es la f.g.p. de una distribucién de Poisson de pardmetro Ap. A
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3.2. Distribucién Exponencial

Definicién 3.1 Una variable aleatoria T tiene distribucién exponencial con pardmetro A > 0, T ~
Exp(N), si su funcién de distribucién estd dada por

Fr(t)=P(T <t)=1-¢™, parat>0,
es decir, P(T > t) = e~*. Equivalentemente, T tiene densidad fr(¢) dada por

Ae M parat >0,
fr(t) = {

0 para t < 0.

Esta distribucién tiene el siguiente valor esperado:

E[T) :/OO tfr(t)dt = /Ooot)\e_’\tdt

—o0
0o o 1
+ Mt = —.
0 /0 ¢ A
De manera similar podemos calcular E[T?] integrando por partes,
E[T?] = / 2 fr(t)dt = / t2he MdA
0

> 2
2te Mdt = =
+ [ e ar -

- _ tef/\t

o0
2o Nt

0

y por lo tanto, la varianza de T es

Var(T) = E[T? — (E[T])? = —.

3.2.1. Falta de Memoria
Una de las propiedades fundamentales de la distribucién exponencial es la siguiente: Para s, ¢ € (0, c0)
P(T>t+s|T>t)=P(T>s).
Para demostrar esta propiedad usamos la definicién de la probabilidad condicional

P(T>t+ —At+s)
P(T>t+sT>t)= (P(T>t>5) = ee_M = e = P(T > s).

3.2.2. Minimo de Variables Exponenciales
Sean S ~ Exp(\) y T ~ Exp(p) variables independientes. Tenemos en primer lugar
P(min(S,T) >t) = P(S > t,T > t)
=P(S > t)P(T > t) = e~ MM,

es decir, min(S, T') tiene distribucién exponencial de pardmetro A+ u. El mismo cdlculo muestra que para
una coleccién de variables independientes T7, ..., T, con T; ~ Exp(A;), 1 <i < n,

P(min(Ty,...,T,) > t) = P(Ty > t,..., Ty > t)

=[[P@ >t =[e " = e Pttt (3.11)
i=1 i=1
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En consecuencia, el minimo de varias variables independientes con distribuciones exponenciales tiene
distribucién exponencial con parametro igual a la suma de los pardmetros.

Veamos ahora con qué probabilidad una variable exponencial es menor que otra. Sean S ~ Exp(A) y
T ~ Exp(u) independientes, tenemos

P(T>S5)= /OOO P(T > s|S =s)fs(s)ds

o0 )\ o0
= e e HS (s = 7/ A+ p)e” Mg
/o At o ( )

A

A+
Para varias variables, el resultado es el siguiente

P(lemln(Tl,,Tn)):P(TZ <T17...,T; <Ti,1,Ti <T’1‘+1,...7Ti <Tn)
MR

Para demostrar esta propiedad llamemos S = T; y sea U el minimo de T}, j # . Por (3.11) sabemos que
U es exponencial con pardmetro p = (A1 + -+ + A,) — A;. Usando el resultado para dos variables

Ai Ai
Nt At A

P(T; = min(Th,...,T,)) = P(S<U) =

Sea I el indice (aleatorio) de la menor de las variables exponenciales, hemos demostrado que
Ai

At A

Lema 3.1 I y V = min(73,...,T,) son independientes.

Demostracién. Calculamos la siguiente probabilidad conjunta
PI=iV>t)=PT;>tT;>T;, Vj#1i)= / P(T; > s, Vj #1)fr,(s)ds
t

:/ )\ie*AiSHe*Ajsds:)\i/ e %) s
K i K
Ai ;A :
= — i %) =P =1)P(V >1).
)\1_'__“_'_)\”6 g ( )PV >t)

Veamos a continuaciéon céomo se distribuye una suma de exponenciales.

Teorema 3.1 Sean T1,T5,... v.a.i.i.d. con distribucion exponencial de pardmetro A. La suma 7, =
Ty +---+ T, tiene distribucion T'(n, \), es decir, la densidad estd dada por

n—1
fr @) = Ae)‘t()\t)l)' para t > 0

(n—

y 0 en otro caso.
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Demostracion. Haremos la prueba por induccién. Para n = 1, 71 = T tiene distribucién exponencial
de pardmetro A, que concuerda con la densidad de la férmula anterior.
Supongamos ahora que la férmula es cierta para n. Tenemos 7,41 = Ty, + Tn4+1 ¥ por independencia

t
P(rp41 <t)= / P(ry, 4+ Thy1 < tltn = 5)fr, (s)ds
0

= [ P <190
0

Usamos ahora la distribucién exponencial para el primer factor, la férmula inductiva para el segundo y
obtenemos

t n—1 n t n t
/ (1 _ e—)\(t—s)))\e—As ()‘3) ds = A / e—AsSn—ldS _ A / e—AtSn—ldS
0 (n—1)! (n—=1"J, (n—1)"J,
n t t n n
A { L ng=s +/ VS o rs g Le_m}
(n—1!'ln o Jo n n

Como consecuencia del teorema anterior, teniendo en cuenta que la distribucién I'(n, A) se obtiene
como suma de v.a.i.i.d. con distribucién exponencial de parametro A, vemos que

n

n
E[Tn] = X, Va,r(’rn) = F

También es posible demostrar que la funciéon de distribucion de 7, se puede escribir de la siguiente
manera:

n—1 ; oo ;
()" o (Ar)" s
P(Tngx):l—g F e’\:E f e
— il !

Observacién 3.2 Tenemos los siguientes casos especiales de la distribucién Gamma: I'(1, \) es la distri-
bucién exponencial de pardmetro A mientras que I'(k,2) es la distribucién Ji-cuadrado con 2k grados de
libertad, x3,. Ademds, si X ~ I'(n,\) entonces cX ~ I'(n,\/c).

3.3. La Distribucion de Poisson

Definicién 3.2 Una variable aleatoria X tiene distribucién de Poisson de parametro A > 0 si toma
valores en el conjunto {0,1,2,...}, con probabilidad dada por

PX=k)=p,=e"—.

A partir de esta expresion podemos obtener los momentos de la distribucién:

_

— Y A(s—1)
ds ¢

s=1

B[X]

:A,

s=1
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E[X(X -1 _ & = A2 D = )2
[X( )]7(1825:17 © s=1

E[X?] = EX(X - )]+ E[X] =)+,
Var(X) = E[X?] — (E[X])? = A2+ A = A2 =\,

Si X ~ Pois(A) e Y ~ Pois(u) son independientes entonces la suma tiene f.g.p.

bx1v(s) = dx(s)dy(s) = M= pn(s=1) — ((A+p)(s—1)

y vemos que X + Y tiene distribucién de Poisson con parametro A + pu.

3.4. El Proceso de Poisson

Definicién 3.3 Sean T7,7T5,... v.a.i.i.d. con distribucién exponencial de parametro A\, 7o = 0y 7, =
T, +---+ T, paran > 1. Definimos el proceso de Poisson de parametro o intensidad A por

N(s) =méx{n:71, <s}, s>0.

Las variables T), representan los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos (llegadas de clientes a
una cola, de llamadas a una central telefénica, de pacientes a la emergencia de un hospital, etc.) y en
consecuencia 7, = T1 + - - - + T, es el instante en el que ocurre el n-ésimo evento y N(s) es el ntimero de
eventos que han ocurrido hasta el instante s (ver figura 4.1). Llamaremos tiempos de llegada del proceso
a las variables 7,,, n > 1.

T T T,
>
I I I I I I .
T0=10 TL T2 T3 Tn—1 Tn| Tn+l
S
Figura 4.1

Para ver por qué N(s), s > 0, recibe este nombre, calculemos su distribucién: N(s) = n si y sélo si
Tn < 8 < Thy1, es decir, el n-ésimo evento ocurre antes del instante s o en s, pero el (n+ 1)-ésimo ocurre
después de s. Usando la ley de la probabilidad total, condicionando respecto al instante en el cual ocurre
Tpn, Obtenemos

P(N(s)=n)=P(thy1 >8> Ty) = /S P(Tpi1 > s|mn = t) fr, (t)dt
0
_ / BTy > s — ) s, ()t
0

Usando ahora el resultado del teorema 3.1 obtenemos
s ()\t)nfl i
= / Ne ML= AL—t gy

_ (n)‘ 1>'e—)\s / tn—ldt: (/\5) €_>\S.
—1)! 0

Por lo tanto hemos demostrado el siguiente resultado
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Lema 3.2 N(s) tiene distribucidn de Poisson de pardmetro As.

Veamos algunas propiedades del proceso que acabamos de definir.
Lema 3.3 N(t+s) — N(s), t > 0 es un proceso de Poisson de pardmetro A y es independiente de N(r),

0<r<s.

Demostracién. Supongamos que N(s) = n y que el n-ésimo evento ocurrié en el instante 7,,. Sabemos
que el intervalo de tiempo para el siguiente evento debe satisfacer T,,+1 > s — 7,,, pero por la propiedad
de falta de memoria de la distribucién exponencial

P(Tpi1>5—Tp +t[Thy1 > 5 —7) = P(Ty1 >t) =e M.

Esto muestra que la distribucién del tiempo de espera hasta el primer evento después de s es exponencial
de parametro A y es independiente de T;, 1 < ¢ < n. Por otro lado 7},41,7},+2,... son independientes
de T;, 1 < i < ny por lo tanto también de 7;, 1 < i < n. Esto muestra que los intervalos entre eventos
que ocurren después de s son v.a.i.i.d. con distribucién exponencial de parametro A, y por lo tanto
N(t+ s) — N(s) es un proceso de Poisson. [

Como consecuencia de este resultado tenemos

Lema 3.4 N(t) tiene incrementos independientes: Si tg < t1 < --- < t,, entonces
N(t1) — N(to), N(t2) = N(t1),..., N(tn) — N(tn—1)
son independientes.

Demostracién. El lema 3.3 implica que N(t,) — N(t,41) es independiente de N(r), r < t,_1 y en
consecuencia también de N(t,—1) — N(tn—2),...,N(t1) — N(to). El resultado sigue por induccién. W

Combinando los dos lemas anteriores tenemos la mitad del siguiente resultado, que es una caracteri-
zacion fundamental del proceso de Poisson.

Teorema 3.2 Si {N(s),s > 0} es un proceso de Poisson de pardmetro A > 0, entonces
1. N(0)=0.
2. N(t+ s) — N(s) ~ Pois(\t).
3. N(t) tiene incrementos independientes.
Reciprocamente, si 1, 2 y 8 valen, entonces {N(s),s > 0} es un proceso de Poisson.

Demostracion. Los lemas 3.2 y 3.3 demuestran la primera afirmacién. Para ver el reciproco, sea 7, el
instante en el cual ocurre el n-ésimo evento. El primer evento ocurre después de t si y sélo si no ocurre
ningun evento en [0, ¢]. Usando la férmula para la distribucién de Poisson

P(ry >t) = P(N(t) =0) = e M
lo cual muestra que 7 = Ty ~ Exp(N). Para T = 75 — 71 observamos que

P(Ty > t|Th = s) = P(no ocurre ningdn evento en (s, s + t]|Th = s)
=P(N(t+s)—N(s)=0|N(r) =0 parar < s,N(s) =1)
=P(N(t+s)—N(s)=0)=e M

por la propiedad de incrementos independientes, de modo que T ~ Exp(A) y es independiente de T7.

Repitiendo este argumento vemos que 77,75, ... son i.i.d. con distribucién exponencial de pardmetro A.
|
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Ejemplo 3.5

Un cable submarino tiene defectos de acuerdo a un proceso de Poisson de pardmetro A = 0.1 por km. (a)
. Cudl es la probabilidad de que no haya defectos en los primeros dos kilémetros de cable? (b) Si no hay
defectos en los primeros dos kilémetros, jcual es la probabilidad de que tampoco los haya en el tercer
kilémetro?

(a) N(2) tiene distribucién de Poisson de pardmetro (0.1)(2) = 0.2. Por lo tanto

P(N(2) =0) = e %% = 0.8187.
(b) N(3) — N(2) y N(2) — N(0) = N(2) son independientes, de modo que

P(N(3) = N(2) =0|N(2) =0) = P(N(3) = N(2) = 0) = ¢! =0.9048

Ejemplo 3.6
Los clientes llegan a una tienda de acuerdo con un proceso de Poisson de tasa A = 4 por hora. Si la tienda
abre a las 9 a.m. ;Cudl es la probabilidad de que exactamente un cliente haya entrado antes de las 9:30
a.m. y que un total de cinco hayan entrado antes de las 11:30 a.m.?

Medimos el tiempo ¢ en horas a partir de las 9 a.m. Queremos hallar P(N(1/2) = 1,N(5/2) =5), y
para esto usaremos la independencia de los incrementos:

P(N(1/2) =1,N(5/2) =5) = P(N(1/2) =1,N(5/2) — N(1/2) = 4)

() (™)

512
= (2e—2)(7e—8) = 0.0155.

La importancia de la distribucién de Poisson, y del proceso de Poisson en particular, se debe, al menos
en parte, al siguiente resultado, que se conoce como la ley de los eventos raros.

Consideremos una cantidad grande n de ensayos de Bernoulli independientes con probabilidad de éxito
p constante. Sea .S, el numero de éxitos en los n ensayos. Sabemos que S,, tiene distribucién Binomial
de parametros n y p:

k!(nni =)

P(S,=k)=

Supongamos ahora que el nimero de ensayos n tiende a infinito y la probabilidad de éxito p tiende a

0, de modo que np = A. Veamos que ocurre con la distribucién de S, en este caso. Reemplacemos p por
A/n en la ecuacién anterior

R IO
:)\kn(n—l)---(n—k‘—kl)(l_)\)"(1 )\>—k" (3.12)

k! nk n

n

Veamos ahora el comportamiento de estos cuatro factores cuando n — oo. El primer factor no depende
de n. En el segundo hay k factores en el numerador y k en el denominador y podemos escribirlo como

nn—1 n—k+1

n n n
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En virtud de que k esta fijo es facil ver que todos estos factores tienden a 1, y en consecuencia su producto
también. El tercer factor converge a e~*. Finalmente, el tiltimo converge a 1 ya que A/n — 0y la potencia
k de este factor estd fija. Reuniendo estos resultados vemos que la probabilidad (3.12) converge a

)\k —\
Ee

que es la distribucién de Poisson de parametro A. El mismo resultado es cierto si en lugar de tener np = A
tenemos que p — 0 cuando n — oo de modo que np — A.

En realidad la ley de eventos raros se cumple con mayor generalidad ain. Es posible suponer que los
ensayos de Bernoulli no tienen una probabilidad de éxito comtn, como lo muestra el siguiente teorema.
Primero enunciamos y demostramos un resultado auxiliar.

Lema 3.5 Sean S y T dos variables aleatorias y A un subconjunto medible de R. Entonces
|P(Sc Ay~ P(T € A)|<P(S#T).
Demostracién.
P(ScA)=PSecAS=T)+P(ScAS#T)=PTcAS=T)+P(ScAS#T)

—P(Te€AS=T)+P(Te€ASAT)—P(T€AS+T)+P(ScAS+T)
—P(Te€A)—P(TecAS#AT)+P(SEAS+T)

Por lo tanto
P(SeA)—PTeA)=PSeAS#T)—PTeAS#T)<P(Se€AS+AT)<PS#£T),

y de manera similar
P(TeA) —P(SeA) <P(S#T),

de modo que
|[P(Te A)—P(Se€A)|<PS#£T),

Teorema 3.3 (Le Cam) Sean X, 1 < m < n, variables aleatorias independientes con
P(szl):pma P(szo)zl_pm-

Sean

Entonces, para cualquier conjunto A,

n

P(S, € A)— Ze‘A")\k—f!‘ < prn

keA m=1

Demostracion. Las variables X, son independientes y tienen distribucién de Bernoulli con pardmetro
Pm- Definimos variables independientes Y, ~ Pois(p,,), y como la suma de variables Poisson indepen-
dientes es Poisson, tenemos que Z, =Y; + - -- + Y}, tiene distribucién Pois(\,) y

A
P(ZyeA)=> e Ank—".
keA ’
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Por lo tanto queremos comparar P(S,, € A) y P(Z,, € A) para cualquier conjunto A de enteros positivos.
Por el lema 3.5

|P(S, € A) — P(Z, € A)| < P(Sy, # Zy) (ZX ;EZY)

pero si S, y Z, difieren, al menos uno de los pares X,,, y Y,, deben diferir también. En consecuencia
|P(Sp € A) = P(Zn € A)| < Y P(Xpm # Vi)
m=1

y para completar la demostracién hay que ver que P(X,, # Y;,) < p2,. Para simplificar la notacién sean
X ~ Ber(p) y Y ~ Pois(p) y veamos que P(X # Y) < p?, o equivalentemente, que

1-pP’<PX=Y)=P(X=Y=0)+PX=Y=1).

Este resultado no depende de la distribucién conjunta entre X y Y pues no hemos supuesto ninguna
propiedad de independencia entre ellas. Lo importante es que las distribuciones marginales de X y Y
sigan siendo las mismas. Escogemos la distribucién conjunta de (X,Y) de la siguiente manera: Sea U una
variable con distribucién uniforme en (0,1] y sean

¥ — 0 si0<U<1-0p
)1 osil-p<U<I.

Y=0si0<U<ePyparak=1,2,...

k—1 i k i

_ : —pl_ —-pt_

Y =& 5126 Z‘!<U§Ze i
i=0 i=0

Es sencillo verificar que X y Y tienen las distribuciones marginales adecuadas (esto no es mds que el
método de la transformada inversa de generacién de variables aleatorias, aplicado las distribuciones de
Bernoulli y de Poisson). Como 1 —p < e P tenemos que X =Y = 0siy sélo si U < 1 — p, de modo que

P(X=Y=0)=1-p.
De manera similar X =Y =1siy sélosi e <U < (14 p)e P y por lo tanto
P(X=Y =1)=pe?.

Sumando estas dos expresiones tenemos
P’
P(X —Y)—l—p+pe_P:1—p2+§+...> 1-p2

Corolario 3.1 (Le Cam) Para cada n, sean Xp m, 1 <m <mn, n > 1 variables aleatorias independien-
tes con
P(Xmm = 1) = Pn,m; P(Xn,m = 0) =1 — Pn,m-

Sean
Sn:Xn,1+"'+Xn,n7 /\n:E[Sn] =Pn1t -+ Dnn,

y Zn ~ Pois(\,). Entonces, para cualquier conjunto A,

|P(Sp € A) = P(Z, € A)| < Pl

m=1
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El teorema anterior nos da una cota para la diferencia entre la distribucién de S,, y la distribucién
de Poisson de pardmetro A, = E[S,,], que podemos usar para obtener una versién general del teorema de
aproximacioén de Poisson.

Corolario 3.2 Supongamos que en la situacion del corolario anterior A, — A < 00 y maxy pp,r — 0,
cuando n — oo, entonces
mAéX|P(Sn €A)—-P(Z,c A —0.

Demostracién. Como p%ym < D (MEXy, Py i), sumando sobre m obtenemos

n
2 .

E pn)m S m}?Xpmk E Pn,m-

m=1 m

El primer factor de la derecha va a 0 por hipétesis. El segundo es A, que converge a A < oo y en
consecuencia el producto de los dos converge a 0. |

3.5. Caracterizaciones del Proceso de Poisson

Consideremos una sucesién de eventos que ocurren en [0,00) como por ejemplo las emisiones de
particulas por una sustancia radioactiva, la llegada de llamadas a una central telefénica, los accidentes
que ocurren en cierto cruce carretero, la ubicacion de fallas o defectos a lo largo de una fibra o las llegadas
sucesivas de clientes a un establecimiento comercial. Sea N((a,b]) el nimero de eventos que ocurren en
el intervalo (a,b], es decir, si 71 < 72 < 73--- representan los instantes (o ubicaciones) de los sucesivos
eventos, entonces N ((a, b)) es el ntimero de estos instantes 7; que satisfacen a < 7; < b.

Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. El nimero de eventos que ocurren en intervalos disjuntos son variables aleatorias independientes:
Para cualquier entero m > 2 y cualesquiera instantes tg = 0 < t; < t3 < --- < t,,, las variables
aleatorias

N((to,t1]), N((t1,t2]), -+ s N((tm-1,tm])

son independientes.

2. Para cualquier instante ¢ y cualquier h > 0, la distribucién de probabilidad de N((¢,t+ h]) depende
solo de la longitud del intervalo h y no del instante inicial ¢.

3. Hay una constante positiva A para la cual la probabilidad de que ocurra al menos un evento en un
intervalo de longitud h es

P(N((t,t +h]) >1) = A+ o(h), cuando h ] 0

(la notacién o(h) indica una funcién general indeterminada que representa el resto y satisface
o(h)/h — 0 cuando h | 0, es decir, que es de orden menor que h cuando h | 0). El pardmetro A se
conoce como la intensidad del proceso.

4. La probabilidad de que haya dos o mds eventos en un intervalo de longitud h es o(h):

P(N((t,t + h]) > 2) = o(h), cuando h | 0.

El nimero de sucesos que ocurren en intervalos disjuntos son independientes por 1, y 2 afirma que
la distribucién de N((s,t]) es la misma que la de N((0,t — s]). Por lo tanto, para describir la ley de
probabilidad del sistema basta determinar la distribucién de probabilidad de N((0,t]) para cualquier
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valor de ¢. Llamemos N((0,t]) = N(t). Mostraremos que los postulados anteriores implican que N(t)
tiene una distribucién de Poisson:

ke—)\t
PN = k) = PLET

para k =0,1,... (3.13)
Para demostrar (3.13) dividimos el intervalo (0, ] en n subintervalos de igual longitud ~ = t/n y definimos
las siguientes variables de Bernoulli: &, ; = 1 si hay al menos un evento en el intervalo ((i — 1)t/n,it/n] y
&ni=0sino, paral <i<n. S, =¢&,1+ - +&,n representa el nimero de subintervalos que contienen

al menos un evento y

Ry t

Pn,i = P(gn,z = 1) + O( )

T n
segun el postulado 3. Sea
- t
E(Sn) = pn = an,i =+ no(ﬁ)

i=1

Usando el teorema 3.3 vemos que

ILL’I]?L e_“‘n

P(Sn = k) = 222

<o voll)]

_ ¥+2/\to(t) +n02(%),

n

Como o(h) = o(t/n) es un término de orden menor que h = t/n para n grande, se tiene que

olt/n) _,0lh)

t/n — h

no(t/n) =t

tiende a 0 cuando n crece. Pasando al limite cuando n — oo obtenemos que

ko—p
lim P(Sn:k):ﬂ c , con p = At

Para completar la demostracién sélo falta ver que

lim P(S, = k) = P(N((0,#]) = k)

n—oo

pero S, y N((0,t]) son diferentes si al menos uno de los subintervalos contiene dos o mas eventos, y el
postulado 4 impide esto porque

[P(N(t) = k) = P(Sn = k)| < P(N(t) # S)
< S p(((E52, )
<ne(’)

— 0 cuando n — 0.

En consecuencia, haciendo n — oo,

PIN((0,4]) = k) = W)Zifw para k > 0,

Esto completa la demostracién de (3.13). |
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El proceso N((a,b]) se conoce como el Proceso Puntual de Poisson y sus valores, como hemos visto,
se pueden calcular a partir de los del proceso N (¢):

N((s,1]) = N(t) = N(s)

Reciprocamente, N (t) = N((0,t]), de modo que ambos procesos son equivalentes, las diferencias son de
enfoque, pero en algunos casos resulta 1til considerar al proceso de una u otra manera.

A continuacién presentamos sin demostracion otra caracterizaciéon de los procesos de Poisson que
resultara tutil méas adelante.

Teorema 3.4 N(t),t > 0 es un proceso de Poisson con intensidad X\ si y sélo si
a) Para casi todo w, los saltos de N(t,w) son unitarios.
b) Para todo s,t > 0 se tiene que E(N(t+s) — N(t)|N(u),u <t) = As.

3.6. Distribuciones Asociadas a un Proceso de Poisson

Hemos visto que los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos, T,,,n > 0 son v.a.i.i.d. con distri-
bucién exponencial de pardmetro A. Los instantes 7, en los cuales ocurren los eventos, son sumas de las
variables anteriores, y en consecuencia tienen distribucién I'(n, A). Veamos que la distribucién binomial
también aparece en el estudio del Proceso de Poisson.

Teorema 3.5 Sea N(t), t > 0 un proceso de Poisson de pardmetro A > 0. Para 0 <u <t y0<k <mn,

P@V@n::kzva):7w::kKnﬁ{kﬂ(?)k(1-?)"_ﬁ (3.14)

Es decir, condicional a que para el instante t han ocurrido n eventos, la distribucion del numero de
eventos que han ocurrido para el instante u < t es binomial con pardmetros n y (u/t).

Demostracion.
V) = () =) = P = BN =)
_ PIN() =k N(©) = N =~ k)
P(N(t) =n)

e () /RN [e AT A (E = w))"*/(n — k)Y
e~ M(At)"/n!
n! uk(t —u)nFk
T Kl(n—k)! tn '

Ejemplo 3.7
Recordemos que la variable 7,, tiene distribucién I'(n, A) y por la observacién 1 sabemos que A7, /2 ~
I'(n,2) = X%n'

Si observamos un proceso de Poisson hasta que se registre un nimero prefijado m de eventos, el tiempo
necesario 7, puede usarse para construir intervalos de confianza para la intensidad A del proceso, usando
el hecho de que A7, /2 tiene distribucién x? con 2m grados de libertad. Sean z, /2 Y Z1—qy2 valores tales
que si Z ~ x3,,, entonces P(Z < zo)5) = P(Z > z1_4/2) = a/2. Tenemos

22a/2 <A< 221—a/2
Tm TT",

l—azp(za/gS)\Tm/QSzl,a/g):P( )

En consecuencia, (2Za/2/7'm, 221_a/2/Tm) €s un intervalo de confianza para A a nivel 1 — a. A
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Ejemplo 3.8

Sean N y M dos procesos de Poisson independientes con parametros respectivos A y p. Sean n 'y m
enteros, 7, el tiempo de espera hasta el n-ésimo evento en el proceso N y v,, el tiempo de espera hasta el
m-ésimo evento en el proceso M. Las variables A7, /2 y u7y,, /2 son independientes y tienen distribuciones
X2 con 2n y 2m grados de libertad, respectivamente. Por lo tanto, bajo la hipétesis de que A = p, la
variable m, /nvy,, tiene distribucién F' con 2n y 2m grados de libertad, y podemos desarrollar una prueba
de hipétesis para A = p. A

3.7. Procesos de Poisson Compuestos

Asociamos ahora una variable aleatoria X; a cada evento de un proceso de Poisson. Suponemos que
las variables X;, ¢ > 1, son i.i.d y también son independientes del proceso. Por ejemplo, el proceso puede
representar los carros que llegan a un centro comercial y las variables asociadas, el niimero de pasajeros
que hay en cada uno de ellos; o el proceso puede representar los mensajes que llegan a un computador
central para ser transmitidos via internet y las variables X; pueden representar el tamano de los mensajes.

Es natural considerar la suma de las variables X; como una variable de interés:

S(t) =X1+ -+ Xnw

donde ponemos S(t) =0 si N(t) = 0.
Ya hemos visto que para suma aleatorias, la media es el producto de las medias de N e Y, mientras
que la varianza esta dada por

Var(S(t)) = E[N(t)] Var(Y;) + Var(N () (E[Yi])?.
En nuestro caso, N (t) ~ Pois(At) y por lo tanto, E[N(#)] = Var(N(¢)) = At. En consecuencia tenemos
E(S(t)) = M E(Y)),
Var(S(t)) = M(Var(Y;) + (E[Yi])?) = ME[Y?)].

Ejemplo 3.9

El ntimero de clientes de una tienda durante el dia tiene distribucién de Poisson de media 30 y cada
cliente gasta un promedio de $150 con desviacién tipica de $50. Por los cédlculos anteriores sabemos que
el ingreso medio por dia es 30 - $150 = $4.500. La varianza del ingreso total es

30 - [(850)2 + ($150)%] = 750.000

Sacando la rafz cuadrada obtenemos una desviacién tipica de $ 866,02. A

3.8. Descomposicién de un Proceso de Poisson

En la seccién anterior asociamos a cada evento de un proceso de Poisson una variable aleatoria X,
ahora vamos a usar estas variables para descomponer el proceso. Supongamos que las variables X; toman
valores enteros y sea N;(t) el nimero de eventos del proceso que han ocurrido antes de ¢ con X; = j.
Si, por ejemplo, X; representa el nimero de personas en un carro que llega a un centro comercial, N;(t)
representa el ntimero de carros que han llegado antes del instante ¢ con exactamente j personas dentro.

Veamos inicialmente el caso mas sencillo, en el cual las variables X} son de Bernoulli:

P(szl):p7 P(XkZO):l_pa

para 0 < p < 1 fijo y k > 1. Definimos ahora dos procesos, segtn el valor de las variables Xy, sea 0 6 1:

(1)
M) =Y X, vy No(t) = N(t) = Nu(t).
k=1
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Para ver que Ni(t) es un proceso de Poisson usamos el teorema 3.2: Los valores de N (t) sobre intervalos
disjuntos son variables aleatorias independientes, N1(0) = 0 y finalmente, el ejemplo 3.4 nos dice que
Ni(t) tiene distribucién de Poisson con media Apt. Un argumento similar muestra que Np(t) es un
proceso de Poisson con pardmetro A(1 —p). Lo que resulta mds sorprendente es que Ny y N son procesos
independientes. Para ver esto calculemos

P(No(t) = j, Ni(t) = k) = P(N(t) = j + k, Ni(t) = k)
P(Ni(t) = kIN(t) = j + k)P(N(t) = j + k)
; | ) Jtke—=At
- (J;!rk?) Py (AZ + k)l
e pt)* e AP — p)t)’
I
= P(N1(t) = k)P(No(t) = J)

para j,k=0,1,2,...

Ejemplo 3.10
Los clientes entran a una tienda de acuerdo a un proceso de Poisson con intensidad de 10 por hora. De
manera independiente, cada cliente compra algo con probabilidad p = 0.3 o sale de la tienda sin comprar
nada con probabilidad ¢ = 1—p = 0.7. ;Cudl es la probabilidad de que durante la primera hora 9 personas
entren a la tienda y que tres de estas personas compren algo y las otras 6 no?

Sea Ny = Ni(1) el nimero de clientes que hacen una compra durante la primera hora y Ny = Ny(1)
el nimero de clientes que entran pero no compran nada. Entonces Ny y N; son v.a.i. de Poisson con
pardmetros respectivos (0.7)(10) = 7 y (0.3)(10) = 3. Por lo tanto

766_7 33 -3

P(Ny = 6,N; = 3) = P(Ny = 6)P(N; = 3) = (0.149)(0.224) = 0.0334.
A

En el caso general las variables X} toman valores sobre un conjunto numerable, por ejemplo sobre
{0,1,2,...}, v el resultado correspondiente es el siguiente teorema, que no demostraremos.

Teorema 3.6 N;(t) son procesos de Poisson independientes con intensidad AP (X; = j).

3.9. Superposiciéon de Procesos de Poisson

La situacion inversa a la descomposicién de un proceso de Poisson es la superposicién de procesos.
Ya que un proceso de Poisson puede descomponerse en procesos de Poisson independientes, es razonable
esperar que el proceso inverso, la superposicién de procesos de Poisson independientes, produzca un
proceso de Poisson cuya intensidad sea la suma de las intensidades.

Teorema 3.7 Sean Ni(t),...,Nk(t) procesos de Poisson independientes con pardmetros Ai,..., g, en-
tonces N1(t) + - -+ 4+ Ni(t) es un proceso de Poisson con pardmetro Ay + -+ + Ag.

Demostracion. Haremos la demostracion para el caso k = 2, el caso general se obtiene luego por induc-
ci6n. Es inmediato que la suma tiene incrementos independientes y que Np(0) + N3 (0) = 0. Para verificar
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que los incrementos tienen distribucién de Poisson con parametro igual a la suma de los pardmetros
observamos que si Y = Ny (t + s) — Ni(s) ~ Pois(Mt) y Z = Na(t + s) — Na(s) ~ Pois(Aat), entonces

N(t+s) = N(s) = [N1(t + 5) = Ni(s)] + [Na(t + 5) — Na(s)]
=Y + Z ~ POiS((/\l + )\Q)t).

Ejemplo 3.11

Consideremos dos procesos de Poisson, uno con parametro A, que representa las llegadas a la meta del
equipo rojo, y otro, independiente del anterior y con pardmetro u, que representa las llegadas del equipo
verde. ;Cudl es la probabilidad de que haya 6 llegadas rojas antes que 4 verdes?

Observamos que el evento en cuestion equivale a tener al menos 6 rojos en los primeros 9. Si esto
ocurre, tenemos a lo sumo tres verdes antes de la llegada del sexto rojo. Por otro lado, si hay 5 o menos
rojos en los primeros 9, entonces tendremos al menos 4 verdes.

Podemos ahora ver el problema en el marco de un proceso de Poisson general que incluye rojos y
verdes, y tiene parametro A + u. Para cada llegada escogemos al azar el color lanzando una moneda con
probabilidad p = A\/(\ + ) para rojo. La probabilidad que nos interesa es

9

; <z)p’“(1 —p)’k

En el caso particular en el cual ambos procesos iniciales tienen la misma intensidad A = u, p=1/2y la

expresion anterior es
9

1 9\ 140
— = —— =0.273.
512 ;6 (k> sip 28

3.10. Procesos No Homogéneos

En el corolario 3.1 vimos qué ocurre si la probabilidad de cada evento individual no es homogénea.
Si, en cambio, el pardmetro del proceso, que representa la intensidad por unidad de tiempo con la cual
ocurren los eventos, no es constante a lo largo del tiempo, tenemos un proceso no-homogéneo.

Definicién 3.4 Decimos que (N (t), ¢t > 0) es un proceso de Poisson no homogéneo con tasa A(s), s >0
si

1. N(0) =0,
2. N(t) tiene incrementos independientes,
3. N(s+t) — N(s) tiene distribucién de Poisson con media szth A(r) dr.

En este caso los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos, T,,, n > 1, ya no son independientes
ni tienen distribuciéon exponencial. Esta es la razén por la cual no usamos nuestra definicion inicial
para esta generalizacién. Veamos que esto es efectivamente cierto. Pongamos pu(t) = fot A(s) ds, entonces
N(t) ~ Pois(u(t)) y

P(T; > t) = P(N(t) = 0) = e+,
Derivando obtenemos la densidad
d

Jr,(t) =~ P(Ty > 1) = A(t)e™ Jo M) ds — \(g)e=n(®)
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para t > 0. La relacién anterior se puede generalizar de la siguiente manera
I, (b, tn) = M)t +t2) - At + - + tn)e_ﬂ(t1+'~~+tn)7
lo cual muestra que, en general, las variables T; no son independientes ni tienen distribucién exponencial.

Ejemplo 3.12
Los clientes llegan a una tienda de acuerdo a un proceso de Poisson no-homogéneo con intensidad

2t para 0 <t <1,
At)=42 para 1 <t < 2,
4—1t para2<t<A4,

donde t se mide en horas a partir de la apertura. ;Cudl es la probabilidad de que dos clientes lleguen
durante las primeras dos horas y dos més durante las dos horas siguientes?
Como las llegadas durante intervalos disjuntos son independientes, podemos responder las dos pre-
guntas por separado. La media para las primeras dos horas es u = fol 2t dt + ff 2dt = 3 y por lo tanto
673(3)2

P(N(2) = 2) = — = 0.2240.

La probabilidad que nos piden es
P(N(2)=2,N(4) — N(2) =2) = P(N(2) =2)P(N(4) — N(2) = 2) = 0.0606

3.10.1. Postulados para un proceso de Poisson no-homogéneo

Al igual que para el caso del proceso homogéneo, es posible demostrar que los siguientes postulados
implican que el proceso de conteo N (t) es un proceso de Poisson no-homogéneo con funcién de intensidad
At), t>0:

N(0) =0.

{N(t),t > 0} tiene incrementos independientes.
(t+h)—N(t) =1) = A(t)h + o(h).

P(N
P(N(t+h) — N(t) > 2) = o(h).

Muestrear en el tiempo un proceso de Poisson ordinario a una tasa que depende del tiempo produce
un proceso de Poisson no-homogéneo. Esto es similar a lo que vimos para la descomposicién de un proceso
de Poisson sélo que ahora la probabilidad de observar un evento del proceso original no es una constante
p como ocurria antes, sino que depende del tiempo: p(t).

Sea {N(t),t > 0} un proceso de Poisson con intensidad constante A y supongamos que un evento
que ocurre en el instante ¢ se observa con probabilidad p(t), independientemente de lo que haya ocurrido
antes. Llamemos M (t) al proceso de los eventos que hemos logrado contar hasta el instante ¢, entonces
{M(t), t > 0} es un proceso de Poisson no-homogéneo con funcién de intensidad A(t) = Ap(¢). Podemos
verificar esta afirmacion comprobando que se satisfacen los axiomas anteriores.
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(a) M(0) = 0.

(b) El ntimero de eventos que contamos en el intervalo (¢, + h] depende tinicamente de los eventos del
proceso de Poisson N que ocurren en (¢,t + h], que es independiente de lo que haya ocurrido antes
de t. En consecuencia el niimero de eventos observados en (¢,t + h] es independiente del proceso de
eventos observados hasta el tiempo ¢, y por lo tanto M tiene incrementos independientes.

(¢) Condicionando sobre N((¢,t+ h]):

P(M((t,t +h]) = 1) = P(M((t,¢ + h]) = N ((t,t + ) = DP(N((t,t + h]) = 1)
£ P(M((t,t+R)) = 1N((t,¢ + h]) > 2)P(N((t, ¢ + h]) > 2)

— P(M((t,t + b)) = 1IN ((t,t + h]) = 1)Mh + o(h)
= p()\h + o(h)

(d) P(M((t,t+h]) > 2) < P(N((t,t + h]) > 2) = o(h).

Hay un reciproco (parcial) para este resultado: todo proceso no-homogéneo de Poisson con intensidad
acotada se puede obtener a partir de un proceso homogéneo muestreado en el tiempo. Para ver esto
necesitamos la siguiente proposicion que enunciamos sin demostracién

Proposicién 3.2 Sean N(t), t > 0 y M(t), t > 0 procesos de Poisson independientes no-homogéneos,
con funciones de intensidad respectivas a(t) y B(t) y sea S(t) = N(t) + M (t). Entonces

(a) {S(t),t > 0} es un proceso de Poisson no-homogéneo con funcion de intensidad \(t) = a(t) + B(t).

(b) Dado que un evento del proceso S ocurre en el instante t entonces, independientemente de lo que
haya ocurrido antes de t, el evento en t viene del proceso N con probabilidad «(t)/(a(t) + B(1)).

Demostracién. Ver S.M. Ross, Introduction to Probability Models 10th. Ed. p. 340.

Supongamos ahora que {N(t), ¢ > 0} es un proceso de Poisson no-homogéneo con funcién de in-
tensidad acotada A(t) tal que A(t) A para todo t. Sea {M(t), ¢ > 0} otro proceso de Poisson
no-homogéneo con intensidad p(t) = A — A(¢) e independiente de N(t). Por la proposicién anterior
tenemos que {N(t), t > 0} se puede considerar como el proceso que se obtiene a partir del proceso ho-
mogéneo {N(t)+ M(t), t > 0}, donde un evento que ocurre en el tiempo ¢ es observado con probabilidad

p(t) = A()/A.

>
<

La funcién p(t) definida por
¢
wu(t) = / A(s) ds
0

es continua y no decreciente y representa el valor esperado del niimero de eventos que ocurren en el
intervalo [0,t], E(N(¢)) = u(t). Definimos su inversa generalizada v(t) por

v(t) = if{s: u(s) >t}, ¢t>0.

Usando estas funciones tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.8 Sea N un proceso de Poisson no homogéneo y sea M(t) = N(v(t)), t > 0. Entonces M
es un proceso de Poisson homogéneo con intensidad 1.
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Demostracion. Fijamos s,t y ponemos t' = v(t), t' + s =v(t+s), s =v(t+ s) — v(t). Entonces

E(M(t+s) = M(#)|M(u),u <t) =EN{ +s") = N(t")|N(u),u < t)
=EWN{# +5) = N(t')) = p(t' +5) — p(t)
=t+s—t=s.
Por el teorema 3.4 obtenemos el resultado. [ |

Denotemos por 7, el instante en el cual ocurre el n-ésimo evento de un proceso no-homogéneo
{N(t), t > 0}. Entonces

( n —1, y al menos un evento ocurre en (¢,t+ h))
(t) =n —1, y un evento ocurre en (t,t + h)) + o(h)
( n — 1)P(un evento ocurre en (¢,t 4+ h)) + o(h)

Dividiendo por h y haciendo h — 0 obtenemos que la densidad de esta variable es

_ ey (@)
Fra(t) = At)e )m~

3.11. Simulacién de Procesos de Poisson

Hay varias maneras de simular procesos de Poisson. En esta seccién vamos a considerar dos de ellas,
que se basan en simular los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos, o simular el nimero de eventos
en un periodo de tiempo determinado y luego ubicar los instantes en los cuales han ocurrido estos eventos
en el periodo de tiempo en cuestion.

3.11.1. Primer Método

Hemos visto que si T), n > 1 son v.a.i. con distribucion exponencial de parametro A\, 7, = Ty +---+1),
representa el instante en el cual se registra el n-ésimo evento en un proceso de Poisson de intensidad .
Podemos usar esta relacién para simular un proceso de Poisson en R de la siguiente manera: Usamos la
variable auxiliar nev para indicar el nimero de eventos que queremos simular, es decir, el nimero de
variables exponenciales que vamos a considerar, generamos estas variables y luego las sumamos:

nev <- 20
ttiempos <- c(0,cumsum(rexp(nev,1)))

La segunda instruccién genera nev variables exponenciales y las suma, para obtener las variables 7;.
Usamos las siguientes instrucciones para graficar trayectorias de procesos de Poisson con intensidades 1,
0.5y 0.1.

set.seed(999)

par (mfrow=c(3,1))

nev <- 20 # Numero de eventos

ttiempos <- c(0,cumsum(rexp(nev,1)))

plot(ttiempos,0:nev, type=’s’,xlim=c(0,20),
xlab=’Tiempo’,ylab=’Eventos’,lwd=2,
main=’Proceso de Poisson de intensidad 1°’)

abline(h=0,col="red’)



24 CAPITULO 3. PROCESOS DE POISSON

ttiempos <- c(0,cumsum(rexp(nev,0.5)))
plot(ttiempos,0:nev, type=’s’,x1lim=c(0,20),
xlab=’Tiempo’,ylab="Eventos’,lwd=2,
main=’Proceso de Poisson de intensidad 0.5’)
abline(h=0,col="red’)

ttiempos <- c(0,cumsum(rexp(nev,0.1)))
plot(ttiempos,0:nev, type=’s’,xlim=c(0,20),
xlab=’Tiempo’,ylab="Eventos’,lwd=2,
main=’Proceso de Poisson de intensidad 0.1’)
abline(h=0,col="red’)

El resultado de estas instrucciones es la siguiente grafica:

Proceso de Poisson de intensidad 1

ver
0 5 1015 20

Proceso de Poisson de intensidad 0.5

0 5 10 15 20

T T T
0 5 10 15 20

Tiempo

Proceso de Poisson de intensidad 0.1

0 5 1015 2

Figura 3.1: Ejemplos de trayectorias de procesos de Poisson con intensidades A = 1,0.5 y 0.1.

En la gréfica anterior fijamos el intervalo de tiempo en el eje x para comparar el efecto de las intensi-
dades en un mismo periodo de tiempo. A continuacién presentamos las graficas de las mismas trayectorias
anteriores pero dejando libre el intervalo de tiempo, para que se represente la trayectoria completa hasta
llegar a 20 eventos.

set.seed(999)

par (mfrow=c(3,1))

ttiempos <- c(0,cumsum(rexp(nev,1)))

plot(ttiempos,0:nev, type=’s’,ylim=c(0,nev),
xlab=’Tiempo’,ylab=’Eventos’,lwd=2,
main=’Proceso de Poisson de intensidad 1°’)

abline(h=0,col="red’)

ttiempos <- c(0,cumsum(rexp(nev,0.5)))
plot(ttiempos,0O:nev, type=’s’,ylim=c(0,nev),
xlab=’Tiempo’,ylab=’Eventos’,lwd=2,
main=’Proceso de Poisson de intensidad 0.5’)
abline(h=0,col="red’)

ttiempos <- c(0,cumsum(rexp(nev,0.1)))

plot(ttiempos,0:nev, type=’s’,ylim=c(0,nev),
xlab=’Tiempo’,ylab=’Eventos’,lwd=2,
main=’Proceso de Poisson de intensidad 0.1°)
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abline(h=0,col="red’)
par (mfrow=c(1,1))

La figura 3.2 presenta el resultado de estas instrucciones:

Proceso de Poisson de intensidad 1

Eventos
0 5 1015 20

Eventos
0 5 1015 20

Eventos
0 5 1015 20

Figura 3.2: Ejemplos de trayectorias de procesos de Poisson con intensidades A = 1,0.5 y 0.1.

A continuacién, en cada panel presentamos las graficas de cinco trayectorias para cada intensidad. El
numero de eventos considerados es 40. Observar las diferentes escalas en el eje x.

set.seed(111)

nev <- 40

ttiempos <- c(0,cumsum(rexp(nev,1)))

plot(ttiempos,0:nev, type=’s’,ylim=c(0,nev),
xlab=’Tiempo’,ylab=’Eventos’,lwd=2,
main=’Proceso de Poisson de intensidad 1°’)

abline(h=0,col="red’)

for (i in 2:5) lines(c(0,cumsum(rexp(nev,1))),0:nev,type=’s’, lwd=2,col=i)

ttiempos <- c(0,cumsum(rexp(nev,0.5)))

plot(ttiempos,0:nev, type=’s’,ylim=c(0,30),
xlab=’Tiempo’,ylab=’Eventos’,lwd=2,x1lim=c(0,60),
main=’Proceso de Poisson de intensidad 0.5’)

abline(h=0,col="red’)

for (i in 2:5) lines(c(0,cumsum(rexp(nev,0.5))),0:nev,type=’s’, lwd=2,col=1i)

ttiempos <- c(0,cumsum(rexp(nev,0.1)))

plot(ttiempos,0:nev, type=’s’,ylim=c(0,30),
xlab=’Tiempo’,ylab=’Eventos’,lwd=2,x1im=c(0,100),
main=’Proceso de Poisson de intensidad 0.1’)

abline(h=0,col="red’)

for (i in 2:5) lines(c(0,cumsum(rexp(nev,0.5))),0:nev,type=’s’, lwd=2,col=1i)

El resultado se presenta en la figura 3.3

3.11.2. Segundo Método

El segundo método para simular procesos de Poisson que consideraremos utiliza el siguiente resultado
que presentamos sin demostracién.
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Proceso de Poisson de intensidad 1 Proceso de Poisson de intensidad 0.5 Proceso de Poisson de intensidad 0.1

Figura 3.3: Ejemplos de trayectorias de procesos de Poisson con intensidades A = 1,0.5 y 0.1.

Teorema 3.9 Sean 71, 7o,... los instantes en los cuales ocurren los sucesivos eventos de un proceso de
Poisson de pardmetro A\. Dado que N(t) = n, las variables 71,7a,...,T, tienen la misma distribucidn
conjunta que los estadisticos de orden de n v.a.i. con distribucion uniforme en [0,t].

Por lo tanto, si queremos ver cudntos eventos han ocurrido en un intervalo de tiempo [0,t] en un
proceso de Poisson de intensidad A\, podemos generar una v.a. de Poisson con pardmetro At. Supongamos
que el resultado de n, si queremos saber cuando ocurrié cada uno de estos n eventos, generamos n variables
uniformes en el intervalo [0, ¢]. Estas variables uniformes ordenadas corresponden a los instantes 7; para
1<j<n.

Para el cédigo en R usaremos dos variables auxiliares, tt que representa el intervalo de tiempo y 1bd
que representa la intensidad del proceso de Poisson. Adicionalmente, nev representa el nimero de eventos
en el intervalo y ttiempos los valores de las variables 7; en orden.

tt <- 30 # Tiempo de observacién del proceso

1bd <- 1 # Intensidad

nev <- rpois(1l,tt*lbd) # Nimero de eventos observados
ttiempos <-sort(runif (nev,max=tt)) # Ubicacién de los eventos

Las siguientes instrucciones hacen las graficas de tres trayectorias correspondientes a procesos de
Poisson de pardmetros 1, 0.5 y 0.1 para 30 unidades de tiempo.

set.seed(1235)

par (mfrow=c(3,1))

tt <- 30 # Tiempo en el que observamos el proceso

1bd <- 1 # Intensidad

nev <- rpois(1l,tt*lbd) # Nimero de eventos observados

ttiempos <-sort(runif (nev,max=tt)) # Ubicacién de los eventos

plot(c(0,ttiempos),0:nev, type=’s’,
xlab=’Tiempo’,ylab=’Eventos’,lwd=2,xlim=c(0,tt),
main=’Proceso de Poisson de intensidad 0.5°)

abline(h=0,col="red’)

1bd <- 0.5

nev <- rpois(1,tt*1lbd)

ttiempos <-sort(runif (nev,max=tt))

plot(c(0,ttiempos),0:nev, type=’s’,
xlab=’Tiempo’,ylab=’Eventos’,lwd=2,x1im=c(0,tt),
main=’Proceso de Poisson de intensidad 0.5’)

abline(h=0,col="red’)

1bd <- 0.1
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nev <- rpois(1,tt*1lbd)

ttiempos <-sort(runif (nev,max=tt))

plot(c(0,ttiempos),0:nev, type=’s’,
xlab=’Tiempo’,ylab="Eventos’,lwd=2,xlim=c(0,tt),

main=’Proceso de Poisson de intensidad 0.1’)

abline(h=0,col="red’)

par (mfrow=c(1,1))

El resultado se presenta en la figura 3.4. En este caso la longitud del intervalo de tiempo estd fija.

Proceso de Poisson de intensidad 0.5

Even
051 2

Eventos
o 4 8 12

e
012345

Figura 3.4: Ejemplos de trayectorias de procesos de Poisson con intensidades A = 1,0.5 y 0.1.

A continuacién presentamos en cada panel, cinco trayectorias con igual intensidad.

set.seed(1357)
tt <- 30
1bd <- 1
nev <- rpois(1,tt*1lbd)
ttiempos <-sort(runif (nev,max=tt))
plot(c(0,ttiempos),0:nev, type=’s’,
xlab=’Tiempo’,ylab="Eventos’,lwd=2,xlim=c(0,tt),
main=’Proceso de Poisson de intensidad 1°’)
abline(h=0,col="red’)
for (i in 2:5) {
nev <- rpois(1l,tt*1lbd)
lines (c(0,sort(runif (nev,max=tt))),0:nev,type=’s’,col=i,lwd=2)

}

1bd <- 0.5

nev <- rpois(1,tt*1lbd)

ttiempos <-sort(runif (nev,max=tt))

plot(c(0,ttiempos),0:nev, type=’s’,
xlab=’Tiempo’,ylab=’Eventos’,lwd=2,xlim=c(0,tt),
main=’Proceso de Poisson de intensidad 0.5’)

abline(h=0,col="red’)

for (i in 2:5) {

nev <- rpois(1l,tt*1lbd)
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lines (c(0,sort(runif (nev,max=tt))),0:nev,type=’s’,col=i,lwd=2)
}

1bd <- .1
nev <- rpois(1,tt*1lbd)
ttiempos <-sort(runif (nev,max=tt))
plot(c(0,ttiempos),0:nev, type=’s’,
xlab=’Tiempo’,ylab=’Eventos’,lwd=2,xlim=c(0,tt),
main=’Proceso de Poisson de intensidad 0.1°)
abline(h=0,col="red’)
for (i in 2:5) {
nev <- rpois(1l,tt*1lbd)
lines (c(0,sort(runif (nev,max=tt))),0:nev,type=’s’,col=i,lwd=2)

}

Los resultados se muestran en la figura 3.5

Proceso de Poisson de intensidad 1 Proceso de Poisson de intensidad 0.5 Proceso de Poisson de intensidad 0.1

Figura 3.5: Ejemplos de trayectorias de procesos de Poisson con intensidades A = 1,0.5 y 0.1.

3.11.3. Procesos de Poisson Compuestos

En este caso, a cada evento de un proceso de Poisson homogéneo se le asocia una variable Y; y el
proceso de interés esta dado por la suma

N(#)

St => Y

donde se entiende que la suma vale 0 si N(¢) = 0. Para presentar un ejemplo de la simulacién de estos
procesos, vamos a suponer que las variables Y; tienen distribucién normal centrada de varianza 3 y
que el proceso de Poisson tiene intensidad 0.5. Haremos la simulacién del proceso de Poisson usando el
primer método y tomaremos los primeros 25 eventos. Simulamos cinco trayectorias para este proceso, que
presentamos en la figura 3.6.

nev <- 25

1bd <- 0.5

set.seed(9911)

ttiempos <- c(0,cumsum(rexp(nev,1lbd)))

pcomp <- c(0,cumsum(rnorm(nev,sd=sqrt(3))))

plot (ttiempos,pcomp,type=’s’,lwd=2,xlab=’Tiempos’,x1lim=c(0,35),
main=’Proceso de Poisson Compuesto’,ylab=’’,ylim=c(-15,15))
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abline(h=0,col="red’)

for (i in 2:5) {
ttiempos <- c(0,cumsum(rexp(nev,1lbd)))
pcomp <- c(0,cumsum(rnorm(nev,sd=sqrt(3))))
lines(ttiempos,pcomp,type=’s’,col=i,1lwd=2) }

Proceso de Poisson Compuesto

-10
I

-15
I

Tiempos

Figura 3.6: Ejemplos de trayectorias de procesos de Poisson compuestos con intensidad A = 0.5 y suman-
dos normales centrados de varianza 3.

3.11.4. Descomposicion de procesos de Poisson

Estudiamos anteriormente la descomposicién de un proceso de Poisson homogéneo de intensidad A
y vimos que el resultado de esta descomposicién son procesos de Poisson cuya intensidad depende del
mecanismo empleado. En el caso mas sencillo, a cada evento del proceso de Poisson le asociamos una
variable Bernoulli de parametro p y separamos los eventos que corresponden a éxitos de aquellos que
corresponden a fracasos. El resultado es un par de procesos de Poisson con intensidades respectivas Ap y
A(1—p). A continuacién presentamos el cdigo para simular la descomposicién de un proceso homogéneo
de intensidad 0.5 usando variables Bernoulli de parametro 0.3.

nev <- 25

1bd <- 0.5

set.seed(9119)

ttiempos <- cumsum(rexp(nev,lbd))

plot(c(0,ttiempos) ,0:nev,type=’s’,lwd=2,xlab=’Tiempos’,

main=’Descomposicién de un Proceso de Poisson’,ylab=’’)

abline(h=0,col="red’)

marca <- rbinom(nev,1,0.25)

lines(c(0,ttiempos[marca==1]),0:1length(marcal[marca==1]) ,type=’s’,
1wd=2,col=’darkblue’)

lines(c(0,ttiempos [marca==0]),0:1length(marcal[marca==0]),type=’s’,
1lwd=2,col="red’)

El resultado se presenta en la figura 3.7.
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Descomposicién de un Proceso de Poisson

Tiempos

Figura 3.7: Descomposicién de un proceso de Poisson con intensidad A = 0.5 usando variables Bernoulli
con parametro 0.3. En negro la trayectoria original, en azul la trayectoria que corresponde a éxitos en las
variables de Bernoulli y en rojo a fracasos.

3.11.5. Superposicién de procesos de Poisson

Para finalizar esta seccién, vamos a considerar el proceso de superposiciéon de procesos de Poisson.
Consideramos dos procesos con intensidades respectivas 0.6 y 0.3 y un intervalo de tiempo de 30 unidades.
El resultado se presenta en la figura 3.8.

Superposicion de Procesos de Poisson

Eventos

Tiempo

Figura 3.8: Superposicion de procesos de Poisson con intensidades A = 0.6 y 0.3. En negro la trayectoria
final, en azul la trayectoria que corresponde al proceso de intensidad 0.6 y en rojo con intensidad 0.3.

set.seed(8264)

tt <- 30 # Tiempo en el que observamos el proceso

1bdl <- 0.6 # Intensidad del primer proceso

1bd2 <- 0.3 # Intensidad del segundo proceso

nevl <- rpois(1l,tt*1lbdl) # Numero de eventos proceso 1
nev2 <- rpois(l,tt*lbd2) # Nimero de eventos proceso 2
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ttl <-sort(runif(nevl,max=tt)) # Ubicacién de los eventos P1
tt2 <-sort(runif (nev2,max=tt)) # Ubicacidén de los eventos P2
ttiempos <- sort(c(ttl,tt2))

plot(c(0,ttiempos),0: (nevli+nev2), type=’s’,
xlab=’Tiempo’,ylab="Eventos’,lwd=2,xlim=c(0,tt),
main=’Superposicién de Procesos de Poisson’)
abline(h=0,col="red’)

lines(c(0,tt1),0: (nevl), type=’s’,col=’blue’,lwd=2)
lines(c(0,tt2),0: (nev2), type=’s’,col=’red’,lwd=2)



