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Medida e Integracién
Problemas IX
Los problemas 1, 3, 4, 5 y 8 son para entregar el lunes 12/10/09.

. Suponga que f : R — R es integrable segiin Lebesgue y sea

F(z) = /( ]f(t) dA(t).

Demuestre que F' es uniformemente continua.

. Carathéodory define la integral de Lebesgue de una funcién real, medible, no-negativa sobre un conjunto £ como

la medida de Lebesgue del conjunto

/E f@)dz = M{(z,y) sz € E,0 <y < f(z)}).

Demuestre que esta definicién es equivalente a la que dimos en clase.

(Lema de Pratt) Demuestre la siguiente variante del teorema de convergencia dominada y el lema de Fatou: Sea
Xn, Yo, X, Y v.a. sobre (0, F, P) tales que

a) 0< X, <Yy, b) X, — X,Y, =Y, ¢) E[Y,] — E[Y], E[Y] < oo.

Entonces E[X,,] — E[X]. Demuestre el Teorema de Convergencia Dominada como consecuencia de este resultado

(Teorema de Beppo Levi) Suponga que X,, € L! para n > 1 son v.a. tales que

supE[X,,] < cc.
n>1

Demuestre que si X,, T X entonces X € L' y E[X,] — E[X].

. Sea (fn,n > 1) la sucesién de funciones definidas en R por

n’x para 0 < z < 1/n,
fa(z) = q —n?(z—2) paral/n<z<2/n,
0 para x > 2/n.

Calcule liminf [ f,dX, [lminf f,d\, limsup [ f,dA, [limsup f,dX\ y compare estos cuatro nimeros. Comente.
Repita el ejercicio anterior para la sucesion f,, = 19,1/4) para n par y f, = 1{1,4,1] para n impar.
Sea f una funcién integrable en R. Demuestre que Mz : |f(z)| > o} = o(%) cuando o — oc.

Demuestre que si f es medible y finita c.s. en R entonces es integrable si y sélo si

o2 < [f] €27 < oo

Sea F una f.d., demuestre que [ (F(z +c) — F(z))dx = c.
Demuestre que f(t) = (sent)/t es integrable segin Riemann pero no segtin Lebesgue en (—o00, 00).

a) Si F es una f.d. continua, demuestre que [, F(z)dF(x) = 1/2. En consecuencia, muestre que si X,Y son
v.a.ii.d. con distribucién F, entonces P(X <Y)=1/2, y E[F(X)] =1/2.
b) Si F no es continua, E[F(X)] =1/2+ (1/2) ), P(X = a), donde la suma es sobre los dtomos de F'.

¢) Si X,Y sonv.a.conf.d. F(z), G(x) que no tienen discontinuidades comunes, entonces E[F(Y)]+E[G(X)] =
1.

d) Atnsi F'y G tienen saltos comunes, si las variables son independientes, E(F(Y))+E(G(X)) = 1+P(X =Y).
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Sea F' una f.d. con saltos en los puntos {a;}. Demuestre que la suma
> [Flay) — Flay)]
r—e<aj<xz

converge a cero cuando ¢ | 0, para todo x. ;Qué ocurre si extendemos la suma a z — ¢ < a; < z?. Usando este
problema demuestre la continuidad de F.

Sea F' una funcién no-decreciente. Demuestre que también hay una descomposiciéon F' = F,. + Fj; en este caso,
donde F, y F,; son no-decrecientes, F, es continua y Fy es una funcién de saltos.

Si F' es una f.d. discreta y el conjunto de discontinuidades es denso en R, demuestre que la funciéon inversa
no-decreciente es singular.

Podemos describir una f.d. F' por su derivada o densidad f = F’ siempre que f exista y I sea la integral de f:

Pla) = /( Sy

Muestre que si X tiene f.d. con densidad f y g es creciente y diferenciable, la f.d. de g(X) tiene densidad

La distancia de Lévy d(F,G) entre dos funciones de distribucién se define como
d(F,G)=inf{e: Gz —e) —e < F(a) <Gz +¢) +¢,Vx}

Dibuje un grafico e interprete esta distancia geométricamente. Demuestre que d es una distancia sobre el espacio
de las funciones de distribucion.

Si X tiene f.d. F ;Cuél es la f.d. de X??

Demuestre que
> 1
F ) = 2—21’L+1 |:2TL—1 7i| O < <1
(@)=Y r+g) 0<e<l,
n=1
donde [z] denota la parte entera de z, es una f.d. discreta cuyos saltos ocurren en puntos de la forma 27%, donde
Ty § son enteros.



