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Medida e Integracién
Problemas XI
Los problemas 1, 3, 4, 13, y 17 son para entregar el lunes 16/11/07.

. Suponga que para cada n el par de v.a. &,,n, son independientes y &, — &, n, — 1 puntualmente. Demuestre

que &, n son independientes de modo que la independencia se conserva cuando tomamos limites.

. Demuestre:

(i) Cualquier variable aleatoria es independiente de una variable degenerada.

(ii) Dos eventos disjuntos son independientes si y sélo si uno de ellos tiene probabilidad cero.

(iii) Si P(X = £1, Y = +£1) = 1/4 para cualquiera de los cuatro pares de signos, entonces X e Y son
independientes.

Si X,Y,Z son v.a. en (Q,F,P)y L denota independencia, demuestre o de contrajemplos para las siguientes
relaciones:

(XLY & X?21Y2

X 1Y, X17Z < X1Y+2).

(i) X 1LY, YL1lZ = X.1Z

(iv) X L(Y,2),Y LZ = X.,Y,Z son independientes.

. El color de las flores de una planta estd determinado por dos genes que la planta recibe de manera independiente

de las plantas que la generan. Si los genes son idénticos, las flores son unicolores, del color determinado por los
genes. Si estos son diferentes, las flores son veteadas con los colores de ambos genes. Los genes para los colores
blanco, rosado y rojo ocurren en la poblacién en la proporcién p : g : v, donde p+ ¢+ r = 1. Si los padres de una
planta se seleccionan al azar, llamemos A al evento que ocurre si las flores son al menos parcialmente rosadas, y
B al evento que ocurre si las flores son veteadas.

(i) Halle P(A) y P(B).
(ii) Demuestre que A y B son independientes si p=2/3y r =q = 1/6.

(iil) ;Son estos los unicos valores de p, ¢ y r para los cuales A y B son independientes?

. Halle un ejemplo sencillo de eventos dependientes A,, tales que Y P(4,) = co pero P(A,i.v.) < 1.

Si {X,,n > 1} son v.a.i. demuestre que P(lim, . X, =0) =1 siy sélo si
oo
> P(IXa| > €) < o0,
n=1

para todo € > 0.

Sean X,,, n > 1 una sucesién i.i.d. con P(X,, =1) =1/2 = P(X,, = —1). Demuestre que %Z?Zl X, converge a
0 en probabilidad.

Sean X,, y S, como en el ejercicio anterior. Demuestre que #Snz converge a 0 c.s.
Si Al,AQ C Ql, Bl,Bg C Qg y A1 X Bl = A2 X BQ no es 1’11110, demuestre que A1 = AQ y Bl = BQ.

Suponga que E = A x B, E = A; x By, E = Ay x By son reactangulos no vacios en 21 X Q5. Demuestre que E
es la unién disjunta de Ey y Es siy sélo si o bien A es la unién disjunta de Ay, As y B = B; = By o bien B es
la unién disjunta de By, By y A= A; = As.

Demuestre que la interseccién de cualquier coleccion de rectangulos es un rectangulo.

Suponga que Fp, Fs son o-algebras en 21, 25, respectivamente. Entonces un rectdngulo A; x As estd en F; ® Fo
siysélosi A; € F;,i=1,2.

Suponga que F = F; @ Fo y sea A € F. Demuestre que las proyecciones de A no necesariamente estin en Fi o
Fo.
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El producto de dos espacios de probabilidad completos no necesariamente es completo: Tome Q1 = Qo = [0, 1]

con los borelianos y la medida de Lebesgue. Sea M un conjunto no medible en €; y considere el conjunto
M x {x}. (Use el ejercicio 12)

Sea X,, una sucesién de v.a. tales que

1 1
P(X,=4n’)=—, P(X,=0=1-—.
n
Usando el lema de Borel-Cantelli demuestre que, c.p.1, lim,_,o, X, = 0. Calcule lim,,_,, E[X,,]. {Vale 07 ;Es
posible aplicar el Teorema de Convergencia Dominada? ;Por qué?

Sea {pk, k > 0} una distribucién de probabilidad sobre los enteros {0, 1,2, ... }. Definimos la funcién generadora
de momentos por

G(s):Zpksk7 0<s<l.
k=0

Usando el Teorema de Convergencia Dominada demuestre que
ig(s) = ipkksk* 0<s<1
ds Pt ’ -

Suponga que ; = 5 es un conjunto no-numerable y F; = F» es la o-algebra de los conjuntos numerables o
conumerables. Determine cual es la o-algebra producto F; @ Fo. Si D = {(x,y) : * = y} es la diagonal en 1 x Qo
demuestre que todas las secciones de D son medibles pero D no esta en € x €.

En una sucesién de ensayos de Bernoulli con probabilidad de éxito p, sea Y el tiempo de espera hasta que ocurra
el primer éxito. Halle la distribucién de Y, que se conoce cémo la distribucién geométrica. Si Yp,...,Y, son
v.a.iid. con distribucién geométrica, halle la funcién de probabilidad de S, = >_""_; ¥, que se conoce como la
distribucién binomial negativa (cpn pardmetros n y p.

SiY y Z son v.a.. con distribucién binomial (resp. Poisson, binomial negativa) con pardmetros (n,p) y (m,p)
(resp. A1 v A2, (n1,p) y (n2,p)) entonces Y + Z es una v.a. binomial (resp. Poisson, binomial negativa) con
pardmetros (m + n,p) (resp. A1 + A2, (n1 + na,p)). Por lo tanto si {X,,,n > 1} son v.a.ii.d. de Poisson con
pardmetro A, S, = >, X; es una v.a. de Poisson con pardmetro nM.

Si N, es una v.a. con distribucién geométrica de pardmetro p, demuestre que lim, ,; P((1 — p)N, < z) =
1—e*, x>0, es decir, el limite tiene distribucién exponencial.



