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Medida y Probabilidad
Problemas I
Los problemas 4, 8, 15, 25 y 26 son para entregar el lunes 10/08/09.

. Dé un ejemplo de una funcién continua definida en un intervalo que no sea uniformemente continua.

. Demuestre o dé un contraejemplo para la siguiente afirmacién: Toda sucesién infinita de numeros reales

contiene una subsucesién mondtona.

Dé un ejemplo de una sucesién de funciones definidas sobre un intervalo comun tales que la sucesion converge
puntualmente pero no uniformemente en el intervalo.

. El limite superior de una sucesién a,, limsup,,_, ., a, =, se puede definir como el valor A tal que,

= dado cualquier € > 0, existe N = N(¢g) tal que si n > N entonces a, < A + ¢,
» para todo M € N existe m > M tal que A — e < ay,.

Demuestre que esta definicién es equivalente a la definiciéon A = inf,,>1 (supk>n ak>.

. Demuestre que si (a,)5°; estd acotada, entonces limsup,, . a, existe.

Demuestre que si A = lim sup a,, existe, es posible hallar una subsucesién que converge a A.

Demuestre que el conjunto de todas las funciones con valores reales y continuas definidas sobre [0, 1] es un
espacio vectorial.

Dé un ejemplo de una serie de funciones continuas definidas sobre un intervalo tales que la serie no converja
uniformemente sobre el intervalo pero si converja puntualmente a una funcién continua sobre el intervalo.

Dé un ejemplo de una serie de funciones continuas sobre un intervalo tales que la serie no converja a una
funcién continua en el mismo intervalo.

Demuestre el siguiente resultado: Si las funciones f, : [0,1] — R son uniformemente continuas y f, — f
uniformemente en [0, 1], f es uniformemente continua.

Dé un ejemplo de una serie de funciones f; + fo +--- de funciones diferenciables definidas sobre un intervalo
tales que la serie converge uniformemente a f sobre el intervalo pero f'(z) # fi(x)+ f4(x)+--- para todo =
en este intervalo.

Considere la sucesién
1 \1/2
fulw) = (5 +2°)

Demuestre que f, converge uniformemente en [—1,1] a una funcién f(x). Determine si f es diferenciable.
(Para cudles valores de x es cierto que lim,, o f/(z) = f/(2)?

Sea f,(z) = x/(1 4+ na?) para x € R, n > 1. Halle f(z) = lim,, .o fu(2) y g(x) = lim,, . £} ()

a) Demuestre que f’(x) existe para todo x pero que f'(0) # ¢(0). ;Para qué valores de x se tiene que
f(x) = g(x)?

b) {En cudles subintervalos de R se tiene que f,, — f uniformemente?

¢) (En cudles subintervalos de R se tiene que f/ — g uniformemente?

Dé un ejemplo de una serie de funciones f; + fo + -+ de funciones integrables sobre un intervalo [a, b] tales
que la serie no converge uniformemente sobre el intervalo pero

/b (ifk(ff))dx — i/b fo(@)dz
@ k=1 k=10

Definimos la funcién f(z) = x si x es racional y 0 en otro caso. jPara qué valores de = es f continua? ;Para
qué valores de x es f diferenciable?
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Definimos la funcién g(z) = 22 si x es racional y 0 en otro caso. ;Para qué valores de z es g continua? ;Para
qué valores de z es g diferenciable?

Considere la funcién
2"r + 1
=3 g | T 0sesn

donde |a| denota el mayor entero menor o igual a a. Demuestre que esta serie converge para todo z € [0, 1],
que es creciente y que g(0) = 0, g(1) = 1. Halle todos los puntos en los cuales g es discontinua y en estos
puntos halle la diferencia entre el limite por la derecha y el limite por la derecha. Demuestre también que
esta funcién es integrable segiin Riemann sobre [0, 1] y calcule el valor de la integral.

Sea f una funcién que no es continua en a. Demuestre que f no puede ser diferenciable en a.

Demuestre que

1 1

/ ( lim nxeﬂ”ﬂ)dx # lim (nx(f"f)dx.
0 n—oo n—oo 0

Sea (f,) una sucesién de funciones reales y continuas que converge uniformemente en [a,b] a f. Definimos F),

y F en [a,b] por F,( f fndt, F(x) f; fdt para x € [a,b]. Demuestre que F,, converge uniformemente

a F en [a,b].

Considere las siguientes sucesiones de funciones en [0, 1]

S i (0) fale) =0 si 2

<z<l

S\H

() fule) =n% S0<2< T () fule) = —nP(a—2) si

En cada caso dibuje la gréfica de f,,, halle el limite de la sucesién (f,) y calcule fol frn(x)dz. ;Qué concluye?
Para las siguientes sucesiones de funciones f,, : [0,1] — R calcule lim,,_, o fn(2) y determine si la convergencia
es uniforme. Determine también si es posible intercambiar limites e integrales.

nr Tl2$

Cl) fn(x) = ma b) fn(x) = m

Sea (f,) una sucesién de funciones reales continuas definidas en [0, 1] y suponga que f, — f uniformemente

en [0, 1]. jEs cierto que
1-1/n 1
lim fn(z)dx :/ f(x)dz?
0

n—oo 0
Demuestre que (limsup,,_, . 4,)¢ = liminf, ., AS, (iminf,, o Ap)¢ = limsup,,_, ., A%.
Sea A una o-dlgebra y (A, ),>1 una sucesién de eventos en A.

a) Demuestre que liminf,, . A, € A; limsup,_,. 4, € A.
b) Sean A,,, B,, subconjuntos de 2, demuestre que limsup,, , (A, UBy,) = limsup,,_, ., A, Ulimsup,,_, . By,
¢)Si A, - Ay B, — B, jes cierto que A, UB, - AUB, A,NB, — ANB?

Halle limsup A,, y liminf A,, para los siguientes conjuntos:

s (—=1/n,1] sin es impar,
"1 (=1,1/n] sin es par,

Sean B y C subconjuntos de 2. Definimos

B s
A, = , sin es par,
C,

si n es impar.
;Quiénes son limsup A, y liminf 4,7

Sea Q2 = R2, A, el interior del circulo con centro en ((—1)"/n,0) y radio 1. Halle limsup A,, y liminf A,,.



