Capitulo 4

Independencia

4.1. Eventos Independientes

La nocién de independencia surge en el d&mbito de la Teoria de Probabilidades, de modo que en este
capitulo todas las medidas son probabilidades.

Definicién 4.1 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Los eventos A, B € F son independientes si

P(ANB) = P(A)P(B).

Definicién 4.2 Los eventos Ay, ..., A, son independientes si
P(Nier Ai) = [[P(A4:) VIC{l,...,n}. (4.1)
iel

Esta ecuacion equivale a
n

P(BinB;N---NB,) = [[P(B) (4.2)
i=1

donde para cada i =1,...,n, B; es A; o Q.

Definicién 4.3 Sea C; C F, i = 1,...,n. Las clases C; son independientes si para cada seleccién
Ay,...,A, con A; € C;, i =1,...,n, tenemos que los eventos A;, i = 1,...,n son independientes.
Teorema 4.1 Si para cada i =1,...,n, C; es una clase no vacia de eventos que satisface

1. C; es un sistema 7 parai=1,...,n,

2. C; son independientes parai=1,...,n,
entonces 0(C1),...,0(Cy) son independientes.

Demostracion. Haremos la demostracién para el caso n = 2. El resultado general se puede obtener por
induccion. Fijamos Ay € Co y ponemos

L={AcF:P(ANAy) = P(A)P(A,)}.

Veamos que L es un sistema A:
(a) Q € L porque P(QN Az) = P(Az) = P(Q)P(As).



60 CAPITULO 4. INDEPENDENCIA

(b) A,Be L, AC B entonces B— A € L:
P((B—A)NAy)=P(BNAs)— (ANAy))=P(BNAs) — P(AN Ap)
) —

P(B)P(Az) — P(A)P(Az) = (P(B) — P(A))P(As)
= P(B — A)P(Ay).

(¢) Si B, € L, B, T B entonces B € L.
P(BNAy) = P(h;rln B, NAs) = P(h’rrln(Bn N As))
= h’gbn P(B,NAy) = 11’71711 P(B,)P(As2)
= P(B)P(As)

Ademds C; C L y por el Teorema de Dynkin ¢(C1) C L. En consecuencia o(Cy) y C2 son independientes.
De manera similar se muestra ahora que o(Cy1) y o(Cz2) son independientes. [

Definicién 4.4 Sea T un conjunto arbitrario de indices. Las clases Cy, t € T son independientes si para
cada I C T finito, las clases C;, t € I son independientes.

Corolario 4.1 Si {C, t € T} son sistemas ™ no vacios e independientes entonces {c(C;), t € T} son
independientes.

Notacion: Usaremos la notacién L para indicar independencia.

4.2. Variables Aleatorias Independientes

Definicién 4.5 {X;, t € T} es una familia de variables aleatorias independientes (v.a.i.) si {o(Xy), t €
T} son o-dlgebras independientes.

Ejemplo 4.1
Como o(14) = {0,Q, A, A} tenemos que 1g4,,...,14, son independientes si y sélo si Ay, ..., A4, son
independientes.

Definicién 4.6 Sea {X;, ¢t € T'} una coleccién de v.a. Las funciones de distribucién finito-dimensionales
(f.d.f.d.) son las funciones de distribucién definidas por

FJ(Zt, tGJ):P(XtSI't, tGJ) (43)
para todos los subconjuntos finitos J C T' de indices.

Teorema 4.2 (Criterio de Factorizacién) Una familia de v.a. {X:, t € T} es independiente si y sdlo
st para todo J C T finito se tiene que

Fy(my, teJ) =[] P(Xi <20 (4.4)
teJ

para todo xy € R, t € J.

Demostracion. Por la definicién 4.4 basta ver que para un subconjunto finito de indices J, {X;, t € J}
son independientes si y s6lo si (4.4) vale. Definimos C; = {{X; < z}, = € R}. Entonces

(i) C; es un sistema m porque
{(Xi <2} {X; <yt ={X; <z Ay}
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(ii) o(Cr) = o(X).

Pero (4.4) dice que {C, t € J} es una familia independiente y por el teorema 4.1 tenemos que {o(C;) =
o(X¢) : t € J} son independientes. |

Corolario 4.2 La coleccion finita X1, ..., Xy de v.a. es independiente si y solo si

k
P(X; <wxy,..., Xk Sxk):HP(Xi < ;)

i=1

para todo x; € R, i =1,... k.

Corolario 4.3 Las v.a. X1, ..., X} discretas con rango numerable R son independientes si y solo si
k
P(Xy=a1,..., X = x) = [[ P(Xi = z3) (4.5)

i=1
para todo x; € R, i =1,...,k.

Demostracién. Si Xi,..., X, son independientes entonces o(X;), ¢ = 1,...,n son independientes y
como {X; = x;} € 0(X;) tenemos que {X; = x;}, ¢ =1,...,k son eventos independientes, de modo que
(4.5) es valida.

Reciprocamente, supongamos que (4.5) vale. Sea z,x vectores en R¥. Usaremos la notacién z < x
para indicar que z; < z; para todo i = 1,...,k, y x—; = (x1,...,2%i—1,Ti+1,-.-Zg), €l vector que se

obtiene eliminando la i-ésima componente de x. Entonces

P(X; <z, i=1, =Y P(Xi=z,i=1,...k)
z<x
k
= [T Poex -
z<xt=1
k
> Y PXi=2)]][PXi=2)
z_1<x_1z1<x1, 21ER 1=2
P(X, < 1) Z HP i =2)
1<x_11=2
k
=[P <)
=2

Ejemplo 4.2 (Records, Rangos y el Teorema de Rényi)
Sea (X, n > 1) una sucesién de variables aleatorias independientes identicamente distribuidas (v.a.i.i.d.)
con f.d. comtn continua F'(x). Por continuidad

P(JXZ = .%'Z) =0 (46)

de modo que si definimos Empates = U;;{X; = X}, entonces P(Empates) =0
Decimos que X, es un record de la sucesién si

X, > max X;

1<i<n
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y definimos A,, = {X,, es un record}.
El rango relativo de X,, en X1,..., X, se define por

Rn = Z l{XjZXn}
j=1

de modo que

R, =1 sii X,, es un record,

= 2 sii X, es el segundo valor en Xq,..., X,,

y asi sucesivamente.

Teorema 4.3 (Renyi) Supongamos que (X, n > 1) son i.i.d. con f.d. comin F(x) continua.
(a) La sucesion de v.a. (Ry, n > 1) es independiente y P(R, =k)=1/n, k=1,...,n.
(b) La sucesion de eventos (A,, n > 1) es independiente y P(A,) = 1/n.

Demostracién. (b) es consecuencia de (a) porque A,, = {R,, = 1}.

(a) Hay n! ordenamientos de Xj,..., X,. Por simetrfa, como Xji,..., X, son ii.d., todos los orde-
namientos posibles tienen igual probabilidad 1/n!. Cada realizacién de Ry, ..., R, determina, de manera
Gnica, un orden: Por ejemplo, si n = 3,

Rl(W) =1, RQ(W) =1, Rg(w) =1 = Xl(w) < XQ(W) < Xg(&))
Ri(w)=1, Ro(w) =2, R3(w)=3 = X3w)<Xw)<X;(w)
En consecuencia, cada realizacién de Ry, ..., R, tiene igual probabilidad que un ordenamiento particular

de X4,...,X,. Por lo tanto
P(Ry=r1,...,R, =1,) =1/n!

parar; € {1,...,i},i=1,...,n.
Observemos que

P(Ry=rn)= Y PRi=r1,...,Ry1=rn_1,Rp=1y) >y

T1yeeeyn—1 T1yeeesPn—1

Como r; tiene i valores posibles, el nimero de términos en la sumaes1-2-3---(n—1)=(n—1)y

Asi,

Ejemplo 4.3 (Desarrollo diddico)
Sea (Q,F, P) = ((0,1], B, \), el espacio de Lebesgue. Escribimos w € (0, 1] usando su desarrollo binario

w=>" dgﬂj") = 0.dy (w)da(w)ds (@) . . .
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donde cada d,,(w) es 0 6 1. Escribimos 1 como

o0
n1)2
0.111.--:;2 “iip b

y para numeros como 1/2 que tienen dos desarrollos posibles:

1 &1 11
5:2227:0.0111--- 3 =5 T0+0:-=01000
n=2

convenimos en usar el desarrollo que no termina, es decir, usamos el primer desarrollo.
Cada d,, es una variable aleatoria: Como d,, es discreta con valores 0, 1, basta verificar que

{d, =0} € B, {d, =1} € B.
Comenzamos por considerar el caso n =1,
{dy =0} =(0.0000---,0.0111---] =(0,1/2] € B,
{dy =1} =(0.1000--- ,0.111---] = (1/2,1] € B.

El extremo izquierdo es abierto por la convencién que hemos adoptado. Observamos que P(d; = 1) =
P(dy = 0) =1/2.
Ahora procedemos al caso general n > 2,

(dy =1} = U (0urtiz - un_11000- -, 0.urtus -+ tp_1 111 - -] (4.7)
(u1,eytn—1)€{0,1}7 -1

que es una unién disjunta de 2"~ ! intervalos en B. Por ejemplo {dy = 1} = (5,3] U (3,1].
Podemos usar (4.7) para calcular la distribucién de d,,. Tenemos

P(d, =1) = > A0.ugtg -+ - Up—11000 - -+, 0.t tug - - - tpy_1111 - -]
(u1,...;un—1)€{0,1}n -1
n—1 s oo n—1 w
=2""1) = 270y 42"
= 1
=2n! 27 =,
2 23
1=n+1
Concluimos que
1
P(d,=0)=P(d,=1) = 3 (4.8)
La sucesién (d,, n > 1) es i.i.d.: Ya vimos en (4.8) que son idénticamente distribuidas y falta ver
que son independientes. Para esto basta tomar n > 1y probar que {dy,...,d,} son independientes. Para
(u1,...,up) € {0,1}" tenemos

n{d; = u;} = (0ugtiy - - up000- -+, 0.ugy -+ up 111+ -]

De nuevo el extremo izquierdo es abierto por la convencién que adoptamos. Como la probabilidad de un
intervalo es su longitud

PO {d =uh =Y 5+ Y 5 =D

y las variables son independientes.
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4.2.1. Agrupamientos

Lema 4.1 Sea {F;,t € T} una familia de o-dlgebras independientes. Sea S un conjunto de indices y
supongamos que para s € S, Ts CT y {Ts,s € S} son disjuntos dos a dos. Definimos

fTs = O'( UtETs Ft)
Entonces {Fr,,s € S} es una familia de o-dlgebras independientes.
Demostracion. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que S es finito. Definimos
CTS = {O(YEKBO[ :B,eF,, KCTs, K finito }
Entonces Cr, es un sistema 7 para cada s y {Cr,, s € S} son clases independientes. Por lo tanto sélo
hay que ver que o(Cr,) = Fr,. Estd claro que Cp, C Fr, y por lo tanto o(Cr,) C Fr,. Por otro lado,
Fao C Cr,, para todo a € T, y por lo tanto F, C o(Cr,), para todo a € Ts. En consecuencia

Uaer, Fa C O'(CTS)

y por lo tanto
FTS = O’( UQETS fa) C O'(CTS).

Ejemplos 4.4
Sea {X,, n > 1} v.a.i. Entonces

o(Xj, j<n) L o(Xj, j>n),

n n+k

doxio L > X,

i=1 i=n+1
max X; L max  X;.
1<i<n n+1<i<n+k

Si A,, n > 1 son eventos independientes entonces U7_; A; y U721 A; son independientes.

4.3. El Lema de Borel-Cantelli

Teorema 4.4 (Borel-Cantelli) Sea (A,, n > 1) una sucesion de eventos. St ), P(A,) < oo entonces

P(A, iw.) = P(limsup A,) = 0.

Demostracion.

P(limsup A,,) = P(lim U2, Ax) = lim P(UZ2,,, Ax)

<lim Y P(Ax) =0.
k=m



4.3. EL LEMA DE BOREL-CANTELLI 65

Ejemplo 4.5
Sea (X, n > 1) v.a. de Bernoulli con

P(X,=1)=p,=1-P(X, =0).
No suponemos independencia. Entonces

an <o = PlmmX,=0)=1.
n

n

Como p, = P(X,, = 1), el Lema de Borel Cantelli implica que P(X,, =1 i.v.) = 0. Por lo tanto,
1 = P(liminf{X, = 1}¢) = P(liminf{X,, = 0}).
n n

En consecuencia, con probabilidad 1 las variables X,, valen 0 a partir de cierto indice y convergen a 0
trivialmente.

Teorema 4.5 Si (A,, n > 1) es una sucesion de eventos independientes y > P(A,) = oo entonces
P(limsup,, A,) = 1.

Demostracién. Tenemos

P(limsup A4,,) =1 — P((limsup 4,,)¢) = 1 — P(lim inf A?).
n n n

Por lo tanto basta ver que
P(h’minf Afl) = P(Un21 Ni>n Az) =0

y para esto basta ver que P(Ng>,Af) = 0 para todo n. Como 1 —z < e™*, tenemos

n+j n+j n+j
P(M2) A7) = H(l — P(Ap)) < H e~ PAN) = exp{— Z P(Ay)}.
k=n k=n k=n

Como ), P(Ay) = oo, esta tltima expresién tiende a 0 cuando j — oo y por lo tanto

P((kzn A7) = lim P(15A7) = 0.

Corolario 4.4 (Ley 0-1) Si (A, n > 1) es una sucesidn de eventos independientes entonces

1 si > P(A,) = oo,

Pdn i) = {o si S P(A,) < oo,

Ejemplo 4.6

Supongamos ahora que (X,, n > 1) son independientes Bernoulli con
PX,=1)=p,=1-P(X,, =0),

entonces

P(X,—0)=1 si y s6lo si Zpk < 00.
k

Para esto basta observar que

P(X,=1iv.)=0 < Zpk < 0.
k
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Ejemplo 4.7 (Variables Exponenciales)
Supongamos que (E,, n > 1) son v.a.i. exponenciales de pardmetro 1, es decir,

P(E,>z)=¢"" x>0.

Entonces

E
P(limsup = 1) =1. (4.9)
n  logn
Para demostrar (4.9) usaremos el siguiente resultado, que es un ejercicio: Si P(B) = 1, k > 1,
entonces P(NiBy) = 1. Veamos (4.9): para w € 2,
Ey(w)

lim sup Toen =
ogn

quiere decir dos cosas:

En (w)

1. Para todo € > 0, Toz n
En(w

< 1+ € para todo n suficientemente grande.

2. Para todo e >0 )s1—¢ para infinitos valores de n

' logn

Veamos (1). Para cualquier £ > 0,

ZPE >(14¢)logn) = Zexp{ l—l-alogn}—Zn 1+ < o
Por lo tanto, los eventos {E,, > (1 + €)logn} ocurren infinitas veces con probabilidad 0, es decir, para
casi todo w existe N(w) tal que si n > N(w),
E,(w) < (1+4¢)logn

y esto es (1). Veamos (2): Para cualquier € > 0,
ZPE > (1—¢)logn) = Zexp{ l—Elogn}—Zn (1-2) — .

Como las F,, son independientes, los eventos {E,, > (1 — ) logn} ocurren infinitas veces c. p. 1.

4.4. La Ley 0-1 de Kolmogorov

Definicién 4.7 Sea (X,, n > 1) una sucesién de v.a. Definimos
.71/1 = O'(Xn+1,Xn+2, e )
paran =1,2,.... Definimos la og-dlgebra cola como

T =n,F, = lim o(Xp, Xnt1,---)

n—oo

Los eventos en esta o-algebra sélo dependen de la cola de la sucesién (X,,). Si A € T decimos que A
es un evento cola y si una variable es medible respecto a 7 decimos que es una variable cola.

Ejemplos 4.8
1. {w: 7,1 Xn(w) converge } € 7.

Para ver esto observamos que para todo m, >~ | X, (w) converge si y sélosi > >~ X,,(w) converge.
Por lo tanto, para todo m,

{ZX” converge} = { Z X, converge} e F,

y en consecuencia este evento estd en la interseccién de estas o-algebras.
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2. limsup,, ,.o Xn € 7, liminf, oo X, €7, {w:lim, o X,(w) existe } € 7.
3. 815, =X;+ -+ X, entonces

ya que para cualquier m,

lim

S (w , 1 . 1
Mo S T L K=l D D K e T

Teorema 4.6 (Ley 0-1 de Kolmogorov) Sea (X,, n > 1) una sucesion de v.a.i. con o-dlgebra cola
T. Entonces si A € T se tiene que P(A) =0 ¢ 1.

Demostracién. Sea A € 7, demostraremos que A es independiente de si mismo, de modo que
P(A)=P(ANA)=P(A)P(A).

En consecuencia P(A) = P(A)? y P(A) =06 P(A) = 1.
Para ver que A es independiente de si mismo definimos

.7:” :O'(X1,...,Xn)

de modo que F, Ty
Foo =0(X1,Xo,...) =0(Us 1 Fpn) = o(Us10(Xn)).

Observamos que
AeTC ‘F':L = O'(X"+1aXn+27~-~> - O'(X1,X27...) = Feo-

Por otro lado, para todo n tenemos
ANeF)

y como F,, LF, tenemos A_LF, para todo n y en consecuencia
AL U, F,.
Sea C; = {A} y C3 = U, F,,, entonces C; es un sistema 7w para i = 1,2, C; LCs y por el Criterio Bésico
a(C) ={0,0 A A}, v o(C) =0c(UnFn) = Feo

son independientes. Pero A € C; C 0(C1) y A € 0(C2) = Foo. Por lo tanto A es independiente de A.
|

Definicién 4.8 Una o-algebra es casi trivial si todos sus eventos tienen probabilidad 0 6 1.

Lema 4.2 Sea G una o-dlgebra casi trivial y X € G. Entonces existe ¢ tal que P(X =c¢) = 1.

Demostracién. F(z) = P(X < z) es no-decreciente y {X < z} € 0(X) C G, de modo que F(x) =0
6 1, para cada z € R. Sea
¢ =sup{z : F(x) = 0}.

La f. d. debe tener un salto de tamano 1 en ¢y por lo tanto P(X =¢) = 1. [

Corolario 4.5 Sea (X,, n > 1) una sucesion de v.a. Las siguientes proposiciones son ciertas
(a) {3, Xn converge } tiene probabilidad 0 ¢ 1.
(b) Las variables limsup,, X,, y liminf,, X,, son constantes c. p. 1.
(¢) {w: LS8, (w) — 0} tiene probabilidad 0 ¢ 1.

Demostracién. Ejercicio.
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4.5. Espacios Producto
Sean €1, Q9 dos espacios, definimos el espacio producto como
Q1 x Qo = {(wr,w2) 1 w; € Qi =1,2}
y definimos los operadores de proyeccion por
mi(wi,ws) =w;, 1=1,2
de modo que 7; : 1 X Q5 — Q,;. Si A C Q1 x Q5 definimos las secciones de A por

Ay, = {wa i (w1,wa) € A} C Qo; Ap, = {wr : (w1,we) € A} C

Propiedades

(i) Si A C 2 x Q9 entonces (A°),, = (A, )"
(ii) Si para un conjunto de indices T tenemos A; C Oy x Qs para todo t € T, entonces

( Uy At)wl = Ue(At)w,, ( My At)wl =Ne(At)w, -

Consideremos ahora una funciéon X con dominio 2; x 5 y valores en algin espacio S, que suponemos
es un espacio métrico. Definimos la seccion de X como

Xy (w2) = X (w1, wo)

de modo que X, : Q23 — S. En general w; estd fijo y la seccion es una funcién de ws. Decimos que X,
es la seccion de X en wj.

Alguna propiedades bésicas de las secciones son las siguientes:

(1) (Ta)w, =14,

(ii) Si S = R* para k > 1y si para i = 1,2 tenemos X, : ; x {23 — S, entonces

(X1 4+ Xo)or = (X1)wy + (X2)w,-
(iii) Sea S un espacio métrico, X, : Q1 x Qo — S y lim,,_,, X,, existe. Entonces

lim (X,,)w, = lim (X)), -

n—oo n—oo

Un rectangulo en £21 X Q5 es un subconjunto de 1 x 5 de la forma A; x A; con A; C ; parai =1,2.
Llamamos a A1 y As los lados del rectangulo. El rectdngulo es vacio si al menos uno de los lados es vacio.

Si (€, F;) son espacios medibles para ¢ = 1,2 decimos que un rectdngulo es medible si es de la forma
Ay X Ag con A; € F;, i =1,2. La clase de los rectangulos medibles es una semidlgebra que denotaremos
R o por Fi X Fo si deseamos describir de manera explicita las o-algebras. Verifiquemos que R es una
semialgebra.

(i) 0,2 € R.

(ii) R es un sistema 7: Si Ay X Aa, By x Ba € R entonces (A; X A2)N(By X By) = A1NBy x AsNBy € R.

(iii) R es cerrada bajo complementos. Supongamos que A; X Ay € R. Entonces

QlXQQ*AlXAQZ(QlfAl)XA2+A1X(QQ*A2)+A5XA§.

Ahora definimos la o-dlgebra F; ® F» como la menor o-algebra en ; x Q9 que contiene a R y la
llamamos la o-algebra producto:

Fi ®.7:2:0'(R):0'(.7:1 X.7:2).
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Observamos que si 21 = 5 = R entonces
Bl ®BQ = J(Al X AQ : Az S B(R),’L = 1,2)

Hay otras maneras de generar la o-dlgebra producto en R2. Si C es la clase de los intervalos de la forma
(a,b], usando un argumento de induccién es posible probar que

B ® By = 0'({11 X Iy : Ij EC,j = 1,2})
Lema 4.3 Las secciones de conjuntos medibles son medibles. Si A € F1 ® Fo entonces para todo wy € 1,
Aw1 e Fs.

Demostracion. Definimos
Cwl = {A C Q1 x Qo, Awl S fg}

SiAeRy A= A; x Ay donde A; € F;, entonces
Awl = {(UQ : (wl,wg) € A x AQ}

. AQE]:Q, SiwleAl
@Efg, al wy ¢A1~

Por lo tanto A,, € C,, lo que implica que R C C,,. Ademas C,, es un sistema A:
(a) Q1 x Qy € Cy,, porque Q; x Oy € R.

(b) Si A €C,, entonces A° € C,, ya que (A%, = (4w, )¢y A € C,, implica A, € F3 y por lo tanto
(Au, )¢ € Fy Esto implica que (A°),, € C,,.

(¢) Si A, €C,, paran >1 con (A4,) disjuntos, entonces (A4,),, € Fa implica U, (A4,),, € Fa. Pero
Unzq(An)w, = (U%O:l An) S
w1

y por lo tanto U, (Ap)e, € Cy,-
Tenemos, en consecuencia, que C,, es un sistema A y R C C,,, y por el teorema de Dynkin
Fi1®@F=0(R) CCy,.
|

Corolario 4.6 Las secciones de funciones medibles son medibles, es decir, si X : (21 X Qo, F1 @ F2) —
(S,S) entonces X, € Fo.

Demostracién. Como X es F; ® F2/S medible, tenemos para A € S que
{(wi,ws) : X(wi,w2) €A}y = X YA) € FL @ F,

y por los resultados anteriores
(X7YHA))w, € Fo.

Sin embargo

(X7 (A))w = {w2 : X (w1, w2) € A}
= {wz : Xo, (w2) € A} = (X5(A)),

w1

lo que nos dice que X,,, es F2/S medible. |
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4.6. Medidas en Espacios Producto

Definicién 4.9 Una funcién K (wy, As) : Q1 X Fa — [0, 1] es una funcién (o nicleo o kernel) de transicién
si

(i) Vw1, K(w1,+) es una medida de probabilidad en Fs.

(ii) VAy € Fa, K (-, A3) es una funcién (Fy, B[0, 1])-medible.

Las funciones de transicién se usan para definir los procesos de Markov a tiempo discreto. En este
caso K (wi, Ag) representa la probabilidad condicional de ir al conjunto de estados As si partimos del
estado wi.

Teorema 4.7 Sea P, una probabilidad sobre Fy y K : Q1 x Fo — [0,1] una funcién de transicidn.
Entonces K y Py determinan una dnica probabilidad sobre F1 @ Fo por la formula

P(Al X Ag) = " K(wl,Ag) dPl(wl) (410)

para todo Ay X Ay € F1 @ Fa.

Demostracién. La medida P estd definida por (4.10) sobre F; X F» y debemos verificar que se satisfacen
las condiciones del Teorema de Extension. Veamos que P es o-aditiva en F; x Fy. Sea {A(™ x B} una
sucesion de conjuntos disjuntos en F; X Fa, cuya unién también es un conjunto en F; x Fa:

JA™ x B™) = A x B.

n

Tenemos

14(w1)1p(we) = 1axp(wi,we) = Z 1w g (Wi, we) = Z 1400 (w1)lgm (w2)
n

n

Usando el Teorema de Convergencia Monétona para series tenemos

s :/Q La(n)K (1, B) dPi (o) = /Q ([ Latn(ea)K (o, dew)) dPi(en)
= /Q1 ;/ﬂz 1400 (w1)1gm) (we) K (wr,dws) dPy(wq)
:Z/Q 1A(n)(w1)(/Q 1B(n)(w2)K(W17dw2)) dpl(wl)
= Z/Q 1 40 (1) K (w1, B™) dPy(w1)

= K (w1, B™) dPy(w) P(A™ x B,
ZAW 1 1(w1) Z )
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Caso Especial

Supongamos que para alguna medida de probabilidad P, en Fy tenemos K (wy, B) = P»(B) para todo
w1 € £, entonces la medida P definida por (4.10) sobre F; ® F2 es

P(A x B) = P1(A)P(B)

Denotamos esta probabilidad por P; x P, y la llamamos la medida producto. Definimos las siguientes
o-algebras en 1 x Qo:

ff:{AXQQ’Aefl}a -7:32{91XB,B€.7:2}.
Con respecto a la medida producto P = P; X P tenemos ff 1L .7-'3 ya que

P(A X Q2m91 X B) = P(A X B) = Pl(A)PQ(B) = P(A X QQ)P(Ql X B)

Supongamos X; : (©;,F;) — (R,B) es una v.a. sobre §; para ¢ = 1,2. Definimos las siguientes
funciones en 27 x Qo

Xf(wl,wg) = Xl(wl) = X1 o 7T1(W17WQ)7 Xg(wl,wg) = XQ((.UQ) = XQ o 71'2(&)1,&)2).
Con respecto a P = Py x P,, las variables X f y Xg son independientes ya que

P(X! <z Xi<y) =P x Py ({(w,w2) : X1(w1) < @, Xo(ws) < y})
= P1 X PQ({wl :Xl(wl) < LL’} X {wl ZXQ(LUQ) < y})
= Pl({wl : Xl(wl) S x}) X PQ({O.)Q : Xz(u}g) S y})
= P({(w1,ws) : Xf(wr,w2) < 2}) x P({(wr,ws) : X(w1,w2) <y})
= P(X! <) x P(X§ <y}).
Vemos que la independencia es parte del modelo cuando se usa la medida producto. Podemos afirmar
que las cantidades que dependen de componentes disjuntas son independientes.
Es posible extender estas construcciones de 2 a d > 2 factores y definir la medida producto P X+ - - X Py.
Maés atin, es posible definir la medida producto sobre espacios producto arbitrarios [[,.; Q:: Si (Q4, i, P;)

son espacios de probabilidad existe una tnica medida P definida sobre la o-adlgebra producto F de

subconjuntos de 2 = [[,.; €2 que es generada por los cilindros de la forma

FEi X Eyx---x E, x H Q;,, E,eF;, i>1,
1=n+1
tal que
P(Ey X By x -+ x B, x H Q) = Pi(Ey) - Py (Ey).

i=n+1

4.7. FEl Teorema de Fubini

Teorema 4.8 Sea Py una probabilidad sobre (21, F1) y sea K : Q1 X Fo — [0,1] un kernel de transicidn.
Definimos P sobre el espacio producto (1 x Qa2, F1 ® Fa) por

P(Al X A2) = K(wl,Ag) dPl(wl). (411)
Ay
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Supongamos que X : (21 X Qa, F1 @ F2) — (R, B) es positiva o integrable, entonces
Y(wl) = / le (WQ)K(wl,dWQ)
Qo

tiene las siquientes propiedades:
(a) Y estd bien definida.
(b) Y € .
(c) Y >0,0Y € LY(P).
y ademds

/ XdP = Y(wl) dpl((.U1) = / ( le (W2)K(W17dwg)) dPl(wl). (412)
Q1 xQo Q1 Q1 Qo

Demostracién. Para w; fijo tenemos que X, (w2) es Fo-medible, de modo que Y estd bien definida. No
es dificil ver que Y es Fj-medible. Veamos (4.12) bajo la hip6tesis X > 0. Definimos

A:/ )(CZP7 y B= Y(wl)dPl(wl).
Q1 %2 (o5

Supongamos inicialmente que X = 14, x4, con A; x Ay € F; x Fa. Entonces

AZ/ dP:P(A1><A2)
A1 XAy

B = (/ lAl(wl)lAz(wg)K(whdwg))dPl(wl)
[of1 Qg

= A K (w1, A2))dPy(w1) = P(A; x Ag)

de modo que (4.12) vale para indicadores de rectdngulos medibles. Sea
C={CecFeF: (4.12) vale para X = 1¢}

y sabemos que F; X Fo C C. Veamos que C es un sistema A:
(1) Q1 x Q9 € C porque 2y x Q9 € Fp X Fo.
(ii) Si C € C entonces para X = 1¢e tenemos A = P(C¢) =1 — P(C). Por lo tanto

A=1- //10 (wo) K (w1, dws) dP(w:)
// (1-1c,, (w2))K (w1, dw2) dPr(w1)
— [[ (o, (o) K, don) dPr(er) =

de modo que C°¢ € C.
(iii) Si C,, € B, n > 1 son eventos disjuntos

1, ¢, dP = P(U
v/£21><92 U g
= z://l(cn)w1 (w2) K (w1, dwz) dPy(w1)
n=1
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porque C,, € C. Usando el TCM tenemos que esta expresion es

://izl(cn)w1 (w2) K (wr, dws) dPy (w1)
= [ o i ton iy apien) = B

y por lo tanto U, C,, € C.
Hemos verificado que C es un sistema A y F; X Fo C C, lo que implica por el teorema de Dynkin que

F1 ® Fo :O'(.Fl ><.7:2) cC.

Concluimos que si C € F; @ Fo y X = 1¢ entonces (4.12) vale para X.
Ahora escribimos (4.12) como A(X) = B(X). Tanto A(X) como B(X) son lineales en X, de modo
que (4.12) vale para funciones simples de la forma

k
X:ZCilci, C; € F1 ® Fs.

i=1

Para X > 0 existe una sucesién de v.a. simples X, con 0 < X, T X. Tenemos que A(X,,) = B(X,) vy
por convergencia mondtona

A(X,) TAX).

Para B, usando el TCM dos veces obtenemos

lim B = lim / / wl UJ2 (wl,dwg)) dPl(wl)
Ql Qz

n—oo n—oo

:/ ( lim (Xn)wl(wQ)K(wl,dwg)) dPl(wl)

n—oo Jo,

n—>oo

:/Q (/Q (X)w, (w2) K (w1, dws)) dPy(w1) = B(X).

/ / hm n w1 wg)K(wl,dWQ)) dPl(wl)
Q1 Qg

Teorema 4.9 (Fubini-Tonelli) Sea P = P, X Py la medida producto. Si X es F1 ® Fo medible y es
no-negativa o integrable respecto a P entonces

/ XdP = / ( le(wg) dPQ(LUQ)) dPl(wl) = / ( X(w1,w2)dp2(w2)) dPl(wl)
Ql XQQ Ql QQ Q1 Q2
= / ( XWQ(wl)dPl(wl)) dPQ(LdQ) = / ( X(wz,wl)dpl(wl)) dPQ(WQ).
QQ Ql QZ Q1
Demostracion. Sea K (wy, As) = Pa(ws2), entonces Py y K determinana P=P; x Poen F1 Q@ Fa y
/ Xdp = / (/ Xo (02) dPy(ws)) dPy(wn) = / (/ Xon (1) dPy (61)) dPa(wn).
Ql XQQ Ql QQ Q2 Ql

Por otro lado si K (ws, A1) = Py(A;) es una funcién de transicién K : Q5 x F; — [0,1] entonces K y
P, también determinan a P =P, X Py y

/leszP: /Q (/91 X (w1) dPy(w1)) dPy(ws) = /Q ( 5 X (w2) dPs()) AP (1)
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Teorema 4.10 Si (Qq, F1, 1) y (Qa2, Fa, p2) son espacios de medida o-finitos. Entonces
m(E) :/ v{ws : (w1,we) € E} dp(wr) :/ p{wr @ (wr,w2) € B} dv(ws)
Ql QQ

define una medida o-finita sobre F1 ® Fo. Es la inica medida para la cual m(A x B) = u(A)v(B) para
rectangulos medibles.

Teorema 4.11 Bajo las hipdtesis del teorema anterior, si f : Q1 X Qo — R satisface f > 0, las funciones

flwi,ws) dv(wz), J (w1, wa) dp(wr) (4.13)
Qo Q1

son medibles respecto a F1 y Fa, respectivamente y
| tenwdnnen) = [ ([ Fne) duwn) dven)
Ql XQQ QZ Q1
= / ( f(wi,we) dv(ws)) dp(wr). (4.14)
QQ (21

Si f es integrable respecto a 7, las dos funciones (4.13) son medibles y finitas en Ay y By respectivamente,
donde p(€1 — Ao) = v(Q2 — By) = 0 y de nuevo (4.14) vale.

Como aplicacién del teorema de Fubini veamos la demostracién de la férmula de integracién por partes

Teorema 4.12 Sea a < b en R y supongamos que F,G son funciones de Stieltjes que no tienen puntos
de discontinuidad en comin en (a,b]. Entonces

b

b
/ G(z) dF(z) = G(b)F(b) — G(a)F(a) — / F(z) dG().

a

Si ademds G es absolutamente continua con densidad g entonces

b b
/ G(2) dF(z) = GB)F(b) — G(a) F(a) — / F(2)g(x) da.

Demostracion. Observamos que si la férmula vale para F'y G entonces, por linealidad también vale
para transformaciones lineales aoF + 8 y vG 4 §, ya que

b b
| A€@dar@) = [ 6@ arw)
= 50 (GO)F®) ~ Gla)F(a) - / " Fla) 4G(x))

b
= (YG(®)(aF (b)) — (vG(a))(aF(a)) — / (aF (z)) d(vG(x)),

b b
/ (G(x) + 6) d(F(x) + ) = / G(x) dF (z) + 5(F(b) — F(a))
b
=G)F(b) — G(a)F(a) — / F(z)dG(z) + 6(F(b) — F(a))

b
— (G(b) + O)F(B) — (Gla) + 6)F(a) — / F2) d(G(x) + 5).
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Por lo tanto no hay pérdida de generalidad al suponer que F y G son funciones de distribucion,
que asociamos con las variables aleatorias X e Y, respectivamente. Usando ahora el teorema de Fubini
obtenemos, por un lado, que

Pla<X <ba<Y <b) = // (F x G)(z,y) //dF ) dG(y
/a dF (z) / dG(y) = (F(b) — (@) (G(b) — G(a)

Por otro lado, la probabilidad de que el punto (X,Y") caiga dentro del cuadrado (a, b] x (a, b] la podemos
dividir en tres y obtenemos

Pla<X <ba<Y <bh)=Pa<X<Y<bh+Pla<Y<X<b+Pla<Y=X<b)

[ [ e e [ [ i@ Eea v
:/G(/a dF(y ))dG() /a(/abdG( )) F(x)

b b
- / (F(x) - F(a)) dG(x) + / (G(x) - G(a)) dF (x)
/ F(z) dG(z / G(x) dF(z) — F(a)(G(b) — G(a)) — G(a)(F(b) — F(a)).

La férmula para integracion parcial sigue igualando las dos expresiones. La conclusion para el caso especial
cuando G es absolutamente continua sigue del hecho que

/ab F(z)dG(z) = /ab F(z)g(x) d.

|
Ejemplo 4.9 (Tiempos de Ocupacidn)
Sea {X(t,w), t € [0,1]} un proceso sobre (2, F, P) que satisface
(a) El proceso toma valores en R.
(b) El proceso es medible simultdneamente en ambas variables: Para A € B, X 1(A) = {(t,w) :

X(t,w)e A} e Ba F.

Fijamos A € B y nos interesa el ‘tiempo de ocupaciéon’ de X en A durante lel periodo t € A para
A € B[0,1]. Como A € B(R) la funcién

A (R,B(R)) — ({0,1}, {0, {0,1}, {0}, {1} })

es medible y por lo tanto
1A (X (s,0)) : ([0,1] x ©,B[0,1] x F) — ({0, 1}, ({0, 1})).
Definimos la medida aleatoria

X(Avw)z/AlA(X(S,w))ds

que llamaremos el tiempo de ocupacién en A para t € A. Tenemos

E[x(4,w)] = /Q(/A 15 (X (s,w)) ds) dP
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y usando Fubini esto es

:/A(/QAM(X(S,M)) dP)ds:/AP(X(s)eA)ds.

4.8. Espacios Producto e Independencia
Teorema 4.13 Sean X,Y wv.a. sobre (Q, A, P) con valores en (E, &) y (F,F) respectivamente. Para que
X eY sean independientes es necesario y suficiente que se satisfaga alguna de las siguientes proposiciones

(a) f(X) yg(Y) son v.a.i. para cualquier par de funciones medibles f, g.

(b) E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)] para cualquier par de funciones f, g medibles y acotadas o medibles
y positivas.

(¢) Si E y F son espacios métricos con o-dlgebras de Borel £ y F, entonces E[f(X)g(Y)] = E[f(X)] E[g(Y)]
para cualquier par de funciones f, g continuas y acotadas.

Demostracion. Sabemos que X,Y son v.a.i. si
(d) PIX€e A Y eB)=P(X € A)P(Y € B) paratodo A€&, BeF.
(a) = (d) Basta tomar f(z) =z, g(y) = v.
(d) = (a) Dadas f, g observamos que

(F(X))

(F) Cc YYF) y como X~ 1(&) y Y™Y(F) son independientes, las dos

-1

) =X"1fE) cx(E)
y de manera similar (g(Y))f1
sub-o-dlgebras también lo son.
(b) = (d) Basta tomar f(z) =1a(z), g(y) =15(y), A€ &, BeF.
(d) = (b) Sabemos que (b) vale para funciones indicadoras y por linealidad vale para funciones simples.
Si f y g son positivas sean (f,) v gn) sucesiones crecientes de funciones simples positivas que convergen
a [y g respectivamente. Observamos que 0 < f,,(2)gn(y) T f(z)g(y). Por el TCM

E[f(X)g(¥)] = Ellim f,(X)ga (V)] = lm E[,(X)g (V)]
= lim B[f, (X)] Elgu (V)] = E[f(X)] E[g(Y)

Esto demuestra el resultado para funciones positivas. Si f y ¢ son acotadas, las descomponemos f =
fr—f", g=g" — g y usamos linealidad.

(b) = (c) Es evidente.

(¢) = (d) Basta probar (d) para A € C, B € D donde C y D son las clases de todos los conjuntos
cerrados de E, F', respectivamente, que son sistemas 7 que generan a £ y F.

Sea A C E un conjunto cerrado y sea d(x, A) la distancia entre el punto z y A. Entonces f,(z) =
min{1,nd(x, A)} es continua, satisface 0 < f,,(x) < 1y la sucesién (1— f,,) decrece a la funcién indicadora
1 4. De manera similar a B C F' cerrado le asociamos una sucesién de funciones continuas g,, que decrecen
alp con 0 < g, < 1. Repetimos ahora el argumento de (d) = (b) reemplazando el TCM por el TCD. B

Ejemplo 4.10
Sean F y F finitos o numerables. Para (X,Y) sea

Pey(if) = P(X =4,Y = j) = P({w: X(@) =i y Y(w) = j})
= P{X =i} n{Y = j}).

Entonces X e Y son independientes si y sélo si Px y (4,5) = Px(i)Py (j)-
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Proposicién 4.1 Sea X,Y dos variables aleatorias sobre (Q, A, P) con valores en (E, &) y (F,F) res-
pectivamente. El par Z = (X,Y) es una variable aleatoria con valores en (E X F,E ® F). Las variables
X, Y son independientes si y sélo si la distribucion Pxy del par (X,Y) es igual al producto Px x Py de
las distribuciones de X e Y.

Demostracién. Si Ax B € £xF tenemos Z (AxB) = X 1 (A)NY1(B) € Ay como EQF = o(ExF)
esto implica que Z es medible.
X e Y son independientes si y s6lo si para cualesquiera A € £, B € F tenemos

P((X,Y)e Ax B) = P(X € A)P(Y € B)

o equivalentemente
PX7y(A X B) = Px(A)Py(B)

Esto equivale a decir que Py y(A x B) = Py x Py(A x B) para todos los conjuntos A x B € € x Fy
por unicidad esto equivale a Pxy = Px X Py en £ ® F. [ |

4.9. Convolucion

Consideremos el espacio producto (21 x Qo, F1 ® Fa, P X P2) y supongamos que (X7, X5) es una v.a.
bidimensional cuyas f.d. marginales son F; y F5, respectivamente. La férmula para la convoluciéon nos da
la distribucién de X7 + Xo.

Teorema 4.14 Bajo las condiciones anteriores,

oo

Fy, 4 x, (1) = / Fy(u — y) dFs(y).

— 00

Si, ademds, Xo es absolutamente continua con densidad fo, entonces

oo

Fx,yx,(u) = / Fi(u—y)fa(y) dy.

— 00

Si X1 es absolutamente continua con densidad f1, la densidad de la suma es igual a

frow) = [ " fiu—y) dRy(y).

Si ambas son absolutamente continuas, entonces

froa@= [ A= R
Demostracion.

FX1+X2(U):P(X1 +X2§u):// d(Fl XFQ)(.’L‘,y)
z+y<u

=[N aE s mea = [ ([ in@)iew
~ | Rty ar).

El resto sigue de esta relacion. |
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4.10. Sucesiones de Variables Aleatorias Independientes

Para n € N sea X,, una v.a. sobre (,,, F,, P,,). Definimos

0= ﬁQn, ]—‘:éfn
n=1

n=1
donde ) F,, denota la o-dlgebra de 2 generada por los conjuntos de la forma
AlXAQX"'XAkXQk+1XQk+2X"' Algfl,lglgk,kZ].,

es decir, F es la o-algebra generada por productos cartesianos finitos de conjuntos de las o-algebras
coordenadas, que se conocen como cilindros. Es facil ver que los cilindros forman una semidlgebra.

Teorema 4.15 Dados los espacios de probabilidad (Qy, Fr, Py), n>1y Q =[[° U, F = Q" Fu,
existe una unica probabilidad P en (Q,F) tal que

k
P(Al XA2 X-~-XA;€><Q;€+1 XQk+2 X):HPZ(AZ)
i=1

parak >1y A; € F;.

Demostracién.

La funcién P definida sobre los cilindros es positiva y satisface P(€2) = 1. Para poder usar el teorema
de extensién basta demostrar que esta funcién es o-aditiva y por el teorema 2.3 basta ver que P es
continua. Supongamos entonces que existe una sucesién de cilindros (Cy,, n > 1) tales que para cada n
tenemos Cp,11 C Cp, y P(Cy) > § > 0. Probaremos que N$°C,, # 0.

Observamos que todo cilindro F estd determinado por un ntimero finito de coordenadas en el sentido
de que existe un entero k finito, que sélo depende de E, tal que si w = (wy,wa,...) y W = (w],wh,...)
son dos puntos de {2 con w; = w;- para 1 < j < k, entonces o bien ambos puntos estdan en F o ninguno de
los dos estd en E. Para simplificar la notacién y sin pérdida de generalidad, podemos suponer que para
cada n, el conjunto C), estd determinado por las primeras n coordenadas.

Introducimos ahora la siguiente notacién: Dado w{ € Q; y un subconjunto cualquiera E de Q, (E|w?)
denota al conjunto 1 x E;, donde Fj es el conjunto de puntos (we,ws,...) € HZO:Q Q, tales que
(w?, wa,w3,...) € E. Si w{ no es la primera coordenada de ningtin punto de E, entonces (E|w)) = 0.
Observamos que si E es un cilindro entonces (E|wY) es un cilindro para todo w?.

Queremos ver que existe w{ tal que para todo n se tiene que P((C,|w?)) > §/2. Para esto comenzamos
con la ecuacién

P(C,) = / P((Colwr)) dPy(w1) (4.15)
Q1
que sigue de la definicién de un cilindro. Ponemos ahora
Bn = {wl : P((Cn|w1)) Z 5/2} C Ql.

Usando (4.15) tenemos que

5 < P(Cy) < / gdPl(wl)

BTI,

1dP1<w1>+/

B

c
n

y por lo tanto P(B,) > 0/2 para todo n > 1. Como B,, es decreciente con C,, tenemos P;(N¥B,) >
§/2. Escogemos w? en N°B,, entonces P((Cy,|w?)) > /2. Repitiendo el mismo argumento para el
conjunto (Cp,|w?) vemos que existe un w9 tal que para todo n, P((Cy|w?,w8)) > §/4, donde (C,,|w?, wl) =
((Cnlw?)|w?) es de la forma Q x Qs x E3 y Fj3 es el conjunto (ws,wa, ...) en [[72 5, tal que (w9, wd, ws,
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wy,...) € Cyp. El argumento continua de esta manera por induccién. Por lo tanto, para cada k > 1
tenemos w{ tal que para todo n se tiene

6
P(CHl ) 2 .
Consideramos ahora el punto w® = (wf,w§, ..., w2, ...). Como (Cglw?,...,w?) # 0, hay un punto en Cy

cuyas primeras k coordenadas son las mismas que las de w”. Como C}, esta determinado por sus primeras
k coordenadas, se tiene que w® € Cy. Esto es cierto para todo k y en consecuencia w® € N°Cy,, como
querfamos demostrar. [ ]

Si X, es una v.a. definida en (9, F,, P,) llamemos X’n a su extensién natural a €2 definida como
sigue: para w € {2 sea w = (w1,wsa,...,Wn,...) con w; € §; para cada i. Entonces

Xn(w) = Xn(wn)

Corolario 4.7 Sea X,, una v.a. definida en (U, Fpn,Pn), n > 1 y sea )~(n su extension natural a

(Q,F, P). Entonces las variables (X, )n>1 son independientes y la ley de X, en (Q,F,P) es idéntica
ala ley de X, en (U, Fn, Pr).

Demostracion. Tenemos
X UB) =0 X X Qg X X (Bn) X Qpgy X -+ -
y por el teorema 4.15

PNk _ X1 (By)) = P(X7H(By) x -+ x X3 H(Bg) X Qpqr X ---)
k

n=1

4.11. Probabilidades en R"

Denotamos por B™ a los conjuntos de Borel en R™. Es sencillo ver que B™ es generada por los cuadrantes

de la forma .

H(—oo,ai], a; €Q

o por los rectangulos abiertos

o por los conjuntos
[1(ai i, ai,b; € Q.
i=1

También tenemos que B" =B BR - - B.

La funcién de distribucién n-dimensional de una medida de probabilidad en (R", B") se define como

n

F(x1,... ) = P(J [ (=00, 2:).

i=1
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Definicién 4.10 La medida de Lebesgue A, en (R™,B") estd definida sobre los rectdngulos medibles
Ay x Ay x -+ x A, por

/\n(ﬁ A;) = f[ AA4;), VA €B.

Es posible, a partir de esta féormula, extender \,, de manera tnica a una medida que estd caracterizada
por la siguiente condicion:

n n

/\n(H(az,b,]) = H(bl — ai) Vai < bi c R.

i=1 i=1
Escribimos

/f(:c)d)\n(z):/f(:c)dx:/f(xl,...,xn)d;rlu'dxn

para denotar la integral de f respecto a A, y también [ 4 f(x) dz para la integral del producto f14 cuando
AeB”

Definicién 4.11 Una probabilidad P en (R™, B™) tiene densidad f si f > 0 es medible en R™ y
P = [ f@)do = [ faita@ds = [ . alae . m) de, . d,
A A
para todo A € B™.

Teorema 4.16 Una funcion positiva medible segun Borel f : R — R es la densidad de una medida de
probabilidad en R™,B™) si y sdlo si satisface

/ F@)do = 1.

En este caso f determina totalmente la medida de probabilidad y cualquier otra funcién medible f' tal
que M\ (f # ') = 0 también es una densidad para la misma medida de probabilidad.

Reciprocamente, una medida de probabilidad en (R™,B™) absolutamente continua determina su den-
sidad salvo por un conjunto de medida de Lebesque 0, es decir, si f y [’ son dos densidades para esta
probabilidad, entonces \,(f # f') = 0.

Demostracion. Sea f la densidad de la probabilidad P, entonces

| @y =P((-o.a).
Haciendo © — oo vemos que
[tway=[ swray=lim [ sy =1.
Rn z—o00 J_
Para ver el reciproco sea f > 0 una funcién Borel-medible con [ f(z)dz = 1. Para todo A € B ponemos

P(A) = /A f(y)dy = / 14(y) () dy, (4.16)

esto define una funcién P : B — R* con P(R™) = 1. Veamos que es o-aditiva: Sea {A4;,i > 1} una
sucesion de eventos disjuntos 2 a 2, entonces

P(UF A = / 1A, f(x) dz = / S 1, fl@) de

:Z/lAif(x)dx=ZP(Ai)
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por el TCM para series.

Veamos ahora que P determina a f salvo por un conjunto de medida de Lebesgue 0. Supongamos que
/' es otra densidad para P, entonces f’ también satisface (4.16). Seae >0y A={x: f(z)+¢e < f'(x)}.
Si Ap(A4) > 0 entonces

P(A)+eX,(A) = /(f(x) +e)la(x)dx < /f’(x)lA(a:) dx = P(A)
lo que es una contradiccién, y concluimos que A, ({z : f(z) +e < f/(x)}) = 0. Como

{fre<fri{f<ft (el0)

obtenemos que A, ({z : f(z) < f'(x)}) = 0. De manera similar se demuestra que A, ({z : f(z) > f'(2)})
0 y por lo tanto f/ = f c.s.

Par simplificar, restringimos nuestra discusion al caso n = 2 pero los resultados se extienden facilmente
an > 3. Sea X un vector aleatorio en R? con componentes X = (Y, Z).

Teorema 4.17 Supongamos que X = (Y, Z) tiene densidad f en R?, entonces
a) Tanto Y como Z tienen densidades en (R, B) dadas por

fr(y) = / f@ o) dz fa(z) = / f(y.2) dy.

b)Y y Z son independientes si y solo si f(y,z) = fy(y)fz(2) c.s.
¢) La siguiente formula define otra densidad en R en todo punto y € R para el cual fy(y) # 0:

_ f(y2)
fy ()

Esta funcion es la densidad condicional de Z dado Y = y.

fr=y(2)

Demostracién. a) Para todo A € B tenemos

P(YEA):P(XEAX]R):/A Rf(y,z)dydz

:/A(/Rf(y,z)dz)dyZ/AfY(y)dy

y como esto es valido para todo A € B y las densidades en R estdn caracterizadas por (4.16), fy (y) es
una densidad para Y.

b) Supongamos que f(y,z) = fy(y)fz(z), entonces
POV €A Z€B) = [ [ 1aenty )12 dvds = [ [ 1a0) 10 0.2) dud:

- / / 14 (9) L5 (=) fy (9) f2(2) dydz = / 14(y) fy (9) dy / 15(2) f2(2) d
=P(Y € A)P(Z € B),

y como A y B son borelianos cualesquiera, Y y Z son independientes.
Supongamos ahora que Y y Z son independientes. Sea

H={ces: [ /C Fo.2) dyaz = [ /C Py () (=) dydz ).
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Como Y, Z son independientes, si C' = A x B con A, B € B entonces

Pv.2)€C) = [[ 100.2) ez
mientras que

P(Y,Z) € P(Ye A, Ze B)=P(Y € A)P(Z € B)

0)
/fv dy/fz dz—//AXB (2) dydz

por el teorema de Fubini. Por lo tanto H contiene a la clase de los rectangulos medibles B x B, que es un
sistema 7 que genera a B2. Es posible demostrar que H es un sistema A y deducimos que H = B2. Por lo
tanto

P(X eC) = /C F(y, 2) dydz = /C fr () f2(2) dyd=

para todo C' € B2. Por la unicidad de la densidad tenemos f(y,2) = fy (y)fz(z) c.s
c¢) Tenemos

_ [Ty, _ _
[tz = [ I8 [ pa = s = ) =1

Como fy=,(2) es positiva, Borel-medible y su integral vale 1, es una densidad. [ |

Teorema 4.18 Sea X = (X1,...,X,) un vector con densidad f y sea g : R™ — R™ una funcidn inyectiva
y continuamente diferenciable cuyo Jacobiano no se anula. Entonces Y = g(X) tiene densidad

fx(g7 (y))|det J,-1(y)1] siy estd en el recorrido de g
fr(y) = ‘
0 en otro caso.



