Capitulo 3

Funciones Medibles e Integracion

3.1. Introduccion

Sea X : Q — ' donde ' es el recorrido de X, es decir, para todo o’ € ' existe w € Q con X (w) = w'.
X determina la funcién

X1 P() = PQ)

definida por
X 1A ={weQ: X(w)c A} ={X e A}

para A’ C Q.

Propiedades.
() X~1(0) =0, X~N(Q)=Q.
(i) X~1(A) = (X~ 1(A") de modo que X~1(Q — A') = Q — X~1(4).
(i) X' (UrerA}) = Urer X~ 1(4]), X H(NierA) = Neer X1 (A}).
Veamos la demostracion de (ii)

weXtTAYe Xwed e XwegAeswd X 1 A)swe (X1(A))-

Si C" C P(£Y) es una coleccién de subconjuntos de €', definimos
XrHeh={x"1Cc"):Cc" e}
Proposicién 3.1 Si F' es una o-dlgebra de subconjuntos de Q' entonces X ~1(F') es una o-dlgebra de
subconjuntos de €.
Demostracién. Usando las propiedades de X!,
(i) QP eF =XYV)=0Qe X 1F).

(i) A" € F' = (A")¢ € F'. Por lo tanto si X~ }(A") € X1 (F’) tenemos (X~1(A4"))¢ = X~1((A)°) €
X—1(F.

(iii) Si X 1(A)) € X~1(F') entonces U, X ~1(A4]) = X 1(U,A4]) € X~YF') porque U, A, € F'.
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Proposicion 3.2 Si C' es una coleccion de subconjuntos de Q' entonces
X7 Ho(C") = o(X7H(C).

Demostracién. Por la proposicién 3.1, X ~(o(C’)) es una o-dlgebra y X 1(C") ¢ X~1(a(C’)) porque
C' C o(C") y por minimalidad
o(X7HC)) c X Ho(C).

Para ver el reciproco definimos
F' ={B eP(): X YB)eca(X 1))}
Entonces F’ es una o-dlgebra ya que
(i) ' € F porque X~ 1) =Q e o(X1C)).
(ii) Si A’ € F’ entonces (A’)¢ € F' ya que
XI(A) = (X1 (A)° € o(X1(0))
si X1(A") € o(XHC)).
(iii) Si B!, € F' entonces X ~1(B.) € a(X~1(C")), por lo tanto
X Hu,B) =U, X YB) ca(X1(C")
Por definicién, X ~}(F’) C o(X~1(C")). Ademds C' C F’ porque X 1(C") C o(X~1(C")). Como F’ es una
o-dlgebra, o(C’) C F' y por lo tanto

X Heo@) c X HF) ca(XHC).

3.2. Funciones Medibles

Definicién 3.1 Sean (Q,F) y (€, F’) dos espacios medibles. Una funcién X : Q@ — ' es medible si
X~1(F') C F. En este caso escribimos X € F/F' o X € F si esta claro cual es la o-dlgebra F'.

Observacion 3.1 1. En Teoria de Probabilidad se dice que X es una wvariable aleatoria.

2. La medibilidad de X no implica que X(A) € F’ para todo A € F. Por ejemplo, si F' = {0,Q'}
entonces toda funciéon X : Q — Q' es medible, cualquiera sea F, pero si A € F y X(A) es un
subconjunto no vacio y propio de €' entonces X (A4) ¢ F'.

3. Si (2, F) es un espacio medible y X : Q — R", decimos que X es (Borel) medible si X es medible
cuando tomamos la o-algebra de los borelianos B,, como o-algebra en R™. Si €2 es un subconjunto
de R* 0 es R* y decimos que X es Borel medible, suponemos que F = By,.

Ejemplo 3.1
Si A € B la funcién 14(z) es una funcién medible.

Proposicién 3.3 Sea X : (Q,F) — (', F') y supongamos que F' = o(C'), entonces X es medible si y
sélo si X~ 1(C) C F.
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Demostracion.
XoO)cF=o X)) CF

y en consecuencia

Ejemplo 3.2
Una funcién continua X de R¥ en R™ es medible porque si O es la clase de los conjuntos abiertos de R™,
entonces para todo A € O se tiene que X ~1(A) es abierto y por lo tanto estd en By.

Ejemplo 3.3

Para mostrar que una funcién X : @ — R es Borel medible, es suficiente mostrar que {w : X (w) > ¢} € F
para todo real ¢. Porque si C es la clase de conjuntos (¢,00), ¢ € R, entonces o(C) = B. Los conjuntos
{w: X(w) > ¢} se pueden reemplazar por {w: X(w) > ¢}, {w: X(w) <c} o{w: X(w) <c}.

Definicién 3.2 Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad y X : (2, F) — (€, F') una variable aleatoria.
Definimos la funcién Py = Po X! en F’ por

Px(A)=Po X 1(A)=P(X1(A)).

Px es una probabilidad sobre (', F’) que se conoce como la medida inducida por, la distribucién o la
ley de X

Para verificar que Px es una medida de probabilidad sobre F’ observamos que
1. Px(Q)=P(Q)=1.
2. Px(A")>0, VA € F.

3. Si (A],)n>1 son disjuntos 2 a 2 entonces

Px(UnAy) = P(U,XTHAL)) = ) P(XTHAL)) =) Px(4))

n

porque (X ~1(A!))n>1 son disjuntos en JF.

Si X toma valores en R su distribucién Px es una probabilidad en R caracterizada por su funcién de
distribucién Fx (z) = Px((—o0,z]) = P(X < z). Decimos que Fx es la funcién de distribucién de X. Si
Fx tiene una densidad fx decimos que es la densidad de X.

Proposicion 3.4 La composicion de funciones medibles es medible.

Demostracién. Sean X : (E, &) — (F,F)y Y : (F,F) — (G,G) dos funciones medible. Sea A € G
entonces
(¥ 0 X)71(4) = XL (¥ 1(4)).

Como Y es medible, B =Y 1(A) € F. Como X es medible, X~1(B) € £. [ |

Proposicion 3.5 Si X,Y son funciones medibles, también lo son X +Y, X -Y, X VY, XAY y
X/Y (Y #£0).
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Demostracién. Ejercicio.

Dada una funcién X definimos X+ y X~ por
Xt (w) = max{0, X (w)}, X~ (w) = —min{0, X (w)}.

entonces X (w) = XT(w) — X~ (w) y | X(w)] = X*(w) + X~ (w) y ambas funciones X+ y X~ son no-
negativas.

Corolario 3.1 Las funciones X, X~ y |X| son medibles.

Demostracion. Ejercicio.

Corolario 3.2 Si X = (X1,...,Xy) es un vector aleatorio y g : R¥ — R es medible, entonces g(X) es
medible. En particular, si g es continua entonces es medible y el resultado vale.

Demostracién. Ejercicio.

Ejemplos 3.4

1<i<k

k 1 k k k
§ E E 2
Ty, E Ty, sup i, Hxiv xi
=1 i=1 =1 =1

son todas funciones continuas de R* en R.
Otro ejemplo interesante es la proyeccién 7; : R¥ — R definida por

7Ti(.’E17 N ,{,Ck) = ;.
m; es continua y si X = (X7,..., Xj) es un vector aleatorio entonces m;(X) = X; es una variable aleatoria.
Proposicién 3.6 X = (Xy,..., Xy) es un vector aleatorio si y sélo si X; es una variable aleatoria para

i=1,...,k.

Demostracion. El ejemplo anterior muestra que la condicién es necesaria. Para el reciproco comenzamos
con

Bk = (T(Sk)
donde Sy es la clase de los rectdngulos abiertos en R¥. Sean X1,..., X} variables aleatorias y B =
I; x -+ x I un rectangulo de lados Iy, ..., I;. Entonces
k
X~H(B) =X (L)
i=1

Como cada X; es una variable aleatoria, X; *(I;) € Bg, de modo que X ~(B) € By y X~!(Sx) C By. En
consecuencia X ! es medible. |

Proposicién 3.7 X = (X1, Xa,...) es una sucesion aleatoria si y sélo si para cada i > 1 la i-ésima
componente X; es una v.a. Ademds, X es una sucesion aleatoria si y sdlo si (X1,...,Xy) es un vector
aleatorio para todo k.

Demostracién. Ejercicio.

Proposicién 3.8 Sean X1, Xa,... funciones medibles definidas sobre (2, F), entonces
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(i) sup X,,, inf X,,, limsup X,,, liminf X,, son funciones medibles.
(i) St Xp(w) — X (w) para todo w € Q, X es una funcion medible.
(iii) El conjunto en el cual la sucesion (X,,) converge es medible.

Demostracién. (i) {X,, < a} € F porque X,, es medible. Por lo tanto {sup, X,, < a} =N, {X, < a}
estd en F, para todo a y en consecuencia sup, X, es medible. De manera similar {inf, X,, < a} =
Un{Xn < a} € F e inf, X,, es medible. Como consecuencia lim inf X,, y limsup,, X,, son medibles.

(ii) Es consecuencia de (i) porque lim X,, = lim sup,, X,, = liminf X,,.

(iii) Tenemos

{w : lim X, (w) existe }° = {w : liminf X, (w) < limsup X,,(w)}

= U {liminf X,, < r < limsup X, }
reQ

= [J{iminf X,, < 7] N [limsup X,, < r]°} € B.
reQ

Observacion 3.2 Observamos que la clase de las funciones medibles no es cerrada si la operaciones
anteriores se realizan una cantidad no-numerable de veces. Es decir si A no es numerable y f, : 2 — R
es medible para cada o € A, no es necesariamente cierto que

f(w) = sup fa(w)

a€cA
sea medible. Por ejemplo, si A C [0, 1] es un conjunto no medible y ponemos
1l siw=«
w) =
Ja(w) {0 siw# «
entonces para cada o € A, f, es M-medible pero

sup fo(w) = 1a(w)
acA

no es medible.

3.3. U—Algebras Generadas por Funciones

Definicién 3.3 Sea X : (2, F) — (R, B) una variable aleatoria. La o-algebra generada por X, o(X), se
define como
o(X)=X"YB).

Equivalentemente,
o(X)={{X € A}, Aec B}.

En general, si X : (Q, F) — (@, F) definimos o(X) = X 1(F).
Si G C F es una sub-o-dlgebra de F decimos que X es medible respecto a G si o(X) C G.
Si para cada t € T tenemos X; : (Q, F) — (', F') definimos
o(Xp,t€T) = o(Uero(Xy))

la menor o-dlgebra que contiene a todas las o(X).
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Ejemplos 3.5
1. Si X (w) = 32 para todo w entonces

o(X)={{X € B}, Be B} =o(0,Q} = {0,Q}

2. Sea X =14 para algin A € B. X toma valores en {0,1} y
XT'{oy =4°  XxTH({1}) = 4,
y por lo tanto o(X) = {0,Q, A, A°}.
Definicién 3.4 Una funcién es simple si es medible y toma un nimero finito de valores.
Si X toma valores aq,...ag, definimos
Ai = X ({as}) = {X = as}.

Entonces {A4;,i =1,...,k} es una particién de Q y podemos representar a X como
k
X = Z ailAi
i=1

o(X) = 0(A1, ..., Ay) = {UiesA; - T C {i,. .. k}}.

Proposicién 3.9 Sea X una funcion medible y C una clase de subconjuntos de R tales que o(C) = B.
Entonces

o(X)=0({XeB}:Be()
Demostracién.

c({XeB}:BeCl=0(X"YB),BeC}=0c(X"10))
=X"1o(C)=X""

El siguiente teorema es fundamental para la definicién de la integral de Lebesgue.

Teorema 3.1 (de Aproximacién) Dada una funcién medible y no negativa X : Q — RT, existe una
sucesion creciente de funciones simples no negativas X, : Q — RT tales que X,, T X.

Demostracién. Para todo entero positivo n definimos

—1
Qp,n:{wszn SX((U)<2%, pzl,...,22"
92n

QO,n =0 Up:lQp,n = {w : X(w) > 2n}

Entonces, como X es F-medible, @, € F y los conjuntos Qp n,p = 0,1,...,2*" forman una particién
de 2. Definimos

X (w): pQ;”l paraweQP,nu p=1,27...,22"
n on para w € Qom-
Esta funcién es simple y tenemos que

0< X, <X.
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Siw € Qp,n entonces o bien w € Q2p—1,n4+1 0 W € Q2p nt1 ¥ €N cONsecuencia

1
Xn(w) = Xn+1(w) (6] Xn(w) + W = Xn—‘,—l(w)'

), ¥ en consecuencia w € Qont+1 0 W € Qp i1 para
> X, (w). Por lo tanto para todo entero n

Ademas, si w € Qo entonces X, (w) = 2" < X(w
algtin p > 22"*1 4 1. En cualquier caso X,,+1(w)

X, (w) < X,41(w) para todo w € Q,

y la sucesién de funciones simples (X,,) es creciente.
Si X (w) es finita, entonces para 2" > X (w) tenemos que

0<X(w)—X,(w) <277

y en consecuencia X, (w) — X(w) cuando n — oo. Por otro lado, si X (w) = oo entonces para todo n,
X, (w) = 2" y de nuevo tenemos que X, (w) — X(w) cuando n — oo. [

3.4. Integrales

3.4.1. Funciones Simples No Negativas

Si X(w) =331 cla,(w)conc >0,i=1,...,n, definimos

/Xdﬂ = zj: cip(4q).

Esta suma siempre esta definida, aunque su valor puede ser 400, ya que todos los términos son no-
negativos, y se conoce como la integral de X respecto a pu, el valor esperado o la esperanza de X. Tomamos
la convencién de que si x; = 0y p(A;) = oo entonces ¢;u(A;) = 0. Como la representacion de una funcién
simple no es unica, debemos verificar que la definicién es independiente de la representacién que usemos.

Supongamos que
n

X(w) = ZcilAq‘,(w) = Zdlej (w)v

i=1
como ambas colecciones de conjuntos son particiones de §2 tenemos que

m

p(Ai) = w(AinB;) vy (B = Z,U(Ai N B;). (3.1)

j=1
Ademés, si A; N B; no es vacio, tiene al menos un elemento w y X (w) = ¢; = d;. Por lo tanto

n m

Z cp(A) =Y D ap(AiNBy) =Y > dju(A N By) = Z d;p(B;)-

i=1 j=1 i=1 j=1

Si tenemos dos funciones simples no-negativas

X(w) = Zcz‘lAi (w), Y(w)= Zdlej (W),
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podemos usar las representaciones

m n

X:ZZCilAimBJ‘(w)7 Y:ZZdleinBj(w)7

i=1 j=1 j=1i=1

en términos de la particién A; N B;. Ahora la funcién simple X + Y tiene la representacién

X+Y = ZZ(Q + dj)]-AiﬂBj

i=1 j=1

/ (X +Y)dp =35 (e +dy)u(A; 0 B;)

i=1 j=1
= ZZ Cz/i(Az N B]) + Z Zdjﬂ(Az N B])
=1 =1 i=1j=1

= () + Y diu(B))
i=1 j=1

:/X@+/Y@

de modo que la integral de funciones simples no-negativas es aditiva. Es inmediato ademés que si a >
0, B >0y X,Y son funciones simples no-negativas entonces

/(aX+ﬂY)dM:a/Xdu+ﬁ/Ydu

de modo que la integracién es lineal en la clase de las funciones simples no-negativas. También es facil
ver que si X,Y son funciones simples y X > Y entonces [ X du > [V dp.

3.4.2. Funciones Medibles No-Negativas

Dada una funcién medible no-negativa X : @ — R, sabemos que existe una sucesién creciente de
funciones simples no-negativas X, tales que X,, 1 X. La integral | X,, du estd definida para todo n y es
creciente, por lo tanto tiene un limite, que puede ser +o0o. Definimos

/Xd,u = lim [ X,du.

Tenemos que verificar que esta definicién no depende de la sucesién (X,,) de funciones simples aprox-
imantes.

Proposicién 3.10 Sea (X,,) una sucesidn creciente de funciones simples no-negativas y X = lim,, X,, >
Y donde Y es simple y no-negativa. Entonces

lim [ X,du> /Yd,u. (3.2)

n—oo

Demostracién. Sea Y = Zle ¢;lp,. Si [Ydp = oo, para algin entero i, 1 < i < k, tal que ¢; >
0, pu(E;) = 4o00. Entonces para cualquier ¢ fijo con 0 < & < ¢;, definimos los conjuntos

Ay = {w: Xpw) +e>Y(w)} (3.3)
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La sucesién de conjuntos A, N F;, n > 1, es mondtona creciente y converge a E;, y por lo tanto u(A, N
E;) — oo cuando n — oo. Por otro lado

/Xn dp > /anAnmEid;L > (¢ —e)u(Ap N E;) — 00 (n— 00).

Por lo tanto (3.2) vale si [Y du = co. Supongamos ahora que esta integral es convergente y sea
A= {w : Y(w) > 0} = Ui:ci>0Ei~

Como Y es simple, ¢ = ming,sg¢; >0y pu(A4) < co. Supongamos que € > 0 y definimos A,, de nuevo por
(3.3). Entonces

/ Xy > / X1, cadp > / (Y — )1, adu
= /YlAmAd,u —eu(A,NA) > /YlAndu —eu(A).

Como u(A, N E;) — u(F;) para cada i, podemos evaluar las integrales como sumas finitas y encontrar
un entero ny = ng(e) tal que

/Xn dp > /Ydu —e—eu(A) paran > ng,
y hemos establecido (3.2) también en el caso [Y dy < co. [ |

Veamos ahora que la definicién de la integral no depende de la sucesiéon aproximante. Supongamos
que tenemos dos sucesiones crecientes de funciones simples (X,,) y (Y;,,) que convergen a la funcién X.

Para cada m fijo tenemos
X =lmX, >Y,,
n

y por la proposicién anterior,

h'm/Xnd,u > /Ym du.

Haciendo ahora m — oo,
lim/Xn dp > lim/Ym dp.

Un argumento similar demuestra que la desigualdad en sentido contrario también vale y por lo tanto

h’m/Xn dp = h’m/Ym du.
n m

Por lo tanto la integral estd bien definida para funciones medibles no-negativas. Como consecuencia
de la linealidad de la integral para funciones simples, tenemos que si a > 0, 8 > 0 entonces

/(aX—i—ﬁY)d,u:a/Xdu—i-ﬁ/Yd,u.

De acuerdo a nuestra definicién, si X > 0 es medible, f X du puede ser finita o +00. Decimos que
una funcién medible X > 0 es integrable con respecto a la medida p si [ X dp < co.

Hay dos razones por las cuales una funcién de este tipo puede no ser integrable. O bien existe una
funcién simple ¥ < X para la cual f Y dpu = oo, lo que implica la existencia de un ¢ > 0 para el cual
p{w : X(w) > ¢} = 400, o bien es posible que [Y dp < oo para todas las funciones simples tales que
Y < X (lo que implica que p{w : X(w) > ¢} < oo, para todo ¢ > 0) pero, para cualquier sucesién Y,, de
funciones simples que converja a X, [V, du — +o0o cuando n — co.
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3.4.3. Funciones Medibles Integrables.

Sabemos que si X : Q — R* es medible, también lo son X, X~ y tenemos X = X+ — X~ Si ambas
funciones X y X~ son integrables, decimos que X es integrable y definimos

/Xdu:/X+du—/X_du.

Usamos la notaciéon L'(Q, F,u) o L*(u) para la clase de funciones integrables y la notacién

[x@nto) = [ X duto) = [ X du
para la integral.

Si (Q, F, P) es un espacio de probabilidad y X : Q@ — R es una variable aleatoria integrable llamamos
esperanza a su integral y escribimos

B(X) = / X (w) dP(w).

3.4.4. Varianza y Covarianza

Sea X :  — R una variable aleatoria y supongamos que X2 € L', que escribimos como X € L2
Definimos la varianza de X como
Var(X) = E(X — E(X))?

y también usamos la notacién o3 para ella. Por la linealidad de la esperanza tenemos
Var(X) = E(X?) — (E(X))?.

La raiz cuadrada de la varianza ox = 4/Var(X) se conoce como la desviacion tipica de la variable
aleatoria.

Si X,Y € L? definimos
Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y = E(Y))],

y de nuevo por linealidad
Cov(X,Y)=E(XY) - EX)E(®Y).

Observamos que si X =Y, entonces Cov(X,Y) = Var(X).

La covarianza es una medida de la dependencia lineal entre dos variables aleatorias, pero su valor
depende de las unidades en las cuales expresemos las variables. Para obtener una medida normalizada
de la dependencia lineal entre dos variables, dividimos la covarianza entre las desviaciones tipicas de las
variables. Este pardametro se conoce como la correlacion entre X e Y:

Cov(X,Y)

0X0y

p(X,Y) =

Si Cov(X,Y) = 0 decimos que X e Y no estan correlacionadas. Demostraremos mas adelante que
[p(X,Y)] < 1.

La covarianza es una funcién bilineal: Si Xi,...,X; v Yi,...,Y,, son variables aleatorias en L2,
entonces para cualesquiera constantes ai,...,ax y b1,...,bm

m

k m k
Cov (ZalX“Zb]Y;) = ZZaibj COV(X,‘,X/J'). (34)
i=1 j=1

i=1j=1
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Para ver esto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que E(X;) = E(Y;) =0parai=1,...,k; j =
1,...,m. Entonces

k m

(D aixi > b))
i=1 i

—1

Cov <zk: a; X;, i ijj)
i=1 j=1

Z a,-bj E(X,}/J)

I

s
Il
—

~
Il
-

I
M-
NE

aibj COV(Xi, ij)

i=1 j=1
Un caso especial de esta formula se usa para calcular la varianza de la suma de variables Xq,..., X,
en L?. Tenemos
n n n n n
Var (3 X:) = Cov (3 X0, Y- X;) = 30D Cov(Xi, X;).
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Dividimos el conjunto de indices en los casos ¢ = j e i # j y obtenemos

n

Var (ile) = ZCOV(Xi,Xi) +2 i Cov(X;, X;)

i=1 1<i<j<n

= iVar(Xi) +2 i Cov(Xi, Xj).
i=1

1<i<j<n
En particular si Cov(X;, X;) = 0 para ¢ # j, es decir, si las variables no estdn correlacionadas, entonces

Var (zn:(xi)) - iVadXi)-

i=1

3.4.5. Integral sobre un conjunto medible.

Si A € F definimos
/Xdu:/XlAdu
A

siempre que esta integral esté bien definida. Por lo tanto | 4 X dp estd definida si X14 es medible y
no-negativa o si X14 es medible e integrable. Decimos que X es integrable en A si X14 es integrable.

Es inmediato que
/ Xdu = /Xdu.
Q

Observamos que si E € F con u(FE) = 0, entonces cualquier funcién X : Q — R* es integrable sobre E y

/XduzO.
E

3.5. Propiedades de la Integral

Teorema 3.2 Sea (Q, F, ) un espacio de medida, A, B son conjuntosen F y X : Q@ - R* YV :Q — R*
son dos funciones integrables con respecto a p. Entonces X es integrable sobre A, X +Y y |X| son
integrables y

1. SiANB =10, fAU3XdM:fAXdM+fBXdM-
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2. X es finita c.s.

3 [(X+Y)du= [Xdu+ [Ydpu.

4 |J X dp| < 1] dp.

5. Para cualquier ¢ € R, ¢X es integrable y [ cX dp = c [ X dp.
6. X>0= [Xdp>0; X>Y = [Xdp> [Ydp

7.8 X>0yACB, [,Xdu< [5Xdu.

8 85iX>0y [Xdu=0, entonces X =0 c.s.

9. X=Y cs.= [Xdu= [Ydu.

10. 8i Z : Q — R* es F-medible y |Z| < X, entonces h es integrable.

Demostracion.

Si X : Q — RT es medible, no-negativa e integrable y 0 <Y < X con Y : Q — R™ medible, sigue de
la definicién de la integral de funciones medibles no-negativas que Y es integrable. Como para cualquier
A€ F, 1,4 es medible,

0<XT1,,<X* y 0<X1,<X”

y en consecuencia si X es integrable sobre €2 también lo es sobre cualquier conjunto medible A.
(1) Si A, B son disjuntos, 14up = 14 + 15, y por lo tanto

XT1laup=XT14+X1p, X 1pup=X"1,+X"1p

y como sabemos que la propiedad que queremos demostrar es vélida para funciones medibles no-negativas
tenemos

Xap= [ X Laondn— [ X Laondy
:/X+1Adﬂ—/X_lAdu+/X+1Bdu—/X‘leu

:/Xw+/X@
A B

ya que todos los términos son finitos.
(2) Si X no es finita c.s., entonces al menos uno de los conjuntos

AUB

A ={w: X(w) =40}, Az ={w:X(w)=—o0}

tiene medida positiva. Supongamos que p(A;) > 0 entonces se tiene de la definicién que [ X du = 400
lo que implica que X no es integrable.

(3) Ya hemos visto que esta propiedad vale para funciones no-negativas. Si X, X» son no-negativas y
X = X; — X, entonces X7 + X~ = Xy + X' y usando (3) para funciones no-negativas obtenemos

/deu+/X7d,u:/X2du+/X+du
/Xd,u:/dep—/ngu.

El resultado general se obtiene observando que para X,Y finitas,

de modo que

X+Y=X"+Y")— (X" +Y")
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y en consecuencia
/(X+Y)du:/(X++Y+)d/¢f/(X7JrY*)du
:/X+du—/X_du+/Y+du—/Y_du
z/Xdu+/Ydu

Finalmente usamos (3) con la funcién |X| = X+ — X~ para deducir que | X| es integrable y

/\X|du=/x+du+/X*du.
]/Xdu‘z‘/xwu—/x—du]g/X+du+/X—du:/|X|du.

(5)Sic=0,cX=0y [¢Xdu=0=c[Xdu.Sic>0 entonces

(4) Tenemos

(eX)T =cXT, (cX)"=cX",

y el resultado es valido porque ya lo demostramos para funciones medibles no-negativas. De manera
similar, si ¢ < 0
(eX)F = —cX, (eX)” = —cXT,

/chp:/(cX)er,u—/(cX)_d,u:(—c)/X_dp+c/X+du:c/Xdu.

(6) La primera afirmacién es cierta por la definicién. Si X > Y, entonces X =Y +(X-Y)y (X-Y) > 0.

Por (3) tenemos
/Xd,uz/Ydu—l—/(X—Y)duZ/Ydu.

(7) es consecuencia de (6) ya que X14 < X1p.
(8) Si{w : X(w) > 0} tiene medida positiva, por la continuidad de la medida p existe un entero n tal que,
si A= {w: X(w) > 1/n}, se tiene que p(A) > 0. Pero n7114 < X14 < X, de modo que

1 1
/Xduzf/lAdu:fu(A)>O.
n n

Por lo tanto, si X > 0y [ X du = 0, necesariamente pu{w : X (w) > 0} = 0.

(9) Si X =Y c.s. entonces X =Y T, X~ =Y~ cs. En la construccién de la sucesién aproximante en
el teorema 3.1, los conjuntos @, s para las funciones X y YT tendrdn todos la misma medida. Por lo
tanto hay funciones simples X,, — X T, Y,, — Y tales que

/Xndu:/Yndu, n=12,...

y por lo tanto se tiene que [ Xt du = [Y ™" du. De manera similar [ X~ du = [V~ du.
(10) Si |Z] < X entonces 0 < Zt < X, 0 < Z~ < X. Usando (6) tenemos que tanto [ Z* du como
J Z~ dp son finitos y por lo tanto Z es integrable. |
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Ejemplo 3.6
Sea = [0,1] y A la medida de Lebesgue. Sea X (w) = 1gno,1]- Sabemos que A(Q) = 0 de modo que

AX =0)=1=A(0,1] - Q).

/Xduz/OduzO.

Corolario 3.3 Si X : Q — R* es acotada, medible y se anula fuera de un conjunto E € F con pu(E) < oo,
entonces X es integrable con respecto a .

Por lo tanto

Demostracién. Si | X| < K, entonces la funcién simple K1 es integrable y la integrabilidad de X sigue
ahora de (9). [

Observacién 3.3 Si F es completa respecto a p, entonces podemos modificar (9) de la siguiente manera:
Si X : Q — R* es integrable y Y : & — R* es tal que X = Y c.s., entonces Y es integrable y

[Xdu=[Ydu.
Hay un reciproco de la afirmacion anterior: Si X y Y son integrables y

/Xdu:/Ydu para todo E € F,
E E

entonces X =Y c.s. Para ver esto supongamos que es falso, de modo que pf{z : X(w) # Y(w)} > 0.
Entonces al menos uno de los conjuntos {z : X(w) > Y (w)}, {z: X(w) < Y(w)} tiene medida positiva.
Supongamos que es el primero, por la continuidad de la medida existe un entero n tal que

Ep = fw: X(w) > Y(w)+ %}, HW(En) > 0.

Pero entonces )
/ Xd,u—/ Ydu>—p(E,) >0

lo que es una contradiccién y por lo tanto demuestra el resultado.

3.5.1. Desigualdades de Markov y Chebychev

Proposicién 3.11 (Desigualdad de Markov) Sea X € L'(Q, F, P) una variable aleatoria. Para cualquier
A>0,
P(IX[ > X) < E(IX])/A.

Demostraciéon. Observamos que

X
11,

X
ey = Ly

< —.
A

Tomando esperanza se obtiene el resultado. |

1

Corolario 3.4 (Desigualdad de Chebychev) Si X € L?(f2) es una variable aleatoria,
P(|X —E(X)| > \) < Var(X) /A%
Demostracion. Usando la desigualdad de Markov

P(IX — B(X)| 2 A) = P(IX — E(X)]? > A%) < E(X — E(X))2/A? = Var(X)/\2,
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3.6. Las Integrales de Lebesgue y de Lebesgue-Stieltjes

Hemos definido la integral sobre un espacio de medida abstracto (£2, F, u) aunque histéricamente se
consider6 primero el espacio (R, M, A) donde A denota la medida de Lebesgue definida sobre los conjuntos
Lebesgue-medibles M.

Si F € My f es Lebesgue-medible es usual escribir fE f(x)dz en lugar de fE f dX. En particular si

E es un intervalo con extremos a, b, escribimos ff f(x) dz. Observamos que como la medida de Lebesgue
de un punto es cero, no importa si incluimos los extremos en el intervalo o no. En particular, a puede ser
—00 y b puede ser +oo0 de modo que [ f(z) dz quiere decir [ fdA = [ fdA.

Es importante observar que la integral sobre un intervalo infinito se define directamente, ya que un
intervalo de este tipo es medible, y no como limite de integrales sobre intervalo finitos.

Usar la medida de Lebesgue-Stieltjes que se obtiene a partir de una funciéon de Stieltjes F' en lugar
de usar la medida de Lebesgue es equivalente a trabajar en el espacio de medida (R, M(F'), ur), donde
ur es la medida de Lebesgue-Stieltjes que definimos en el capitulo anterior y M(F') es la o-dlgebra de
los conjuntos medibles respecto a uj. Usamos las notaciones

/Ef(a:) dF(x) o /Ef(x) dup(x).

En este caso la medida de un punto puede ser distinta de cero y por lo tanto al integrar sobre
un intervalo es necesario especificar si se incluyen los extremos o no. Por esto no usamos la notacién

f; f(x)dF(x) a menos que sepamos que F' es continua.

Como las o-algebras de conjuntos medibles son completas con respecto a las medidas de Lebesgue o
de Lebesgue-Stieltjes, vemos que si f : R — R* es integrable y f = g c.s., entonces g : R — R* también
es integrable.

Caso Particular
Llamamos d, a la medida de Dirac en el punto x:
1 si A
5, ( A) _ ST T e A,
0 sizé¢ A

d es una medida de probabilidad definida en P(R). Si ,,, n > 1 es una sucesién de ntimeros reales y p,,
n > 1 es una sucesion de ntimeros reales positivos entonces

,LL(A) - an §zn (A)

n=1

define una medida de Lebesgue-Stieltjes concentrada en el conjunto numerable {z,,, n > 1}.Si Y p, < oo,
la medida es finita y si }_ p, = 1 es una medida de probabilidad.
Si f:R — R es una funcién cualquiera entonces

[ ran= ijjpnfm).

En el caso particular p,, = 1 para todo n y f(z) = x, obtenemos la serie Y z,, de modo que la teoria
de series absolutamente convergentes de ntiimeros reales es un caso particular de la integral de Riemann-
Stieltjes.

3.7. Integrales y Limites

Ahora podemos considerar los teoremas sobre la continuidad del operador de integracién.
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Teorema 3.3 (Teorema de Convergencia Monétona) Sea X, : Q — R*, n > 1 una sucesion
creciente de funciones medibles no-negativas con X, (w) — X (w) para todo w € Q, entonces

lim | X, du= /Xdu,

n—oo

es decir, si X es integrable, las integrales [ X,, dp converge a [ X dp, mientras que si X no es integrable
0 bien X, es integrable para todo n y [ X, dy — +oo cuando n — oo, o existe un entero N tal que Xy
no es integrable de modo que an dp = 400 paran > N.

Demostracién. Para cada n = 1,2,... escogemos una sucesién creciente X, 5, k > 1 de funciones
simples no-negativas que converge a X,, y definimos Y, = méx,<; X, . Entonces (Y}) es una sucesién
no-decreciente de funciones simples no-negativas y Y = limy, Y}, es una funcién medible no-negativa. Pero

Xk <Y, <X, <X paran<k (3.5)

de modo que X,, <Y < Xy si hacemos n — oo vemos que X =Y. Usando la propiedad (6) del teorema
3.2 y (3.5) obtenemos

/ankdug/kayg/Xkdu para n < k.

Para n fijo, hacemos k — 0o. Por la definicién de la integral

/Xndug /Ydugkh'm /X;Cd,u.

Haciendo ahora n — 0o obtenemos

lim [ X,du < /Yd;;g ka /Xk dp.

n—oo

Como los dos extremos de la desigualdad son iguales, tenemos

lim Xndu:/Yd,u:/Xd,u.

Corolario 3.5 Sea X,, : @ — R, n > 1 una sucesion de funciones medibles tales que X, T X y

[ X1 dp > —oco. Entonces
/Xn dp 7 /Xd,u.

Demostracion. Supongamos que X < 0. Sea Y,, = —X,, | —X =Y. Entonces para todo n,

OS/Yd,uS/Ynd,u<+oo.

Pero0 <Y; —Y, TY1 —Y, y por el teorema anterior
Jon=Yadut [ =Yy < o,

Como estas integrales son finitas, podemos restarlas de [ Y; dp y obtenemos

/Yndul/Ydu = /Xnd,uT/Xdu.
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En el caso general tenemos X;F 1 X+ y X7 | X~ con [ X~ du < +oo, y por lo anterior tenemos

/X,J[duT/Xeru, —|—oo>/X;dul/X7d,u20.

/XnduT/Xdu

En consecuencia

[ |
Corolario 3.6 Si X,, >0, n > 1 son funciones medibles no-negativas, entonces
[ X du=3" [ X au
n=1 n=1
Demostracion. Tenemos
0o k k
/(;Xn)d,u—/( li%o;Xn)duzklin;O (;Xn)du
k [e%s)
:klin;O;/Xndu:g/deu
[ |

Corolario 3.7 Si X es integrable entonces, para A € F,
/ Xdu—0 cuando u(A) — 0.
A

Demostracién Definimos

X, - X S?|X‘§TL,
n s |X|>n.

Entonces | X,,| es creciente y converge a | X,,| cuando n — oco. Por el teorema 3.2 | X| es integrable y

/\Xnmw/wu

cuando n — co. Dado € > 0 escogemos N tal que

1
/|X|d,u</|Xn|du+§6

para n > N. Entonces si A € F es tal que u(A4) < €/2N, tenemos, por el teorema 3.2,

| [ xau] < [ 1X1du= [ Pealda [ (X1 X0
A A A A
1
<§E+/(|X|—|XNDd/,L<€
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Teorema 3.4 (Fatou) Si (X,,) es una sucesion de funciones medibles que estd acotada inferiormente
por una funcion integrable, entonces

/h’miann dyp < liminf [ X, dpu.

n—oo n—oo

Demostracién. Como (X,,) estd acotada por debajo por una funcién integrable ¥ podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que X,, > 0 para todo n. Para Z,, = X,, =Y >0cs. y

/anu: /Xnd,u—/Yd,u, liminf Z, = liminf X,, — Y c.s.

Ponemos Y,, = inf;>, X entonces Y;, es una sucesién creciente de funciones medibles y

lim Y,, = liminf X,,.
n—oo n—oo

Como X,, > Y, para todo n

h’minf/Xn dp > lim Y, du :/ lim Y, duy = /h’miann du,

n—oo n—oo

por el teorema 3.3. ]

Corolario 3.8 Si (X,,) es una sucesion de funciones medibles que estd acotada superiormente por una
funcion integrable, entonces

/h’msuan dp > h’msup/Xn dp.

n—oo n—o0

Demostracién. Esto se puede demostrar por un método similar al del teorema anterior, o puede deducirse
del teorema anterior poniendo Y,, = —X,. [ |

Como consecuencia de los dos resultados anteriores, si (X,,) es una sucesién de funciones medibles
acotada superior e inferiormente por funciones integrables tenemos

/liminf X, dp <liminf [ X, dy < lim sup/Xn dp < /h'm sup X, du.

n—oo n—oo n— oo n—oo

Ejemplo 3.7
Consideremos el espacio de probabilidad ([0, 1], B, A), donde A es la medida de Lebesgue y definimos

Xn = 7’L21(071/n).

Para todo w € [0, 1] se tiene que 19 1/5)(w) — 0, de modo que X,, — 0. Sin embargo
51
E(X,)=n"—=n— oo,
n

y por lo tanto
E(liminf X,,) = 0 < liminf E(X,,) = o0

n—oo n— oo

E(limsup X,,) = 0 < limsup E(X,,) = o0.

n—oo n—oo
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Teorema 3.5 (de Convergencia Dominada, Lebesgue) (i) Si Y : Q@ — RT es integrable, (X,,) es
una sucesion de funciones medibles de 2 en R* tal que | X,,| <Y paran > 1, y X,, — X cuando n — oo,
entonces X es integrable y

/Xnd,u—>/Xdu cuando n — Q.

(i1) Supongamos que Y : Q — RT es integrable, —oco < a < b < 400, y para cada t € (a,b), X; es
medible de 2 en R*. Entonces si |X;| <Y para todo t € (a,b) y Xy — X cuandot — a™ ot — b,

entonces X es integrable y
/Xt dy — /Xdu.

Demostracién. (i) Primero probamos un caso especial con X,, > 0y X,, — 0 cuando n — co. En este
caso podemos usar el teorema 3.4 y el corolario para obtener

h'msup/Xnd,ug /h’msuand,u:/Od,u:O

= /h’miann dp < liminf/Xn dp < h'msup/Xn dp.

Por lo tanto el limite existe y vale 0.
En el caso general ponemos Z, = |X,, — X|, entonces 0 < Z,, < 2Y, 2Y es integrable y Z,, es medible
con Z, — 0 cuando n — oco. Pero entonces

‘/Xndu—/Xdu‘§/|Xn—X|d,u—>0 cuando n — oo,

y X es integrable por el teorema 3.2.
(ii) Supongamos, por ejemplo, que X; — X cuando t — a™, entonces podemos aplicar la parte anterior
del teorema a X,, = X;_, donde (¢,,) es una sucesion en (a, b) que converge a a. Como X = lim X,,, tenemos

/X d,u—>/Xd/,L

Pero el lado derecho es independiente de la sucesién (¢,,), de modo que [ X; du converge al limite [ X du
cuando t — a, t € (a,b). [

n?

Como consecuencia de los teoremas sobre limites tenemos las siguiente propiedades

Proposiciéon 3.12 1. Si X >0y {A,, n>1} es una sucesidn de eventos disjuntos

/ Xdu:Z/ X dp. (3.6)
UnAnp n=1 An

2. 8i X € L' y{A,, n> 1} es una sucesién mondtona de eventos con A, — A entonces

/ Xdp — / Xdp (3.7)
A, A
Demostracién. Para ver (1) tenemos

/ Xd,u:/XlunAnd,u:/ZXlAndﬂ
Un,An n
:Z/XlAndu:Z/ X dy.
n n A"

(2) es consecuencia directa del Teorema de Convergencia Monétona. [
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Teorema 3.6 a) Si X,Y € L*(Q,F, P) entonces X - Y € LY(Q,F,P) y
[B(XY)| < (B(X?)E(y?)"? (3.8)

(b) L? C L' y si X € L? entonces (E(X))? < E(X?).
(c) L? es un espacio lineal: X,Y € L?, a, 3 € R entonces aX + Y € L?.

La desigualdad (3.8) se conoce como la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Demostracién. (a) Tenemos |XY| < X2 + Y? de modo que X,Y € L? = X -Y € L' Parax € R
tenemos
0 < E[(aX +Y)?] = o® E[X?] + 20 E[XY] + E[Y?] (3.9)
el discriminante de la ecuacién cuadratica en « es
(AIE(XY))? ~ B(X?) E(Y?)
y como la ecuacién siempre es no-negativa,

(E(XY))? - E(X?)E(Y?) <0

(b) Sea X € L?, como X = X -1y 1 € L? con E(1?) = 1 se obtiene el resultado por (a).
(c) Sean X,Y € L?. Para a, 3 constantes

(X +pY)? <2a°X2 +25°YV% e L}

y por lo tanto aX + Y € L? y L? es un espacio vectorial. [ |

3.8. Cambio de Variables
Teorema 3.7 (Cambio de Variable) Sea X : (Q,F) — (', F') una funcion medible y sea p una

medida en F. Sea ux = po Xt la medida inducida por X en (U, F), f: (U, F') — (R*,B*) y A€ F'.
Entonces

/ F(X(@)) du(w) = / () dpx (o). (3.10)

X-1(A) A

Esto quiere decir que si alguna de las integrales existe, también existe la otra y ambas son iguales.

Demostracion. Si f es la funcién indicadora de un conjunto B, la ecuacién (3.10) dice que
pXHA)NXTH(B)) = px(ANB)

que es cierta por la definicién de px. Si f es una funcién simple no-negativa: f = | ¢;1p,, entonces

/. o N ) =3 / »

- Z i /A 1p, (W) dux (W)

- / () dpx (@)
A

1 (X)) die)

Si f es una funcién medible no-negativa, sea fi, fo,... una sucesién creciente de funciones simples no-
negativas que converge a f. Entonces, por lo que hemos probado,

/ Fo (X (@) dia(w) = / Fole) dpix (&)
X-1(A) A
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y usando el Teorema de Convergencia Mondtona obtenemos el resultado.

Finalmente, si f = f* — f~ es cualquier funcién medible, hemos probado que el resultado es vélido
para f* y f~. Si, por ejemplo, fX,l(A) [T (X(w))du(w) < oo entonces [, f(w')dux(w') < oo, y en
consecuencia si una de las integrales existe, también existe la otra y ambas valen lo mismo. |

Sea X una v.a. sobre el espacio de probabilidad (€2, F, P). Recordemos que la distribucién de X es
la medida Px = Po X! en (R,B) definida por Px(A) = Po X }(A) = P(X € A), para A € B. La
funcién de distribucién de X es Fx(z) = Px((—o00,z]) = P(X < z). El teorema de cambio de variables
nos permite calcular la integral abstracta

E(X) = /QXdP

E(X):/RdeX(x).

que es una integral en R.

Corolario 3.9 (i) Si X es una v.a. integrable entonces
E(X) = / x dPx (x)
R

(i1) Sea X : (0, F) — (¥, F') una variable aleatoria con distribucion Px y sea g : (', F') — (RT,(R™))
una funcion medible no-negativa. La esperanza de g(X) es

B() = [ o(X@)dPw) = [ o) dPe(e).

Demostracién. Para ver (i) basta observar que (', F') = (R, B), f(z) =z, y A= . (ii) es inmediato
a partir del teorema de cambio de variable. |

3.8.1. Densidades

Sea X : (Q,F) — (R¥,B;) un vector aleatorio con distribucién Px. Decimos que X, Px o Fx es
absolutamente continua si existe una funcién f : (R* B;.) — (R, B(RT)) tal que

P(4) = [ ) dx
A
donde dx es la medida de Lebesgue.

Proposicién 3.13 Sea g : (R*, By) — (RY,B(R™)) una funcion medible no-negativa. Sea X un vector
aleatorio con f.d. F. Si F es absolutamente continua con densidad f, la esperanza de g(X) es

EMXDZ/g&ﬁ&Mx

Rk

Demostracién. Ejercicio.
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3.9. Comparacion con la Integral de Riemann

Vimos en el ejemplo 3.6 que si f es el indicador del conjunto de racionales en [0, 1] entonces f no
es integrable segin Riemann pero si lo es segin Lebesgue y su integral vale 0. En este caso existe otra
funcién g que satisface f = g c.s., que es integrable segiin Riemann y cuya integral vale lo mismo que la
de f. Esta funcién es g(z) = 0 para todo = € [0, 1]. Veremos a continuacién un ejemplo de una funcién
que es integrable segin Lebesgue pero no segin Riemann, a pesar de ser acotada y estar definida en un
intervalo acotado, y para la cual no existe ninguna funcién Riemann integrable g con f = g c.s.

Ejemplo 3.8
Comenzamos por construir un conjunto boreliano A C (0,1] tal que 0 < A(A4) < 1 y tal que para
cualquier subintervalo J de (0,1] se tiene que A(A N J) > 0. Para ello sea {ry,rs,...} una enumeracién

de los racionales en (0,1). Sea ¢ > 0 dado y para cada n escogemos un intervalo I,, = (an,by) tal que
rn €I, C(0,1) y A1) = b, — an, < €27™. Ponemos A = Up>11,, entonces 0 < A(4) < e.

Como A contiene a los racionales de (0,1), es denso en este conjunto. Por lo tanto A es un conjunto
abierto y denso con medida menor que €. Si J es un subintervalo abierto de (0,1) entonces J intersecta
a alguno de los I, y en consecuencia A(ANI) > 0.

Si B = (0,1) — A entonces 1 —e < A(B) < 1. El conjunto B no contiene ningin intervalo, de hecho
es un conjunto nunca denso (Todo intervalo contiene un subintervalo que no contiene puntos de B). Sin
embargo, su medida es casi 1.

Tomamos ahora f = 14 y supongamos que g = f c.s. y que J,, es una descomposicién de (0,1] en
subintervalos. Para ver que g no es integrable segin Riemann basta demostrar que J, contiene puntos
Tn, Yn tales que

Zg(xn)/\(Jn) <AMA)<1= Zg(yn)/\(Jn)- (3.11)

Si A(J, — A) = 0 escogemos x,, en el conjunto J, N {f = g}, que es un conjunto de medida A(J,) > 0.
Entonces g(zy) = f(zn) < 1. En el caso contrario, escogemos z,, en el conjunto (J, — A)N{f =g}, un
conjunto de medida A\(J,, — A) > 0. Entonces g(z,,) = f(x,) = 0. Si 3.’ denota la suma sobre los indices
n para los cuales A\(J,, — A) = 0 entonces la suma de la izquierda en (3.11) es

D g@a)ATn) <D0 ATn) =Y AJn NA) < AA).
Para hallar los y,, observamos que por la construccién de A,
MIn.NAN{f=g})=AJ.NA)>0.

Por lo tanto para algun y,, € J,NA se tiene g(y,) = f(yn) = 1y de aqui se obtiene la segunda desigualdad
de (3.11).

Usaremos la notacion f; f(z) dx para la integral de Riemann de f en [a,b] y f[a,b] f(z)d\(z) para la
integral de Lebesgue.

Para la demostracién del proximo teorema vamos a usar la siguiente definicion para la integral de
Riemann, que no es la usual, pero es sencillo demostrar que ambas son equivalentes. Para cualquier entero
n dividimos Iy = (a,b] en 2™ intervalos semiabiertos

. n
In;i = (an,i—laan,iL 1= 1727 .- '72 .

Definimos
My, = f{f(z):z € L,,:}; M, =sup{f(z):z € 1,,}

My i six € In,ia Mn,i six € Inﬂ',
gn(z) = . . hy(z) = .
0 six ¢ Io; 0 six ¢ Io.
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Entonces para todo entero n y x € I,
gn (@) < f(x) < ().
(gn) es una sucesién creciente de funciones simples mientras que (h,,) es decreciente. Si definimos

g =limg,, h =limh,,,
n n

entonces g < f < h. Ademads tenemos

on
/ g(x) dA(z) = lim gn(x) dA(z) = lim b-a Z My, = 1M sy,
(b " Jia) no2t I "

o
h(z) d\@) =1im | ho(z) d\(z) = lim 2 3" M =1im S,.
(a,b] " Jiay no 25 "

Decimos que f es integrable segiin Riemann en [a,b] si y sélo si

lim s,, = lim S,,
n n

y en este caso el limite comun es f: f(z)dx.

Teorema 3.8 Una funcidn acotada f : [a,b] — R es integrable segiin Riemann si y sdlo si el conjunto de
puntos E C [a,b] en los cuales X es discontinua tiene medida 0: A(E) = 0. Cualquier funcién f : [a,b] — R
que sea integrable segun Riemann, es integrable segin Lebesque y su integral tiene el mismo valor.

Demostracion.
Si f es continua en z € (a,b) entonces g(z) = h(x). Reciprocamente si g(x) = h(z) y x no estd en D,
donde D es el conjunto numerable de extremos de los intervalos I,, ;, entonces f es continua en z.

Si fab f(z) dx existe,

/[a’b}g(fﬁ) dX(x) —/abf(:c) dx—/[a’b] h(z) d\(z).

Por el teorema 3.2 (8) y teniendo en cuenta que g < f < h, tenemos que g = h c.s. Como el conjunto
E de puntos donde f es discontinua estd contenido en D U {z : g(z) # h(x)}, tenemos que A(F) = 0.
Ademas, como la medida de Lebesgue es completa, f es M-medible y por las propiedades de la integral
de Lebesgue,

b
@@ = [ g@)ire) = [ fa)de,

[a,b] [a,b]

Reciprocamente si el conjunto E satisface A(E) = 0, esto implica que g(xz) = h(z) c.s., y por las
propiedades de la integral obtenemos

/[mb] g(x)d\(z) = / h(z) d\(z)

[a,b]

de modo que f es integrable. |

El teorema anterior nos muestra que una funcién integrable segiin Riemann tiene que ser continua
c.s., en cambio tenemos ejemplos de funciones que son discontinuas en todo punto y sin embargo son
integrables segin Lebesgue. Sin embargo, en cierto sentido estas tultimas pueden ser aproximadas por
funciones muy regulares, es decir por funciones que pueden ser diferenciadas infinitas veces.
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Teorema 3.9 Dada cualquier funcion f : R — R* integrable y cualquier ¢ > 0, existe un intervalo finito
(a,b) y una funcidn acotada g : R — R tal que g(x) se anula fuera de (a,b), es infinitamente diferenciable

para todo real T y
[ 1#@ - g driz) <

Demostracién. Hacemos la demostracién en cuatro etapas.
(i) Primero hallamos un intervalo finito [a,b] y una funcién medible y acotada f; que se anule fuera

de [a, b] tal que
[17@) - i@l x@) < g

Para hacer esto consideramos la sucesion de funciones

f(x) silzl <nyl[f(z)] <n

n si|lzg] <ny f(z)>n
gn(z) = .

—n  si|z|<ny f(z)<-—

0 si|z| > n.

Entonces g,(x) — f(x) para todo = y |gn| < |f|- Por el Teorema de Convergencia Dominada tenemos
que

/\f r)|d\(x) — 0 cuando n — oo

de modo que podemos fijar N suficientemente grande y poner fi(z) = gy ().
(ii) El siguiente paso es aproximar f; por una funcién simple f5 que se anule fuera de [a, b] y satisfaga

[18:0) - r@lir@) < g

Esto es posible porque hemos definido la integral como limite de funciones simples.

(iii) Una funcién simple es la suma finita de multiplos de funciones indicadoras. Si cada funcién
indicadora puede aproximarse por la funcién indicadora de un numero finito de intervalos disjuntos,
tenemos que fy puede aproximarse por f3, una funcién escalera de la forma

2) =3 ey, (@)
i=1

donde cada J; es un intervalo finito y

1
[19:0) - @] ir@) < ge.
Para ver que esto es posible comenzamos con un conjunto acotado Lebesgue-medible E' y nn > 0. Hallamos
un conjunto abierto G con E C Gy tal que A(G— E) < n/2. A partir de la unién numerable de intervalos

abiertos disjuntos que forman a G escogemos una cantidad finita que forman el conjunto Gy tal que
MG — Gp) < n/2. Entonces tenemos que A(EAGy) < n de modo que

/R 15(2) — Lay ()] dA() <1

(iv) Finalmente para obtener la funcién infinitamente diferenciable g tal que

[ @) - @] d\@) < 3=
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es suficiente encontrar una funcién de este tipo para una de las componentes 1, (x) de f5. Supongamos
que J = (a,b) y 0 < 2n < b — a. Ponemos

bon(z) = {exp{—l/[(m —a)? —n?} para|r—al <n,

0 para |x —a| > n.

Sic,! = 75 bam(@) da, sea h(z) = ¢y [*_[pan(t) — don(t)] dt. Es facil verificar que h es infinitamente
diferenciable y

/ I15(x) — hz)| dA() < 4n,

ya que 0 < h(xz) <1 para todo z y {z : 1;(x) # h(x)} estd contenido en los dos intervalos (a — 7, a + n)
y (b—=mn,b+n). u

Hemos enunciado el resultado de aproximacion para funciones reales, pero un teorema similar es cierto
para funciones en R¥, en cuyo caso la funcién aproximante tiene derivadas parciales de todos los érdenes.

3.10. Funciones de Distribucion

Sea F' una funcién de distribucién. Como F' es mondtona sabemos que tiene a lo sumo una cantidad
numerable de discontinuidades. Sea {a;} la coleccién de los puntos donde ocurren los saltos de la funcién
F y sea {b;} el tamaiflo de los saltos respectivos, es decir

F(aj) — F(aj_) = bj.

Consideremos la funcién

Fy(z) = Z b;da, ()

que representa la suma de todos los saltos de F' en la semirecta (—oo,z]. Esta funcién es creciente,
continua por la derecha con
Fy(—o0) =0, Fi(+c0) < 1.

Por lo tanto Fy es una funcién creciente y acotada.

Teorema 3.10 Sea F.(z) = F(x) — Fy(x). Entonces F, es positiva, creciente y continua.

Demostracién. Sea x < 7/, entonces
Fu(a') = Faw)= Y bj= Y [Flaj)—F(aj)]
z<a; <z’ z<a; <z’
< F(z') — F(x)
Por lo tanto F; y F, son ambas crecientes, y si ponemos £ = —oo vemos que Fy < F', de modo que F, es

positiva. Por otro lado Fy es continua por la derecha porque cada funcién d,; lo es y la serie que define
F; converge uniformemente en z. Por la misma razén

b; six=ay,

0 en otro caso.

Fy(z) — Fa(z™) = {

Pero esta relaciéon también es cierta si reemplazamos F; por F', por la definicién de a; y b;, de modo que
para todo x:
Fo(x) = Fe(x7)=F(z) — F(a™) — Fy(z) — Fa(z™) = 0.

Como ya sabemos que F, es continua por la derecha, esto demuestra que es continua. |
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Teorema 3.11 Sea F una f.d. Supongamos que existe una funcion continua G, y otra funcion Gy de la
forma

Ga(@) = 3 b0 ()

donde {a’;} es una sucesion de nimeros reales y 3, |b;| < oo, tal que
F=G.+Gq,
entonces
G = F, Ga = Fy,
donde F, y Fy se definen como antes.

Demostracién. Si F; # Gg entonces o bien los conjuntos {a;} y {a}} no son idénticas o podemos

. . . Co ;o A , ‘ L

cambiar las etiquetas en las sucesiones de modo que a}; = a; para todo j pero b} # b; para algin j. En
: C ’

cualquier caso tenemos que al menos para un j y @ = a; 0 aj,

[Fu(a) — Fa(a™)] — [Ga(a) — Ga(@™)] # 0.
Como F,. — G. = G4 — Fy, esto implica que
[Fe(a) — Ge(a)] — [Fe(@a™) — Ge(a™)] # 0,

lo cual contradice el hecho de que F, — G, es una funcién continua. En consecuencia Fy = G4y F,. = G..
|

Definicién 3.5 Una f.d. F' que se puede representar como
F =Y bida,
J
se llama una f.d. discreta. Una f.d. que es continua en todo punto se dice continua.

Supongamos que F, # 0, F; # 0 en la descomposicién de la f.d. F', entonces podemos poner o = Fy(00)
de modo que 0 < e < 1,
1 1

F1 = 7Fd, F2:4 Fca
« 11—«

y escribimos
F=aF +(1—a)F;. (3.12)

Vemos que podemos descomponer a F' como una combinacién convexa de una f.d. discreta y una f.d.
continua. Si F, = 0, entonces F es discreta y ponemos o =1, I} = F, F, = 0. Si F; = 0, entonces F es
continua y ponemos o« = 0, F} =0, F5 = F, y en cualquier caso la ecuacion 3.12 vale. Resumimos estos
resultados en el siguiente teorema.

Teorema 3.12 Toda f.d. puede escribirse como la combinacion convexa de una f.d. continua y una f.d.
discreta. Esta descomposicion es inica.
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3.10.1. Funciones Absolutamente Continuas y Singulares

Definicién 3.6 Una funcién F' es absolutamente continua si existe una funcién integrable f tal que para
todoa < b

b
F(b) — F(a) = / £() dt.

Es posible demostrar que en este caso F' tiene derivada que es igual a f c.s. En particular, si F' es una
f.d., entonces

f>0cs. y /OO ft)ydt =1.

Reciprocamente, si f satisface las condiciones anteriores, la funcién F' definida por

Pla) = /_ " ar

es una f.d. que es absolutamente continua.

Definicién 3.7 Una funcién F es singular si no es idénticamente cero y F’ existe y es igual a cero c.s.

En el siguiente teorema presentamos algunos resultados sobre funciones reales que no demostraremos.
Las demostraciones se pueden hallar en el libro de Billingsley.

Teorema 3.13 Sea F' una funcidn creciente y acotada con F(—oc0) = 0 y sea F' su derivada (cuando
exista). Las siguientes proposiciones son vdlidas.

a) Si S denota el conjunto de x € R para los cuales F'(x) existe y 0 < F'(x) < 0o, entonces A\(S¢) = 0.

b) F' es integrable y para todo a < b
b
/ F'(t)dt < F(b) — F(a).
¢) Si definimos

Fouz) = [ D FPWdl Fuw) = F(z) — Fala),

entonces F, = F' c.s., de modo que F, = F' — F! =0 c.s. y en consecuencia Fy es singular si no
es idénticamente cero.

Definicion 3.8 Cualquier funcién positiva f que sea igual a F’ c.s. es una densidad. Fy. es la parte
absolutamente continua y Fs la parte singular de F'.

Es claro que F,. es creciente y F,. < F. Por el teorema anterior tenemos que si a < b,

b
Fb) = Fia) = F(O) - F@) - [ f@di =0,

En consecuencia F también es creciente y Fy; < F. Por lo tanto tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.14 Toda f.d. F se puede escribir como combinacion convezxa de tres f.d., una discreta, otra
continua singular y la tercera absolutamente continua. Esta descomposicion es unica



