Capitulo 2

Espacios de Medida

2.1. Funciones Aditivas de Conjunto

Definicién 2.1 Sea p: C — R = RU{—00, +00} una funcién definida sobre una coleccién de conjuntos
C. Decimos que pu es finitamente aditiva si

1. p(d) =o0.
2. Para toda coleccién finita (A, )1<n<m de conjuntos de C, disjuntos dos a dos, tales que U, A; € C
se tiene

p(Upz1An) (2.1)

I
N
=
'y

Observacién 2.1 Todas las sumas en (2.1) deben estar bien definidas, de modo que no puede ocurrir
que p(A;) = —oo y p(A;) = oo para algunos indices ¢,j. Ademds hay que observar que no estamos
suponiendo que C sea cerrada bajo uniones finitas, aunque el dominio natural para una funcién de este
tipo es un algebra.

Por otro lado la condiciéon 1 es practicamente redundante, pues basta con que haya un conjunto A € C
con p(A) finita para que sea cierta:

1(A) = p(AU D) = p(A) + p(0) = p(®) = 0.

Ejemplos 2.1
1. Sea © un conjunto cualquiera y sea C = P(Q). Definimos p(A) como el ntimero de puntos de A. Si
A tiene n elementos, n = 0,1,2, ..., entonces u(A) = n; si A es un conjunto con infinitos elementos,
n(A) = oo.

2. Sea ) un conjunto cualquiera con al menos dos puntos, x,y y sea C = P (). Definimos

0 siz ¢ Ay¢d AoxcAjye A
w(A) =<1 siz e Ayé¢ A,
-1 siz¢gAyeA,

Esta funcién es aditiva en C.

3. Sea 2 = (0,1], A el dlgebra que definimos en el ejemplo 1.1.4, es decir, los elementos de A son de
la forma UI", (a;, b;], donde los intervalos son disjuntos. Definimos

n

Uiy (ai, bi]) = Z(bz —a;)

=1

Es fécil verificar que p es finitamente aditiva sobre A.
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4. Sea © = (0,1], C la clase de los intervalos semiabiertos de la forma (a,b] con 0 < a < b < 1.
Definimos p por

w(a,bl =b—asia##0,
1(0,b] = oo.

Teorema 2.1 Sea p una funcion aditiva sobre el dlgebra A.
(a) u(AU B) + p(AN B) = u(A) + u(B) para todo A, B € A.

(b) Si A,BeF yBC A, entonces u(A) = u(B ) w(A — B). Como consecuencia, si p(B) es finita,
(A= B) = u(A) — u(B) y si p(A— B) > 0, u(B) < u(A).

(c) i es no-negative, p(Upy As) < S0y p(Ay).
Demostracién. (a) Por aditividad tenemos

n(A) = p(ANB) + u(A - B),
w(B) = n(AN B) + pu(B — A).

—_—

Sumando las dos ecuaciones anteriores obtenemos

w(A) + p(B) = (AN B) + [u(A — B) + (B — A) + p(AN B)]
=u(ANB)+ p(AUB).

(b) Podemos escribir A = BU (A — B), y entonces u(A) = u(B) + u(A — B).
(¢) Tenemos que

UM A=A UATN AU (ATNASNAs)U---U(AfN---NAS [ NA).
Los conjuntos que aparecen al lado derecho de esta relacion son disjuntos y por lo tanto
(UL A3) = (A1) + p(AS 1 Az) + p(AS N AS N Ag) + o+ (A5 1+ N AS_ 0 A).

Por otro lado tenemos que A{N---NAS_; NA, C A,y como yu es no-negativa el aparte (b) implica el
resultado. m

2.2. Medidas

Definicién 2.2 Sea i : F — R = RU{—o0, +00} una funcién definida sobre una coleccién de conjuntos
F. Decimos que u es o-aditiva o numerablemente aditiva si

1. pu(0) =o0.

2. Para toda coleccién (A,),>1 de conjuntos de F, disjuntos dos a dos, tales que U2, A; € F se tiene

(Un>145) ZM (2.2)

n>1

Las observaciones 2.1 también son validas en este caso, con las modificaciones obvias.



2.2. MEDIDAS 9

Definicién 2.3 Si F es una o-dlgebra de subconjuntos del conjunto €2, decimos que (2, F) es un espacio
medible. Una medida p sobre F es una funcion o-aditiva que toma tinicamente valores positivos: p : F —
[0, o0].

Si p(2) < oo decimos que la medida es finita. Si p(2) = 1 decimos que p es una (medida de)
probabilidad. Si el conjunto 2 se puede descomponer como la unién numerable de subconjuntos de medida
finita, decimos que la medida es o-finita.

Finalmente, decimos que (£, F, i) es un espacio de medida y es un espacio de probabilidad en el caso
particular p(Q2) = 1. Los conjuntos de F se llaman conjuntos medibles (o eventos en el caso de espacios
de probabilidad).

Ejemplos 2.2
1. La funcién definida en el ejemplo 2.1.1 es una medida, conocida como la medida de contar. Esta
medida es o-finita si y sélo si 2 es numerable.

2. Otra medida similar se define de la siguiente manera: Sea = {x1,x2,...} un conjunto finito
o numerable y sea p1,pa,...una sucesién de nimeros no-negativos. De nuevo, sea F = P(QQ) y
definimos

Z pi.

i, €A
Con esta definicién p es una medida sobre F y p{x;} = p;, ¢ = 1,2,.... p es una probabilidad sii
>, pi = 1. Si todos los p; valen 1, i es la medida del ejemplo anterior.

3. La funcién definida en el ejemplo 2.1.4 es aditiva pero no o-aditiva.

Dada una funcién i : A — R, donde A es un algebra usualmente es sencillo verificar si es aditiva ya
que basta con verificar (2.1) para n = 2. Para poder verificar si ademds es o-aditiva es 1til tener una
caracterizacion de la o-aditividad en términos de la continuidad de p respecto a sucesiones mondtonas.
Teorema 2.2 Sea p una funcion o-aditiva definida sobre la o-dlgebra F.

(a) Si A, € F paran>1y A, T A, entonces u(A,) — p(A) cuando n — oo.
(b) Si A, € Fparan>1, A, | Ay u(Aq) es finita, entonces p(A,,) — p(A) cuando n — oo.

Demostracién. (a) Si u(A,,) = oo para algin n, entonces p(A) = p(A,) +u(A—A,) = co+p(A-A,) =
o0. De manera similar, reemplazando A por Ay vemos que p(Ag) = oo para todo k > n y esto demuestra
el resultado en este caso. De igual manera se puede tratar el caso u(A,) = —oo para todo n. Por lo tanto
podemos suponer que todos los p(A,,) son finitos.

Como los conjuntos A,, forman una sucesién creciente podemos escribir

A:A1U(A2—Al)U(Ag—AQ)U-'-U(An—Anfl)U

donde los conjuntos que aparecen a la derecha son disjuntos. Por el teorema 2.1 (b) tenemos

( _,UAl +ZPJ n 1)

m

Al +mh Z )

n=

p(Ar) + Tim - [u( Ag (1(Ar) + 1(Az) = p(Az) + -+ 4 p(Am) — (A1)
= lim ,u(Am).

m—00

(b) Si A, | A, entonces Ay —A,, T A1 — A, de modo que u(A; —A,,) — u(A; — A) por (a). El resultado
sigue ahora del teorema 2.1 (b). [
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Definicién 2.4 Sea p una funcién aditiva definida sobre una coleccién de conjuntos C. Decimos que u
es continua por debajo en A € C si A, € C paran > 1,y A, 1 A, implican que u(A,) — u(A) cuando
n — o0o. Decimos que p es continua por arriba en el conjunto A si A,, € C paran > 1, A, | A implica
que u(A,) — u(A) cuando n — oo.

Teorema 2.3 Sea i una funcion aditiva definida sobre el dlgebra A.
(a) Supongamos que p es continua por debajo en todo A € A, entonces u es o-aditiva en A.
(b) Supongamos que p es continua por arriba en el conjunto vacio, entonces v es o-aditiva en A

Demostracién. (a) Sean Ay, Ag, ... conjuntos disjuntos en A cuya unién estd en A. Si B,, = U, A; en-
tonces By, 1 A, y en consecuencia u(B,,) — u(A), por hipétesis. Pero por aditividad, u(By,) = >, p(4;),
y en consecuencia f1(A) = lmy, oo Y iy 1(A;).

(b) Sean A;, As,... conjuntos disjuntos en A cuya unién estd en A y sea B, = U ,A;. Por el
teorema 2.1 (b) u(A) = p(By) + u(A — By,), pero A — B, | 0, y por hipétesis u(4 — B,,) — 0. Por lo
tanto u(B,) — u(A) y el resultado sigue igual que en el aparte anterior. |

Corolario 2.1 Sea F una o-dlgebra y sea P : F — [0,1] que satisface P(Q2) =1 y es aditiva. Entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. P es una probabilidad.

2. A, eF, A, | 0= P(A,) | 0.

3. A, eF, A, | A= P(A,) | P(A).
4. ApeF, A, TQ=P(A,) 11

5 A, eF, A, 1 A= P(A,) 1 P(A).

Demostracion. Ejercicio.

Teorema 2.4 Sea (2, F, 1) un espacio de medida finita.
(a) Para toda sucesion A, € F, n > 1 se tiene que

p(liminf A,) < liminf u(A4,) <limsup p(4,) < p(limsup A,). (2.3)

n—0oo n—00 n— 00 n—00
(b) Si A, — A entonces u(A,) — u(A).
Demostracion. (b) es consecuencia de (a) ya que si A,, — A entonces

liminf A,, = limsup A4,, = A,

n—00 n— oo

y por lo tanto los extremos de (2.3) son ambos iguales a u(A).
Para demostrar (a) sea B, = N2, Ak, Cp, = U2, A, entonces B, T liminf A, y C,, | limsup A4,,.
Por los teoremas 2.2 y 2.3 tenemos

(B,) — p(liminf A,,)
(Ca) — pllim sup A,)

T =

y haciendo n — oo obtenemos (2.3). [
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Otras propiedades para medidas finitas.
Lo p(A%) = p(2) — u(A).

2. El principio de inclusién-exclusién: Si Ay, ..., A, son conjuntos medibles entonces

n

p(UZ A) =D p(A) = > p(Ain Ay)

i=1 1<i<j<n

+ Z /J,(AZ‘QAJ‘ ﬂAk)

1<i<j<k<n

+ (=) u(A NN Ay).

El caso n = 2 corresponde al teorema 2.1(a). Esta férmula se puede demostrar por induccién. Como
los términos del lado derecho alternan en signo, es posible obtener desigualdades cuando truncamos
las sumas. Estas desigualdades se conocen como desigualdades de Bonferroni. Por ejemplo,

p(Uizy Ai) < Z 1(Aq),
i=1

PUA) = D p(A) = D p(AinAy).

1<i<j<n
3. Subaditividad numerable: Si A,,,n > 1 son conjuntos medibles

U(UnzlA’n) < Z w(Ay)

n>1

La demostracion es similar a la del teorema 2.1(c).

2.3. El Teorema de Dynkin

Definicién 2.5 Una coleccién C de subconjuntos de §2 es un sistema 7 si es cerrada bajo intersecciones:
A, BeC = AnBeC.

Una coleccion £ de subconjuntos de 2 es un sistema A o una clase de Dynkin si satisface las siguientes
condiciones:

(a) Qe L.
(b)y Ac L= A€ L.

(c) L es cerrada bajo uniones disjuntas: Si A, € £ paran > 1, A, N A; = () cuando ¢ # j, entonces
UnZlAn eL.

Alternativamente, las condiciones (b) y (c¢) pueden reemplazarse por las siguientes:
(b)) AABeL, ACB=B—-A€cL.

(¢’) L es cerrada bajo limites crecientes: Si A,, € £ paran > 1, 4, T A cuando n — oo, entonces
UnZlAn =AelL.
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Una coleccién M de subconjuntos de €2 es una clase mondtona si es cerrada bajo limites mondétonos:
Si A, e Mparan>1,A,TAoA, | Acuandon — oo, entonces A € M.

Una clase que es a la vez un sistema 7 y un sistema A es un algebra porque es cerrada bajo comple-
mentos e intersecciones. Pero un dlgebra que satisface la condicién (¢’) es una o-dlgebra. En consecuencia,
una clase que es a la vez un sistema 7 y un sistema A es una o-dlgebra.

Hemos definido varias colecciones de conjuntos: algebra, o-algebra, sistema 7, sistema A y clase
monotona. Vamos a llamar estructura a cualquiera de estas clases de conjuntos. Tenemos la siguiente
definicién, que generaliza la de o-dlgebra generada. Fijemos un tipo de estructura y llamémosla S.

Definicién 2.6 Sea C una coleccién de subconjuntos de 2. La menor estructura S generada por C es la
estructura que satisface las siguientes condiciones:

(a) CCS.
(b) Si &’ es otra estructura que contiene a C entonces S C S'.

Al igual que en el caso de la o-algebra generada, es posible ver que la estructura generada por C es
Unica. La demostraciéon es similar.

Teorema 2.5 (Dynkin) (a) SiC es un sistema 7 y L es un sistema X tal que C C L entonces o(C) C L.
(b) Si C es un sistema w

o(C) = L(C),
es decir, la o-dlgebra generada por C coincide con el sistema \ generado por C.

Demostracién. (a) Sea £(C) el sistema A generado por C, es decir, la interseccién de todos los sistemas
A que contienen a C. Si £(C) fuese un sistema 7 entonces serfa una o-algebra, y en consecuencia o(C) C
L(C) C L. Por lo tanto basta mostrar que £(C) es un sistema 7.

Para cada conjunto A definimos G4 como la clase de los conjuntos B tales que ANB € L(C).Si AeC
entonces G4 es un sistema A:

(i) Q€ Gaporque QNA=AecCcCL(C).

(ii) Supongamos que B C C, B,C € G4, es decir, BNA € L(C), CNA € L(C). Entonces (C—B)NA =
(CNA)—(BNA)y como esto es una diferencia propia, estd en L£(C). Por lo tanto C' — B € G4.

(iii) Sea B, T B, B,, € G4, entonces B, N A € L(C), B,NA T BNAy como L(C) es cerrada bajo
limites crecientes, BN A € L(C) y B € Ga.

Veamos ahora que £(C) es un sistema 7. Si A € C, B € C entonces AN B € C C L(C). Por lo tanto si
A € C, tenemos que C C G4 y como G4 es un sistema A\, £(C) C G4. Por lo tanto A € C = L(C) C Ga,

es decir,
AeC, BeL(lC)=AnBeL(O).

Pero esto quiere decir que si B € L(C) entonces C C Gp, y como Gp es un sistema A, tenemos que
L(C) C Gp. En consecuencia
BeL(l), CeL(lC)=BnNnCeL(C)

y L£(C) es un sistema .
(b) Es consecuencia de (a). Como C C £(C) tenemos que o(C) C L(C). Por otro lado o(C) es una
o-édlgebra y por lo tanto un sistema A que contiene a C. En consecuencia £(C) C o(C). [

Hay un teorema similar al teorema de Dynkin, que histéricamente es anterior, conocido como el
Teorema de la Clase Mondtona, que enunciamos a continuaciéon. Su demostracién es similar a la del
teorema de Dynkin y la omitiremos.
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Teorema 2.6 (Clase Mondétona) Sea A un dlgebra de subconjuntos de 2 y sea M una clase mondtona
de subconjuntos de Q. Si A C M entonces o(A) C M.

Para dar una idea de como se usan estos dos resultados presentamos el siguiente ‘Principio General’:

(a) Supongamos que cierta propiedad vale para un sistema de Dynkin £ de subconjuntos de Q. Si A es
un algebra que genera a la o-algebra F y A C L, entonces F C L, es decir, todos los conjuntos de
F tienen la propiedad.

(b) Supongamos que cierta propiedad vale para una clase monétona M de subconjuntos de 2. Si A es
un 4lgebra que genera a la o-algebra F y A C M, entonces F C M, es decir, todos los conjuntos
de F tienen la propiedad.

Para ver por qué funciona este principio sea
& ={E: la propiedad vale para F};
entonces para (a), por hipétesis y el teorema de Dynkin tenemos que
F=0c(A)=L(A) CE.
De manera similar, para (b), por el teorema de la clase monétona,

F=0(A) =M(A) CE

[
Proposicién 2.1 Sean Py y P» dos probabilidades sobre (2, F). La clase
L={AecF:P(A)=PFP(A}
es un sistema \.
Demostracion.
1. Q € L porque P;(2) =1 = P»(Q).
2. Supongamos A, B € L, A C B entonces
Pi(B—A) = Pi(B) — Pi(A) = P2(B) — P2(A) = P»(B — A)
yB—-AclL.
3. Supongamos A, € L, n>1, A, T A, entonces
Pi(A) = lim Pi(A,) = lim P(A,) = Po(A)
de modo que A € L. |

Corolario 2.2 Si P, y Py son dos probabilidades sobre (2, F) y C es un sistema w tal que para todo
A€, Pi(A) = Py(A), entonces Py y Py coinciden en o(C).

Demostracién.
L={AeF:P(A)="PA}

es un sistema A y contiene a C. Por el teorema de Dynkin, o(C) C L. [ |
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2.4. El Teorema de Extensién

Nuestro objetivo ahora es demostrar el teorema de extensiéon que permite pasar de una funcién u
positiva y o-aditiva definida sobre el dlgebra 4 a una medida sobre la o-dlgebra F = o(A) generada por
A. Comenzamos con algunas definiciones.

Definicién 2.7 Dada una funcién p positiva y o-aditiva definida sobre un algebra A y dado cualquier
conjunto E C Q definimos la medida exterior u* de F por

= if{>  u(An): Ay € A, E CUpz14,}

n>1
con la convencién usual de que el infimo de un conjunto vacio es +oo.

Veamos algunas propiedades de la medida exterior.

Lema 2.1 Si E,E,,n > 1 son subconjuntos de Q y E C Up>1E,, entonces p*(E) <>, p*(En)

Demostracion. Si la suma vale oo, el resultado es cierto. En caso contrario, dado € > 0 para cada n
tomamos A, € A tal que E, C UpAnm ¥ >, #(Anm) < p*(En) + €277 Entonces E C U,E, C
Up Um Ay v por lo tanto,

Zu +—<5+Zu

n>1 n>1

Haciendo € | 0 obtenemos el resultado. |

Lema 2.2 Para todo A € A se tiene p*(A) = p(A).

Demostracién. Si A C U, A4, A, € A entonces por monotonia de u, u(A) < u(U,A,) y por subadi-
tividad p(U,A,) < >, w(A,) de modo que pu(A) < p*(A). Reciprocamente, tomando Ay = A, A, =0
paran > 1 obtenemos 1*(A) < u(A). En consecuencia p*(A) = p(A). [

Definicién 2.8 Un conjunto E C €2 es medible respecto a pu* o pu*-medible si para todo F' C € se tiene
1 (F) = 5" (F 1V E) + " (F 0 E°) (2.4)
Usaremos la notacién M(u*) para la clase de los conjuntos medibles respecto a p*.

Es importante resaltar que el concepto de medibilidad depende de la medida exterior p*. Un conjunto
E puede ser medible respecto a pf y no serlo respecto a u5. La ecuacién (2.4) dice que para cualquier
F C Q, el conjunto E divide a F en dos partes, F N E y F N E° tales que la suma de sus medidas
exteriores es la medida exterior de F'. Por lo tanto la medibilidad de F¥ depende de lo que el conjunto F
hace a todos los subconjuntos de €.

Observamos que por la subaditividad siempre se tiene que

pi(F) < p*(FNE) + p"(FNE")
para cualesquiera F, F.. En consecuencia, F es medible si y sélo si
w(F) > p*(FNE)+ u* (FNE°). (2.5)

Como esta desigualdad es vélida si p*(F') = oo, F es medible si y sélo si (2.5) es valida para todo F C Q
con p*(F) < oo.
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Lema 2.3 Todos los conjuntos de A son medibles: A C M(u*)

Demostracién. Sea A € Ay F C Q con pu*(F) < oo. Dado e > 0 sea A, € Acon F C U4, y
> (An) < p*(F) + e. Entonces

FNnAcu,(A,NnA), FnA®CuU,(A, N A9,
y por lo tanto

WE A+ (FAAY < S 0t (An N A) + 7 (A, N A9 < 3 p(A,) < ' (F) + <.

Haciendo € | 0 se obtiene la desigualdad (2.5). |

Lema 2.4 M(u*) es una o-dlgebra y p* es una medida sobre M.

Demostracién. Por la definicién de medibilidad es claro que A € M(u*) si y sdlo si A° € M(p*). Si
A, B € M(u*), para cualquier F' C €,

p(F) = p*(FNA)+p* (FNAY)
=p (FNANB)+ p*(FNA)NB®) + p*(FNAS)
Veamos ahora que
wW(FNA)NBY) +pu* (FNAY) =" (FN(ANB)9) (2.6)

con lo cual obtendriamos que para cualquier F' C €,
p(F) = p"(FN(ANB)) + p*(FN (AN B)Y)

y esto muestra que AN B € M(u*) y por lo tanto M(u*) es un algebra.
Observemos que

FN(ANnB)=FN(A°UB°) =(FNA°)U(FNANB°).
Como A es medible, tenemos para este conjunto

W (FNANB)) = (FNANB) NA) + " (FN(ANB)°N A9
=pu(FNANB®) + p*(FNA°.
con lo cual se demuestra (2.6). Por lo tanto M(pu*) es un dlgebra. Consideremos ahora A, € M(p*) para
n > 1, y veamos la medibilidad de A = U;>14;. Sea B,, = U?_; A; € M(p*), como M(u*) es un algebra

tenemos A, N BS_; € M(p*) para todo n, y podemos suponer que los A,, son disjuntos para probar la
medibilidad de A. Sea F' C () entonces

1 (F) = 1" (F 1 BS) + p* (F 0 By)
=p*(FNB)+u" (FNA,) +u (FNBp_q).
Haciendo inducciéon en n,

n n

W(F) = p*(F OB + S W (FNA) > g (FR A + 3w (F 1A,

Jj=1 Jj=1

Haciendo n — oo obtenemos

W(F) > g (F A%+ 3 i (F 0 Ay) > (Fi0A%) 4 6t (F 0 A)

j=1
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por el lema 2.1. Por lo tanto A € M(p*) y de nuevo por el lema 2.1
p(F) = (F A9 + 3t (F 1 4y),
j=1
Poniendo F = A muestra que u* es o-aditiva en M(u*) y esto demuestra el lema. |

Uniendo los resultados de los iltimos cuatro lemas y las definiciones que hemos visto obtenemos el
siguiente teorema de extension.

Teorema 2.7 (de extension) Dados cualquier conjunto Q, cualquier dlgebra A de subconjuntos de €2
y cualquier funcion p positiva y o-aditiva, definida sobre A, existe una extension de p a la o-dlgebra
generada por A, es decir, existe una medida ' sobre o(A) tal que para todo A € A, u(A) = /' (A).

Los conjuntos de medida exterior nula siempre son medibles:

Proposicién 2.2 Si p*(E) = 0 entonces E € M(u™*).

Demostracion. Para cualquier F' C €,
W (F) > u*(F O EY) = 1" (F 0 E€) + 1 (B) = i (F 1 E9) + i (F 1 E).
[

Aun nos falta considerar el problema de unicidad de la extensién de medidas. Para ver que en general
la extension no es dnica consideremos la coleccién de los intervalos (a,b] en R. Sea A el dlgebra generada
por estos intervalos y sea p(A) = oo para todos los conjuntos de A. Sea ahora F la o-algebra generada
por A. La medida de contar sobre F coincide con p en A, pero también lo hace la funciéon que asigna
valor +00 a todos los conjuntos no vacios de F. Como veremos en el siguiente teorema, la propiedad clave
para que la extensién sea unica es que la u sea o-finita.

Teorema 2.8 (de unicidad) Sea p una funcion positiva y o-aditiva sobre un dlgebra A. Sea v una
medida sobre la o-dlgebra F generada por A con p = v en A. Entonces para cualquier A € F con
w*(A) < oo, v(A) = p*(A). Si p es o-finita, entonces la extension de u a la o-dlgebra F que ella genera
es unica, y la extension coincide con v en F.

Demostracién. Para cualquier A € Fy A, € Acon A C U, A, tenemos por la demostracién del lema
2.3 que v(A) <> v(Ay) =, 1(Ay). Tomando infimo obtenemos que v(A) < p*(A). Si p*(A) < oo,
dado e > 0, escogemos A,, con A C Up>14, y >, 1(An) < u*(A) +¢/3. Sea By, = UX,_| A,,,. Entonces
By, € A para k finito y By, € F. Para k suficientemente grande, u*(Bo — Bi) < €/3. Como A C By,
pr(A) < p(Boo) < p*(A) +¢/3
y en consecuencia
v(BRAA) < p*(BrAA) = (A — Bg) + p*(Br, — A) < " (Boo — Bi) + (B — A) < 2¢/3
Por lo tanto, teniendo en cuenta que By C AU (B, — A) C AU (BrAA),
V(A) = v(B) — 22/3 = u*(By) — 26/3 2 " (Boo) — £ > 1" (4) — =.

Haciendo € | 0 obtenemos v(A) > p*(A), de modo que v(A) = p*(A). |
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2.5. Semialgebras
Definicién 2.9 Una clase S de subconjuntos de €2 es una semialgebra si
(a) 0,Q¢€S.
(b) S es un sistema 7.
(c) Si A € S para algin n finito existen conjuntos C1,...,Cy, en S tales que A° = U ,C;.
Ejemplos 2.3
1. =R, S ={(a,b] : —0 < a <b< o0o}. S es una semidlgebra.
2. =Rk, S es la coleccién de rectangulos.
Proposicién 2.3 Sea S una semidlgebra de subconjuntos de Q y definimos
K ={UierSi, I finito, S; disjuntos dos a dos, S; € S para i € I} (2.7)

Entonces IC es el dlgebra generada por S.
Demostracién. Es claro que S C K. Veamos ahora que K es un algebra.
(i) Q € K porque 2 € S.

(ii) SiUierSiy UjesSj estan en K entonces

(Uier Si) N (Ujes 85) = UG jerxaSi N S;

y este conjunto estd en K porque {S; N S}, (i,7) € I x J} es una coleccién finita y disjunta de

elementos del m-sistema S.
(iii) Para ver que es cerrada bajo complementos sea U;c1S; € K, entonces

(Uie] Sl)c — mie[SiC.

A partir de los axiomas de una semialgebra, S; € S implica que S{ = Uje s, S;; para una coleccién

finita de conjuntos disjuntos {S;;,j € J;} en S. Ahora observamos que por (ii), N;cr Sy € K.

En consecuencia K es un dlgebra, S C K y por lo tanto A(S) C K. Como ademds
UierS; € K = UierSi € A(S)

obtenemos que K C A(S) y por lo tanto K = A(S).

Teorema 2.9 Sea S una semidlgebra y o una funcion aditiva de S en [0,00]. Si A = U;erS; € A(S)

definimos

pl4) =" a(s)

icl

Entonces p estd bien definida en A. Si a es o-aditiva en S, también lo es pu en A, y entonces podemos

extender u a una medida en la o-dlgebra generada por S o A.
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Demostracién. Supongamos que {C;,1 < ¢ < n} son conjuntos disjuntos en S, y que también lo son
{D;,1<j<m}yademés
U?=1Cz == U‘;nlej.

Entonces para cada i, C; = UL, C; N Dj, es una unién disjunta de conjuntos en S. Por aditividad

n m
3 a(C) =323 a(Cin D) =3 alD
i=1 i=1 j=1 j=1
de modo que g estd bien definida. Si By,..., B, son disjuntos en A, sea B; = LJm(Z)BU7 1 =1,.
donde para cada i, los B;; son disjuntos, estdn en S y m(i) < oo. Por lo tanto todos los B;; son d1SJuntos
Sea B = U; U; B;;. Como p esta bien definida

n m(z) n
=2 > alBy) = u(B),
=1 j5=1 =1

de modo que 4 es aditiva. Supongamos ahora que « es o-aditiva, B € A, tal que B = U}, C; para ciertos
conjuntos disjuntos C; € S 'y B = U2, A; para ciertos conjuntos disjuntos A; € A. Sea A;j = U;n:(jl)Ajk
para Aji, € S disjuntos. Entonces

B=Up, U2, UM 0N Ay,

que es la unién de conjuntos disjuntos en S. Cada A; es la unién disjunta y finita de los conjuntos
CiNAj,, parai = 1,...,n; k = 1,...,m(j). Por o-aditividad de a en S y reordenando la suma de
términos positivos

(B =3 alC) =353 a(in Az
i=1 i=1 j=1 k=1
oo n m(j) 00
=> a(Ci N Aj) =Y p(4y),
j=11i=1 k=1 j=1

de modo que p es o-aditiva en A. Por el teorema 2.7 podemos extenderla a una medida sobre la o-dlgebra
generada por A. [ |

Corolario 2.3 Sea S una semidlgebra de subconjuntos de Q y P una funcidn o-aditiva de S a [0,1] con
P(Q2) = 1. Entonces hay una tnica probabilidad sobre o(S) que extiende a p.

2.6. Completitud y Aproximacion

En el teorema de extensién, ;Qué diferencia hay entre o(A) y M? Para hallar la respuesta tenemos
que considerar los conjuntos nulos. Un conjunto N es nulo si su medida exterior es 0: u*(N) = 0.

Definicién 2.10 Una medida p en una o-dlgebra F es completasi A € Fy u(A) = 0 implican que para
todo B C A se tiene que B € F.

La completacion de un espacio de medida (Q, F, u) se define de la siguiente manera: Sea
Fu={AUN:AeF,NCMeF,puM)=0}

F,. es una o-élgebra que incluye a F:



2.6. COMPLETITUD Y APROXIMACION 19

= SiAUN € F,, NCM e F, u(M) =0 entonces
(AUN)*=A°NN=(A°NN)YN (M UM)=(ANM)U(A°NN°NM)
pero AN N°N M) C M, de modo que (AU N)® € F,.

= Si Ay, UN, € F, parak > 1con Ny C My € Fy u(Mp) = 0 entonces Up>1(Ar N Ni) =
(Uk>14k) U (Ug>1Nk) con (Ug>1Nk) C (Ug>1 M) € Fy pu(Ug>1My) = 32550 p(Mg) = 0.

Extendemos p a F,, definiendo (AU N) = p(A). Esta definicién es consistente porque si A3 U Ny =
Ay U Ny € F,, tenemos
(A1) = p(Ar N Az) + p(Ar N AS) = (A1 N Az)

porque A; N Ay C Ns. Por lo tanto pu(A;) < u(As) y por simetria obtenemos que u(A4;) = p(As). El
espacio de medida (€2, F),, ) se conoce como la completacion de (Q, F,pn) y F,, es la completacion de F
respecto de p.

La completacién es, en efecto, completa, ya que si E C AUN € F,,con A€ F, u(A)=0, NC M €
F, w(M)=0entonces E C AUM € F, n(AU M) =0. Por lo tanto £ € F,,.

Teorema 2.10 En el teorema 2.7, (Q, M, u*) es la completacion de (0, F = o(A), ).

Demostracién. Tenemos que demostrar que M = F,-. Si A € M, por definicién de pu*(A) y p*(A°)
podemos hallar conjuntos G,, H, € F paran > 1 tales que G, C A C H, y p*(Gn) — p*(4),
w*(Hy) — p*(A). Sea G = Up>1Gy, H = Np>1Hy,. Entonces A = GU(A-G), Ge F, A-G C H-G € F,
w(H - G) < p*(H, — G,) — 0 de modo que p*(H — G) = 0. Por lo tanto A € F),-

Reciprocamente, si B € F,- entonces B=AUN, Ae¢ F, NCM € F, u*(M) =0. Como F C M
tenemos que A € M, y como (2, M, u*) es completo entonces que N € M. Por lo tanto B € M. |

El siguiente resultado muestra que si F = o(A), donde A es una dlgebra, los conjuntos de F pueden
ser aproximados por conjuntos de A en algtin sentido.

Teorema 2.11 (Aproximacion.) Sea (2, F, u) un espacio de medida y sea A un dlgebra en Q tal que
o(A) = F. Supongamos que p es o-finita en A y sea € > 0 dado. Si A € F y u(A) < oo, existe un
conjunto B € A tal que u(AAB) < e.

Demostracion. Haremos la demostracion solo en el caso de una medida finita. Sea G la clase de las
uniones numerables de conjuntos de A. La conclusién del teorema vale para cualquier A € G por con-
tinuidad de la medida. Si p es finita, por el teorema de unicidad y la definicién de la medida exterior,
cualquier A € F puede ser aproximado por un conjunto de G, y por lo tanto el teorema vale para p finita.

|

Ejemplo 2.4
Sea 1 = Q, A el dlgebra de uniones finitas y disjuntas de intervalos (a,b] con a,b € Q (incluimos (a, 00)
y {2 en esta clase). Sea F = o(A). Entonces

(a) F=P(Q).
(b) Si pu(A) es el nimero de puntos de A, entonces p es o-finita en F pero no en A.

(c) Hay conjuntos A € F de medida finita que no pueden ser aproximados por conjuntos de A, es decir,
no existe una sucesién A, € A con u(AAA,) — 0.

(d) Si A =2u entonces A = p en A pero no en F.
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Asi, tanto el teorema de extensién como el de aproximacién fallan en este caso. Veamos la demostracién
de estas afirmaciones.

(a) Tenemos {z} = Nyp>1(z — (1/n),z], y por lo tanto todos los conjuntos de un solo elemento estan
en F. Pero entonces todos los subconjuntos de €2 estan en F porque {2 es numerable.

(b) Como € es la unién numerable de conjuntos de un solo elemento, p es o-finita en F. Pero todo
conjunto no vacio en A tiene medida infinita, de modo que p no es o-finita en A.

(c) Si A es cualquier subconjunto finito no vacio de 2, entonces u(AAB) = oo para todo B € A,
B # (), porque los conjuntos no vacios en A deben contener infinitos puntos que no estén en A.

(d) Como A({z}) =2y u({z}) =1, A # pen F. Pero \(A) = u(A) = oo para todo A € A, A # ().

2.7. La Medida de Lebesgue

2.7.1. La Medida de Lebesgue en (0, 1]
Sea § = {(a,b]: 0 < a <b <1}y definimos en S la funcién A : § — [0, 1] por

A0) =0, Aa,b] =b—a.

Observemos que A\(A) > 0. Para demostrar que A tiene una tnica extension tenemos que mostrar que A es
o-aditiva en S, pues claramente es o-finita. Veamos primero que X es aditiva. Sea (a,b] € S y supongamos
que

(a7 b] = U?:l (ai7 bl]7

donde los intervalos de la derecha son disjuntos. Si los intervalos han sido indexados convenientemente
tenemos
a=a;<by=ay<by=a3<- - <by,1=0a,<b,=0.

Entonces A(a,bl =b—ay > Mai, b)) =Y. (b; — a;) = b — a. Esto muestra que X es aditiva.
Veamos ahora que X es o-aditiva. Sea (a,b] = Up,>1(as,b;], donde los intervalos en la unién son
disjuntos dos a dos. Demostraremos primero que

Sea € < b— a y observemos que
[a—i—e,b] C U;’il(ai,bi —|—€2_7') (29)

El intervalo a la izquierda de (2.9) es cerrado y acotado y por lo tanto compacto y el lado derecho
representa un cubrimiento abierto. Por compacidad hay un subcubrimiento finito, es decir, existe un
entero N tal que

[a+4e,b] C UN | (as,b; +27%). (2.10)
Basta probar
N .
b—a—e< Y (b—a;+e27) (2.11)
i=1

ya que entonces tendriamos

b—aSZ(bi—ai)—i—Z&

Como € es arbitrario esto implica

b—agi(bi—ai).
1
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Reescribiendo las relaciones (2.10) y (2.11), tenemos que probar que
[a,b] C U} (ai, by) (2.12)
implica
N
b—a<y (bi—a) (2.13)
1
Vamos a probar esto por induccién. En primer lugar observamos que (2.12) implica que (2.13) vale para
N = 1. Ahora hacemos la hipétesis inductiva de que si (2.12) vale para N — 1 entonces (2.13) también
vale para N — 1. Veamos que lo mismo es cierto para N.

Supongamos que ay = sup; a; y
ay <b<by. (2.14)

Es posible usar un argumento similar si esto es falso. Supongamos que la ecuacién (2.12) vale. Conside-
ramos dos casos
Caso 1: ay < a entonces

N
b—aSbN—aNSZ(bi—ai).
1

Caso 2: ay > a. Entonces si (2.12) vale
[a,an] € UN "1 (as, b)
y por la hipétesis inductiva

N-1
ay —a< Y (b — a)
i=1

de modo que

N-1
b—a:b—aN+aN—a§b—aN+Z(bi—ai)
i=1
N-1 N

<bv—an+ Z(bi—ai):Z(bi—ai)

=1 i=1

que es (2.13). Esto demuestra (2.8).
Ahora obtendremos una desigualdad en el sentido inverso a (2.8). Veremos que si (a,b] = U2, (a;, bi]
donde los intervalos son disjuntos, entonces para todo n

n

Ma,b)=b—a> Z Mai, bi) = > (b — a;). (2.15)

i=1 i=1

Esto es fécil de verificar porque sabemos que A es aditiva en S. Para todo n, U"_; (a;, b;] es la unién finita
y disjunta de intervalos, y también lo es

(a, b] - U?:l(ai, bz] = U;»nzlfj.
Por aditividad

Aa, b] = MUy (a4, b] UUTL, IG)

=3 Mai bl + > M) =Y Mai, bl
i=1 j=1 i=1
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Haciendo ahora n — oo obtenemos

Esto completa la demostracién. |

2.7.2. La Medida de Lebesgue en R¥

Antes de considerar este caso hacemos una observacién técnica. Al igual que introducimos la nocién
de anillo en una lista de ejercicios, introducimos ahora los semianillos. Una coleccién C de subconjuntos
de Q es un semianillo si ) € C, C es un sistema 7 y la diferencia entre dos conjuntos cualquiera de C se
puede escribir como la unién finita y disjunta de conjuntos de C. La diferencia entre un semianillo y una
semidlgebra es que para un semianillo no se pide que ) € C. Toda semidlgebra es un semianillo, pero lo
contrario no siempre es cierto.

Para desarrollar el teorema de extensién es posible comenzar con una funcién p positiva y o-aditiva,
definida en un semianillo C, extenderla al anillo generado por C y luego de alli a la o-algebra generada.
El procedimiento para demostrar este tipo de extensiéon es similar al que hemos llevado a cabo y se puede
encontrar, por ejemplo, en el libro de R. M. Dudley. Usaremos este resultado para la definicién de la
medida de Lebesgue en R”.

En R* definimos los intervalos semiabiertos de la siguiente manera: Sean a = (ay,...,ax), b =
(b1,...,b) con a; < b; parai=1,..., k. Entonces
k
(a,b] = H(ai,bi} = {a:l,xg,...,xk) o <z < bi, 1< < ]41}
i=1

Esta coleccién de intervalos forma un semianillo S;, que genera el anillo R(Sy) = .
Definimos la funcién A : Sy — [0, co] por

k
AMa, b] =[] (i — ai).
i=1
Es posible demostrar que esta funcién es o-aditiva en Sy, es decir, si (a,b] = Up>1(a,,b,] donde los

intervalos (a,, by,] son disjuntos dos a dos, entonces A(a,b]) = > -, A(an, by,]). Usando el teorema de
extensién obtenemos una medida A en la o-dlgebra By, = o(Sy) generada por S, que es la o-dlgebra de
los borelianos. Como A es o-finita, la extension es unica.

El procedimiento de extensién usando el teorema de Carathéodory produce una extensién de p a la
coleccién de los conjuntos medibles M, que en este caso se conocen como los conjuntos medibles (segin)
Lebesgue, y esta clase contiene a los conjuntos borelianos.

2.7.3. Propiedades de la Medida de Lebesgue

Hemos definido la medida de Lebesgue en los espacios euclideos. Vamos a estudiar en esta seccion
sus propiedades geométricas. En primer lugar para cualquier punto x € R* el conjunto {z} puede ser
cubierto por intervalos de longitud arbitrariamente pequena, y por lo tanto

A{x})=0 para todo x € R”

Como consecuencia,

k
M[a,b]) = Al(a, b]) = A(la, b)) = M(a, b)) = [ ] (b —a)

n=1
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Cualquier conjunto numerable en R* tiene medida 0. En particular el conjunto de puntos de R* con
coordenadas racionales forman un conjunto de medida O.

En R¥, k > 2, cualquier segmento de longitud ¢ de una recta puede ser cubierto por [nf] cubos de
lado 1/n, de modo que la medida de Lebesgue del segmento debe ser menor que

(%)k(nﬂ:O(#) cuando n — oo,

y por lo tanto A(L) = 0 para cualquier segmento L de longitud finita. Toda recta es la unién numerable
de segmentos de longitud finita, de modo que A(L) = 0 para cuaquier recta L en R¥ %k > 2. Como
consecuencia, si estamos calculando el area de cualquier figura geométrica en el plano que esté acotada
por una coleccién numerable de rectas, entonces el area no cambia si se incluyen todas, algunas o ninguna
de las rectas en la figura.

El resultado anterior muestra que hay conjuntos £ C R¥, k > 2 que no son numerables pero A\(E) = 0.
Esto también es cierto para R como lo muestra el conjunto de Cantor. Para construir este conjunto
partimos del intervalo Cy = [0, 1] y le quitamos un intervalo abierto centrado de longitud 1/3, obteniendo
el conjunto

Cy =10,1/3]U[2/3,1].

En el siguiente paso, a cada uno de los intervalos cerrados que componen C; le quitamos un intervalo
abierto centrado de longitud igual a 1/3 de la longitud del intervalo, y obtenemos

Cy = [0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9, 1].

Continuamos inductivamente este procedimiento: En cada paso, a cada intervalo cerrado de C), le quita-
mos un intervalo abierto centrado cuya longitud sea igual a 1/3 de la longitud del intervalo cerrado, y
obtenemos C), 1. El conjunto de Cantor se define como

C=n2,C,.
El procedimiento muestra que
2 2\n 2\n
AMCn) = EA(Cn—l) = (g) MCo) = (g) )

de modo que A\(C) = lim, A(C,,) = 0.
Para ver que el conjunto de Cantor que hemos construido no es numerable observamos que cualquier
nimero real en el intervalo [0, 1] se puede escribir usando un desarrollo en potencias de 3

o0
T = g a; 37",
n=1

donde a; = a;(z) puede tomar los valores 0,1 6 2. Este desarrollo no siempre es tnico, por ejemplo, 1/3
se puede escribir de dos maneras:

%:1-3—1+0~3—2+0-3—3+-~-:0-3—1+1-3—2+1.3—3+-~

En estos casos ambiguos tomamos el desarrollo infinito, es decir, escribimos 1/3 = 0.0111.... Con esta
convencién vemos que el primer intervalo que quitamos, (1/3,2/3), corresponde a los ntimeros que tienen
ay(xz) = 1, de modo que para cualquier punto x en C' se tiene que aq(x) # 1. De manera similar el segundo
conjunto que quitamos Cy se puede describir como el conjunto de puntos de C'; para los cuales el segundo
término en el desarrollo en base 3 es igual a 1: as(xz) = 1. Por lo tanto, para todos los puntos de C' se
tiene que as(z) # 1. Continuando este argumento vemos que los puntos de C' se pueden caracterizar como
aquellos puntos de [0, 1] cuyo desarrollo en base tres no tiene 1’s: a,(x) # 1 para todo n > 1.
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Con esta caracterizacion es facil ver que C no es numerable porque podemos hacer una biyeccion
de C a [0,1]. Dado un punto z € C con desarrollo z = > 7 | a,(z)3™™ le asignamos el nimero ¢(z) =
S5 b (2)27™ donde by, (x) = an(x)/2, es decir, b, (z) = 0 si an(x) = 0, by(x) = 1 si a,(z) = 2. Es facil

n=1""
ver que t es una biyeccién y por lo tanto hay una cantidad no numerable de puntos en C.

Veamos ahora qué ocurre a la medida de Lebesgue cuando se realizan trasformaciones elementales del
espacio.

Traslaciones

Sea x € R¥ y E C R¥. Definimos E(x) = {z:z = x+y, y € E}. Para los intervalos I C R* es
inmediato que A(I(x)) = A(J) y en consecuencia la medida exterior \* es invariante bajo traslaciones.
Por lo tanto la medida de Lebesgue también lo sera si la medibilidad se conserva bajo traslaciones.
Supongamos que F es medible y A C ). Entonces

A (A(=x)) = M (A(—x) N E) + X" (A(—x) N E°)
y en consecuencia
A(A) = (AN E(x)) + A" (AN E¢(x)),
de modo que F(x) es medible.

Refleccién Respecto a un Plano Perpendicular a los Ejes

Para k = 1 esto es refleccion respecto a un punto y para k = 2 es refleccién respecto a una recta
paralela a algun eje. Es facil ver que A\* es invariante bajo una refleccién de este tipo porque una refleccién
de un cubrimiento produce intervalos de igual medida. Un argumento similar al anterior muestra que que
la medibilidad se conserva.

Dilataciéon Uniforme

Para ¢ > 0 la transformacién de R* que se obtiene poniendo y = ¢ - x es una dilatacién por el factor
¢, y cE denota el resultado de aplicar esta dilatacién a los puntos del conjunto E. Si I es un intervalo
entonces es inmediato que cI también es un intervalo y que A(cI) = c*A(I). Por lo tanto

X (cE) = *\*(E)

para todos los conjuntos F. Un argumento similar al que usamos para las traslaciones muestra que la
medibilidad se conserva bajo dilataciones, de modo que si E es medible Lebesgue, también los es cE y
AcE) = cA(E).

Rotaciones Respecto al Origen

La medida de Lebesgue también es invariante bajo rotaciones, pero es un poco maés trabajoso de-
mostrarlo. La idea fundamental es que cualquier esfera abierta con centro O es invariante bajo rotaciones
respecto a O. Supongamos que I es un intervalo fijo en R¥. Entonces para cualquier x € RF y ¢ > 0,
cI(x) es un intervalo de R* similar a I y con lados paralelos a los de I. Si I' denota la transformacién de
R* que consiste de una rotacién dada respecto a O, entonces

[(el)(x) = (D(I))(I'(x))
Usando las propiedades anteriores

MI(eD)(x) = MTI),  A(e)(x)) = *A(I),
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de modo que

AT(el) (%) = =77~ Alle)(x))

para todo ¢ > 0, x € RF. Esto significa que, dados I' e I, el efecto sobre la medida de Lebesgue es el
mismo para todos los intervalos de la forma (¢I)(x).

Ahora cualquier conjunto abierto G se puede escribir como unién numerable de conjuntos disjuntos
de la forma (cI)(x). En particular la esfera unitaria abierta S centrada en el origen puede escribirse

S =02 (eiI)(x),

A(S) = S M(ed)(x:)).
=1

Pero T'(S) = S, de modo que

S M) = AS) = AT(S) = L A(en) = 2L Y @)
i=1 =1 i=1

y esto implica que A(T'(1)) = A(J). Este argumento es vélido para cualquier intervalo I.
Ahora podemos usar los argumentos similares a los anteriores para probar que para cualquier conjunto
E C Rk
A(D(E)) = A (E)

y la medibilidad se conserva bajo I'. Por lo tanto si E es medible, T'(E) también lo es y A(T'(EF)) = A(E).
Observamos ademds que una refleccién respecto a cualquier plano se puede obtener combinando las
operaciones anteriores. Por lo tanto hemos demostrado el siguiente

Teorema 2.12 La clase My, de los conjuntos medibles Lebesque de R* y la medida de Lebesgue son
invariantes bajo traslaciones, reflecciones y rotaciones. Si E y F son dos subconjuntos de RF que son
congruentes y E es medible, también lo es F y \(E) = A(F'). Para ¢ > 0, entonces cE es medible si E lo
es y McE) = cPA(E).

2.7.4. Las Medidas de Lebesgue-Stieltjes

Hay otras medidas en R¥ que son de gran importancia en la teorfa de probabilidad y que se construyen
de manera similar a la medida de Lebesgue. Vamos a comenzar por considerar el caso de las medidas
sobre R. Sea F': R — R una funcién no-decreciente que es continua por la derecha. A estas funciones las
llamaremos funciones de Stieltjes. Definimos

ni(a,b) = F(b) - F(a)

para cualquier intervalo (a,b] C R. Esta funcién es positiva y al igual que en el caso de la medida de
Lebesgue, es posible demostrar que es o-aditiva en el semianillo S de los intervalos de la forma (a, b]. De
hecho, la medida de Lebesgue corresponde a tomar la funcién F'(z) = z. Usando el teorema de extensién
sabemos que existe una extension de pup a la clase B de los borelianos de R, que se conoce como la medida
de Lebesgue-Stieltjes asociada a la funcién F'.

La coleccién de los conjuntos medibles depende de la funcién pp y por lo tanto también de F, y la
denotaremos por Mp. En cualquier caso sabemos, por el teorema de extension, que es una o-algebra y
que contiene a los borelianos. Al igual que en el caso de la medida de Lebesgue, es posible ver que la clase
de los conjuntos medibles M es completa respecto a la medida pp.
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Es facil ver que hay infinitas funciones de Stieltjes que generan la misma medida de Lebesgue-Stieltjes:
si tomamos F'(x) = F(x) + k para cualquier constante k € R entonces

e (a,b] = F'(5) — F'(a) = F(b) — F(a)

y en consecuencia las medidas generadas por ambas funciones son iguales.
Un caso particular de las funciones de Stieltjes son las funciones de distribucién, que juegan un papel
central en la Teoria de Probabilidad.

Definicién 2.11 Una funcién F' : R — R es una funcion de distribucidn si
(a) F es no-decreciente y continua por la derecha.
(b) F(xz) — 0 cuando x — —o0, F(z) — 1 cuando z — oo.

Toda funcién de distribucion define una medida de Lebesgue-Stieltjes up en Mp O B y se tiene que
ur(R) = 1, de modo que toda funcién de distribucién en R determina una medida de probabilidad y
(R, Mg, ur) es un espacio de probabilidad completo. (R, B, ur) también es un espacio de probabilidad
pero no necesariamente es completo.

Veamos ahora que el proceso inverso también es cierto: toda probabilidad en R genera una funcién de
distribucién asociada.

Teorema 2.13 Sea F una o-dlgebra en R que contiene a los conjuntos abiertos y sea p : F — [0, 0]
una medida completa que es finita en conjuntos acotados de F. Entonces existe una funcion de Stieltjes
F:R — R tal que Mp C F y p coincide con up en Mp. Si (R, F,u) es un espacio de probabilidad,
podemos tomar a F' como una funcion de distribucion.

Demostracion. Como F contiene a los conjuntos abiertos y es una o-algebra, tiene que contener a la
clase de los borelianos B y en particular a los intervalos de la forma (a, b]. Definimos F por

Fla) = (0,2 para x >0,
—u(x,0] para z <0.

Entonces F' : R — R estd bein definida y es no-decreciente con F'(0) = 0. Si (x,,) es cualquier sucesién
decreciente con z,, | x entonces

siz >0, lm(0,z,]=(0,z],

six <0, lim(x,,0]= (z,0].
n

Por el teorema de continuidad de medidas obtenemos que lim,, F/(z,,) = F(z), de modo que F' es continua
por la derecha, y por lo tanto es una funcién de Stieltjes.

Ahora
sia>0, w(a, b = p(0,b] — u(0,a] = F(b) — F(a),
sia<0<b, w(a,b] = p(a,0] + (0,0 = F(b) — F(a),
sib <0, w(a,b] = p(a,0] — p(b,0] = F(b) — F(a),

de modo que p coincide con pupr en S. Por unicidad de la extensién de una medida a la o-algebra generada
y a su comletacion, tenemos p = pp en Mpy Mp C F.
Si p es una medida de probabilidad en F necesariamente

lim F(z)— lim F(z)= lim pu(—n,n] =1,

Tr——+00 Tr— —00 n—oo
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de modo que
Fi(z) = F(z) — lim F(x)

§——00

es una funcién de distribuciéon que genera la misma medida de Stieltjes que F'. |

Si F' es una funcion de distribuciéon y u es la medida de Lebesgue-Stieltjes asociada, sabemos que
wu(a,b] = F(b) — F(a) para a < b. La medida de cualquier intervalo se puede expresar en términos de F'.
Usaremos la notacién F(z~) = limyy, F(y).

u(a,b) = F(b) - F(a)

ula,b) = F(b) - F(a)
ula,b) = F(b™) - F(a™)
ula,b) = F(b) — F(a™)

Si F' es continua en a y b, las cuatro expresiones valen lo mismo. Veamos, por ejemplo, la demostracién
de la segunda de estas relaciones:
. 1 . 1 _
ula,b) = lim p(a,b— =] = lim (F(b— =) — F(a)) = F(b™) — F(a).
n— o0 n n—00 n

Si ponemos a = b = x en la tercera de estas relaciones obtenemos que p{z} = F(x) — F(z ™), es decir,
F es continua en z si y sélo si u{x} = 0. El tamano de la discontinuidad de F en z coincide con la medida
del conjunto {z}.

De manera similar se pueden obtener las siguientes relaciones. Recordamos que para una funcién de
distribucién se tiene que F(—o0) =0y F(o0) = 1.

p(—00, 2] = F(x) — F(=00),
(—00,2) = F(z7) = F(=00),
(w,00] = F(00) — F(),

[, 00] = F(00) = F(z7),
u(R) = F(o0) — F(—0)

Con la definicién de las medidas de Lebesgue-Stieltjes podemos definir una gran cantidad de medidas
en B. Por ejemplo, si f: R — R, f >0y f es integrable en cualquier intervalo finito, fijamos el valor de

F(0) y definimos
0) :/ fOdt, @0
0

0
:/ f)dt, x <0,

entonces F' es una funcién de Stieltjes continua y genera a una medida de Lebesgue-Stieltjes que satisface

b
uwd=/f®ﬁ

En particular si f(z) = 1 para todo z, F(x) p(a,b) = b — a 'y obtenemos la medida de Lebesgue. Si

/ £(t)

obtenemos una medida de probabilidad. En este caso decimos que f es la densidad de la medida u o de
la funcién F.
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Probabilidades Discretas

Sean p;, ¢ > 1 ntimeros reales con p; > 0 paratodoiy >, p; = 1. Sea S = {x1,22,... } un subconjunto
numerable de 2 = R. Podemos definir una probabilidad P concentrada en los puntos de S poniendo,

para cualquier A C €,

i, €A
Esta probabilidad esta definida para todos los subconjuntos de R, no solo para los borelianos. La funcién
de distribucién F' que corresponde a esta medida es continua en R — S. Si p{z,} = p, > 0, F tiene un

salto en x,, de magnitud p,. Si z,y € S y no hay ningiin punto de S entre z e y, entonces I’ es constante
en [x,y): Six <b<y, F(b)— F(z) = p(z,b] = 0.

2.8. Conjuntos no Medibles

Como hemos mencionado anteriormente, la medibilidad de un conjunto depende de la funcién p que
estemos considerando. Veamos un par de ejemplos sencillos antes de considerar el caso de la medida de
Lebesgue.

Ejemplo 2.5
Sea 0 ={0,1}, F ={0,Q}, u(Q2) = 1. Entonces p*({0}) = p*({1}) =1 y por lo tanto ni {0} ni {1} son
medibles para pu.

Ejemplo 2.6
Sea € un conjunto no numerable y F = {A C Q: A 0 A° es numerable } Sea m la funcién

(4) 0 si A es numerable,
m _
1 si A€ es numerable.

Cualquier B no numerable con B¢ no numerable no es medible porque
m*(B)+m*(B°)=1+1#m"(Q) =m(Q) = 1.

Regresemos ahora a considerar la medida de Lebesgue. Decimos que un conjunto E C R es medible
segin Lebesgue o Lebesgue medible si E € M(A*). Vamos a demostrar que no todos los subconjuntos de
R son Lebesgue medibles. Una idea posible para demostrar esto seria ver que hay més subconjuntos de
R que conjuntos medibles, en términos de cardinalidad. Sabemos que la cardinalidad de [0,1] es ¢ y que
P([0,1]) tiene cardinalidad 2¢. ;Cudl es la cardinalidad de M(A*)?

Hemos visto que el conjunto de Cantor C' es medible y nulo, y como la o-adlgebra M es completa,
todos los subconjuntos de C' estdn en M. Pero también vimos que C' tiene la misma cardinalidad de [0, 1],
es decir ¢, y por lo tanto P(C) tiene cardinalidad 2¢ y estd contenida en M. En consecuencia M tiene la
misma cardinalidad de P([0, 1]).

Asf que para demostrar que hay subconjuntos de [0, 1] no medibles es necesario usar otro argumento.
Comenzamos por definir la operacién de suma médulo 1 en (0,1]: Para z,y € (0, 1] definimos

T+y siz+y e (0,1],
rDy = .
rhy—1 siztyd (1)

yA®xz ={a®x:ac A}. Por las propiedades de la medida de Lebesgue, si E € M entonces E®x € M
y ME @ z) = A\(E).

Decimos que x e y son equivalentes (z ~ y) si @ r = y para algun racional r € (0,1]. Es fcil ver que
esta es, efectivamente, una relacién de equivalencia y por lo tanto define una particién de (0, 1] en clases
de equivalencia. Sea H un subconjunto de (0, 1] que contiene exactamente un representante de cada clase
de equivalencia. Este conjunto existe por el Axioma de Eleccién. Consideramos ahora los conjuntos H & r
para r racional. Hay una cantidad numerable de ellos.
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= Estos conjuntos son disjuntos porque no puede haber en H un par de puntos que sean equivalentes:
Si H@®ry H® s tienen un punto comun h; @& r = hy @ s, entonces hy ~ ho, lo cual es imposible a
menos que hy = ho, en cuyo caso r = s.

= Cada punto de (0,1] estd en alguno de estos conjuntos porque H tiene un representante de cada
clase de equivalencia: Si z ~ h € H, entonces © = h @ r € H @ r para algun racional r.

Por lo tanto
(0,1] = U Har

que es una unién numerable. Si H fuese medible entonces tendriamos que

A0,1] =) NH®e™)

lo cual es imposible porque A\(H @ r) vale lo mismo para todo 7. Por lo tanto H no es medible.



