Capitulo 1

Conjuntos

Supondremos conocidas las nociones basicas sobre teoria de conjuntos, tales como subconjuntos, ele-
mentos, unién, interseccién, complemento, diferencia, diferencia simétrica, propiedades de conmutatividad
de las operaciones de conjuntos y las leyes de Morgan.

En general vamos a considerar un conjunto 2. Llamaremos P(£2) al conjunto de partes de Q, es decir,
al conjuntos de todos los subconjuntos de €.

1.1. Funciones Indicadoras
Definicién 1.1 Sea A C €, definimos la funcién indicadora de A por

1, size€ A,

Lale) = {0 six ¢ A

A partir de la definicién obtenemos las siguientes propiedades para estas funciones:
= 1,<1p & ACB

. 14 =1-14.

s 14,<14+1p conigualdadsi AN B = 0.

n lg(w) =1

La relacién entre conjuntos y funciones indicadoras es uno a uno ya que

A={weQ:1yw)=1}

1.2. Limites de Conjuntos

Definicién 1.2 Sea {A,,, n > 1} una sucesién de subconjuntos de 2. Definimos los siguientes conjuntos:

o o

inf A, = A A, = A

fof A M Ax, sup Ay U Ax
k=n = k=n

lim inf A, = D ﬁ A,

n=1k=n

oo [e.e]
limsup 4,, = ﬂ U Ay

n—oo n=1k=n
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Los ultimos dos conjuntos se conocen como el limite inferior y limite superior de la sucesién de conjuntos.

A partir de las definiciones tenemos las siguientes caracterizaciones de estos conjuntos. Un punto z
pertenece al conjunto limsup A, si y sélo si pertenece a infinitos conjuntos de la sucesién. En cambio x
pertenece a liminf A,, si y sélo si existe un entero p = p(x) tal que x € Ay para todo k > p.

Ahora es facil ver que

liminf A,, C limsup 4, (1.1)

n—0oo n— 00
ya que
{z: 2z € A, paratodo k > p(x)} C {z: x € Ay para infinitos k}.

Si la contencién en sentido contrario a (1.1) es valida, es decir, si

liminf A, = limsup 4, = A

n—0oo n— oo

decimos que la sucesién A,, es convergente y que su limite es A. En este caso escribimos lim,, .o, 4, = A
0A, — A.

Lema 1.1 Sea {A,, n > 1} una sucesion de subconjuntos de €.

(a)

limsup A,, = {:U : i 14, (z) = oo}
n=1

n—oo

={x:zx€A,n>1}

para alguna subsucesion infinita ky,, que depende de x.

(b)

n—oo

liminf A4,, = {x : ZlA%(x) < oo}
n=1
={z:2 € A, Vk > n(x)}

Demostracién. (a) Si

r € limsup A,, = ﬁ G Ay

n— oo
n=1k=n

entonces para todo n, * € Up>, A, por lo tanto para todo n existe k, > n tal que z € Ay

consecuencia
oo
Z ]‘Aj (l’) > Z ]‘Akn (‘T) = 0,
J=1 n

y en

n?

lo cual implica que
o0
x € {a: : Z 14, (z) = oo}.
n=1
En consecuencia,

limsup A4,, C {z: 14 (z) = o0}
mowp A © (1 31, () = o0}

Reciprocamente, si

x € {x:ilA”(ac) :oo}.
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entonces existe k, — oo tal que x € Ag,, y por lo tanto para todo n, * € Uj>,A;, de modo que
z € limsup,,_, ., A,. En consecuencia

e}
{z: Z 14, (z) =00} Climsup 4,,.
n=1

n—oo

La demostracién de (b) es similar. [

1.3. Sucesiones Mondtonas

Definicién 1.3 Una sucesién de conjuntos {A,, n > 1} es no-decreciente si A,, C A, 41 paratodon > 1.
La sucesién {A,, n > 1} es no-creciente si A,+1 C A, para todo n > 1. Usamos la notacién A,, /" o
A, 1 para sucesiones no decrecientes y la notaciéon A, \, o A, | para sucesiones no crecientes.

Las sucesiones mondtonas siempre tienen limite.

Proposicién 1.1 (a) Si A, /" entonces lim, o0 A, = UX 1 A,,.
(b) Si A, "\, entonces lim,, o0 A, = NS, A,,.

Demostracion.
(a) Tenemos que ver que

o0
liminf A,, = limsup 4,, = U A,.
n—o0 n— o0 ne1

Como Ay, C Ak,

ﬂAszn

k>n
y por lo tanto
o0 o0
lminf A, = | J () 4x = | 4n- (1.2)
noee n=1k>n n=1
De manera similar,
o0
limsup 4,, = n U A C U Ay
n—oeo n=1k>n k>1

= liminf A,, C limsup 4,

n—00 n— o0

y en consecuencia

limsup 4, = U Ap.

n— 00 E>1

Esto y (1.2) muestran (a). La demostracién de (b) es similar. [

Usaremos las notaciones A, T A (A, | A) para indicar una sucesién creciente (decreciente) que
converge a A.
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1.4. Colecciones de Conjuntos

Sea C una coleccién de subconjuntos de 2. A continuacién vamos a definir algunos tipos de colecciones
de conjuntos segun sus propiedades de cerradura respecto a operaciones de conjuntos.

Definicién 1.4 C es un algebra si
(a) 2 eC.
(b) Si A € C entonces A° € C.
(c) Si Ay, As,..., Ay €C, entonces U ; A; € C.

Es posible verificar que si la condicién (c) se satisface para n = 2 entonces se satiface para cualquier
n finito. Ademds, por las leyes de Morgan, (b) y (c¢) implican que C es cerrada bajo intersecciones finitas:

J]&(HAQGC

Definicién 1.5 F es una o-algebra si satisface las siguientes condiciones:
(a) Qe F.
(b) Si A € F entonces A° € F.
(c) Si Ay, As,--- € F, entonces U2, A; € F.

Al igual que el caso anterior, si A; € F, i > 1 entonces N;>14; € F.

Ejemplos 1.1
1. Sea F = P(R), el conjunto de partes de 2. F es una o-dlgebra, ya que obviamente es cerrada bajo
todas las operaciones.

2. La o-élgebra trivial se define como F = {0}, 2}. En este caso es sencillo verificar que las condiciones
de la definicién son validas.

3. Sea 2 = R y sea F la colecciéon de conjuntos que son numerables o que tienen complemento
numerable:

F ={ACR: A es numerable} U{A C R: A es numerable}
entonces F es una o-dlgebra ya que
(a) se satiface porque Q° = ) es numerable,
(b) se satisface por la simetria de la definicién,

(c) para ver la tercera condicién de la definicién veremos que si A; € F, i > 1 entonces N;>14; € F.
Hay dos casos que considerar: si al menos uno de los conjuntos A; es numerable, entonces la
interseccién N;>14; es numerable, y por lo tanto estd en F. Si ningtin A; es numerable, entonces
Af es numerable para todo 4, de modo que U;>1 AY es numerable. En consecuencia,

(HA;) :QA,; eF.

Dos observaciones importantes en este ejemplo son las siguientes:
= Si A =(—00,0], entonces A° = (0,00) y ni A ni A° es numerable, de modo que A ¢ F, y en
consecuencia F # P(Q).

= F no es cerrada bajo uniones cualesquiera. Por ejemplo, para cada t € R el conjunto {t} € F,
porque es numerable, pero A = U;<o{t} = (—0,0] ¢ F.
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4. Sea = (0,1], A consiste del conjunto vacio y todas las uniones finitas y disjuntas de intervalos
de la forma (a,b], 0 < a < b < 1. Un conjunto tipico de A es de la forma U™, (a;,b;], donde los
intervalos son disjuntos. Con esta definicién A es un édlgebra:

s ()= (0, 1] € A
= A es cerrada bajo complementos: Si A = U, (a;, b;] con
0<ar<bhi<az < <bp1<ay,<b,<1
entonces
=Q\A=(0,1]\ U (a;,b;] = (0,a1] U (b1,a2] U+ U (byn—1, am]| U (b, 1]
que también es un conjunto de A.
= A es cerrada bajo intersecciones finitas ya que (a,b] N (a1,b1] = (a V a1,b A by].

Observamos que, sin embargo, A no es una o-algebra. Por ejemplo, el conjunto

(Ol]u(l 11+1+1] (1+1+1 1+1+1+i+1}
2 2 4’2 4 8 2 167 2 8§ 16 32

es unién numerable de conjuntos de A pero no estd en A.

1.5. La o-algebra Generada por una Coleccién de Conjuntos

Proposicion 1.2 La interseccion de cualquier coleccion de o-dlgebras es una o-dlgebra.

Demostracién. Sea T un conjunto cualquiera de indices y sea J; una o-algebra, para todo t € T.
Veamos que F = NyepF es una o-algebra:

= () € F; para todo t € T'y en consecuencia 2 € NygerFy = F.
m Ac F=Ac F,paratodot € T = A° € F;, paratodot € T = A° € F.

= Si A, € F para todo n > 1 entonces para todo n > 1 tenemos que A, € F;, para todot € T. En
consecuencia, Up>14, € F; para todo t € T' y por lo tanto Up>14, € F.
Definicién 1.6 Sea C una coleccién de subconjuntos de 2. La o-dlgebra generada por C, denotada por
o(C), es una o-dlgebra que satisface
(a) CCo(C).
b) Si F es otra o-algebra que contiene a C entonces o(C) C F.
)

(
o(C) es la menor o-élgebra que contiene a C.

Proposicion 1.3 Dada una coleccion C de subconjuntos de 2, hay una unica o-dlgebra generada por C.

Demostracion. Sea
N = {F:F es una o-dlgebray C C F}

la clase de todas las o-dlgebras que contienen a C. Esta clase no es vacfa porque P(C) € N. Sea A = NrenF,
entonces A es una o-algebra por la proposicién 1.2. Est4 claro que C € Ay A C F para cualquier F que
contenga a C. Por lo tanto A = o(C). [

Ejemplos 1.2
1. Sea A un subconjunto no vacio de Q y sea F = {0}, 2, A, A°}, entonces F es la menor o-dlgebra que
contiene al conjunto A: F = o({A}).
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2. = Si F es una o-dlgebra entonces o(F) = F.

= Si A consiste de los conjuntos de un sélo elemento entonces o(F) es la o-dlgebra del ejemplo
1.1.3.

= Si F es vacla o F = {0} o F = {Q} entonces o(F) = {0, Q}.
= Si F C F' entonces o(F) C o(F').
s Si F CF' Co(F) entonces o(F) = o(F').

3. Los Conjuntos de Borel. Sea T la clase de todos los subintervalos de (0,1] y definamos B = o(Z).
Los elementos de B se conocen como los Borelianos de (0, 1]. El 4lgebra A del ejemplo 1.1.4 satisface
T C AC By por lo tanto o(A) = B.

Como B contiene los intervalos y es una o-dlgebra, es imposible salir de B haciendo un cantidad
finita o numerable de operaciones de conjuntos sobre intervalos. Por lo tanto B contiene a los
conjuntos abiertos en (0,1]: si G es abierto y € G entonces existen racionales a, b, tales que
x € (az,b;) C G. Pero entonces G = Ugeg(as,b,). Como s6lo hay una cantidad numerable de
intervalos con extremos racionales, G es la unién numerable de conjuntos en Z y por lo tanto
estd en B. En consecuencia si O es la coleccién de conjuntos abiertos en (0, 1] tenemos que O C B
y 0(O) C B. Veamos ahora que ambas o-édlgebras coinciden. Esta claro que o(Q) contiene a los
intervalos abiertos y a los cerrados. Por lo tanto también a los de la forma (, |y [, ). Es decir
Z C 0(0O). Por lo tanto B C ¢(O) y ambas coinciden.

En R la definicién de los Borelianos es similar. Tomamos Z la clase de todos los intervalos en R y
definimos B = o(Z). Al igual que para (0, 1] se tiene que los abiertos O de R estédn contenidos en B
y B=0(0).

En general, si E es un espacio métrico, es usual definir a los Borelianos de E, B(E), como la o-dlgebra
generada por los subconjuntos abiertos de E. Ejemplos de espacios métricos que se consideran con

frecuencia son R, R, el espacio de sucesiones reales, y C (R), el espacio de funciones continuas en
R.



