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Medida
Problemas IX
Los problemas 5, 7, 13, 17, y 18 son para entregar el martes 06/11/07.

. Suponga que f : R — R es integrable segiin Lebesgue y sea

F(z) = /( ]f(t) dA(t).

Demuestre que F' es uniformemente continua.

. Carathéodory define la integral de Lebesgue de una funcién real, medible, no-negativa sobre un conjunto £ como

la medida de Lebesgue del conjunto

/E f@)dz = M{(z,y) sz € E,0 <y < f(z)}).

Demuestre que esta definicién es equivalente a la que dimos en clase.

(Lema de Pratt) Demuestre la siguiente variante del teorema de convergencia dominada y el lema de Fatou: Sea
Xn, Yo, X, Y v.a. sobre (0, F, P) tales que

a) 0< X, <Yy, b) X, — X,Y, =Y, ¢) E[Y,] — E[Y], E[Y] < oo.

Entonces E[X,,] — E[X]. Demuestre el Teorema de Convergencia Dominada como consecuencia de este resultado

(Teorema de Beppo Levi) Suponga que X,, € L! para n > 1 son v.a. tales que

supE[X,,] < cc.
n>1

Demuestre que si X,, T X entonces X € L' y E[X,] — E[X].

. Sea (fn,n > 1) la sucesién de funciones definidas en R por

n’x para 0 < z < 1/n,
fa(z) = q —n?(z—2) paral/n<z<2/n,
0 para x > 2/n.

Calcule liminf [ f,dX, [lminf f,d\, limsup [ f,dA, [limsup f,dX\ y compare estos cuatro nimeros. Comente.
Repita el ejercicio anterior para la sucesion f,, = 19,1/4) para n par y f, = 1{1,4,1] para n impar.
Sea f una funcién integrable en R. Demuestre que Mz : |f(z)| > o} = o(%) cuando o — oc.

Demuestre que si f es medible y finita c.s. en R entonces es integrable si y sélo si

o2 < [f] €27 < oo

Sea F una f.d., demuestre que [ (F(z +c) — F(z))dx = c.
Demuestre que f(t) = (sent)/t es integrable segin Riemann pero no segtin Lebesgue en (—o00, 00).

a) Si F es una f.d. continua, demuestre que [, F(z)dF(x) = 1/2. En consecuencia, muestre que si X,Y son
v.a.ii.d. con distribucién F, entonces P(X <Y)=1/2, y E[F(X)] =1/2.
b) Si F no es continua, E[F(X)] =1/2+ (1/2) ), P(X = a), donde la suma es sobre los dtomos de F'.

¢) Si X,Y sonv.a.conf.d. F(z), G(x) que no tienen discontinuidades comunes, entonces E[F(Y)]+E[G(X)] =
1.

d) Atnsi F'y G tienen saltos comunes, si las variables son independientes, E(F(Y))+E(G(X)) = 1+P(X =Y).
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(a) Sea Q = {1,2,3,4}, cada punto con probabilidad 1/4. Sea A; = {1,2}, A2 = {1, 3}, A5 = {1,4}. Demuestre
que estos eventos son independientes a pares pero no son independientes.

(b) Sea {A4;,1 < i < 5} una particién medible de €2 tal que P(A;) = P(Az) = P(A3) = 15/64, P(A4) = 1/64,
P(As) = 18/64. Definimos B = A; U Ay, C = Ay U Ay, D = A3 U Ay, D = A3 U Ay. Verifique que

P(BNC N D)= P(B)P(C)P(D)

pero B, C y D no son independientes.
(c) Sea X7 y X2 v.a.i. que toman los valores +1 y —1 con probabilidad 1/2. ;Son X;, X y X; X5 independientes
dos a dos? jSon variables independientes?

Sea A, By C tres eventos independientes. Demuestre que AU B y A\ B son independientes de C.

Dé un ejemplo sencillo que muestre que dos variables pueden ser independientes respecto a una medida de
probabilidad pero dependientes respecto a otra.

Sea A, By C tres eventos independientes. Demuestre que AU B y A\ B son independientes de C'.

Sea (Xj)k>1 v.a.d.i.d. con funcién de distribucién comin F. Sea m una permutacién de 1,...,n. Demuestre que
(X1, Xn) ¥ (Xz1), -+ s Xr(n)) tienen la misma distribucién conjunta.

Si X,Y son variables independientes y f, g son funciones medibles reales {Por qué son independientes f(X) y
g(Y)? (No hace falta calcular nada).

Sean X,Y v.a.i. con valores en N con P(X =i) = P(Y =i) =27 i > 1. Calcule las siguientes probabilidades.
(a) P(min(X,Y) <1i). (b) P(X =Y). (c) P(Y > X). (d) P(X dividaaY). (e) P(X > kY)

para un entero positivo k dado.

;,Cual es el menor numero de puntos que debe tener un espacio muestral para que existan n eventos independientes
Bi,..., By, ninguno de los cuales tiene probabilidad 0 6 17

Considere el espacio de probabilidad ([0,1], B, A) donde A es la medida de Lebesgue. Definimos X (w) = w.

(a) (Existe una variable aleatoria acotada que sea independiente de X y no sea constante c. p. 17

(b) Defina Y = X (1 — X). Construya una variable aleatoria Z que no sea constante casi seguramente y tal que
Y y Z sean independientes.



