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Medida
Problemas VII
Los problemas 2, 5, 6, 11, y 15 son para entregar el martes 16/10/07.

. Sean {X,,, n > 1} v.a. en el espacio de probabilidad (2, F, P). Definimos el paseo al azar asociado por

Sy =0, Sp=> Xi, n>1
i=1

Sea
7 =1if{n>0:5, > 0}.

Demuestre que 7 es una v.a. Suponga que 7(w) < oo para todo w € Q. Demuestre que S, es una v.a.

. Sean {Xi,...X,} v.a. en el espacio (2, F, P) y sea E el conjunto de los empates:

E= |J {Xxi=X;}

1<i<j<n

Suponga que los empates tienen probabilidad cero: P(E) = 0. Definimos el rango relativo Ry de Xj en
{X1,...,X,} por
R - d2im lixi>x,), en B
" 321, en E.

Demuestre que Ry es una v.a.

. Sea X : (2, F) — (R, B). Demuestre que si {w: X(w) > ¢} € F para todo ¢ € Q, entonces X es medible.

. Sea (X,) una sucesién de funciones Q2 — R* cada una de las cuales es finita c.s. Demuestre que para casi todo

w € Q, X, (w) es finita para todo n.

. En el teorema de aproximacion (teorema 3.1) demuestre que la condicién X > 0 puede ser eliminada si no pedimos

que la sucesién aproximante de funciones simples (X,,) sea monétona. Demuestre que si X no estd acotada
superior ni inferiormente, es imposible lograr que la sucesién X,, sea mondtona.

. Una funcidn elemental es aquella que toma una cantidad numerable de valores, cada uno de ellos en un subcon-

junto medible de Q. Demuestre que si X : Q@ — R es medible, entonces es el limite uniforme de una sucesién
(X,) de funciones elementales, pero si X no estd acotada, no es limite uniforme de funciones simples.

. Si F es un algebra finita de subconjuntos de ), demuestre que X : 2 — R es F-medible si y sdlo si es F-simple.

. Sea Q un espacio topoldgico, F una o-dlgebra que contiene a los borelianos de Q: B(2) C F y suponga que

(Q,F, ) es un espacio completo. Demuestre que cualquier funcién que sea continua c.s. es F-medible. De un
ejemplo de una funcién medible que no pueda hacerse continua cambiando sus valores en un conjunto de medida

0.

. Considere un tridngulo con vértices (—1,0),(1,0),(0,1) y suponga que (Xi,X2) es un vector aleatorio con

distribucién uniforme en este tridngulo. Calcule E(X; + X3).
Calcule media y varianza para la distribucién uniforme en [a, b].

Halle media y varianza para las siguientes distribuciones:

0 para x < —1,
(z +1)/4 1<z<0 0 para o < —1,
x ara — T
a) F(z) = P - ’ b) F(z) =< (z+2)/4 para —1<z<1,
(x+3)/4 para 0<z <.
1 para x > 1.
1 para xz > 1.

Dado un espacio de probabilidad (€2, F, P), sea X una v.a. con X > 0y E[X] = 1. Definimos @ : F — R por
Q(A) = E[X14]
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a) Demuestre que ) define una medida de probabilidad sobre (£, F).

b) Suponga que P(X > 0) = 1. Sea Eq el valor esperado calculado respecto a la medida Q. Demuestre que
Eq[Y] = Ep[Y X].

¢) Suponga que P(X > 0) = 1. Demuestre que 1/X es integrable para Q.
d) Defina R : F — R por R(A) = Eg[+14]. Demuestre que R es la medida de probabilidad P.

Sea 2 un conjunto finito, u(E) el ntimero de puntos en E. Demuestre que todas las funciones sobre {2 son simples
vy que la teoria de integracién se reduce a la teoria de sumas finitas.

Sea X : Q@ — R* una funcién integrable respecto a la medida u. Demuestre que para cualquier € > 0, p{w :
| X (w)| > e} < 0.

Sean p1 y pe dos medidas definidas sobre F y v = pg + po. Demuestre que si X es integrable respecto a pg y o
en un conjunto E, entonces es integrable respecto a vy

/XdV:/Xd,ul—i-/Xdug.
E E E

Sea X : Q — R* una funcién medible no-negativa. Demuestre que
/ X dp = sup { Zu(Ek) mf{X(w):w € Ex}}
E k=1

donde el supremo se toma sobre la coleccién de todas las particiones medibles de E: E = Uj_; Ey. Esta es otra
manera de definir la integral [, X du que produce la misma coleccién de funciones integrables.

Suponga que u(E) < ooy f: E — R es una funcién medible con valores reales definida en E € F. Definimos

o0

k k k+1
S, (E) = Z Q—Hu{z:xEE,ﬁﬁf(I)< ;L }

k=—o0

Demuestre que si esta serie es convergente para algiin n € Z, es convergente para todo n. Demuestre que f es
integrable en E si y sélo si la serie converge absolutamente para todo n y en este caso

/fdu: lim S, (E).
E n—oo

Demuestre que el resultado no es vélido si u(E) = 0.

Sean X, X, v.a. y suponga que sup,,cq ,>1 |Xn(w)| < 00, es decir, la sucesién (X,,) estd uniformemente acotada.
Suponga ademds que sup,cq | X (w) — X, (w)| — 0. Demuestre que E[X,,] — E[X].

— k
Para X >0 sea X} = Z ﬁl{%SX<2%} + 001 x—cc}. Demuestre que E[X ;] | E[X].
k=1

Suponga que X es una v.a. no-negativa que satisface P(0 < X < oo) = 1. Demuestre que

a) lim nE [%1{X>n}} =0 b) lim n'E [%1{X>n71}} =0.

n—oo



