Medida
Problemas V
Los problemas 3, 7, 10, 11 y 15 son para entregar el martes 2/10/07.

1. De un ejemplo de una funcién creciente y continua por la derecha tal que ur(a,b) < F(b) — F(a) < pr[a,b].
2. Para cualquier f.d. F' definimos
F(y)=mf{t: F(t) 2y},  F7(y) =mi{t: F{t) >y}

Demuestre que F;~ es continua por la izquierda y F;~ es continua por la derecha. Demuestre también que
Mu € (0,1] : F~(u) # F (u)} = 0 jImporta cudl de las dos inversas usamos?

3. Sea F' una f.d. continua en R. Demuestre que F' es uniformemente continua.

4. Para a,b,x € RF escribimos a < b sia; <b;, i =1,...,k; (—00,x] ={ueR¥:u<x}; (a,b]={uecR:a<
u < b}. Sea P una medida de probabilidad en B(R¥), definimos para x € R¥, F(x) = P((—o0,x]). Sea Sk la
semidlgebra de los rectdngulos k-dimensionales en R¥. es decir, los conjuntos de la forma (a, b].

a) Sia < b demuestre que el rectdngulo I, = (a,b] puede escribirse como

Iy = (=00, ]\ (=09, (a1, bz, -, )] U (=00, (b1, 02, bi)] U+ - U (=00, (b1, bas )] (1)

donde los indices de la unién son los vértices del rectangulo distintos a b.
b) Demuestre que B(R*) = o{(—o00,x], x € RF}.

)

¢) Verifique que {(—00,x], x € R*} es un sistema 7.
)
)

d) Demuestre que P estd determinada por F(x), x € R*.
e) Demuestre que F satisface las siguientes propiedades:
1) Si z; — oo, para todo i =1,...,k entonces F(x) — 1.
2) Sipara algin i € {1,...,k} x; — —o0, entonces F(x) — 0.

3) Sea V el conjunto de vértices del rectangulo I, de modo que
V:{(xl,...,zi):xi:ai Obl‘, Zil,,k}

Para x € V definimos

() +1, sicard{i:z; =a;} es par,
sgn(x) =
s —1, sicard{i:x; = a;} es impar.

Para I, = (a,b] € S use la férmula de inclusién-exclusién para demostrar que P(I}) = Ay, F. donde
AR F =3 cysen(x)F(x).
f) Demuestre que F' es continua por arriba: lima<x|a F'(x) = F'(a).

g) Decimos que F : R*¥ — [0,1] es una funcién de distribucién multivariada si se satisfacen las propiedades e)
1y 2, F es continua por arriba 'y Ay, F' > 0. Demuestre que cualquier funcién de distribucién multivariada
determina una tnica medida de probabilidad P en (R¥, B(R¥)). (Use el teorema de extensién).

5. Sea Ay la distribucién uniforme en el cuadrado unitario [0, 1] definida por su f.d.
)\2([0,91] X [0,92]) = 0105, (01,92) S [O, 1]2.

a) Demuestre que Ay asigna probabilidad 0 a la frontera de [0, 1]%.
b) Calcule )\2{(01,92) S [0, 1]2 101 N0y > 2/3}
C) Calcule /\2{(01,02) S [O, 1]2 0L NOy <x,0, VO < y}

6. Para los siguientes ejemplos, describa la medida exterior p* y la clase M de los conjuntos medibles.

a) Sea Q = {1,2,3}, C es la coleccién de los conjuntos {1}, {2,3} y definimos P, por P;(Q) =1, P {1} =0y
P, por P>(2) =1, P,{2,3} = 0. Observe que M(P;) y M(Py) difieren.
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b) Sea ) numerablemente infinito, A el dlgebra de los conjunto finitos y cofinitos, y ponemos P(A) igual a 0
6 1 segun A sea finito o cofinito.

c¢) Para A en el dlgebra Ay wy € Q ponemos P(A) = d,,(A), que vale 1 si wg € A y 0 si no.

Sea 2 el cuadrado unitario {(z,y): 0 <z < 1,0 <y < 1}.Si E C [0,1] ponemos E = {(z,y) : 2 € E,0 <y < 1}
y sea S la clase de los conjuntos E tales que E es Lebesgue medible (en [0,1]). Definimos u(E) = A(E).
Demuestre que (2, S, 1) es un espacio de probabilidad. Demuestre que A = {(z,y) : 0 <z < 1,y = 1/2} no es
medible respecto a la medida exterior p* generada por p en la clase de los subconjuntos de 2. Demuestre que

iw(A) = 1, (A°) = 1.

Si F' es una funcién de Stieltjes en R que genera la medida pp, demuestre que F' es continua si y sélo si
pr({z}) = 0 para todo z € R.

Demuestre que F, G son funciones de distribucién en R entonces aF'+ bG también es una funcién de distribucion
para cualesquiera ¢ > 0,b >0 cona+b=1.

Si F es una o-algebra de subconjuntos de 2 y E es cualquier subconjunto de €2, demuestre que la o-algebra
generada por F U {E} es la coleccién de los conjuntos de la forma (AN E)U (B — E), para A,B € F.

Demuestre que para cualquier espacio de medida (2, F,u) y cualquier conjunto E C {2, siempre es posible
extender p a una medida p en la o-dlgebra D = o(F U {E}). (Ayuda: Usando el problema 10, sea p(AN E) =
W (ANE)y p(B—FE)=pu.(B—E):=sup{u(C):CeF,CCB-E}).

Sea p una medida definida en la o-dlgebra de Borel B en [0, 1] con p({z}) = 0 para todo x € [0,1]. Sea € > 0.
Demuestre que para todo x existe un intervalo abierto I con u(I) < € y que existe un conjunto U denso y abierto
con pu(U) < e.

Si B es un boreliano en R™ y a € R™ demuestre que a+ B = {a+x:x € B} y —B = {—x : x € B} son también
borelianos.

Sean (2, F,, tin) espacios de medida para n > 1 y suponga que los conjuntos §2,, son disjuntos. Sea Q = U,Q,,,
F la coleccién de conjuntos de la forma A = U, A, con A, € F,, y para estos conjuntos definimos p(A) =
> o tn(Ar). Demuestre que (€2, F, 1) es un espacio de medida. ;Bajo qué condiciones es o- finito? ;finito?

Sean py y po dos medidas en una o-dlgebra F que son o-finitas en un dlgebra A que genera a F. Demuestre que
si p1(A) < pa(A) para todo A € A, entonces la desigualdad es valida en todo F.

Sea A € B, A(A) >0y 0 < 0 < 1. Demuestre que existe un intervalo abierto acotado I tal que A\(ANT) > 6A(I).
(Ayuda: Demuestre que se puede suponer que A(A) es finita y halle un abierto G tal que A C Gy A(A) > 6A(G).
Pero G = U, I, para intervalos disjuntos y abiertos I,, y >, AM(ANI,) > 6> A(Iy). Use uno de los I,).

Si A e By AA) > 0, entonces el origen es un punto interior del conjunto D(A) = {x —y : z,y € A}. (Ayuda:
Escoja un intervalo abierto y acotado I como en el problema anterior para § = 3/4. Suponga que |z| < A(I)/2,
entonces ANITy (ANI)+ z estdn contenidos en un intervalo de longitud menor que 3A(1)/2, y no pueden ser
disjuntos, y en consecuencia z € D(A)).

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y Ay, As, ..., A, eventos (es decir, A; € F). Definimos
S1=> P(A;), Sa= >  P(ANA), Ss= >  PANA;NA),
i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

Para 1 < m < n sea p(m) la probabilidad de que exactamente m eventos ocurran: p(m) = P(}."_, 14, = m).

Demuestre que
m+1 m+2 n
= OPm m m+2 — £ n
p(m) S, ( m )S +1 + ( m >S +2 (m)S

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sea P* la medida exterior asociada a P. Sea BC Qy Fo ={ANB:
A € F}. Supongamos ademés que P*(B) > 0 y definimos Py en Fy por Po(A N B) = P*(AN B)/P*(B) para
A € F. Demuestre que Fy es una o-algebra en B y Py es una probabilidad en Fy. Sea P; la medida exterior
generada por Py. Demuestre que PJ(A) = P*(A)/P*(B) para A C B.



