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Medida
Problemas XI
Los problemas 1, 3, 4, 13, y 17 son para entregar el martes 27/11/07.

. Suponga que para cada n el par de v.a. &,,n, son independientes y &, — &, n, — 1 puntualmente. Demuestre

que &, n son independientes de modo que la independencia se conserva cuando tomamos limites.

. Demuestre:

(i) Cualquier variable aleatoria es independiente de una variable degenerada.

(ii) Dos eventos disjuntos son independientes si y sélo si uno de ellos tiene probabilidad cero.

(iii) Si P(X = £1, Y = +£1) = 1/4 para cualquiera de los cuatro pares de signos, entonces X e Y son
independientes.

Si X,Y,Z son v.a. en (Q,F,P)y L denota independencia, demuestre o de contrajemplos para las siguientes
relaciones:

(XLY & X?21Y2

X 1Y, X17Z < X1Y+2).

(i) X 1LY, YL1lZ = X.1Z

(iv) X L(Y,2),Y LZ = X.,Y,Z son independientes.

. El color de las flores de una planta estd determinado por dos genes que la planta recibe de manera independiente

de las plantas que la generan. Si los genes son idénticos, las flores son unicolores, del color determinado por los
genes. Si estos son diferentes, las flores son veteadas con los colores de ambos genes. Los genes para los colores
blanco, rosado y rojo ocurren en la poblacién en la proporcién p : g : v, donde p+ ¢+ r = 1. Si los padres de una
planta se seleccionan al azar, llamemos A al evento que ocurre si las flores son al menos parcialmente rosadas, y
B al evento que ocurre si las flores son veteadas.

(i) Halle P(A) y P(B).
(ii) Demuestre que A y B son independientes si p=2/3y r =q = 1/6.

(iil) ;Son estos los unicos valores de p, ¢ y r para los cuales A y B son independientes?

. Sean X,,, n > 1 una sucesién i.i.d. con P(X,, = 1) =1/2 = P(X,, = —1). Demuestre que * > j—1 X converge a

n

0 en probabilidad.
Sean X,, v S, como en el ejercicio anterior. Demuestre que #Snz converge a 0 c.s.
Si Ay, As CQ4q, B1, By C Qs y A; x By = Ay X By no es nulo, demuestre que Ay = Ay y By = Bos.

Suponga que F = A x B, E = A; x By, E = Ay X By son reactangulos no vacios en {2 X {25. Demuestre que E
es la unién disjunta de F; y Es si y sélo si o bien A es la unién disjunta de Ay, As y B = B; = By o0 bien B es
la unién disjunta de By, By y A= A; = As.

Demuestre que la interseccién de cualquier coleccién de rectangulos es un rectangulo.

Suponga que Fi, Fy son o-dlgebras en 1, Qs, respectivamente. Entonces un rectangulo A; x Ag estd en F; ® Fo
siysblosi A; € F;,i=1,2.

Suponga que F = F; ® Fo y sea A € F. Demuestre que las proyecciones de A no necesariamente estdn en F; o
Fa.

El producto de dos espacios de probabilidad completos no necesariamente es completo: Tome Q1 = Q5 = [0, 1]
con los borelianos y la medida de Lebesgue. Sea M un conjunto no medible en €7 y considere el conjunto
M x {z}. (Use el ejercicio 10)

a) Sea X una v.a. positiva. Use el teorema de Fubini para demostrar que

E[X]/[O )P(X>t)dt.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

b) Verifique también que para cualquier « > 0,

E[X%] = a/ 1 P(X > t)dt.
[0,00)

Sea X,, una sucesién de v.a. tales que

. 1 1
P(X, =+4n’) = —, P(X,=0)=1-—=.
n

Usando el lema de Borel-Cantelli demuestre que, c.p.1, lim,_,o, X, = 0. Calcule lim,,_,, E[X,,]. {Vale 07 ;Es
posible aplicar el Teorema de Convergencia Dominada? ;Por qué?

Sea {pg, k > 0} una distribucién de probabilidad sobre los enteros {0, 1,2, ... }. Definimos la funcién generadora
de momentos por

G(s):Zpksk, 0<s<l
k=0

Usando el Teorema de Convergencia Dominada demuestre que
iG(s) = ipkkskfl 0<s<1
ds Pt ’ -

Suponga que €27 = {5 es un conjunto no-numerable y F; = F5 es la o-algebra de los conjuntos numerables o
conumerables. Determine cual es la o-dlgebra producto F1 ® F2. Si D = {(z,y) : * = y} es la diagonal en Q1 x 2y
demuestre que todas las secciones de D son medibles pero D no estd en € x €.

Para cada una de las siguientes funciones calcule

/01 dx /01 f(z,y) dy, /01 dy/o1 flx,y)de, //[071]2 f(z,y) dvdy.

i ‘y22, b)f(z,y) {

%)_3 para 0 < y < |z — %\7

0 en otro caso.

_ e
a)f(l’,y) - (1‘2 + yg)

Repita el ejercicio anterior para

D) = oy D@ = a7 p >0

Sea 0 < a < b. Usando el teorema de Fubini para la integral [[, 2¥dzdy, donde R = [0, 1] x [a, b], demuestre que

Lab — o 1+5b
/ dx = log
o logz 1+a

Sea R la regién del cuadrante z > 0, y > 0 acotada por las curvas y —x =0, y> —22 =1, ay =a, 2y = b, (0 <
a < b). Usando un cambio de variables que transforme R en un rectangulo, calcule la integral

/ /R (s — 22 (2 + y?)dady




