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Modelos Estocasticos I
Lista de Problemas 2
Los problemas 1 y 2 son para entregar el miércoles 3/09/14

. X es una v.a. cuya distribucion tiene las siguientes propiedades: Para todo n > 1,

P(X =2n) = %P(X =2n—-1)= ;P(X =2n+1).

Ademds, P(X =0) = 2P(X =1). Calcule la f.g.p. de X.

. Sea X ~ N(u,0?). (a) Halle la funcién generadora de momentos de X. (b) Demuestre que E(X) = p,

Var(X) = o2 (c) Sean X1 ~ N(u1,0%), Xo ~ N(uz,03), demuestre que X; + X5 tiene distribucién
normal y halle sus pardmetros. (d) Si X ~ N(0,0?) demuestre que todos sus momentos de orden impar
valen 0 y para los de orden par vale la siguiente férmula: E(X??) = (2n)!0?"/2"n! para n > 1.

Sean N, Xi, Xo,... v.adi.,, N con distribucién binomial Bin(n,1 — e~™) y suponga que las X; tienen
todas distribucién de Poisson truncada: P(X; = k) = m*/k!(e™ — 1) para k > 1. Halle la distribucién de
Z =311, X,y calcule E(Z) y Var(Z2).

La variable aleatoria X con valores enteros no-negativos tiene funcién generadora de probabilidad ¢x (t) =
log 1%@. Determine la funcién de probabilidad para X y halle E(X) y Var(X).

. Sean N, X1, X, ... v.a.i., N con distribucién P(N = k) = (1—p)¥~Ip parak > 1,0 < p < 1 y suponga que

las X; son todas exponenciales de parametro \. Halle la distribucién de Z = Zj\;l X; usando funciones
generadoras de probabilidad.

La probabilidad de éxito en una sucesién de ensayos independientes de Bernoulli es p. Sea Z el ntimero
de ensayos necesarios para obtener r éxitos. Determine la f.g.p. de Z y usdndola halle E(Z) y Var(Z).

El ntmero de vehiculos que pasa un cruce durante una hora tiene distribucién de Poisson de pardmetro
A. El nimero de personas en cada carro tiene distribucion de Poisson de parametro v. Halle la f.g.p. del
total de personas Y que pasan por el cruce durante una hora y calcule E(Y), Var(Y).

Juan lanza un dardo a una diana y la probabilidad de que acierte la diana en cada disparo es 1/2. Dado
que acierta la diana, la probabilidad de que acierte el centro de la diana es p. Juan lanza mientras acierte
a la diana. Sea X el total de aciertos al centro de la diana cuando Juan termina de lanzar. Halle su
distribucién.

Julia tiene una moneda asimétrica que con probabilidad p cae dguila. Ella lanza la moneda hasta obtener
un aguila y luego lanza una moneda simétrica tantas veces como lanzo la primera moneda. Por cada aguila
que obtiene con la moneda simétrica lanza un dado balanceado. Determine el valor esperado y la varianza
del total de puntos que obtuvo lanzando los dados.

Felipe lanza un dado balanceado hasta obtener un cuatro. Luego Diana lanza una moneda balanceada
tantas veces como Felipe lanz6 el dado. Determine el valor esperado y la varianza del ndmero de (a)
aguilas, (b) soles, (c) dguilas y soles que obtiene Diana.

Sea p la probabilidad de que un chinche caiga con la punta hacia abajo al lanzarlo una vez. Una persona
lanza un chinche hasta que la punta caiga hacia abajo por primera vez, sea X el niimero de lanzamientos.
Luego lanza de nuevo el chinche otras X veces. Sea Y el nimero de veces que la punta del chinche cae
hacia abajo en la segunda serie de lanzamientos. Halle la distribucién de Y.

Sean X1, X, ... observaciones independientes de una v.a. X con densidad fx(z) = e~1*!/2 para = € R.
Suponga que continuamos muestreando hasta que aparezca la primera observacién negativa. Sea Y la
suma de las observaciones, incluyendo la observacién negativa. Demuestre que la funcién de densidad de
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Sea X ~ U]0, a]. Halle la funcién generadora de momentos de X y determine para qué valores de ¢ existe.
Sea X ~ N(0,1). Halle la funcién generadora de momentos y la densidad de X?2.

Halle la funcién generadora de momentos para una variable aleatoria X con densidad fx(z) = e~1®l/2
para € R y determine para qué valores de t esta definida.

Sea X una v.a. con distribucién binomial negativa de pardmetros n,p: px (k) = ("'Hl,z_l)p”q’c para k > 0.

Halle la funcién generadora de momentos.

Sea X una v.a. con funcién de probabilidad

1
px (k) = iq'k' 'p,

con 0 < g=1—-p< 1. Halle la f.g.p. y la f.g.m para esta variable aleatoria.

La variable aleatoria X tiene la propiedad de que todos sus momentos son iguales, es decir E(X™) = ¢
para todo n > 1, para alguna constante c. Halle la distribucién de X.

La variable aleatoria X tiene la propiedad de que E(X™) = 2"/(n + 1), para n > 1. Halle la distribucién
de X.

Sea Y una v.a. con distribucién Beta de pardmetros n,m enteros (Y ~ S(n,m)). (a) Calcule la funcién
generadora de momentos de —log Y. (b) Demuestre que —log Y tiene la misma distribucién que >~;" | Xk,
donde X1, Xo,... son v.a.i. con distribucién exponencial. (Sugerencia: La férmula T'(r 4+ s) = (r + s —
1)+ (r4+ 1)rI'(r) que es vélida cuando s es entero, puede ser 1til).

Demuestre usando las funciones generadoras de momentos que una variable X con densidad e!*! /2, x €R
se puede escribir como X = Y; — Y5, con Y7, Y5 v.a.i. con distribucién exponencial.

Sean N, X1, X5, ... una coleccién de variables aleatorias independientes con valores en {0,1,2,...} y con
valores esperados finitos. Suponemos ademés que las X;,¢ > 1 son i.i.d y definimos

T=X1+Xo+ -+ Xn
Usando funciones generadoras de probabilidad, demuestre la relacién de Wald:
E(T) = E(X1) E(N)

Nota: Demostramos esta relacion en clase sin hacer uso de las f.g.p.



