Nombre:

Modelos Estocasticos 1
Segundo Examen Parcial
Viernes 17/10/2014, 3:00 p.m. — 6:00 p.m.

Lea todo el examen detenidamente antes de comenzar a responderlo. Justifique sus respuestas
con el mayor rigor matematico posible y cite los resultados del curso que utilice.

La evaluacién de este examen se basara no tanto en la cantidad de problemas resueltos, como en la claridad de

los argumentos, la aplicacién correcta de definiciones, propiedades y métodos y en la redaccién de soluciones.

Responda tres de las siguientes preguntas.
Inicie cada pregunta en una hoja nueva.
1. a) Defina, con claridad y precision, los siguientes conceptos: Estado recurrente. Cadena

irreducible. Conjunto cerrado

b) Sean i, j dos estados de una cadena de Markov con matriz de transicién estacionaria.
Suponga que i es un estado recurrente y que ¢ — j, demuestre que j también es recurrente.

c) Diga si las siguientes proposiciones son ciertas o falsas. En cada caso explique su
respuesta o de un contraejemplo.
i) Pi(jn) > Pi(T; = n) parai,j € £y cualquier n € N, donde T; = min{n > 0: X,, = j}.
ii) Sii <> j, entonces existe n € N tal que Pi(j”) >0y Pj(f) > 0.
iii) Si p;; < 1y pji < 1 entonces no puede ocurrir que ¢ y j se comuniquen, donde

pij = Pi(T; < 00).

2. En un proceso de ramificacién, la distribucién del nimero de descendientes £ de cada
individuo estd dada por la siguiente funcion generadora de probabilidad:

P(s) = as® + bs +c.

a) {Qué condiciones deben satisfacer a,b y ¢ para que ¢ sea una f.g.p.? Describa explici-
tamente la funcién de probabilidad de £ (asociada a ¢).

b) Si la poblacién inicia con un sélo individuo, halle la probabilidad de extincién para
este proceso. ;Bajo que condicion es segura la extincion?

c¢) Si la poblacién inicial consta de 10 individuos que se reproducen de manera indepen-
diente y todos de acuerdo a la misma distribucion, ;Cudl es ahora la probabilidad de
extincién para toda la poblacion?

d) Sea X, el tamafio de la n-ésima generacién de la poblacién y Z = 3 . X, el tamafio
total de la poblacion. Si la poblacion inicial consta de un sélo individuo, halle una férmula
para E(Z) (en términos de a,b y ¢).



3. a) Considere una cadena de Markov con espacio de estados € = {0,1,2,3,4,5,6,7} y
matriz de transicion

/20 0 0 0 0 1/2 0

0 1/31/31/3 0 0 0 0

0 1/31/31/3 0 0 0 0

p_| 0 0o 120 0 12 0 0
“lo o0 130 0 0 1/3 1/3

0O 0 1/2 0 0 1/2 0 0

/3 0 0 0 0 0 2/3 0
0O 0 0 0 3/4 0 0 1/4

Haga una grafica de transiciones para la cadena y a partir de ella determine las clases de
comunicacion de la cadena. Determine cuales clases corresponden a estados recurrentes
y cudles a estados transitorios. En cada caso indique claramente el criterio que usé para
hacer la clasificacion. ;Es irreducible esta cadena?

b) Considere una cadena de Markov con espacio de estados €& = {0,1,2,3} y la siguiente
matriz de transicién:
1/3 1/3 1/3 0
/2 0 1/2 0
0 0 1 0
0 1/2 1/2 0

i) Si la cadena inicia en 0, determine la probabilidad de que nunca visite el estado 1.
ii) Halle el tiempo promedio para la absorcion si la cadena comienza en el estado 3.

4. Considere un paseo al azar simple y simétrico: S,, = > _;_, &, So = 0 donde las variables
&k, k > 1 son i.i.d. y toman valores 1 y —1 con probabilidad 1/2 en cada caso.

a) Denotamos por N, (0,b) al numero de trayectorias que van de Sy = 0 a .S,, = by por
N'(0,b) al nimero de trayectorias que van de Sy = 0 a .S,, = b pasando por r, con b, > 0.
Demuestre que

N!'(0,b) = N,(0,2r —b).

b) Sea M,, = max{Sk,0 < k < n}. Usando el resultado del inciso anterior demuestre que

P(S,=1) sib>r,

P(M, > 1S, =b) =
(Mo 27 ) {P(Sn:%—b) sib<r,

y obtenga expresiones para las siguientes probabilidades

P(M, >r) N P(M, =r).
¢) {Cudl es la probabilidad de que un paseo al azar simple simétrico visite todos los puntos
del conjunto {1, 2, 3,4} durante el intervalon € {0,1,2,...,10}7 ;Cudl es la probabilidad

de que la cadena no visite el estado 5 en el mismo intervalo de tiempo? Puedes expresar
tu respuesta usando ntmeros combinatorios.



