Modelos Estocasticos 1
Primer Examen Parcial
Respuestas

1. Cierta especie de plantas produce un nimero N de semillas, donde N sigue una distri-
buciéon de Poisson de parametro A. La probabilidad de que una semilla germine es p y
esto ocurre para cada semilla de manera independiente a lo que ocurre con el resto de las
semillas, y también es independiente del nimero N de semillas.

a) Calcule la funcién generadora de probabilidad del nimero total de semillas que ger-
minan y halle la funcién de distribucién asociada a esta variable. A partir de la funcion
generadora de probabilidad, halle también su media y varianza.

b) Demuestre que el nimero de semillas que germinan y el nimero de semillas que no
germinan son variables aleatorias independientes.

c¢) Suponga que A = 500 y p = 2/3. De las semillas que germinan, 3/4 produce matas
con flores rojas y el otro cuarto produce matas con flores amarillas. ;Qué distribucién de
probabilidad tiene el nimero de matas con flores rojas?

Respuesta.

a) Sea S el numero de semillas que germinan. Podemos describir esta variable como

donde N ~ Pois()) y las X; son v.a.ii.d. con distribucién de Bernoulli de parametro p.
Si ¢z(s) representa la funcién generadora de probabilidad para la variable Z, entonces

¢s(s) = on(Px(s))

Tenemos que

bx(s) = E(s™) :sp—l—q

on(s) =B = 33—y O

—A(1-s)

¢s(s) = on(dx(s)) = exp{=A(l - ¢x(s))}
= exp{—Ap(1 —s)}

de modo que S tiene distribucion de Poisson de parametro Ap.

Para hallar la media derivamos esta f.g.p. y evaluamos en s = 1:
Fs(s) = Ape U7 gg(1) = Ap
Si derivamos una vez mas y evaluamos en s = 1 obtenemos E(S(S — 1)):

§(s) = ()’ ¥ B(S(S — 1)) = ¢s(1) = (Ap)”



Por lo tanto, usando la linealidad de la esperanza,
B(S(S — 1)) = E(5?) — E(5) = (Ap)®

y en consecuencia

B(S%) = (\)* + E(S) = (\p)* + \p

Finalmente

Var(S) = E(S?) — (E(S))? = Ap.

b) Sea S el nimero de semillas que germinan y 7" el nimero de semillas que no lo hacen.
Veamos que para cualesquiera 7,k > 0

P(S=jT=k) =P(S=75PT=k).

P(S=45T=k)=P(S=4T=kN=j+k)P(N=j+k)
pero el primer factor es una binomial de pardametros j + k y p
j+ k) : by ATE
=", P —=p)e =
< J 1 -) (J +F)!
—Ap (Ap)j e—)\q (AQ)]C

1 !
— P(S = j)P(T = 1)

=€

¢) Un razonamiento similar al del inciso (a) muestra que el nimero de matas con flores
rojas tiene distribucién de Poisson de parametro
2 3

500 - = - — = 250.
3 4

. Un medidor de radioactividad puede detectar si hay o no radiaciéon en el ambiente en
periodos de 1 segundo. La probabilidad de que haya actividad de este tipo en el cuarto
donde se encuentra el medidor en un segundo cualquiera es de 0.8, pero, por un defecto en
el circuito, 40 % de las veces hay un error de transmision y en lugar de registrar lo que haya
ocurrido, el aparato registra con igual probabilidad que ha habido radioactividad o que
no la ha habido. Cuando no hay error de transmisién el aparato registra correctamente
el evento que ocurrio.

a) En un periodo de un segundo, ;Cudl es la probabilidad de que el aparato registre que
hubo radiacion?

b) {Cuadl es la probabilidad de que registre el resultado correcto?

c) Si el aparato registra que hubo radiacién, jcudl es la probabilidad de que realmente
haya sido asi?

Respuesta.

Usaremos la siguiente notaciéon



= [: Hay radiacion en el cuarto donde se encuentra el medidor.
= F: Hay un error de transmision.

= Dp: El detector registra que ha habido radiacién en el cuarto.

Tenemos que P(R) = 0.8, P(E) =0.4.

a) La probabilidad de que el detector registre que hay radiacién es

P(Dg) = P(Dg|E°)P(E) + P(Dg|E)P(E) = 0.8- 0.6+ 0.5 - 0.4 = 0.68

b) Llamemos C' el evento de que el detector registre el resultado correcto. Su probabilidad
es:
P(C)= P(C|E)P(E)+ P(C|E°)P(E°) =05-0.4+1-0.6=0.8

c¢) Tenemos
P(DrNR) P(DrNR)
(FIDR) P(Dp) 0.68
por el resultado del inciso (a). Veamos cudnto vale el numerador, podemos descomponer

la interseccién de los dos eventos segin haya habido un error de transmision o no:

P(RNDgr)=P(RNDrNE)+ P(RNDrNE°)
= P(Dr|RN E)P(E|R)P(R) + P(Dr|RN E°)P(E°|R)P(R)
Ahora bien, si hubo error, independientemente de si ha habido radiacién en el cuarto o no,
el aparato registra que la ha habido con probabilidad 0.5, de modo que P(Dgr|RNE) = 0.5.
Por otro lado, la probabilidad de que haya un error es independiente de que haya habido o
no radiacién: P(E|R) = 0.4y P(E°|R) = 0.6. Por ultimo, si no hay error y hay radiacién,
la probabilidad de que el detector registre radiacién es P(Dgr|R N E€) = 1. Por lo tanto

P(RNDRr)=05-04-08+1-0.6-0.8=0.64

Finalmente 0.64
P(R|Dp) = — = 0.9411

. Sean X,Y v.a. con densidad conjunta

z_o=32@HY) ()< g < 00,0 <y <00

fx,y) = {“_27

0, en otro caso.

a) Halle la densidad condicional de Y dado que X = z.
b) {Son independientes estas variables?

c) Calcule E[Y|X = z] y E[Y|X].

Respuesta.

a) La densidad condicional estd dada por la férmula

A
fY\X(y’x) - fX(x)



y por lo tanto tenemos que calcular la densidad marginal de X: fx(z). Para esto, inte-
gramos la densidad conjunta respecto a y:

flz,y)dy _/ o 3e(@+y)
/ =
1 X

— % / 6_§$y = e_é < —_ 26—%3?y
\/ 27T 0 \ 2T
2

o0

T 0

para x > 0, que es la densidad del valor absoluto de una variable N con distribucién
normal tipica. Ahora podemos calcular la desnidad condicional:

fY|X(y|x) = ffx(z) - ge_iy‘

Por lo tanto la densidad de Y dado que X = z es exponencial de pardmetro x/2.
b) No lo son porque la densidad condicional de Y dado X = x depende del valor de z.

¢) Usando los resultados que conocemos para la densidad exponencial tenemos que

B(Y|X =)= >

y en consecuencia

2

EY|X)=—=.

X = 5

. (a) Explique cémo usaria el método de la transformada inversa para generar variables
aleatorias con densidad f(z) =2(1 —z) para 0 <z < 1.

(b) Describa un algoritmo para simular valores de una variable aleatoria con la densidad
del inciso anterior usando el método del rechazo.

(c) {Qué criterio usarfa para seleccionar uno de los dos métodos, si tuviera que generar
una muestra realmente grande?

Respuesta.

a) Para usar el método de la transformada inversa tenemos que hallar la funcién de
distribucién de esta densidad e invertirla. La funcién de distribucién es

/f t)dt = /(2—2t)dt

=21 — 1

para 0 < x < 1.

por lo tanto tiene una inversa F~'. Si x = F~1(y), es decir, y = F(z), entonces F(x) =
2z —x? =y, es decir 22 — 2z +y = 0, que tiene como rafces 1+£,/T —y. Peroen 0 < y < 1,
1+ +/1—y > 1y no corresponde a los valores posibles de una funcién de distribucion.

Por lo tanto
Fly)=1-1-y.

Para hallar la inversa observamos que F' es estrictamente creciente en 0 < z < 1y



Es facil verificar que F(F~'(y)) = F7Y(F(y)) = v.

Por lo tanto, para generar una variable con esta distribuciéon generamos una variable
U~ U|0,1] y ponemos X =1 —+/1 — U. Si tenemos en cuenta que 1 — U también tiene
distribucién uniforme en [0, 1] podemos poner X =1 —/U.

b) Como X toma valores en [0, 1] podemos usar la distribucuén uniforme para implemen-
tar el método del rechazo. En este caso tenemos f(z) = 2(1—x), g(z) =1 para0 <z <1

y
fo) _21-a) _,
g(x) 1

Por lo tanto el algoritmo seria:

para0 <z <1

1. Generamos Uy, Uy uniformes en [0, 1].

: fW) _
2. Si U2 S 29(01)

— U; ponemos X = U; y paramos. Si no, volvemos al paso 1.

¢) El tiempo promedio de CPU empleado para generar una variable aleatoria.



