Nombre:

Modelos Estocasticos |
Tercer Examen Parcial
Viernes 15/11/2013, 3:30 p.m. — 5:30 p.m.

Lea todo el examen detenidamente antes de comenzar a responderlo. Justifique sus respuestas
con el mayor rigor matematico posible y cite los resultados del curso que utilice.

La evaluacién de este examen se basard en la claridad de los argumentos, la aplicacién correcta de definiciones,

propiedades y métodos y en la redaccion de soluciones.

Responda 2 de las siguientes preguntas.

1. Considere un paseo al azar simple S,, = X; +---4+ X, para n > 0 que inicia en 0: Sy = 0,
donde P(X; = 1) =p=1—- P(X; = —1), para i > 1. Denotamos por R, el rango de
(S0, S1,...,5n), es decir, el numero (aleatorio) de valores distintos que hay en el vector
(So,S1,-,Sn)-

a) Demuestre que
R,=1+ sup Sp— inf S,.
k=0,...,n k=0,...,n

b) Demuestre que para todo k > 1, Ry — Ry_1 es una variable de Bernoulli y que

P(Rk—Rk,1:1):P(Sk—507£0,5k—517é0,,Sk—Skfl%O)

¢) Demuestre que para todo k > 1,

PR, —Ri1=1)=P(X; #0, X1+ Xo #0,..., X1+ + Xi #0).

d) Demuestre que

E(R,) =) P(Ty>k), neN
k=0

donde Ty = inf{n > 1 : S, = 0}. Puede usar las siguientes relaciones: R, = Ry +
S (R — Ry_1), P(Tp = 00) = lim,, o, P(Ty > k).

e) Usando el resultado del inciso anterior, demuestre que

P(Th = o0) = lim 1 E(R,).

n—oo N



2. Considere una poblacién en la cual cada individuo tiene una cantidad aleatoria de des-
cendientes ¢ con funcién de probabilidad

cona+b+c=1
a) Calcule la funcién generadora de probabilidad ¢(s) de £ para s € [—1, 1].

b) Calcule la probabilidad de que la poblacién se haya extinguido para el instante 2, si
comienza con un individuo en el instante 0.

c¢) Calcule la probabilidad de que la poblacién se haya extinguido para el instante 2, si
comienza con dos individuos en el instante 0.

d) Muestre que cuando 0 < ¢ < a la probabilidad de que la poblacién se extinga en
algiin momento si comienza con dos individuos es (c¢/a)?. ;Cuédnto vale esta probabilidad
si0<a<c?

3. Un ratéon se mueve en un laberinto con cuatro compartimientos que se conectan segin se
muestra en la figura. En cada etapa, el raton selecciona al azar y con igual probabilidad
uno de los compartimientos a los cuales puede acceder y se mueve a él.

a) Modele el comportamiento del ratén con una cadena de Markov X,,,n > 1en {1,2,3,4}
y halle la matriz de transicion.

b) Halle la distribucién estacionaria de esta cadena.

c) A largo plazo (para n grande), jcudl es la probabilidad de que el ratén esté en el
compartimiento 47

d) En promedio, jcudnto tiempo tarda el ratén en regresar al compartimiento 47
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