Capitulo 1

Introduccion a los Procesos Aleatorios

1.1. Procesos Aleatorios y el Teorema de Kolmogorov

Definicién 1.1 Un Proceso Aleatorio es una coleccién de variables aleatorias X (¢) donde t varfa en un
espacio de parametros T'.

En general, T serd el conjunto de los numeros reales o algin subconjunto como N, Z, [0,1] o [0,00) y con
frecuencia lo interpretaremos como el tiempo.

Como vemos, un proceso aleatorio X es una funcién de dos variables: X : 0 xT' — R. Para cada valor fijo
det e T, X(-,t) es una funcién medible de 2 en R, mientras que para cada valor fijo de w € Q2 tenemos una
funcién X (w,-) de T en R, que representa una trayectoria del proceso. Una vez que se selecciona w € ) la
funcién que obtenemos es deterministica y podemos pensar que la medida de probabilidad P sobre el espacio
Q) representa el mecanismo aleatorio que selecciona la trayectoria. Esta probabilidad P se conoce como la
distribucion o ley del proceso.

Cualquier coleccién finita de instantes {¢i,...,t,} C T define un vector (X (¢1),...,X(t,)) al cual aso-
ciamos una medida de probabilidad en (R™,B"™) que estd determinada por la distribucién P del proceso:
para cualquier boreliano B en B,

Pyt

stn

(B) = P((X(t1),...,X(tn)) € B).
En particular si B es el producto de borelianos en R: B = By X --- X By,

Py 4. (By X x B,)=P(X(t;) € By, ..., X(tn) € By).

15-5tn
Estas medidas se conocen como las distribuciones finito-dimensionales del proceso X y tienen dos propiedades
sencillas de demostrar pero importantes. En primer lugar,

P . (Bi -+ X B, xR)=PF,, , (B1 XX By) (1.1)

Slnstng
es decir, si anadimos una coordenada sobre la cual no hay ninguna restriccion real, la probabilidad no cambia.
En segundo lugar, si 41,...,7, es una permutacién de 1,...,n, entonces

Ptl,.“,tn(Bl X X Bn) = Ptil,m’tin (Bt1 X e X Bt") (12)

La demostracién de ambas propiedades es inmediata.

Lo que resulta maés interesante, y menos evidente, es que estas dos sencillas propiedades son suficientes
para garantizar la existencia de un proceso aleatorio, como lo demuestra el siguiente teorema debido a
Kolmogorov.

Teorema 1.1 (Kolmogorov) Supongamos que para cualesquiera tq,...,t, € T, las medidas de proba-
bilidad Py, .. ., estdn definidas sobre (R™,B™). Para que ezista un proceso aleatorio cuyas distribuciones

finito-dimensionales sean
tn (B)a B e B"

.....

es necesario y suficiente que se cumplan las condiciones (1.1) y (1.2).
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Veamos primero algunas ideas previas a la demostracion del teorema. Sea T un conjunto cualquiera de
fndices y sea R” el conjunto de las funciones de T en R. Asf, un elemento & € R” es una funcién z: T — R
que toma el valor z(t) en el punto ¢t € T

Para cada t € T definimos la proyeccién o la funcién coordenada II;: RT — R por

Un cilindro o cilindro finito-dimensional es un conjunto definido por restricciones sobre una cantidad
finita de coordenadas: Si k es un entero y H € B* es un boreliano de R*, un cilindro es un conjunto de la

forma
A={z ¢ RT . (z(t1),...,x(ty)) € H} (1.3)

La coleccién de los cilindros, que denotaremos por BY, es un algebra. Para ver esto observemos, en primer lu-
gar, que RT es un cilindro (basta tomar H = R*). En segundo lugar, si A est4 dado por (1.3), su complemento
es

A ={z e RT : (2(t1),...,2(ty)) € RT — H}

que también es un cilindro.
Supongamos ahora que A estd dado por (1.3) y B por

B={zxcR": (x(s1),...,2(s5)) € I}

donde I € B’ y el conjunto de indices {s1,...,s;} es disjunto de {t1,...,%x}. Sea m = k + j, pongamos
(1, yum) = (t1,...,tk, S1,...,8;) y sea H = H x R/, I’ = R* x I. Entonces

A={z eR” : (x(w1),...,2(un)) € H} v B={zcR": (x(u),...,2z(uy,)) €I’} (1.4)

y tenemos que
AUB = {z e R" : (x(w1),...,2(uy)) € HUT'} (1.5)

Como H'UI' € B™, AU B es un cilindro. Si los conjuntos de indices no son disjuntos, tomamos un vector
(u1, ..., up) formado por ambos conjuntos de indices, sin repeticiones (m < k+ 7). Es posible ver que existen
conjuntos H' e I' en B™ tales que las representaciones (1.4) son vélidas y por lo tanto, también lo es (1.5).
Esto muestra que Bl es cerrado bajo uniones y complementos y por lo tanto es un dlgebra.

La o-algebra generada por los cilindros, que denotaremos por BT, es la o-algebra generada por las
proyecciones: BT = o{Il, : t € T}. En consecuencia, las proyecciones son funciones medibles en el espacio
(RT,BT). Si P es una medida de probabilidad sobre este espacio medible, {II;: ¢ € T} es un proceso
aleatorio en (RT, BT, P), que se conoce como el proceso canénico. Por lo tanto, para demostrar el Teorema
de Kolmogorov basta probar que existe una medida P sobre (R”,BT) que tiene las distribuciones finito-
dimensionales adecuadas. Esta medida se conoce como la ley o la distribucion del proceso.

Veamos ahora cual es la idea de la demostracién del teorema. Si A es el cilindro descrito por (1.3)

definimos
P(A) =Py, 1, (H)

En primer lugar hay que demostrar que esta definicién es consistente: Si A tiene otra representacién el
resultado de aplicar la definicién es el mismo. Para esto es necesario usar las condiciones de consistencia.
Consideremos ahora dos cilindros disjuntos A y B. Por el procedimiento que explicamos anteriormente
podemos suponer que los conjuntos de indices son idénticos. Supongamos que sus representaciones estan
dadas por (1.4) de modo que (1.5) es védlida. Si H' NI’ fuese vacio, AN B también lo serfa, de modo que

P(AUB) =P, ., (HUI)
= Pu,,.un, (H/) + Puy.u, (I/)
= P(A)+ P(B)
y vemos que P es aditiva en Bf. Ademas P(RT) = 1.

Si podemos mostrar que P es o-aditiva, el Teorema de Extensiéon de Caratheodory permite extender P
a una medida de probabilidad sobre BT, y por la forma como definimos P sobre BY

P(x e RT : (4, (2),..., 1, (v)) € H) = Py, .+, (H)

y el proceso {II; : t € T'} tiene las distribuciones finito-dimensionales requeridas.
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La demostracién de la o-aditividad de P sobre B no es dificil pero es notacionalmente complicada y la
omitiremos. El lector interesado en este y otros detalles de la demostraciéon puede consultar el libro de P.
Billingsley [Billingsley 95].

Ejemplo 1.1 (Una Sucesién de Variables Independientes.)
Sea F,(z),n > 1 una sucesién de funciones de distribucién cualesquiera. Para cualquier coleccién de enteros
ni,Na,...,N, y de nimeros reales x1,Ta, ..., T definimos las funciones de distribucién

Fnl’m,nk (3317 v 71"9) = Fnl (.’1?1) : "Fnk(xk>

Es inmediato ver que estas funciones de distribucion satisfacen las condiciones del Teorema de Kolmogorov
y por lo tanto existe un proceso a tiempo discreto X;, para j € Z o j € N. Las variables de cualquier
subconjunto finito también son independientes. Este proceso es una sucesién de variables independientes. Si
ademas F,, = F para todo n se trata de una sucesién de variables independientes idénticamente distribuidas.

Definicién 1.2 Sea {X(t),t € T} un proceso aleatorio. Si E|X(t)] < oo para todo t € T, la funcién de
media del proceso es m(t) = E X (t). Si E X2(t) < oo para todo t € T, decimos que el proceso estd en L2 y
definimos su funcién de covarianza R(s,t) por

R(s,t) = Cov(X(s), X(t)) = E[(X(s) — m(s))(X(t) — m(t))]

1.2. Separabilidad

Ahora que tenemos una manera de definir un proceso aleatorio es natural preguntarnos, por ejemplo, bajo
que condiciones las trayectorias del proceso son continuas, o son diferenciables. Lamentablemente, el conjunto
de la funciones continuas o el de las funciones diferenciables, no estén en la o-algebra B y por lo tanto no
pueden ser medidos con la probabilidad P. Dicho de otra manera, la construccién de Kolmogorov, basada
en los cilindros, no da suficiente informacién sobre conjuntos complejos como el de las funciones continuas,
cuya definicién depende de todas las coordenadas del proceso y no sélo de una cantidad numerable. Veamos
un ejemplo.

Ejemplo 1.2
Sobre el espacio de probabilidad ([0, 1], B[0, 1], \) donde X es la medida de Lebesgue, definimos los procesos
X(t,w) = 0 para todo w y todo t € [0,1] y

0 sit#w
Y(t’w)_{l Sitiw

Entonces, para cada t, P(w : X(t,w) = Y (t,w)) = 1, y en consecuencia ambos procesos tienen las mismas
distribuciones finito-dimensionales. Sin embargo, todas las trayectorias de X son continuas mientras que
ninguna de las trayectorias de Y lo es. Més aun,

P(sup X (t,w) =0) =1, P(supY(t,w)=1)=1.
[0,1] [0,1]

Definicién 1.3 Diremos que el proceso {Y (¢t),t € T'} es una versién del proceso {X (t),t € T'} si P(X(t) =
Y (t)) =1paracadateT.

En el ejemplo anterior, Y es una version de X. Es facil ver que si un proceso es versién de otro, ambos tienen
las mismas distribuciones finito-dimensionales, y por lo tanto la misma ley.

Un camino para poder considerar propiedades de las trayectorias como continuidad o diferenciabilidad,
o poder hablar del supremo de las trayectorias, es la idea de separabilidad, que permite obtener una version
del proceso cuyas trayectorias estan esencialmente determinadas por sus valores en un conjunto numerable
de parametros. Consideramos unicamente procesos a valores reales cuyo conjunto de parametros sea un
subconjunto de R.
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Definicién 1.4 Sea {X(t),t € T} un proceso aleatorio. Diremos que es separable si existe un conjunto
numerable denso Ty C T, llamado el conjunto separante, y un conjunto A de probabilidad cero tal que, si
wé¢ AyteT, existe una sucesion t,, € Ty, t, — t con X (t,w) — X (t,w).

Por lo tanto el comportamiento del proceso esta determinado por su comportamiento en Ty. Es inmediato
que si un proceso tiene trayectorias continuas con probabilidad 1 entonces es separable y cualquier conjunto
denso de T' es separante.

La demostracién del siguiente resultado, que no incluiremos, puede hallarse en [Ash & Gardner 75] o en
[Billingsley 95].

Teorema 1.2 (Separabilidad) Sea {X(t),t € T} un proceso aleatorio a valores reales, donde T C R,
entonces existe una version separable de este proceso.

1.3. Algunas Clases Importantes de Procesos

1.3.1. Procesos Estacionarios

(a) Procesos Débilmente Estacionarios o Estacionarios en Sentido Amplio.

Definicién 1.5 Sea {X(t),t € T C R} un proceso en L?. Decimos que X (t) es estacionario en sentido
amplio o débilmente estacionario si la funciéon de media es constante:

m(t) = EX(t) =m, paratodoteT,
y la funcién de covarianza R(t, s) s6lo depende de la diferencia ¢ — s:
R(t,s) = R(t — s)
Como R(s,t) = R(t, s) tenemos en el caso estacionario R(t — s) = R(s — t). Si el proceso es real, la funcién

de covarianza también lo es y en consecuencia R(h) = R(—h), es decir, la funcién de covarianza es par.

Ejemplos 1.3

1. Sea X,,n > 1 una sucesién de variables independientes centradas con EX2 = 02 y > 02 < oco. Sea

An,n > 1 una sucesién de nimeros reales. El proceso Y () = Y oo | e*»*X,, es estacionario en sentido

amplio puesto que EY (¢) =0y

R(t,s) = Z eMt=9)52 — R(t — s)
n=1

2. Sea X (t) = cos(tn + 0) donde 6 tiene distribucién uniforme en [0, 27| mientras que 1 es independiente
de 6 y tiene funcién de distribucién G(x). El proceso X (t) es estacionario en sentido amplio puesto
que E X (t) = 0 para todo t y

R(s,t) = %/OO cos[(t — s)z]dG(z) = R(t — s)

— 00

3. Proceso de Promedio Movil. Sea {X,,n € Z} una sucesién de v.a.i.i.d. centradas y con varianza 1.
Definimos

k
}/n = E ann—j; newz
§=0
donde los coeficientes a; son constantes dadas. Y, se conoce como un proceso de promedio mévil y es
estacionario en sentido amplio: EY,, =0y

k k
R(n,n+m) =E[Y,Ynim]| = E[(Z ann*j)(Z apXntm—p)
=0 p=0

0 sim>k
= R(m)

B { Al + -+ Gmyra; sim <k
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Sea {X(t),t € T} un proceso estacionario en sentido amplio. A partir del criterio para continuidad en
media cuadrética (Teorema ??) vemos que X es continuo en media cuadrética para todo t € T si y sélo si
la funcién de covarianza R(h) es continua en h = 0. En cuanto a la diferenciabilidad en media cuadratica,
X es diferenciable en media cuadratica si y sélo si la funcién de covarianza R(h) es dos veces diferenciable
en h = 0. Si el proceso es diferenciable tenemos

Cov(X(s), X'(t)) = R'(s —t),  Cov(X'(s), X'(t)) = R"(s — 1) (1.6)

(b) Procesos Estacionarios en Sentido Estricto.

Definicién 1.6 Un proceso {X(t),t € T C R} es estacionario en sentido estricto si sus distribuciones
finito-dimensionales son invariantes bajo traslaciones. Mds precisamente, sea tq,ts,...,t, un conjunto de
indices y h > 0, entonces las funciones de distribucién de (X (t1), X (t2),..., X(tn)) y de (X (t1 + h), X (t2 +
h),...,X(t, + h)) coinciden.

Un proceso estacionario en sentido estricto que estd en L? también es estacionario en sentido amplio. El
reciproco no es cierto en general.

Ejemplos 1.4
1. Una sucesién de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas es un proceso esta-
cionario en sentido estricto.

2. Sea X, n > 1 una sucesién de v.a.i.i.d. y supongamos que a,,n > 1 es una sucesién de nimeros reales
tales que la serie

o0
§ anXmin
n=1
converge en probabilidad. El proceso Y, = >~ " | anXy4p es estacionario en sentido estricto.
La funcién R es definida positiva: para cualquier n, cualesquiera t1,...,t, € T y cualesquiera nimeros
reales cq,...,c, se tiene

Z R(t; —t;)cic; = Z E[(X(t:) — m(t:)) (X (t;) — m(t;))]cic;
=E [Z(X(tz) —m(t;))c; Z(X(tj) — m(t]—))cj]

Si la funcién R es continua en 0 (lo que equivale a que el proceso sea continuo en probabilidad), el
Teorema de Bochner nos dice que puede ser representada de la siguiente manera:

R(h) = /R ¢ dpu(z) (1.7)

donde p es una medida de Borel sobre la recta con masa total igual a R(0) = o2, que se conoce como la
medida espectral del proceso. Si la varianza del proceso vale 1, u es una medida de probabilidad. La funcién
de distribucién F' asociada a la medida u: F(z) = p(—o00,z], es la funcién de distribucién espectral del
proceso. Si p es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue, su densidad se conoce como la
densidad espectral.

Si el proceso es real entonces R(h) = R(—h) = R(|h|) y la representacién espectral es

= [ " du(z) = [ [cos(hx) + isen(hz T
R(t) = [ (o) = [ [cos(ha) + isen(ho)ldu(z)
:/Rcos(hx)d,u(x) (1.8)

v la medida espectral es simétrica repecto a z = 0.
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La funcién de distribucién espectral se puede obtener a partir de la funcién de covarianza. Si a y b son
puntos de continuidad de F/,

1 +o00o e—ita _ e—itb
F(b)~ Fla) = 5 / Rty

—00

Si la funcién de covarianza es absolutamente integrable: [, |R(t)|dt < oo, entonces existe una densidad
espectral que se puede obtener por la ecuacion:

Flu) = % /]R e~ R(1)dE

es decir, la densidad es la transformada inversa de la funcién de correlacion.

1.3.2. Procesos con Incrementos Estacionarios

Definicién 1.7 Un proceso aleatorio {X(t),¢ € T'} tiene incrementos estacionarios si para todo h fijo
Y(t)=X({t+h)—X(1)

es un proceso estacionario.

Al igual que en la seccién anterior, hay dos posibilidades: que los incrementos sean estacionarios en sentido
débil o en sentido estricto.

1.3.3. Procesos con Incrementos Independientes

Definicién 1.8 Un proceso {X(t),t € T C R} tiene incrementos independientes si para cualesquiera ty <
t1 < ... < t, las variables aleatorias

X(to), X(t1) — X(to),-.., X(tn) — X(tn-1)
son independientes.

Para estos procesos, las distribuciones finito-dimensionales estan determinadas por la distribuciones de las
variables X (t), t € Ty X(t) — X(s), s,t € T: Si Fy(x) = P(X(t) < z)y Gsi(x) = P(X(t) — X(s) < x)
entonces, para t1 <t < ... <1,

Fiyootn (A1, Ay) = P(X (1) € Ay, .., X(tn) € An)

= /.../1A1($1)1A2(x1 —|—1’2)'~-1An(1~1 +,,.+xn)
X Fy, (dx1)Gyy 1, (dx2) -+~ Gy, 4, (dy)

Un caso particular importante es el de los procesos con incrementos independientes y estacionarios.
Supondremos que X (0) = 0. Observamos que

Xt)=(X@#t)—Xt—h)+(XEt—h)—X({t—2h))+--+ (X (h) — X(0))

donde h =t/n, o sea
Xt =x" 4.4 XM

donde las variables X;n), J=1,...,n son ii.d.

Definicién 1.9 La variable X tiene una distribucion infinitamente divisible si para todo n existen v.a.i.i.d.
X f”), X5 tales que la distribucién de X coincide con la distribucién de Xl(”) Lo xim.
En consecuencia la ley de X (¢) es infinitamente divisible. Estas leyes tienen gran importancia en el estudio
del teorema central del limite.

Recordemos que la funcién caracteristica de una suma de variables independientes es el producto de las
funciones caracteristicas de los sumandos. Esto implica que X tiene distribucién infinitamente divisible si y
sélo si su funcién caracteristica ¢ x se puede escribir como

ox(t) = (on(t))", para todo ¢

donde ¢,, es una funcién caracteristica.
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Ejemplo 1.5

Las distribuciones estables simétricas en R son aquellas cuya funcién caracteristica es e para o € (0,2] y
algin ¢ > 0. Para a = 2 tenemos la ley gaussiana centrada de varianza c. Las leyes estables son infinitamente
divisibles, para ver esto basta tomar ¢, (t) = e~ltI"/»

—clt|*

Si {X(¢),t € T} tiene incrementos estacionarios e independientes y T'=[0,00) 0 T'=0,1,2,... entonces
E(X(t)) = mo + mt, Var(X (1)) = 02 + 0%t

donde my = E(X(0)) y 02 = Var(X(0)). Veamos esto para la media del proceso. Llamemos f(t) = E(X(¢)) —
E(X(0)), entonces

[
=
>
@
+
=
|
S
=
+
=
S
=
|
~
=
[
=
>
|
~
=
+
o
Ja
|
>
=

y bajo condiciones débiles de regularidad, la solucién de esta ecuacién funcional es f(t) = f(1)t. En conse-
cuencia

E(X (1)) = B(X(0)) + [E(X (1)) — E(X(0))]t = mo + mt
1.3.4. Procesos de Markov

Un proceso de Markov es un proceso con la propiedad de que si conocemos el valor de X (¢), el valor de
X(s),s >t no depende del valor de X (u),u < t. Dicho de otra manera, si conocemos el presente, el futuro
es independiente del pasado. La definicion formal es la siguiente.

Definicién 1.10 Un proceso {X(t),t € T} es un proceso de Markov si para cualquier coleccién finita
t) <tg <...<t, de puntos en T se tiene que para cualquier z

P(X(ty) <z|X(t1),...,X(th—1)) = P(X(tn) < z|X(tn-1)) c p. 1. (1.9)
Para A un intervalo de R la funcién
P(z,s;t,A) = P(X(t) € A|X(s) = z), t>s,

se conoce como la funcién de transicion y es fundamental en el estudio de la estructura de los procesos de
Markov. Si esta probabilidad es invariante bajo traslaciones en el tiempo, es decir, si

P(z,s;t, A) = P(xz,s+ h;t + h, A),

para cualquier h, decimos que el proceso es homogéneo.
Es posible demostrar que la distribucién de probabilidad de

(X(t1), X (t2),..., X(tn))

puede calcularse en términos de las funciones de transicién y de la distribucién inicial de X ().
Si X(t+ h) — X(¢) es independiente de X(s),s < t, entonces X es un proceso de Markov

P(X(tn) <wp|X(th-1) = 2n—1,..., X(t1) = 11)
= P(X(ty) = X(tn1) < @p — Tn 1| X(tn1) = Tp_1,..., X (t1) = 2
=P(X(tn) — X(tn-1) < p — Tp-1]|X(tn-1) = Tp-1)
= P(X(tn) < l’n‘X(tn—l) = In—l)

Un proceso de Markov con espacio de estado finito o numerable se llama una Cadena de Markov. Un
proceso de Markov con trayectorias continuas es una difusion.

Ejemplos 1.6
1. Un proceso de Poisson es una cadena de Markov con pardmetro continuo.

2. Sea X1, Xg,... una sucesion de v.a.i. entonces S,, = X1 + --- + X,, es un proceso de Markov.
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1.3.5. Martingalas

Definicién 1.11 Un proceso aleatorio {X (¢),¢ € T'} es una martingala si E | X (¢)| < oo para todo t y, para
cualquier n > 1yt <ty <--- <ty <tpnti,

B(X (b)) [ X (0), oo X (80) = X(t)  ep.1 (1.10)

En particular, si T'= N vemos que la sucesién de variables aleatorias X,,n > 1 es una martingala si y sélo
si E|X,,| < co para todo n y
E(Xn+1|X1,...,Xn):Xn Cpl

Ejemplos 1.7
1. Sea Y, X1, X, ... variables aleatorias con E |Y| < oo y definimos

Z, =EY|X1,...,X,).
Este proceso es una martingala: Observemos primero que

E(Zni1|X1,. .., Xn) = BEY|X1, .., Xoi)| X1, X0)
=E(Y|X1,...,X,) = Z,

con probabilidad 1. Como Zi,..., Z, son variables aleatorias en el mismo espacio que X,..., X,,
E(Zps1lZ1, s Zn, X,y oo, X)) = EB(Zn1| X0, ., X)) = Za.
Tomando esperanza condicional dadas Z1,... Z, en ambos lados de la ecuacién anterior obtenemos

E(Zns1|Z1, -, Zn) = Zn.

2. Sea X1, X5,... una sucesion de v.a.i. centradas entonces S, = X1 + --- + X,, es una martingala:

E(Sn+1]S1,--.,50) = E(Sn + X0411S1, -, Sn)
= Sp + E(Xn+1[S1,-..,5n)

Si en lugar de (1.10) se tiene

B(X(tpa )| X(E), - X(52) < ()X (t)  cp.1 (1.11)

tenemos una supermartingala (submartingala). Observamos que si X es una supermartingala, —X es una
submartingala. Ademads, la media de una martingala es constante, la de una supermartingala es creciente.
Una supermartingala X (¢),0 < ¢ es una martingala si y sélo si E(X (¢)) = E(X(0)).

Teorema 1.3 (Convergencia de Martingalas) Si {X(¢),t > 0} es una martingala integrable, es decir si
sup;~o E | X ()| < oo entonces existe un limite c.s. lim; .o X(t) =Y eY es una variable aleatoria integrable.

1.3.6. Procesos Gaussianos
La Distribucion Gaussiana

Una variable aleatoria X tiene distribucién Gaussiana o normal con pardmetros m y o2 si su transformada
de Fourier es

ox (t) = E(e"*) = exp{imt — %ath}

y en este caso usaremos la notacién X ~ N(m,o0?). Cuando m = 0 y 02 = 1 decimos que X tiene una
distribucién Gaussiana tipica o estandar o que esta variable estd normalizada. En este caso su densidad y
su funcién de distribucion son
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Es sencillo verificar que si X tiene una distribucién estdndar entonces ¢ X + m tiene distribucién N (m,o?).

En el caso de un vector aleatorio X = (X1,...,X,,) decimos que tiene una distribucién Gaussiana de
parametros m y X, donde m es un vector n-dimensional y ¥ es una matriz simétrica, definida positiva en
sentido amplio y de dimensién n X n, si su transformada de Fourier esta dada por

B(t) = B(e"tX)) = exp{i(m, t) — %<t7 Yt)}  teR" (1.12)

Sim =0y X = I, la matriz identidad, decimos que la distribucién de X es Gaussiana tipica o estandar en
R™. Si la matriz X no es singular se puede verificar que la distribucién tiene densidad respecto a la medida
de Lebesgue en R™ dada por

1 1 ty—1
ul3) = s o { 5 m)'Sx-m)|

1 1
= AT O | ] 2 Tk — i) = m) 113)
Js

donde x* denota el vector traspuesto de x, |Z| es el determinante de ¥ y i son los cofactores de .
Es posible verificar que

m=EX), %=Var(X)=E[X-m)X-m)

m se llama la media o el vector de medias y % es la varianza de X.
En el caso de un vector bidimensional con distribuciéon Gaussiana tipica la densidad se escribe
( ) 1 22 + % — 2pxy
T,Y;p) = ———————€Xp ————————————
POV = om0 = 2 TP 21— 7

donde p = E(XY) es la correlacién entre X e Y. Es inmediato ver que si la correlacién es nula, la densidad se
factoriza en el producto de dos densidades normales tipicas y por lo tanto las variables son independientes.
Como el reciproco es siempre cierto (dos variables independientes tienen correlacién nula) tenemos el siguiente
resultado.

Proposiciéon 1.1 Dos variables aleatorias Gaussianas son independientes si y sélo si su correlacion vale 0.

Este resultado se extiende a més de dos variables de modo que X1, Xo, ..., X, con distribucién Gaussiana
son independientes si y sélo si la matriz ¥ es diagonal. En consecuencia, un vector normal tipico tiene
componentes normales tipicas independientes.

Observacién 1.1 En la Proposicién 1.1 es fundamental que la distribucién conjunta de los dos vectores sea
Gaussiana: no basta con que las marginales lo sean. En efecto, supongamos que X es una variable normal
tipica y sea B una variable de Bernoulli con probabilidad de éxito 0.5. Definimos Y = X si B=1eY = -X
si B = 0. Entonces Y también tiene distribucién normal tipica y la correlacién entre ambas variables es

B(X?)  E(=X?)

E(XY) = BE(XY|B)] = =~ + = =0

Sin embargo, X e Y no son independientes porque, por ejemplo,

P(X|>1, [Y|<1) =0+ P(X| > 1)P(Y] < 1).

Observacién 1.2 La importancia de la distribucién normal en Probabilidades surge, principalmente, del
Teorema Central de Limite, que afirma que bajo condiciones generales, la suma de variables independientes
normalizadas converge c.s. a una distribucién normal tipica.



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS PROCESOS ALEATORIOS

Es inmediato ver que el producto de dos funciones de la forma (1.12) es otra funcién de la misma forma,
de modo que la suma de vectores Gaussianos independientes es otro vector Gaussiano cuya media es la suma
de las medias y cuya varianza es la suma de las varianzas.

Hay un reciproco parcial del resultado anterior. Si X e Y son independientes y su suma es Gaussiana
entonces ambas son Gaussianas. Este resultado se debe a P. Lévy y H. Cramér. La demostraciéon de este
resultado se puede encontrar en [Stromberg 94|

Con mayor generalidad, sea X = (X7,..., X,,) un vector normal tipico y sea A una matriz k x n. Veamos
que el vector Y = AX también es un vector Gaussiano centrado. Comenzamos calculando

kK n
<t,Y> = th}/j = Zthangg

k
j=1 j=1¢=1

y como las X, son normales tipicas independientes

E(e*Y)) = Eexp{i Z Xe(z tiaje)}
L J

1
= eXp{—i Z(Z tjajg)z}
Lo g
1
= eXp{—§ttAAtt}

y a partir de la definiciéon vemos que Y tiene distribucién Gaussiana centrada con matriz de covarianza
I = AAL

El reciproco también es cierto: Supongamos que Y es un vector Gaussiano centrado con matriz de
covarianza I'. Hemos visto que esta matriz es simétrica y definida positiva en sentido amplio, por lo tanto
existe una matriz ortogonal O que la diagonaliza:

orot =D

donde D es diagonal y sus entradas son positivas.
Consideremos el vector Z = OY. Este vector es Gaussiano y tiene covarianza

E(ZZ') = E(OYY'O") = OTO' = D

luego
0, i#j
s = g, 17
y en consecuencia las variables Z; son independientes A (0, d;;). Si dj; = 0 definimos X; = 0 y para el resto
X; = Z;/\/d;;, entonces las variables X; distintas de 0 son independientes N'(0,1) y hay una matriz A tal
que Y = AX.

SiI' tiene rango maximo decimos que la distribuciéon de Y no es degenerada y en este caso los elementos
de la diagonal de D son estrictamente positivos, es decir, todas las componentes de X son distintas de cero.
De ahora en adelante, las distribuciones que consideraremos seran de este tipo, a menos que se especifique
lo contrario.

Si hacemos la transformacién Y = AX + m, donde X de nuevo es un vector normal tipico y m =
(m1,...,my), el vector Y tiene distribucién A(m, ). Reciprocamente, si Y tiene distribucién N (m,X),
existe un vector normal tipico X tal que Y = AX + m.

Observacién 1.3 Al igual que en la observacion 1.1, la distribucién conjunta de las variables debe ser
Gaussiana para que cualquier combinacién lineal de ellas también lo sea. El mismo ejemplo anterior muestra
que se pueden tener variables X e Y con distribucion individual normal y tales que X + Y no es normal.

La Representacién Polar.

Sean X e Y dos variables gaussianas tipicas independientes y consideremos el par (X,Y’), que representa
un punto (aleatorio) en el plano. Este punto tiene una representacién en coordenadas polares:

X = AcosT, Y = AsenT, (1.14)
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donde A =+vX?2+Y?ytanl =Y/X. El jacobiano de la transformacién (1.14) es

A(X,Y)

=A
9(A,T)
y en consecuencia A y I' tienen densidad conjunta
1 a?
far(a,) = s-aexp(-F)
para a > 0, 0 < v < 2. Esto muestra que A y I' son independientes, A tiene distribucién de Rayleigh:
2

f(a) = aexp(~5)

mientras que T tiene distribucién uniforme en [0, 27).

Distribuciones Condicionales

Sea X ~ N(m, ). Para k < n consideremos las siguientes particiones de X, m y X:
X, m; Y11 Y12
X = m = Z =
<X2> (m2) <221 Y22

X, = (Xq,..., X)), Xo =(Xpi1,..., X))

mlz(m17~"7mk)t7 mo :(mk+17~"7mn)t

donde

¥, es la matriz de covarianza de X;, i = 1,2,y 12 = (0y;) donde 0;; = Cov(X;, X;) paral <i <k < j <mn.
Si X tiene distribucién N (m,¥) donde X tiene rango mdximo, la distribucién condicional de X; dado
que X3 = x3, es N(my.2,¥11.2) donde

Yire = D11 — D1950 Yo
myp = m; + X155, (Xo — my)

<z . . -1
Observamos que myj.o es una funcién lineal de x2 y ¥;1.2 no depende de x2. La matriz ¥15%5, se conoce
como la matriz de regresién de Xs sobre Xj.

Procesos Gaussianos

Definicién 1.12 Un proceso {X(t),t € T} es un proceso gaussiano o normal si para cualquier coleccién
finita ¢q,...,t, en T, el vector (X (¢t1),...,X(¢,)) tiene una distribucién gaussiana

La definicién anterior quiere decir que para cualquier vector t = (t1,...,t,) de elementos de T', existen un
vector n-dimensional, que llamaremos m = m(t) = (m(t1),...,m(t,)), y una matriz definida positiva y
simétrica de tamano n x n, que llamaremos ¥ = X(t) = (R(¢;,t;)) donde R(¢;,t;) = Cov(X(¢;), X (¢;)) tales
que la funcién caracteristica del vector (X (t1),..., X (tn)) es

(X)) = exp{i(m, t) — %(t, ).

Por los resultados del Capitulo 1, una definicién equivalente es la siguiente:
Definicién 1.13 Un proceso {X(t),t € T} es un proceso gaussiano o normal si para cualquier coleccién

finita t1,...,t, en T y cualesquiera nimeros reales aq,...,a,, la variable > j a; X (t;) tiene distribucién
normal.
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Nuestra primera observacién es que siempre hay dos funciones asociadas a un proceso gaussiano. En
primer lugar la funcién de media: m(t) = E X (t), para t € T y en segundo, la funcién de covarianza:

R(s,t) = Cov(X(s), X (t)) = E[(X(s) —m(s))(X(t) —m(t))] paras,teT.

Esta tdltima es simétrica: R(s,t) = R(t,s) y definida positiva: para cualesquiera t1,...,%, y cualesquiera
nimeros complejos ¢y, . .. ¢, se tiene que

Z R(tl, tj)CiFj Z 0

ij
Mas interesante aun es que basta con tener estas dos funciones para definir un proceso gaussiano.

Teorema 1.4 Sea m(t),t € T una funcidn y R(s,t) una funcidn simétrica definida positiva, entonces existe
un proceso Gaussiano {X (t),t € T} tal que m y R son, respectivamente, su funcién de media y de covarianza.
Ademds, la distribucion de X es inica.

Idea de la Demostracion. Para cualesquiera tq,...,t, en T, distintos dos a dos, sea P, . ;. la medida
gaussiana en R™ con media

m(ty,... ty) = (m(t1),...,m(t,))"

y matriz de covarianza
Stht, = (R(ti,t;)) parai,j=1,...n.

Es fécil verificar que las distribuciones {P;, . 4, } verifican las condiciones de consistencia del Teorema de
Kolmogorov. En consecuencia, hay una tnica medida de probabilidad P sobre el espacio medible (R”, BT)
cuya restriccién a los cilindros que dependen de las coordenadas t1,...,t, es P, . ... Esto es vélido para
cualquier conjunto finito de pardmetros {t1,...,t,} distintos dos a dos. La medida P es tnica y se conoce
como la medida gaussiana generada por (m, R). [ |

Ejemplo 1.8
Si T' = N tenemos una sucesion de variables gaussianas. En la préxima seccién estudiaremos algunas
propiedades relacionadas con la convergencia de estas sucesiones.

Ejemplo 1.9 (El proceso coseno)
Un proceso gaussiano muy sencillo se obtiene de la siguiente manera: Sean 1 y ¢ dos variables gaussianas
estdndar independientes y o una constante positiva fija. El proceso X (¢) se define como

X (t) =ncosat + (senat
Es inmediato que este proceso es gaussiano y que E X (¢) = 0. También es ficil calcular la covarianza,

R(t,t+ h) = E[(ncosat + (senat)(ncosa(t + h) + (sena(t + h))
= cosatcosa(t + h) +senatsena(t + h)

= cos ah

Si usamos la representacién polar: 7 = Acos¢ y ( = Asen¢, que discutimos en el capitulo 1, podemos
escribir el proceso X como
X(t) = Acos(at — @)

que es la forma usual de representar el proceso.

Si consideramos un proceso gaussiano centrado {X(t),¢ € T}, su distribucién estd determinada por la
funcién de covarianza R(s,t) y, en principio, deberfamos poder determinar las propiedades de sus trayectorias
a partir de R.

Una funcién asociada a la covarianza de un proceso gaussiano que juega un papel de gran importancia
en el problema de determinar condiciones necesarias y suficientes para que las trayectorias sean continuas es
la varianza incremental, también conocida como wvariograma, que se define como

d(s,t) = [E(X(s) — X (1))}]"? = [R(s,s) — 2R(s,t) + R(t,1)]*/2.
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Observamos que si el proceso es estacionario y tiene varianza o?

d*(s,t) = 2[c* — R(|t — s])].

De acuerdo a la definicién 2.5 vemos que el proceso X es continuo en media cuadratica en t si y sélo si

limd(s,t) =0

s—t

Esta funcién es una pseudo-métrica sobre el espacio de pardmetros T': d(s,t) puede valer 0 sin que t = s.

Si el espacio T tiene una métrica 7 y (T, 7) es compacto entonces, suponiendo que el proceso es continuo en
media cuadratica, es posible probar que la continuidad del proceso respecto a 7 equivale a la continuidad
respecto a d (ver [Adler (1990)]). Por lo tanto, es razonable usar la métrica d, que viene dada por el proceso,
para el estudio del problema de continuidad.
Sucesiones Gaussianas

Teorema 1.5 Sea X,, una sucesidn de vectores gaussianos n-dimensionales con pardmetros (m,, R,). La
sucesion X, converge débilmente si y solo si

m, — m, R, — R. (1.15)
En este caso la distribucion limite también es gaussiana con pardmetros m y R.

Demostracion. Para que la sucesién de vectores X,, converja débilmente a un limite es necesario y suficiente
n

que la sucesién de funciones caracteristicas ¢, (t) converja a una funcién continua en 0. Consideremos la

sucesién {log ¢, (t)} cerca de t = 0 donde

log 6(8) = i ) — 5 {6, Rat).

Para que esta sucesién converja es necesario y suficiente que (1.15) sea vélida, en cuyo caso

) 1
n(t) — o(t) = exp{i(m, t) — _(t, Rt)}
que es la funcién caracteristica de una distribucién gaussiana de pardmetros (m, R). |

Teorema 1.6 Para una sucesion gaussiana {X,,n > 1}, convergencia en probabilidad es equivalente a
convergencia en media cuadrdtica.

Demostracion. Convergencia en media cuadratica implica convergencia en probabilidad, asi que sélo tenemos
que probar el reciproco. Usamos la notacién

E(X; — Xi) = mj, Var(X; — X3) = 07,
Para que (X,,) converja en media cuadratica es necesario y suficiente que sea de Cauchy, es decir, que
E[(X; — X1)?] = csz-’k. + mik — 0, cuando j,k — oo.
Por lo tanto, si (X,,) no converge en media cuadrética, tenemos que

limsup(a?-’k + m?k) >0
j,k—o0 '
pero
{_ ($ — ijc) }dl‘

1
P(lX; — Xi| > ¢ :/ ———eXx
(| X5 — Xi| > ¢) e Varoms P 202,

y como 0]2 & Y Mjx no tienden simultdaneamente a 0, para € > 0 suficientemente pequefio tenemos

1
limsup P(|X; — Xy| >¢) > =
jik—oo 2
pero esto implica que (X,,) no converge en probabilidad, lo cual es una contradiccién. |

Corolario 1.1 Para una sucesion gaussiana {X,, n > 1}, convergencia c.s. implica convergencia en media
cuadrdtica.
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Procesos Gaussianos Estacionarios

Recordemos que en el Capitulo 2 vimos la definicién de proceso estacionario, tanto en sentido débil o
amplio como en sentido estricto. Para los procesos gaussianos ambas definiciones coinciden porque, como
hemos visto, las distribuciones finito-dimensionales estan totalmente determinadas por la funcién de medias
m(t) y la funcién de covarianzas R(s,t). Por lo tanto un proceso gaussiano es estacionario si su funcién de
media es constante y su funcién de covarianza satisface

R(t,s) = R(t—s) paras,teT.

Un proceso estacionario tiene varianza constante: Var(X(¢)) = R(0) = 0. En general, a menos que se diga
lo contrario, supondremos que los procesos estacionarios estdn centrados, de modo que m(t) = 0 para todo
t, y tienen varianza 1.

Como ejemplo tenemos el proceso coseno, que definimos en la seccién 3.1, cuya funcién de covarianza
estd dada por R(h) = cos ah.

Si la funcién R es continua en 0, el Teorema de Bochner nos dice que puede ser representada de la
siguiente manera:

R(h) :/Reihwdu(m) (1.16)

donde y es una medida de Borel sobre la recta con masa total igual a R(0) = o2, que se conoce como la
medida espectral del proceso. Si la varianza del proceso vale 1, p es una medida de probabilidad y si p es
absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue, su densidad se conoce como la densidad espectral
del proceso.

Si el proceso es real entonces R(h) = R(—h) = R(|h|) y la representacién espectral es

= [ e"du(z) = cos(hx) + isen(hx T
R(t) = [ (o) = [ [cos(ha) + isen(ho)ldu(z)
:/Rcos(hw)du(as) (1.17)

La medida espectral es simétrica respecto a x = 0.
El momento espectral de orden k se define como

Ak =/Ra:kdu(a:)

siempre que la integral exista. La existencia de estos momentos estd asociada a la regularidad de las trayec-
torias del proceso. Por la simetria de u, los momentos de orden impar son todos nulos.

Lema 1.1 Supongamos que R(0) =1,

i) %ﬂw =X = /]R)\Qd,u(x).

it) La derivada sequnda R"(h) existe y es finita en h = 0 si y sdlo si Ay < 00, en cuyo caso R"(0) = —Ag
y R"(h) existe para todo h.

Demostracidon. 1) Si Mg < oo entonces, teniendo en cuenta que R(0) = 1, tenemos que

2(1 = R(h)) o1 —coshA
/A “reaejy

y por el teorema de convergencia dominada obtenemos el resultado. Si Ao = oo el resultado sigue del lema
de Fatou.
ii) Si Ay < 00, derivando dos veces la ecuacién (1.8) dentro de la integral obtenemos que R’ (h) existe y

_R'(h) = /R A2 cos Mhdp())
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de donde obtenemos que R”(0) = —Az. Por otro lado, si R(h) tiene segunda derivada finita en 0, ponemos
S(z) = R(z) — R(x — t) para obtener
—-2(1—=R(t)) S@)—S0) S'(0t)

2 = e =5 0<0=06(t) <1

En consecuencia
—2(1—R(t)) R(6t)— R((0—1)t)
t2 B t2
= 0[R"(0) + o(1)] = (6 — 1)[R"(0) + o(1)]
= R"(0) + o(1) cuando t — 0

y a partir de i) obtenemos Ay < c0. [ ]
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