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Motivacion

o C.W.J.Granger en 1981 y extendida por Engle y Granger
(1987).

@ Proporciona las herramientas basicas para manejar el
problema de la dinamica a corto y largo plazo en variables
no estacionarias.

@ Usemos las caminatas de un borracho y un perro como un
ejemplo de motivacion.

@ Sean x; y y; las caminatas del perro y el borracho
respectivamente

Xt — Xt—1 - u; (].)

Ye = Yt—1 = W (2)
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Motivacion

...Continuacién

@ El valor observado mas reciente de la variable es el mejor
predictor de valores futuros.

@ ;Que pasaria si el perro pertenece al borracho?

@ Al salir del bar el borracho exclama -“; Oliver donde
estas?” Oliver se detiene y responde al llamado ladrando.
El perro piensa,- “Oh, no puedo dejarlo ir demasiado
lejos; el me va dejar fuera”. El borracho piensa, -"“Oh, no
puedo dejar que se aleje demasiado , me va a despertar
en la noche con sus ladridos”.

@ Apesar de encontrarse alejados ellos intentan reducir la
distancia que hay entre ellos

@ Mecanismo de coreccion de errores.
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Motivacion

...Continuacién

Si esto es correcto, entonces la distancia entre los dos
caminos es estacionaria y los pasos(caminatas) del
borracho y su perro se dice que estan cointegradas de
orden cero.

@ ;Que pasaria si el perro no pertenece al borracho?

@ Como pasa el tiempo, la posibilidad de que cualquiera de
los dos se han alejado mucho de la bar crece

@ Los caminos de la borracho y el perro son todavia no
estacionarias.

@ Regresion espuria.
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Series no estacionarias

@ Considere la serie de tiempo y;
Ye = P1+ Bat + Baye—1 + ur (3)
@ Caminata aleatoria pura
Ye = Yi-1 + U; (4)
@ Caminata aleatoria con deriva.
Ye=P1+ Y1+ U (5)

@ Caminata aleatoria con tendencia
deterministica( Tendencia estacionaria)

Ye =P+ Bat + uy (6)
@ Caminata aleatoriacon deriva y tendencia deterministica
Yi =1+ Pat +yr1+ U (7)
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Series no estacionarias
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Procesos integrados

Procesos Integrados
Sea y; una serie de tiempo, decimos que es integrada de orden
d /(d) si A%y, es estacionaria, esto es /(0) y se denota por

ye ~ I(d)
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Regresion espuria

@ Sea x; y y; series de tiempo /(1).

Yo = Y1+ U (8)
Xy = Xp—1+ Wi 9)

@ Se desea establecer una relacién entre x; y y;.

@ Una regresién entre las variables I(1), puede concluir que
existe una fuerte relacion estadistica entre ellas, adn
cuando en verdad éste no sea el caso.
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Resgresion espuria

- — Xt
— Yt

T T T T T
0 100 200 300 400 500

Estimate Std. Error t value Pr(> [t])

Bo -0.3971 0.3132  -1.27 0.2053
Xt 0.1981 0.0091  21.75 0.0000
R? D-W

0.4862 0.05898709
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Cointegracion

Considere las series de tiempo x; y y: ambas /(1). Decimos
que Xx; y y; estan cointegradas si existe [ tal que y; — 5x; es
1(0), lo cual es denotado por CI(1,1). Lo cual significa que la
regresion

Vi = Bxe + uy (10)

tiene sentido ya que y; y x; mantienen un comportamiento
similar a lo largo del tiempo.

Si y; y x; son no cointegrados, entonces y; — Ox; = u; €s
tambien /(1), esto es, las series tendran tendencias separadasa
lo largo del tiempo.
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Cointegracion

En general (Engle-Granger 1987) definen la cointegracién de la
siguiente forma:

Cointegracion
Los componentes del vector x; dicen ser cointegrados de orden
d,b denotado por x; ~ Cl(d, b), si:

@ Todos los componentes de x; son /(d);

@ Existe un vector « tal que:

zz=a'x;~I(d—b) b>0. (11)

@ el vector ¢ es llamdo vector de cointegracidn.
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Cointegracion
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Modelo de errores de correccidn

Si dos series x; y y; estan cointegradas entonces la relacién
entre ellas se puede expresar como un modelos de error de
correccion.

Si las variables estan cointegradas se pueden utilizar los
residuos para corregir los errores y estimar también los efectos
a corto plazo. El modelo a estimar se denomina de correccién
de errores y esta dado por:

Ay, = alAx; + yur_1 + € (12)

donde y;_1 — Bx;—1 = u;_1 es el mecanismo de correccién y (3
es el efecto a largo plazo de x sobre y, v es el efecto a corto
plazo de x sobre y.
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Modelo de errores de correccidn

El ECM establece que los cambios en y; pueden ser explicados
por cambios en su propia historia, cambios en los retardos de
x; y el error del equilibrio a largo plazo en el periodo previo.

El valor de ~ determina la velocidad del ajuste. Mientras mas
cerca este de uno, mas rapido sera el ajuste hacia el equilibrio.
siempre debe ser de signo negativo de otra forma el sistema
puede diverger de su equilibrio a largo plazo.
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Método de Engle-Granger

@ Realizar una regresion de las variables en el conjunto /(1),
)/t — /61Xt71 + + /kat,k _|_ ut, t - 1, ceey T (13)

donde u; es el termino de error. En el cual se verifica si u;
es /(0), mediante la prueba de Dickey-Fuller aumentada

(ADF.)
@ Se ajusta un modelo de error de correccién para el caso
bivariado.
K L
Ay = ag + b1 + Z ap i Axe_j + Z Q2 Ay + €1t
i=1 i=1

(14)

K L
Ax; = ¢o + 7101 + Z P1,iDY—i + Z P2,iDX—j + €2t
i=1 i=1

1
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Ejemplo

Considere los siguientes generados mediante el siguiente
mecanismo y; = .6x;_1 + u; donde u; ~ N(0,1) y
Xt = X¢—1 + w; donde w; ~ N(0,1)

— Yt
S 91— xt
x 0
o -
|
| T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Figura : Series Cointegradas
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Ejemplo
Relaciones a largo plazo

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

Bo 0.0379 0.1348 0.28 0.7794

Xt 0.5811 0.0214 27.19  0.0000
R? D-W
0.8817 2.149343

Cuadro : Estimadores
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Ejemplo
Prueba de cointegracién

Valores criticos 1% 5% 10%
T -26 -195 -1.61
Estadistico
-6.6278

Cuadro : Estimadores

T T T T T T
0 20 40 60 80 100
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Ejemplo
Estimacién de ECM

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept)  0.0034 0.1036 0.03  0.9739
u—1  -0.9688 0.1586  -6.11  0.0000

Ax; 0.8086 0.1120 7.22  0.0000

Ay, -1.0589 0.1084  -9.77  0.0000
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Ejemplo Il

Considere los datos trimestrales Gasto de Consumo Personal
(PCE) y del ingreso personal disponible (PDI) para los Estados
Unidos en miles de millones de délares de 1987 para el periodo
1970:1 — 1991:IV.

— PDI
— PCH

Data
1500 2500 3500
| | |

0 20 40 60 80

Time

Figura : Series Cointegradas
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Ejemplo Il
Relaciones a largo plazo

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)
(Intercept) -171.4412 229172 -7.48  0.0000
PDI 0.9672 0.0081 119.87  0.0000

R? D-W

0.994 0.5316286

Cuadro : Estimadores
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Ejemplo Il
Prueba de cointegracién

Valores criticos 1% 5% 10%
T -26 -195 -1.61
Estadistico
-2.8235

Cuadro : Estimadores

50

-50 0
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0 20 40 60 80
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Ejemplo Il
Estimacién ECM

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept)  13.2881 2.7864 4.77  0.0000
error.lagged  -0.0046 0.0598 -0.08  0.9389
dyl.1  0.0816 0.0831 0.98  0.3289

dy2.1 0.1321 0.1188 1.11  0.2694
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Sistema de variables cointegradas

Se dice que una serie de tiempo vectorial y; nx1 es
cointegrada si existe al menos un vector nxl diferente de cero
3 tal que [’y es estacionaria, o /(0). Donde (3 es llamado el
vector de cointegracion.

Esto es, aunque muchos acontecimientos pueden causar
cambios permanentes en los elementos individuales de y,, hay
una relacién de equilibrio a largo plazo que ata el componente
individual a los restantes, representada por la combinacién
lineal B'y;.
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VAR(p)

Consideremos el modelo de vector autorregresivo (no
estacionario) de orden p (VAR(p)) dado por

Ye =+ Q1Y 1+ Pa¥r ot OpYrptEr, t=1,..., T
(16)
ie. o(L)y: = a+ &,
con
(L) =1, — p1L — Gpl® + -+ - + §,LP

donde ¢s matriz (nxn) para s =1,2,...,p, el término de error
¢ iid e, ~ N(0,Q) y « vector de constantes.
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Representacion alternativa de un VAR(p)

Se puede ver que un VAR(p) de la forma (16) siempre puede
representarse como

Ye = CGAYr 1+ GQAYr o+ -+ (o1 DY pr1 o+ pYr1 €
(17)

donde p = @1 + @2+ -+ + ¢p,

(s = —(Ps41+ Gsy2+ -+ +¢p), paras=1,2,....,p—1.

Restando y; ; de ambos lados en (17):

Ay = GAYe1 + QAYr o+ -+ (1 Ay pr1 a4+ (p— 1n)yea
= CGAY:1 + QAYr > + -+ (o1 Ay pr1 + @+ (oY1 + Ep
(18)
con COZP_In:_(In_¢1_¢2_"'_¢p):_¢(1)



Teorema de representacion Granger

Considere un vector y;, donde Ay, es /(0). Supén que hay
exactamente r relaciones de cointegracién entre los elementos
de y;. Entonces existe una matriz A’ cuyas filas son
linealmente independientes tal que el vector z; rx1 definido por

z. = Ay,

es estacionario.
Si, ademds, el proceso y; puede representarse como un
VAR(p), definido en (16), entonces existe una matriz B tal

SR $(1) = BA', (19)

mds alin, existen matrices nxn (1, (2, ..., (p—1 tal que

Ay, = GAY 1+ QAYr 2+ -+ Cpo1AYt_pr1+a—Bz,_ 1+

(20)
que es la representacién del modelo vectorial del error de
correccion.

Series de tiempo CIMAT




Del Teorema de representacién de Granger z, = A'y, es
estacionario por lo que también lo es BA'y,, equivalentemente
Bz; es estacionario.

La matriz A’ es tal que tiene todas las r relaciones de
cointegracién de los elementos de y;, esto es, cada columna de
A representa una relacién a largo plazo entre las series
individuales del sistema y;.

La matriz B determina la velocidad de ajuste al equilibrio a
largo plazo y se conoce como matriz de cargas de ajuste.

Ahora, el interés es como estimar estos vectores de
cointegracion.
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Método de Johansen

El anélisis de cointegracion de series consiste en:
@ Estimar el rango de cointegracion.
© Estimar los vectores de cointegracion.
El método de Johansen parte de las siguientes hipdtesis:

e El vector y;, de n series I(1), sigue un VAR(p), y admite
por tanto una formulacién en forma de correccién del
error VECM dado por (20).

@ Los errores ¢, son ruido blanco gaussinano N(0, Q).

@ El ndimero de relaciones de cointegraciéon es r = n—h
(hay h tendencias en comin) y que ( se puede escribir
como (s = —BA’ donde A’ es de dimensién rxn.
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Método de Johansen

Johansen demostré que, bajo las hipdtesis anteriores, los
estimadores de maximo verosimil de las relaciones de
cointegracién pueden encontrarse calculando los autovectores
de la matriz de correlaciones de los residuos de las regresiones
(vectoriales) de Ay, y de y;_; sobre

Ay 1, Ay 2, Ay pia

El algoritmo procede en tres etapas: calculo de las regresiones
auxiliares, cdlculo de las correlaciones candnicas de los residuos
y calculo de los estimadores méximo verosimiles.
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Método de Johansen

Consideremos la representacion del error de correcién (20):
Ay; = GAY: 1 +QAY: o+ '+Cp—1Ayt—p+1 +a+Coyi-1+Es.
(21)
Paso 1: Calculo de regresiones auxiliares.
@ Una regresién de Ay, sobre (Ay; 1, Ayt 2, ..., Ayt pi1)

Ay, = ﬁo-l-ﬁlAthrFﬁzAthz, T+ '+ﬁpflAytfp+1+Utv

donde I1; matriz nxn denota los coeficientes estimados de
minimos cuadrados ordinarios (OLS) y U; nx1 vector de
residuales de OLS.

@ Una regresion de y;_; sobre (Ay:_1, Ays o, ..., Ay pi1)
Yi-1 = 5+§1Ayt—1 +§2Ayt—27 + - '+§p—1Ayt—p+l+ Vt:

con V; nxl vector de residuales de esta segunda regresion
OLS.



Paso 2: Calculo de correlaciones canénicas.

@ Calcular las matrices de covarianza muestral de los
residuales U, Vt'

T L R 1 T L
vV = —= Z tVt/ Zqu?ZUtU{L
t=1 t=1

7\
UV,

)

M)
S

Il
M
<

M)
—_
Mﬂ

uv = —
T
t

I
N

Encontrar los eigenvalores de la matriz

~

vui UL UV

M)

-1
zvv

Ordenar los eigenvalores A\; > A\, > --- > A, y obtener los
eigenvectores asociados a los r eigenvalores mds grandes
b1, PBa, ..., B,. Finalmente, normalizar los vectores (3; tal que

/ _
Bizvvﬁi =1



Paso 3: Célculo de los estimadores maximo verosimiles de los
parametros.

Escribir los primeros r vectores normalizados en una matriz A
de dimensién nx1

AE[BI fo - 5r]
Con este método, Johansen encontré que los estimadores
maximo verosimiles son
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Prueba de cointegracion

Johansen propuso 2 tipos de pruebas para r:

* La prueba eigenvalor maximo:
Esta prueba estd basada en la razén de maxima verosimilitud
In[Lmv(r)/L,,, (r +1)], y se efectua secuencialmente para
r=0,1,....,n—1.

Esta prueba corrobora la hipétesis nula de que el rango de
cointegracién es r versus la alterna de que el rango de
cointegracién es r + 1.

El estadistico de prueba es

T ~
6 = = In(1 =),

* pR—
r+1 r
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Prueba de cointegracion

* La prueba de la traza:

Esta prueba se basa en la razén de maxima verosimilitud
In[Lav(r)/Lmyv(n)] y es efectuada secuencialmente para
r=n-—1,..10.

Esta prueba comprueba la hipdtesis nula de que el rango de
cointegracién es r frente a la alternativa que el rango de
cointegracioén es n.

El estadistico de prueba es

* * T k N
i=r+1

Se han tabulado valores para estas pruebas estadisticas para
varios cuantiles, hasta r = 5 relaciones de cointegracion.
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Ejemplos

En la paqueteria urca de R se encuentra la funcién ca. jo()
para la prueba y estimacién del rango de cointegracion, esta
funcién regresa la matriz de vectores de integracién A y la
matriz de cargas B.

La hipdtesis que toma es $p : hay a los mas r vectores de
cointegracion.

Ejemplol: Generar 2 caminatas aleatorias x; y y; de tamaiio
100, considerar un vector de cointegracién 5; = (1,0.4).

Ejemplo2: Series utilizadas por S. Johansen y K. Juselius para
estimar una funcién de demanda de dinero en Finlandia.
lrm1: Logarithm of real money, M1.

1ny: Logarithm of real income.

lnmr: Marginal rate of interest.

difp: Inflation rate.
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Resultados-Ejemplol

test 10% 5% 1% | test 10% 5% 1%
r<1l 2.05 6.5 8.18 1165 | 205 6.50 8.18 11.65
r=0 3643 1291 149 19.19 |38.48 1566 17.95 2352

Vectores de cointegracion
ISit o
y 1 1
x 0.417 12.232

Matriz de cargas

B_ —0.9700 0.0016
N 0.0022 —0.0026
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Resultados-Ejemplo2 Test Traza

Test
test 10% 5% 1%

r<3 311 650 8.18 11.65
r<2 789 1291 1490 19.19
r<1l 26.64 1890 21.07 25.75
r=0 3849 2478 27.14 3214

Vectores de cointegracion

S1 B2 B3 Ba

[rm1.12  1.0000000 1.000000 1.0000000 1.000000
Iny.l2 -0.9763252 -1.323191 -0.9199865 1.608739
Inmr.12 -7.0910749 -2.016033 0.2691516 -1.375342
difp.l2  -7.0191097 22.740851 -1.8223931 -15.686927
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La prueba de Engle-Granger implica dos pasos: primero
estimar los errores de la posible ecuacién de cointegracion y
segundo determinar si la serie de errores estimados es /(0)
(estacionario) o no.

Realice la prueba de cointegracion de Engle-Granger a las
series GDP (gross domestic product) y PDI (personal
disposable income) de la base Datos trimestrales.txt.
Sugerencias:

@ Argumenta que las series son /(1).

@ Realice la regresién de PDI sobre GDP vy verifique si los
residuales son estacionarios o no.

© Concluya si las series estan cointegradas o no.
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