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e okt
A finales del siglo XIX el fisico A. Schuster se interesé en el
analisis de la serie sobre frecuencia de manchas solares
recopilada por Wolfer.
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A. Schuster

£ 25, 1872) NATURE so1

clusion, I mey add that there is nothing improbable to
od in peoples even so_ distant from each cther as the
sian Tslanders and the Gauls retaining in their traditions a
thich had been applid to their mythical common ancestor,
‘easonable in supposing that they and other peoples men-
in my paper were alike derived from some region

UAsa, My argument is simply cumulative, as the

ere ae

acts of a different kind pointing in the scme direction.
munication has reacked such an inordinate

Be on a subject which T fear is far from interesting to @

y of your readers. C. STANILAND WAKE
Meteor

{ was going along the road. towards Greystoke Castle at

s dght v on Fiday last, Apil 13 C notced 4 vty

teor in & south-cast dircction. 1t was about the size of 2

of certain sponges. It was falling in a perpendicular
In, but T was ot fortunate enough o see it at the begs
s course. Tis domnward motion was slow and. quite
|, apparently not swifter than an ordirary india-rubber
sud Tl by the gravity of its own body. There was £o
hatever 1t behind in is course, Afier two or three

Sse and still, 2 muddiness covering the whole sky, inter-
hes aad there with long stratus-clouds, and a besutifel
erounding the moon. THOMAS FAWCETT
Gowe School, Cumberlaod, April 22

A Waterspout

Saturday last, April 16, whilstfishing in the river Elwys
S oo s above the welkknawn, Celn cavel
> from St. Asaph by the iver, 1 witnested a very singu-
nomenon. My atention was suddenly called up-stream
markably strange hissing, babbling souad, such a5 might
Tuced by plunging a mass of heated metal into wate,
ing 1 beheld what I may call a diminutive waterspost in
bre of tae stream, some forty paces from where [ wis
" ‘Its base, as well 2s T could observe, was @ lidle more

% featin dismeter. _The wates curled uwp-from_the river
brokea cylindrical form to a height of about fficen
Totating rapidly, then diverged a5 from a mumber, of jets,

of NATURE ; a mite of information from New Zealand, concem-

mately coloured and marked lke those of the birds in whose
nest it is deposited, that it may be less easily recogoised by the
foster parents as a substituted one,” does ot held good in respect
to our Chrysococcys ucidus, Gul., pipiwharaupa, the whistler or
mal uckoo,
 dupe is the piripi, or gray warbler, Guygone flaviventris,

Grag o e b Ao vt e st e o e
whistler of much Jarger Size, is of a greenish dur

However, I think & should be statcd that the nest of the dupe
is somewhat of & pear-shaped structure, fmly and thickly bill
with & smell entrance near the middle, well sheltered Witk
feathers. i
the foster pare
Trans, N. Z

our brightly plumed cuckoo; may * thedim obscure” of it nterior
reason? Trowas H. Poris
‘Ohinitahi, Feb. 5

Sun-spots and the Vine Crop’

As the_connection of sun-spots with terrstrial phenomend i
now largely occapying the aiteation of scientific mer, the follow-
ing facts may interest. The years in which the
wine crop in Germany was unusvally good seem (in this century,
at leas) to have retumed at regular intervals. The close c
cidence of these years with the years of minimum sun-spots is
dhown by the following table i—

Misimum Nisimum
of Sunpte of Sunspors.
17848 1833
isbs 18140
si03 L #
18232 18562
18672

T may add that the gentleman who first remarked the regular
recurreiice of wine-ycars a: iniervals of about eleven years was

Tore have been in any way prejudiced. The years given in the
above table are the only ones knows in Germany as good wine-

ears,
¥ These facts agree with the resalts of Messs. Piazzi Smyth and
Stone, who found that the mean temperature on the surface of
the carth was subjected to & period of eleven years,

AwTHUR SCHUSTER
Owens College, Manchester, Aprl 23 i
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e Dy,

Schuster propuso un modelo en términos de funciones
trigonométricas, siguiendo las ideas del analisis armonico:

X; = Z(a,-COSw,-ter,-senw,-t)Jrst (1)
i
donde ¢; representa el error o ruido aleatorio.

Un modelo de este tipo requiere la estimacion no sélo de
los coeficientes a;, b; sino también de las frecuencias wj,
que son desconocidas.

Schuster describié su propuesta como el modelo de
periodicidades ocultas.



Andlisis
Espectral

Introduccioén Historica
A. Schuster

Introduccion

La idea de Schuster para estimar las frecuencias fue
considerar frecuencias de prueba w},ws, . ..,w) y calcular el
cuadrado de las amplitudes estimadas correspondientes a
estas frecuencias:

e En la gréfica de frecuencia vs. amplitud al cuadrado, si
w; esté cerca de una frecuencia verdadera,
(8 + b?) ~ (& + b?), y estos valores se apreciaran
claramente

» Si en cambio w; esta lejos de todas las frecuencias
verdaderas (&2 + b?) sera pequena.
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Introduccion

En la practica no graficamos las cantidades (&2 + b?) sino
un multiplo, que se conoce como el periodograma:

Si tenemos n observaciones Xj, ..., X,, el periodograma se
define como

[ ZX coswt)® ZX senwt) } 2)

Calculamos la funcién /(w) paraw = 27k/n, k =1,...,
[n/2]. El resultado basado en n = 289 datos se presenta en
la siguiente figura.
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Periodograma de Manchas Solares

o
=]
o

Periodo 10.7 afios

Periodograma
400 600
L

200
|

T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
Frecuencia

El mayor valor ocurre para una frecuencia de 0.0934 Hz.
que corresponde a un periodo de 10.7 anos.
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e Este es el inicio de los métodos espectrales para el
andlisis de series de tiempo estacionarias y estas
ideas contindan siendo utilizadas hoy en dia, aunque
en un contexto diferente.

e Observamos que este modelo es esencialmente un
esquema deterministico al cual se le ha anadido un
término de error que representa la contribucién
aleatoria.
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Introduccion

En la década de 1920 el estadistico inglés Udny Yule
consider6 también la serie de Wolfer.

e Amplitudes irregulares
e Periodos irregulares
e Ciclos asimetricos

Manchas Solares
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En la década de 1920 el estadistico inglés Udny Yule
consider6 también la serie de Wolfer.

e Amplitudes irregulares
Periodos irregulares
Ciclos asimétricos
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Yule propuso en 1927 un modelo basado en una analogia
con sistemas mecanicos oscilatorios.

Consider6 un sistema oscilatorio amortiguado, como un
péndulo en un medio con resistencia, sometido a una serie
de impulsos periddicos.

Los impulsos ocurren aleatoriamente y en consecuencia el
sistema continla oscilando pero tiene amplitudes y
periodos irregulares, como ocurre con la serie de las
manchas solares.
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El movimiento oscilatorio de un péndulo puede ser descrito
por una ecuacion diferencial de segundo orden

X(t) + aX(t) + BX(t) = £(1)

donde X(t) denota la desviacion del péndulo en el instante
ty (t) denota una fuerza (aleatoria) que actua sobre el
péndulo.

El andlogo en tiempo discreto es una ecuacion en
diferencias de segundo orden:

Xi+aXi 1+ bXi o =c¢et

donde ¢; denota un ruido blanco.
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X; = aXt_1 + bXt_Q + &t

» Esta ecuacion fue el modelo propuesto por Yule y es la
introduccién de los modelos autoregresivos.

e En el modelo de Schuster el término de error sélo
afecta la observacion al instante t mientras que en el
modelo de Yule es posible mostrar que el impulso
aleatorio que ocurre en el instante t afecta no sélo el
valor de X; sino también a todos los valores siguientes.
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Modelo de Banda Estrecha.
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Againas,

e

Eugen Slutsky fue el primero en explorar sistematicamente
el efecto acumulado de perturbaciones aleatorias.

En un trabajo publicado en 1927 Slutsky formula la
siguiente pregunta

¢ Es posible que una estructura que conecte fluctuaciones
aleatorias pueda transformarlas en un sistema de ondas
mas 0 menos regulares?
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La estructura principal que Slutsky considerd fue la
promedios moviles. Si ({n)n>1 €S una sucesion de v.a.i.i.d.

definimos o
Xn=>ailni
i=0

para ciertas constantes a;,i =,1,... k.

Este procedimiento genera una estructura de dependencia
en la serie resultante, porque a través de los promedios los
resultados tienen causas comunes.
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Representacion

Espectral Como ejemplo presenté una comparacion visual de un
promedio movil de orden 10 de los ultimos digitos de la
loteria soviética con el indice trimestral de ciclos
economicos ingleses elaborado por Dorothy Swaine
Thomas, para los arios de 1855 a 1877.
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—fj}/\ '1(\‘/-' i f/‘\ W kA [v A :‘7_ 50
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Hugexe anramiicxoit kon'ionxrypn sa 1855 — 1877 r.

(macmrab caesa)
----------- Mogeas I, Toukn 20—145. (Macwra6é cnpasa).
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Procesos Estacionarios

Definiciéon

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y T un conjunto
de indices. Un proceso aleatorio es una coleccion de
variables aleatorias {X(t), t € T}.

Todo proceso aleatorio determina una coleccién de
distribuciones finito-dimensionales (dfd): Para cualquier
coleccidn finita de nimeros reales t; < b < --- < Iy,
it 1, €s la distribucion del vector (X(t), X(t2), ..., X(tn)):

Dado cualquier boreliano By, € B”

fity,...ta(Bn) = P((X(t1), X(t2), ..., X(tn)) € Bn) ~ (3)
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Definicion

Decimos que un proceso aleatorio X(t),t € R es
(estrictamente) estacionario si sus dfd son invariantes por
traslaciones en el tiempo, es decir, dados t1,...,t, € R,

h € R, la distribucion del vector

(X(t + h), X(t + h),..., X(tn + h))

no depende de h.
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Definiciéon

Supongamos que E(|X(#)[?) < oo para todo t. Si el proceso
es estacionario entonces

E(X(1)) = E(X(0)) = m (4)

Cov(X(t + h), X()) = Cov(X(h), X(0)) =(h)  (5)

es decir, el valor esperado es constante y la covarianza sélo
depende de la distancia en el tiempo h.
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st Definicion
Sea X(t), t € R un proceso aleatorio con E(|1X(1)[?) < oo
para todo t. Si el proceso satisface las condiciones (4) y (5)
decimos que es débilmente estacionario, o estacionario de
segundo orden.

e Un proceso débilmente estacionario no
necesariamente es estacionario.

e En cambio, todo proceso estacionario que tenga
segundo momento finito es débilmente estacionario.

Vamos a suponer que
m=E(X(t) =0, o¢>=Var(X(t))=1 V¢t

Esto ultimo implica que la covarianza I es igual a la
correlacion p.
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Ejemplo (Series Trigonométricas)

Podemos construir un proceso estacionario superponiendo
componentes armonicas Ax sen(2nwit + ¢x) con distintas
frecuencias wy, amplitudes A (aleatorias) y fases ¢
(aleatorias):

m
X(t) =" Acsen(2rwkt + ).
k=1
Usando la identidad trigonométrica

sen(a + B) = senacos 3 + cosasen 3

obtenemos
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Ejemplo (Series Trigonométricas)

X(t) = ZAK sen(27rwkt + gf)k)
k=1

m
= Z Ak (sen(2rwit) Cos ¢k + sen ¢y cos(2mwit))
k=1

I
NE

(ak sen(2mwit) + by cos(2mwit))

>
I
A

con ax = Ak cos(ok) y bk = Ak sen(dk).-
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Ejemplos

Ejemplo (Series Trigonométricas)

Teniendo en cuenta que cos(2nwit) = sen(2rwy + 7/2)
cada componente armonica Ax sen(2rwit + ¢x) queda
representada como combinacion lineal de dos
componentes armonicas elementales con fases 0 y 7/2.
Podemos recuperar amplitud y fase usando

A = (a2 + b2)V?; ¢k = arctan(by/a).
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Esconaios £jemplo (Series Trigonométricas)

Una tercera representacion de la serie, llamada la
representacion compleja, se basa en la identidad

i0 —if
—e
senf = -
2i

que resulta de la relacion de deMoivre: € = cos 6 + isené.
Tenemos

Ak Sen(27TWkt + ¢k) _ k (el27rwkiel¢r _ e—127rwkfe—l¢t>

2
i —i
Axe'% g2kt _ Age '
2i 2i
= Cx elZmukt + er—IZkat

e i2rwit
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Ejemplo (Series Trigonométricas)
Usando la notacion c_y = Cx

X(t) =Y cke?mx!
Tk

con ¢k = ke parak >0, c_x = Ck y wk = —wk

Por cada componente armdnica con frecuencia 2wy, la
representacion compleja tiene dos componentes
armonicas, con frecuencias 2wy y —2mwy.
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Ejemplos

Ejemplo (Series Trigonométricas)

Como |ck| = Ak/2, la amplitud original se divide a partes
iguales entre las dos componentes armdnicas complejas
glemwt g—i2mwit | 4 condicion c_i = Cx garantiza que la
serie es real.

Es facil obtener que la covarianza de este proceso es
m
Z of cos(2mwi|t — §|),
k=1

que es la suma de componentes periodicas con pesos
proporcionales a las varianzas 0,2(.
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-15

-15

Procesos Estacionarios

frec=61100, amp*2=13

Ejemplos

frec=101100, amp”2=41

x2
5 0 5 10

RES

5 0 5 10
L

il 40 60 80 o0 xn 40 2] 80 100
Time Titne
frec=401100, amp"2=85 Suma
=
w
= o
W
o
T T T T T ' T T T T T
2 a0 &0 L 100 bl 40 1) il 100
Time: Time:
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Periodograma
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Teorema
La funcion de correlacion p(t) de un proceso estacionario
tiene las siguientes propiedades

© (1) = p(-1)

@ |p(t) <1

® [p(t + h) — p(t)? < 2Re[p(0) — p(h)]

O o(t) es definida no-negativa: Para cualesquiera
ti,bo,...,theRyz,...z, € C tenemos

)9) SURIAE A

j=1 k=1
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Propiedades

Demostracion. (3) Usando la desigualdad de Schwarz
tenemos

[E(X(O)[X(t + h) — X(ON)P < EIX(0)PEX(t + h) - X(1) 2
A partir de esta relacion obtenemos

ot +h) = p(D)I7 < E|X(t+ h) = X(1)2.
Ahora

E|X(t+ h) — X(l‘)\2 =E([X(t+ h) — X(t)][Y(t + h) — 7(1‘)])
— 20(0) — p(—h) — p(h)
— 2Re(p(0) — p(h)

donde usamos (1).
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Demostracion. (4) Tenemos

IPIVE zfzk—ZZz/zkE X(t))

j=1 k=1 j=1 k=1

—E (izjx(t/)zn:zkx(tk))
j=1 k=1

—e (| axw)) =0
j=1
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Observacion

© La propiedad (3) implica que la funcién de correlacion
es continua si y solo si es continua en 0.
® Un proceso X(t) es continuo en media cuadratica (o en
L?) si
E|X(t+h)— X(t)? =0 cuandoh — 0.
La demostracion del inciso (3) del teorema anterior
dice que un proceso estacionario es continuo en media

cuadratica si y sdlo si su covarianza (correlacion) es
continua en 0.
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Covarianza

Teorema (Bochner)

Una funcion C(h) es continua, definida no-negativa con
C(0) finito si y sdlo si existe una funcion acotada
no-decreciente F(\) tal que

C(h) = / eME(dN), teR.

La demostracién de este teorema se puede ver el libro de
Cramér & Leadbetter.
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Covarianza

Como consecuencia de los dos teoremas anteriores, si
(X(t), t € T C R) es un proceso estacionario con funcién
de covarianza I'(h) entonces existe una funcién acotada
no-decreciente F tal que

r(h) = /_ g F(d)). (6)

(6) se conoce como la representacion espectral de la
covarianzay F es la distribucion espectral.



Andlisis
Espectral

Representacion
Espectral

Representacién Espectral

Covarianza

/Fd)\

F es una funcién de distribucion (de una medida de

Como

probabilidad) si y sélo si la varianza del proceso vale 1.

Si F es absolutamente continua su derivada f = F’ se
conoce como la densidad espectral del proceso y la
representacion es

r(h) = /_ (N dA.
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Como -
[(0) = o2 = / £(2) d
—0o
la densidad espectral se puede considerar como las
distribucion de la varianza o2 del proceso en funcion de
las frecuencias.



Andlisis
Espectral

Representacion
Espectral

Representacion Espectral
Ejemplo

Vamos a considerar un proceso de la forma

n
X(t)y=> ge¥' teR (8)
j=—n
donde wp = 0,w+1,...,w+n sON frecuencias fijas y las ; son

variables aleatorias con valores complejos.

¢ Qué propiedades deben tener las variables &; para que
este proceso sea real y (débilmente) estacionario?

Para que el proceso sea real es necesario que las
frecuencias sean simétricas respecto a 0, es decir,

w_j = —wj, y las variables ¢; deben satisfacer la propiedad

§5=8, j=0,+1,....4n ®)
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Ejemplo

~ Paraver las condiciones relativas a la estacionaridad
Fereal“@®" calculamos los momentos de X: El primer momento debe
ser constante, digamos que vale m:

E(X( m_ZE et

/_—n

y a partir de esta expresion vemos que los coeficientes
E(&;) son los coeficientes de Fourier de la funcién constante
m. Por lo tanto

7 —lwjt
61—y [ o o
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Representacion
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Como m es constante, un célculo sencillo muestra que

E(o)=m, y E(§)=0paraj+#0.

Podemos suponer que m = 0 o equivalentemente podemos
considerar el proceso centrado X(t) — m, de modo que la
condicién anterior es ahora E(§;) =0 paraj= —n,...,n.
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Ejemplo
Calculemos ahora la covarianza de X:
S (s ht) — EX( (D)~ E[ Y g0 3 6o
j——n /——n
n n
—E { Z Z gjgkei(xjw)teu,h?]
j=—nk=—n
= Z E[l¢[*]e™" + Z > E[gE, e MtgNh,
j=—n J=—n k#j

(10)

Si queremos que esta expresion sélo dependa de h, la
segunda suma debe anularse y para ello es necesario que

E(§¢k) =0 paraj+#k, (11)

es decir, las variables {; deben ser no-correlacionadas.
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Ejemplo
Obtenemos
ZE|§] e« heR. (12)
j=—n
Si definimos
= > E(4P)
Jiwi<x

entonces (12) es
I'(h):/ e“"F(dw), heR,

Vemos que el espectro esta concentrado en las frecuencias
wj,j = —n,...,ncon valores E [¢|?.
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Ruido Blanco
Representacion - j:
Espectral =R
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Proceso

Definicion

Sea ((t) un proceso aleatorio centrado y con segundo
momento finito. Decimos que este proceso tiene
incrementos ortogonales si para cualesquiera

L < b <3<y setiene que

E([¢(ta) — C(B)]I¢(82) — ¢(t)]) = O
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Proceso

Teorema (Cramér)

Sea X(t) un proceso débilmente estacionario, centrado con
funcion de covarianza I'(h) continua en 0 y funcion de
distribucion espectral F()\). Existe un proceso ((\) con
incrementos ortogonales tal que para cadat fijo tenemos la
representacion espectral

X(t) = /_ T et gy

donde la integral estocastica se define como una integral en
media cuadratica. El proceso (()\) esta definido salvo por
una constante aditiva. Si fijamos ((—oc) = 0 entonces

EC(N) =0, E[CNIZ=F(), EJdC(N) =dF(A) = f(A)d.



Andlisis
Espectral

Representacion
Espectral

Representacion Espectral

Proceso

Consideremos #(X), el espacio de Hilbert generado por las
variables X(t) para todo t € R. Los elementos de #(X) son
las combinaciones lineales finitas de la forma

arX(1) + -+ + anX(t),

y los limites en media cuadratica de sucesiones de
combinaciones de este tipo. El producto interno de dos
elementos 7y, np de H(X) es

(m1,m2) = E(m7z).

y, como es usual, consideramos idénticas a dos variables
aleatorias en H(X) que tengan distancia 0, con la distancia
inducida por el producto interior.
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Consideramos ahora otro espacio de Hilbert, L2(F), el
conjunto de las funciones g(\) con valores complejos tales
que la integral de Lebesgue-Stieltjes

SR (13)

—0o0

existe y es finita. Llamaremos #(F) a este espacio de
Hilbert con producto interno

o0 = [ T (Vg dF (). (1)

De nuevo, consideramos idénticos dos elementos cuya
distancia sea cero.
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Ahora establecemos una correspondencia entre H(X) y
H(F) en varias etapas.

Para cada real t, sean
X()eHX) y eMeH(F)
los elementos asociados por esta correspondencia. Por el

teorema de Bochner tenemos que

EX()X(s) = / T ANIF () = / T M dR(),

— 00 —00

de modo que se preservan los productos internos.
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Extendemos la correspondencia a las combinaciones

lineales haciendo que los elementos
n=ao1X(t)+ -+ anX(tn) (15)
9gN) = et 4. 4 et (16)

estén asociados por esta correspondencia. De nuevo el
teorema de Bochner muestra que los productos internos se
conservan, de modo que si los pares 11,72 ¥ 91, g» estan
asociados entonces

(m,m2) = (91, G2) (17)

y en consecuencia también se tiene que

€l — = [ T o) - (VR AFR). (18)

—0o0
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Sea ahora 71,12, ... una sucesién de v.a. de la forma (15)
que converge en media cuadratica a una variable aleatoria
nyseagi,0g»,... lasucesiéon de funciones de la forma (16)
asociadas a las n;, i > 1. Tenemos que

E i — ol = [ 7 lam()) — gn(N) P dF().

y por lo tanto la sucesién (gn) es una sucesion de Cauchy y
converge a un elemento g € H(F).

Extendemos la correspondencia asociando los elementos
n e H(X)yge H(F).
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Todo elemento de H(X) es el limite en media cuadratica de
una sucesion de elementos de la forma (16).

De manera similar, todo elementos de #(F) es el limite en
media cuadratica de un elemento de la forma (17).

De esta manera hemos extendido la correspondencia a
todos los elementos de H(X) y H(F) y por la propiedades
de la convergencia en media cuadratica las relaciones (17)
y (18) valen para todos los elementos de los espacios de
Hilbert considerados, de modo que se conservan los
productos internos y las distancias, y la correspondencia
es 1-1.
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La funcion g()\) = 1(_. ]()) esta en H(F) y para cualquier
real Ao, g(\ — X\o) también.

Llamemos (()\o) al elemento de #(X) correspondiente a
esta Gltima funcion.

El incremento (A1) — ¢(\o) corresponde a
9= A1) = g(A = Xo).
Si Ao < Ay esta funcion es 1y, 5,1(M)-
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Si (Ao, A1) Y (A2, Ag) son intervalos disjuntos, a partir de la
conservacion de los productos internos se tiene que

E([¢(As) — C(A)IIC(M) — C(Mo)])

= [ 1o 29— 901 = X2)IgON M) ~ TN o)l ()

de modo que ¢()\) es un proceso con incrementos
ortogonales.
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Haciendo A3 = A1 y Ao = \g obtenemos

EIC(M) = C(h) P = F(M) — F(Xo),
EC(M)F = F(Xo)-

A partir de estas relaciones es sencillo demostrar, usando la
continuidad por la derecha de F, que A{(A\) = ((A\) — (A7)
es una variable aleatoria tal que E |A¢()\)[2 = AF()). Por lo
tanto este proceso satisface las relaciones (3).
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pepel®et - Sea ahora —A = A; < A2 < -++ < Aqyq = A una particion
del intervalo (—A, A). La variable aleatoria

n—Ze'“f C(Aj1) = C))

corresponde a la funcién

n
N =2 €0 ()
=
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Si hacemos A tender a infinito de modo que la distancia
maxima entre valores consecutivos de \; tiende a cero, g(\)
converge en media cuadréatica a et € H(F), mientras que
n converge en media cuadratica a la integral

/ T eMdc(h) € H(X),

—0o0

de modo que estos limites son elementos correspondientes.
Pero ya sabemos que que la funcién e corresponde a
X(t), y como la correspondencia es 1-1 tenemos

x| T eMde(n),

y con esto concluye la demostracién del teorema.
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Como consecuencia de la ortogonalidad de los incrementos
de C y las relaciones (3) tenemos la siguiente relacion

F(d)), si)=pu,

0, Si A # p. (19)

E¢(dA)¢(du) = {
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Usaremos a continuacion esta relacion para obtener la
Representacion representacion espectral de la covarianza a partir del
spectral
° resultado del teorema:

r(h) = EX(t+ h)X(t)

—E( /_ > &N () (/_Ooewfg(du)>
- E/_Oo /_OO e e (dN)((dp)
= [ &Mt c(ang(an)

= / e"F(aN).
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