Capitulo 4

Distribuciones Conjuntas
e Independencia

4.1. Distribucién Conjunta de Dos Variables Aleatorias.

Sean X e Y dos variables aleatorias sobre un espacio de probabilidad comin (£2,.4, P). Llamaremos
funcion de distribucion conjunta, o simplemente distribucién conjunta, de X e Y, a la funcién

Fla,y)= P(X <a, Y <y).

En algunas ocasiones usaremos Fx y (z,y) en lugar de F(z,y) para destacar que se trata de la distribucién

conjunta de X e Y.
La definicién anterior indica que F'(z,y) es la probabilidad de que el punto (X, Y’) pertenezca al cuadrante
que queda “abajo y a la izquierda”del punto (x,y), incluyendo el borde, indicado en la figura 4.1 (a).

Y (x,y) d

Figura 4.1

De esta manera
F(z,y) = P{w: X(w) <z} N{w:Y(w) <y})

A partir de la definicién obtenemos (ver figura 4.1 (b))
Pla<X <b ¢<Y<d)=P(X<b,Y<d)—PX<b Y<¢
—P(X<a, Y<d)+P(X<a, Y<¢
= F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c). (4.1)
La distribucién conjunta de dos variables tiene ademaés las siguientes propiedades:

1. F(z,y) es creciente en cualquiera de las dos variables. Por ejemplo, si z < &’ entonces

{w: X(w) <z} C{w: X(w) <2’}
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y por lo tanto

<PHw: X(w) <2} nN{w: Y(w)
=F(2',y).

2l Fle) =l Fey) =0 i Fe.p) =1
y——+oo

y como la funcién es creciente en ambas variables se deduce que, para cualesquiera x, v,

0< F(z,y) < 1.

3. F(z,y) es continua por la derecha en cualquiera de las variables.

En contraste con el caso de funciones de distribucién unidimensionales, para que una funcién F(z,y)
sea la distribuciéon conjunta de un par de variables aleatorias X e Y, no es suficiente que tenga las tres
propiedades que hemos considerado. Por ejemplo, la funcién

P, y) = 0 siz+y<0
TN sieqy>0

toma el valor 0 en los puntos que estdn debajo de la recta y = —z, y el valor 1 para los puntos sobre y por
encima de la recta (ver figura 4.2).

(-1,3) ¥ (3,3)
§ | z
N . 4
(_L_l) (3?_1)
y=-—x

Figura 4.2
La funcién es creciente, continua por la derecha y satisface la propiedad 2. Sin embargo, si aplicamos

la férmula (4.1) para calcular la probabilidad de que el punto (X,Y) esté en el rectdngulo de vértices
(3,3); (3,-1); (-1,3); (—1,-1), obtenemos

P(-1<X<3,-1<Y<3)=F(3,3)—F(3,-1)—F(-1,3)+ F(-1,-1) = -1
lo cual es imposible ya que una probabilidad no puede ser negativa. Por lo tanto es necesario anadir la

condicién de que el segundo miembro de la relacién (4.1) no sea negativo para ninguna coleccién de niimeros
a<b, c<d.

Teorema 4.1 Una funcidn F(x,y) es la distribucion conjunta de un par de variables aleatorias si y sélo si
satisface las propiedades 1, 2 y 8 y ademds para cualesquiera a < b, ¢ < d,

F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c) > 0.
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A partir de la funcién de distribucién conjunta Fxy de dos variables aleatorias es posible obtener las
funciones de distribucién Fx y Fy correspondientes a las variables X e Y. En efecto, para cualquier x € R
tenemos

Fx(z)=P(X<z)=P(X <z, Y <)

lim P(X <z,Y <y)

Y— 00

= lim F(z,y)

Y—r 00

y de manera similar, para cualquier y € R

Fy(y) = lim F(z,y).

r—00

Las funciones F'x y Fy se conocen como las funciones de distribucién marginales de X e Y, respectivamente.

4.2. Variables Aleatorias Independientes.

Se dice que las variables X e Y son independientes si cualesquiera que sean los intervalos (a,b] y (¢, d],
se verifica que los eventos
{Xe(@o} vy A{Yel(.d}

son independientes, es decir que
Pla<X<b, c<Y <d)=Pla<X <b)Plc<Y <d). (4.2)

En términos menos precisos, de acuerdo a lo que hemos visto sobre independencia de eventos en el Capitulo
3, esta relacion dice que el saber que el valor de X estd en cierto intervalo no arroja informaciéon alguna
sobre la probabilidad de que Y esté en otro intervalo.

Es facil ver que la condicién (4.2) es equivalente a la condicién

Fxy(xz,y) = Fx(z)Fy(y) paratodo z,y € R. (4.3)

En efecto, si se cumple (4.2) basta poner b = x, d = y y hacer tender a — —o0, ¢ — —o0, para obtener
(4.3). Reciprocamente, si se cumple (4.3), poniendo Fx y = F tenemos

Pla<X <b, c<Y <d)=F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)
= FX(b)Fy(d) — Fx(a)Fy(d) — Fx(b)Fy(C) + Fx(a)Fy(C)
= (Fx(b) = Fx(a))(Fy (d) = Fy(c))
=Pla< X <b)P(c<Y <d)

o sea que (4.3) implica (4.2), cualesquiera sean a, b, cy d.

Las relaciones (4.2) y (4.3) dicen que los eventos {X € By} y {Y € By} son independientes cuando By
y Bs son intervalos semiabiertos, en el caso de (4.2), y semirectas cerradas a la derecha, en el caso de (4.3).
Es posible probar, aunque no lo haremos en este texto, que (4.3), o equivalentemente (4.2), implica que los
eventos {X € By} y {Y € By} son independientes para cualesquiera conjuntos de Borel By y Bs.

Si tenemos una coleccién de variables aleatorias {X,s € S}, donde S es cualquier conjunto de {ndi-
ces, diremos que son independientes si para cualquier subconjunto finito de indices K C S y cualesquiera
intervalos I, = (ag,bi], k € K, se tiene que

P(Mkex{ Xk € Ii}) = [] P(Xx € Ir).
keK
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Ejemplo 4.1
Si tenemos tres variables aleatorias X,Y y Z, para verificar que son independientes es necesario verificar que
son independientes a pares y ademéas que se se satisface

PXeh,Yehh,Zelh)=PXel,)P(Yel,)P(Zel,)

Para ver que independencia a pares no es suficiente para garantizar que las variables sean independientes
tenemos el siguiere ejemplo. Consideramos el lanzamiento de dos monedas. X vale 1 si la primera moneda
es Aguila y 0 si es Sol. Y se define de manera similar para la segunda moneda mientras que Z vale 1 si
exactamente una de las dos monedas es Aguila, y vale 0 en otro caso. Vemos que el vector (X,Y, Z) toma
los valores (0,0,0);(0,1,1);(1,0,1);(1,1,0) cada uno con probabilidad 1/4.

Es facil ver que las funciones de probabilidad marginales de las tres variables son iguales:

y también es sencillo ver que son independientes dos a dos. Veamos que Y y Z son independientes. Para esto
calculamos la funcién de probabilidad conjunta:

1
P(Y=0,Z=0)=P(0,0,0) = —; P(Y:O,Zzl)):P(l,O,l):Z;
1
P(Y=1,Z=0)=P(1,1,0) = —; P(Y:1,Z:1):P(0,1,1):Z.
Sin embargo las tres variables no son independientes pues la funcién de probabilidad conjunta de (X,Y, Z)
no es el producto de las marginales. Por ejemplo, P(X = 1,Y = 1,Z = 1) = 0 pero P(X = 1)P(Y =
HP(Z=1)=1/8.

4.3. Distribucién Conjunta de Variables Aleatorias Discretas.

Si X e Y son variables aleatorias discretas, con funciones de probabilidad respectivas

donde

pi 20, ¢ =20, ZPiZZ%ZL
i J

la funcién de distribucién conjunta queda definida por los ntimeros
’I"ij:P(X:l‘i7Y:yj) (Z:172,,]:172,)

Estas probabilidades deben satisfacer las condiciones

QJ‘:ZHJ‘ G=12...) (4.5)

ya que, por ejemplo,
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En este caso {r;;} se llama la funcién de probabilidad conjunta y {p;}, {¢;} son las funciones de proba-
bilidad marginales. A partir de {r;;}, Fx y se determina mediante

Fxy(z,y) = Z Tij

iy <w
Jyj <y

y las variables X e Y son independientes si y s6lo si, para todo ¢, j se tiene que

Supongamos que con probabilidad 1 las variables aleatorias X e Y toman un numero finito de valores n
y m respectivamente. La situacién queda descrita por el siguiente cuadro:

Y

Y Y2 e Ym
Ti| Tin Tz oo Tim | P1
T2 a1 T22 e Toam P2

X

Tn Tnl Tn2 -0 Tnm Pn

a q e qm

Tabla 4.1
En la dltima columna aparecen p1, pa,...,Pn, que son las sumas respectivas de las filas (condicién (4.4))
y en la ultima fila g1, q2, ..., gm, que son las sumas respectivas de las columnas (condicién (4.5)).

Una situacion de este tipo aparece en diversos problemas de aplicacion. Supongamos que tenemos el
proceso de produccién de un objeto en el que nos interesan dos magnitudes, por ejemplo, el didmetro y la
longitud de un cilindro, la densidad de un producto y la concentraciéon de un componente del mismo, etc.
Los valores obtenidos para estas dos magnitudes durante el proceso de produccién fluctian en virtud de
diversas causas, algunas de ellas incontrolables, y otras cuyo control requeriria un costo elevado.

Sean « y 8 dichas magnitudes, procedemos a dividir el rango de variacién de ambas en un nimero finito
de secciones que numeramos ordenadamente, de 1 a n para la magnitud a y de 1 a m para la magnitud .
En la figura 4.4 hemos tomado n =5, m = 4.

s

Figura 4.4
Llamemos X a la seccién en la cual cae la magnitud « de un objeto e Y a la seccién en la cual cae 5.
Para cada objeto tendremos entonces

ri;=PX=14Y=j) (=1,...,n; j=1,...,m)

y tenemos definido un cuadro de doble entrada como el anterior con sus funciones de probabilidad (4.4) y
(4.5).

Para estudiar la regulaciéon de un proceso de produccion, se extrae una muestra de N objetos producidos
y se clasifica como se ha indicado:
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Y

1 I m
Niiz Nig oooo-e- Nipm | P
2| Nai Nag --o--: Nop, Py

X : :

n an NrLQ """ Nn'm Pn

Q1 Qy e Qm

Tabla 4.2

N;; es el nimero de objetos de la muestra tales que el valor de « estd en la i-ésima seccién y el de 3 en
la j-ésima.

A partir de una muestra de este tipo es posible inferir resultados sobre la Tabla 4.1, cuyos elemen-
tos en general son desconocidos. Por ejemplo, es interesante saber si las magnitudes consideradas fluctian
independientemente, es decir si

o sea

Tij = Diqj
parai=1,...,n; j =1,...,m. Es claro que si ambas magnitudes son independientes, se puede regular el
valor de una sin afectar el de la otra, o més precisamente, su distribucién de probabilidad, mientras que, por

el contrario, cuando no hay independencia, se debe esperar que al regular el valor de una de las variables se
modifique la distribucién de probabilidad de la otra.

4.4. La Distribucion Multinomial.

Consideremos el siguiente ejemplo: se lanza un dado n veces y se cuenta el nimero X; de veces que se
obtiene 1 y el nimero X» de veces que se obtiene 2. Supongamos que el dado es simétrico (es decir, que
cada cara tiene probabilidad 1/6 en cada lanzamiento) y que los lanzamientos son independientes, entonces
la distribucién conjunta de X; y Xo estd dada por

rij =P(X1 =14, Xo=3j) con i+j<n

= (IO

n! gn—i=j
il (n—i—j)! 6» (4.6)

que se calcula mediante

Una manera de obtener esta expresion es la siguiente: el niimero de resultados ordenados posibles en los
n lanzamientos es 6", ya que en cada lanzamiento tenemos 6 resultados posibles, y estos 6™ resultados son
igualmente probables. Por lo tanto, basta calcular el nimero de veces que obtenemos i unos, j dos y n—i—j
caras que no son ni uno ni dos. Para ello procedemos asi: elegimos los ¢ lugares en que ponemos los unos, lo
cual podemos hacer de (7;) formas; entre los n — i lugares que nos quedan, elegimos j lugares donde colocar

los dos, lo cual podemos hacer de (";z) maneras, y en los n — i — j lugares que nos quedan, colocamos de
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todas las maneras posibles caras que no son ni 1 ni 2, lo cual podemos hacer de 47~*~J formas. En total

tendremos )
n\ (1 =0\ ynieg _ n! (n—1d)! gn—ii
i J il (=0 g (n—i—j)!

casos favorables. Dividiendo por el nimero de casos posibles, 6™, obtenemos (4.6).
Esta distribucién es un caso particular de la distribuciéon multinomial. En cuanto a las distribuciones
marginales tenemos para i =0,1,...,n,

pi = P(X, =1) :Zrij
=0

n! qn—i—j

il (n—i—j) 6n

3
|

Il
=]

J

(n—d)!  4n=i=J
nfz'z n—i—g)! 6"

(Bsa-or=() ) @)

la funcién de probabilidad binomial b(n, 1/6), que sabemos que corresponde a la variable aleatoria Xj.

Una situacién andloga a la anterior se plantea cuando consideramos el siguiente caso de muestreo. Tenemos
una poblacién de N individuos clasificados en 3 grupos de tamanos respectivos N1, Na, N3. Los grupos son
disjuntos y N1 + Ny + N3 = N.

Si tomamos una muestra de tamano n al azar y con reposicién, y denotamos por Xy, X, X3 respecti-
vamente el nimero de elementos de la muestra que estan en la clase 1, 2 6 3, tenemos

n! j
PXi=i,Xo=j,Xs=n—-i—j)= ————— nig
(X1 2 =0, X3 7) T s J),plpzps
para i+ j < n, donde pr = Ny /N, (k = 1,2, 3) indica la fraccién de la poblacién que estd en la i-ésima clase.
El céalculo es enteramente similar al del ejemplo anterior.
Si en lugar de tres clases tenemos m, con una notaciéon analoga se tiene

n!

P(Xl =11, Xo =i2,..., Xy Zlm) = ﬁpfpgz D
11: 19 lyp-

con i1 +is + -+ + i, = n. La distribucién correspondiente se conoce como la distribucién multinomial.
Si el muestreo se hace sin reposicion, en lugar de la probabilidad anterior tenemos

N1\ (N Nom
()G - Gr)
(n)
n
donde Ny + Ny + -+ 4+ Ny, = N, ny +ng + -+ + n,, = n, para la funcién de probabilidad conjunta de
X1, Xo,..., X En este caso, las distribuciones marginales son hipergeométricas en lugar de binomiales.

P(Xi=i1,Xo=1d0,..., Xy =im) =

4.5. Densidades.

Sean X e Y dos variables aleatorias y F(z,y) su funcién de distribucién conjunta. Se dice que esta
distribucién tiene densidad si existe una funcién f > 0, conocida como la densidad de la distribucion, tal

. F(z,y) = /_; /_: flu,v)dudv (4.7)
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para todo punto (z,y) del plano. La férmula anterior indica que F'(x,y) es la integral de la funcién f en el
cuadrante que queda “abajo y a la izquierda”del punto (z,y).

y (z,9)

Figura 4.5
Es claro a partir de (4.7) que si F tiene densidad f, cualquiera sea el rectangulo A, se tiene

P((X,Y)eA)_//Af(u,v)dudv_Lb/Cdf(u,v)dudu

Figura 4.6
Se puede probar también que se verifica

P((X,Y)eB) = // f(u,v) dudv (4.8)
B
para cualquier conjunto de Borel B en el plano.

Observacion 4.1 Andalogamente a lo que ocurre en el caso de distribuciones unidimensionales, para que estas de-
finiciones tengan sentido es necesario precisar cuél es la clase de funciones f (de densidad) que interviene, y qué se
entiende por integral doble en (4.7) y (4.8). El contexto adecuado para responder estas cuestiones es el de la integral
de Lebesgue. Sin embargo, en los casos que apareceran en este texto, las funciones f, y también los conjuntos B en
(4.8), seran lo suficientemente simples como para que el lector pueda asignar a las integrales dobles el significado que
conoce de los cursos de célculo, y pueda calcularlos por los procedimientos que ha estudiado. En estos casos, ambos
tipos de integral coinciden.

Observamos ademads que, también del mismo modo que en el caso unidimensional, la definicién de densidad
muestra que la funcién f que satisface (4.7) no es unica. Por ejemplo, si modificamos f en un solo punto (o en un
conjunto finito o numerable de puntos) obteniendo una nueva funcién f1, la igualdad (4.7) se sigue verificando si en
lugar de f ponemos f1, dado que la modificacién realizada no cambia las integrales de las funciones que intervienen.
Por lo tanto, fi también es una densidad para F.

Si f es una funcién de densidad, entonces

/_O;/_O;f(u,v)dudvzl (4.9)

Esto es consecuencia de la propiedad 2 de la seccién 4.1. Reciprocamente, si se verifica (4.9) y f no toma
valores negativos, la funcién F'(z,y) definida por (4.7) es la funcién de distribucién conjunta correspondiente
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a las variables definidas de la manera siguiente: como espacio de probabilidad tomamos 2 = R?, 4 = familia
de conjuntos de Borel en el plano y P definida de tal modo que

:/ f(u,v) dudv
B

Las variables X, Y estdn definidas sobre este espacio de probabilidad (2, .4, P) por

X((u,v))
Y ((u,v))

u
v

Observamos que en este caso los elementos de €2 son los puntos (u,v).
A continuacién, sea F' la funcién de distribucién conjunta de las variables aleatorias X e Y, y denotemos
por G y H las distribuciones (marginales) de X e Y, respectivamente, es decir que

G(z) = P(X <)
H(y) = P(Y <y)

Teorema 4.2 Supongamos que F tiene densidad f. Tememos las siguientes propiedades que utilizaremos

con frecuencia:
u) = /OO f(u,v) dv h(v) = /00 fu,v) du (4.10)

son densidades de G y H respectivamente. Se denominan densidades marginales de la distribucion
conjunta.

1. Las funciones

2. X eY son variables independientes si y solo si

fu,v) = g(u)h(v) (4.11)
es una funcion de densidad para F.

3. Si f es continua en (s,t) y existe la derivada cruzada

0?F(s,t)
0xdy
en ese punto, entonces ,
aan(éZt) = f(s,1). (4.12)
Demostracién.
1.

G(z) = P(X <z)= lim F(z,y)

Y—00

—ylin;o/ / fu,v dudv—[ g(u) du.

Es decir que la funcién g definida por (4.10) es una densidad para G. En la misma forma se prueba
que h es una densidad para H.
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2. Si se verifica (4.11)

Fla,y) = /; /yoo Fu,v) dudv = /; g(u) du /: hv) dv = G(z) H(y)

v X e Y son variables aleatorias independientes. Reciprocamente, si X e Y son independientes
z Yy
Fa.y) = G(o) H) = [ gtwydu [ n(wydo

_/;/:f(u,v)dudv

y f(u,v) = g(u)h(v) es una densidad para F.

3. Sea Apy el rectdngulo de la figura 4.7 (h # 0,k # 0).

v
t+k
t
s s+h u
Figura 4.7

Se tiene
P((X,Y) € App) = F(s+ht + k) — F(s + h,t) — F(s,t + k) + F(s,1)
:/ Fluv) dudv = hk(f(s,1) + &)
Ank

donde £ — 0 en el tdltimo miembro cuando h — 0, k — 0 en virtud de que f es continua en (s,t).
Entonces

%(F(s—i—h,t—kk) L F(s,t k) — F(s+hyt) + Fs, ) = f(s,6) +

Si hacemos tender h — 0 y luego k — 0, el segundo miembro tiende a f(s,t), en tanto que el primero

S (F(s+h,t+k)—F(s,t+k) B F(s+h,t)—F(s,t)>

k—0 k h—0 h h
.. L (OF(s,t+k) OF(s,t)
= ( Ox o
_ 0%F(s,1)
 Ozdy



4.6. LA DISTRIBUCION NORMAL BIVARIADA. 109

4.6. La Distribucion Normal Bivariada.

Entre las distribuciones continuas de dos variables, una de las mas importantes es la distribucién normal
bivariada, cuya densidad esta dada por

1 x4 1 (x — pux)?
2roxoy (1 — p2)1/2 P 2(1 - p?) o%
_ 2= px)ly —py) | (=)’
ox Oy O’% ’

flx,y) =

El significado de los pardmetros ux, py, o0x, oy y p sera estudiado en el préximo capitulo. Esta funcién
tiene las siguientes propiedades:

1. Un plano paralelo al plano zy que intersecta a f(z,y), la intersecta en una elipse.

2. Un plano perpendicular al plano zy intersecta a f(x,y) en una curva que tiene la forma de la densidad
de una variable normal.

En particular, esta tltima propiedad dice que las densidades marginales, y por lo tanto las distribuciones
marginales, son normales. Veamos la demostracién de este hecho.
La densidad marginal de X se define por

@ = [ " fay) dy.

Hacemos la sustitucion v = (y — py )/oy. El exponente de la densidad normal bivariada se transforma en

i <<x;fx>2 —om (V20 *“2> |

Ahora completamos el cuadrado en v, que transforma la expresién anterior en

i (52 oo (522 o (52) - (522
|- (552) (-]

2 2
-1 (2 —px 1 Tr— px
- _ v—p
2 < ox ) 2(1-p?) < ox )
Por lo tanto tenemos

B b () B (R U

Hacemos la sustitucién

w 1 ,_ Ple— px) dw —
=17 ) T A
obteniendo
1 o 1/z— S
fx(x) = py— / exp {—2 ( JMX) - 2w2} dw (4.13)
L (Y [T (L
— Sron exp( 5 < ox )> [m o exp( 2w > dw (4.14)
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y como el integrando en el dltimo miembro es la densidad normal tipica n(0, 1), sabemos que la integral vale

1y por lo tanto
1 1(z—px\’
T) = exp| —= = n(x; ,0Xx).
sl = e (=5 (SEX) ) = ntaigex. )

4.7. Suma de Variables Aleatorias Independientes.

Sean X e Y dos variables aleatorias discretas con funcién de probabilidad conjunta
rij = P(X =x;,Y =y ) (i=1,2,...;5=1,2,...)
Si queremos calcular la funcién de probabilidad de la variable aleatoria discreta
S=X+Y
es inmediato que la misma se obtiene mediante
P(S =s;) = Z Tij (4.15)
zity;=sk

donde la suma se extiende a todas las parejas de indices (4, j) tales que z; + y; = si. En particular, si X e
Y son independientes con funciones de probabilidad respectivas

P(X =xz;)=p; P(Y =y;) =gq;

la férmula (4.13) se reduce a

P(S =si) = Z Di G-
Ti+Yj=5sk
Consideremos, por ejemplo, el caso de la distribucién binomial, ejemplificada mediante el modelo mas sencillo
de control de calidad, consistente en sucesivas extracciones independientes con reposicién y con probabilidad
p de extraer un objeto defectuoso en cada ocasién.
Ponemos X; = 0 6 1 respectivamente, si extraemos un objeto bueno o defectuoso en la i-ésima extraccién,
y denotamos por d,, el nimero de defectuosos al cabo de n extracciones. Entonces

dp = dn_y + X, (4.16)

donde las variables aleatorias discretas d,_; y X, son independientes. La funcién de probabilidad de d,, se
obtiene usando (4.15) y (4.16):

k
Pk =P(dy =k) = P(dp_y = j)P(X, =k — j).
j=0
En la suma intervienen a lo sumo dos términos significativos, ya que
PX,=1)=p, PX,=0=1-p y PX,#0461)=0.

Se obtiene

pa=p po=1-p

Pnn =P Pn—1,n—-1 Pn,0o = (1 7p)pn—1,0

Pnk =D Pn—1,k—1 +(1 _p)pn—l,k (k = 1a25-~-an_ 1)

Utilizando estas igualdades y procediendo por induccién se obtiene la férmula conocida para la funcién de
probabilidad binomial

n N
Dnk = (k>pk(1—p)” Foo(k=0,1,...,n).
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4.8. Variables Absolutamente Continuas.
Sean ahora X e Y dos variables aleatorias con densidad conjunta f. La funcién de distribucién de la

suma S = X 4+ Y es
A(t)=P(S<t)=P(X,Y) em)

donde m; es el semiplano sombreado en la figura 4.8.

Por lo tanto — tw
A(t) = // f(x,y) dz dy = / / f(x,y) dy dx
rz+y<t —o0 J —00

Efectuando el cambio de variables y = z — x obtenemos

A(t)/O;/toof(x,zx)dzdx/;/Zf(:c,zx) dx dz

= [wa(z) dz

a(z) = /700 flz,z —x)dz (4.17)

que resulta ser una densidad para la variable aleatoria S.

con

Figura 4.8
En particular, si las variables aleatorias X e Y son independientes, y sus densidades respectivas son fx
v fy, se tiene

f(z,y) = fx (=) fy(y)

y por lo tanto, la variable aleatoria S = X 4 Y tiene la densidad

a(z) = /700 fx@)fy(z—x) de = /:)O fx(z—2a)fy(z) dz (4.18)

Las integrales que aparecen en el segundo miembro se llaman la convolucién de las funciones fx y fy.
Como aplicacién, probemos que si X e Y tienen ambas distribucién normal y son variables aleatorias
independientes, entonces X + Y también tiene distribucién normal. Sean

fﬂ@:ﬁ;m“vagﬁm);fmwzﬁgﬁwpgﬁggf>

las densidades respectivas de X e Y. Es decir, que ambas tienen distribucién normal con pardmetros (u, o?)
v (u2, 02) respectivamente. De acuerdo a (4.15), la densidad de la variable aleatoria S = X +Y es

szjffﬂmnu—mdx

[e'e] 1 1 _ 2 t— _ 2
:/ exp | —= (@ 51) + ( v 5 2) dx.
o 2TO1072 2 o o5
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Agrupando adecuadamente, el exponente que aparece en el integrando se puede escribir como

2 2 2 2 2 2\2
20705 o1 + 03 (07 +U2)

2
ot +a3 (( mod+ <tu2>a%) L otodt—m u2)2>

y por lo tanto

1 1(¢t— _ 2 0o 2 2 2 t_ 2\ 2
a(t)= exp f—( l;l /;2) / exp 4 —;022 z - H1%2 +2( 2M2)01 dx.
2mo1 09 2 oi + o5 20705 oy + o3

— 0o

En esta integral hacemos el siguiente cambio de variables:

Vot —l—o%x B p10s + (t — po)o?

= 2 2
V2 0109 o1 + 03

y recordando que

resulta

0= b e (1)

2 o2

donde p = p1 + p2 y 0 =v/0? + o5. En consecuencia S tiene distribucién normal con pardmetros (u,o?).

4.9. Cambio de Variables.

Sean X7, Xo dos variables aleatorias con densidad conjunta fx(x1, x2). Consideremos las funciones de
dos variables

(4.19)
Y2 = 92(551,»’52)

{yl = 91(171,1’2)

que supondremos continuas en un conjunto abierto ¢ del plano, fuera del cual la funcién de densidad fx se
anula. Suponemos ademds que la funcién definida por (4.17), que lleva U en un subconjunto V del plano, es
biyectiva, y por lo tanto invertible, que existen y son continuas las derivadas parciales

9gi

=1,2; 7=1,2
ax] ? y 45 ] ’

y que el determinante jacobiano asociado cumple

Oy, y2) |92 2
—e2esL = |97 92 £ () para todo (z1,2) € U.
6(1‘171}2) Tii Tiz
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Y1 = 91(I17932)

Y2 192(9617552)
—_— >

€2 Y2

<
1 = h1(y1,y2)

x2 = ha(y1,y2)

1 Y1

Figura 5-9
En estas condiciones, existe la funcién inversa, de V en U, definida por

{xl = hi(y1,92) (4.20)

T2 = h2(y17 yz)

donde hy y ho también son funciones continuas y con derivadas parciales continuas. Ademds el jacobiano

oh, Ok -1
A1, x2) e e B QIS ) (4.21)
OW1,92) [(yrys) |y B O(1,%2) |4, )

donde los puntos (x1,z2) e (y1,y2) que aparecen en (4.21), estdn vinculados por la correspondencia definida

en (4.19) (o equivalentemente en (4.20)), es decir que el jacobiano de la funcién inversa es el inverso del

jacobiano de la funcién dada, con la precaucién de calcular este dltimo en (x1,x2) y el primero en (y1,y2).
Nos interesa la distribuciéon conjunta de las variables aleatorias Y7, Y5 definidas por

Y1 = g1(X1, X2)
Y2 = g2(X1, X2)
que resultan de aplicar el cambio de variables (4.17) a la pareja (X7, X2). Del mismo modo que para las

variables aleatorias unidimensionales, se puede probar que Y7, Y5 tiene densidad conjunta fy (y1,y2) dada
por

Fa(ha(y1, ), a1, 92)) Gy st (y1,92) €V
0 si (y1,92) ¢ V

La demostracion de este hecho se apoya en el teorema de cambio de variables para integrales multiples. Una
indicacion sobre la manera de proceder es la siguiente: para simplificar la notacién pongamos

= () =) =) =)

gl(xl’xz))_

92(951,%2)

fy (Y1, 92) = { (4.22)

y en lugar de (4.19),

y =g(x) = g(x1,22) = <
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Entonces, si A es un rectangulo,

P((Y1,Y2) € A) = P(g(X) € ANV) = P(X e g~ (ANV))

// .%'1,9;‘2) d!L‘l d(EQ
1(AOV)

:/ Sx(ha(y1,92), ha(y1, y2)) ’M
ANV

dyy d
5‘(y1,y2) Y1 ay2

:/ fy (i, y2) dyi dya
A

definiendo fy como en (4.22). La pentltima igualdad se apoya en la férmula de cambio de variables para
integrales multiples.
Ejemplo

Como aplicacién de (4.22), supongamos que (X7, X2) es una variable aleatoria bidimensional con
densidad conjunta fx(x1,x2) y que queremos hallar la densidad de la variable aleatoria Z = X; X5.

» Consideremos para ello la funcién de R? en R? definida por

w=w(z1,T2) = 21

z=x(x1,22) = T129

entonces
1 =x1(w, 2) =w
x2 = xa(w, 2) = z/w
y
a(xl,l'g) . 1 0 . l
ow2) | wl w

Eligiendo U = {(z1,22) : 21 #0} y V = {(w,z) : w # 0}, estamos en las condiciones anteriores. Por
lo tanto, la densidad conjunta de W y Z es

1
|wl

y la densidad de Z no es otra cosa que la densidad marginal correspondiente a la segunda variable, a
partir de la densidad conjunta k, es decir

z) = /_OO k(w, z) dw = /_00 fx(w, %)ﬁ dw. (4.23)

En particular, si X; y X5 son independientes y con densidades respectivas f y g, teniendo en cuenta
que en este caso fx(x1,z2) = f(x1)g(x2), y sustituyendo en (4.21) resulta

— [ sty dw.

Un método similar al desarrollado aqui para hallar la densidad del producto de dos variables aleatorias
puede emplearse para calcular la densidad de otras funciones. |

k(wvz) - fX(wv g)
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4.10. Funciones de Variables Aleatorias Independientes

Para terminar este capitulo observemos finalmente que si X e Y son variables aleatorias independientes,
v g y h son funciones tales que la preimagen de un intervalo es un conjunto de Borel, entonces las variables
aleatorias

X7 =g9(X) Y1 = h(Y)
también son independientes. Esto se apoya en el hecho de que siendo I, J intervalos
Xiel}={9(X)el} ={Xeg ' ()} =X""(g7'(]))
y del mismo modo
{vieJ} =Y Y ().

Como ¢g=*(I), h=1(J) son conjuntos de Borel y las variables X e Y son independientes, los eventos {X; €
I}, {Y7 € J} resultan ser independientes.

4.11. Ejemplos.

1. Se extrae una muestra de tamafno dos con reposicién de una bolsa que contiene dos bolas blancas,
una negra y dos rojas. Definimos las variables aleatorias X; y X5 de la siguiente manera: para k =
1,2, X =16 0 segun si la bola obtenida en la k-ésima extraccién es blanca o no lo es.

a. Describa la funcién de probabilidad conjunta de estas variables.
b. Describa las funciones marginales de probabilidad.

. {,Son independientes estas variables aleatorias?

a0

. . Qué sucede si el muestreo se realiza sin reposicion?

» a. Para el caso de muestreo con reposiciéon tenemos

o339 32 6
0= 55" 25 =55 25

_23_ 6 _22_ 4
MO=55 T3 "™ T 55T 25

b. Las funciones marginales de probabilidad son

3 2
3 2
QOZP(XQZO):B (11=P(X2=1)=g
c. Es fécil verificar que para todo i, j se tiene
Tij = Pi qj

de modo que las variables X7 y X5 son independientes.

d. Si el muestreo es sin reposicién, la funcién de probabilidad conjunta es

pooo52_6 32 _6
0T EL T 20 T 54T 20

_23_ 6 _21_ 2
"= Er T "M T 51T 20
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Las funciones marginales de probabilidad son

3 2
3 2
Las variables no son independientes en este caso ya que, por ejemplo, 799 # po qo- <

2. Supongamos que las variables (X, Y) pueden tomar los valores (0,0); (1,1); (=1,1); (1,-1) y (-=1,-1)
cada uno con probabilidad 1/5. Determine si estas variables son independientes.

» La funcién de probabilidad conjunta esta resumida en la siguiente tabla

X
| -1 0 1

~1| 15 0 15
Yo| 0 1/5 0
1| 15 0o 15

Las funciones marginales de probabilidad son

1 1 2
PX=-1)=p_1=r_1_ _ =4 ==2
( )=p_1=r_1-1+7r_10+r_11 5+5 5
y similarmente
1 2
P(XzO):p():g, P(le):plzg.

Se verifica facilmente que Y tiene la misma funcién de probabilidad. Ahora bien,
1 2
P(X =0, Y:—l):();ég X g:P(X—O)P(Y:—l)

y las variables no son independientes. <

3. Si X e Y son variables aleatorias independientes con la misma funcién de distribucién F'; ;Cuadl es la
funcién de distribucién G(z) de la variable aleatoria Z = méx(X,Y")?

>
G(z) = P(Z <z)=P(méx(X,Y) < z2)
=P(X <z Y<z2)=P(X <z)P(Y <2)
= F?(2).
<
4. Sean X e Y variables aleatorias independientes con funcién de probabilidad uniforme en {1,2,... N}

(es decir, P(X =4) =P(Y =¢)=1/N, i=1,...,N). Calcule la funcién de probabilidad de X + Y.
» Es evidente que para j < 2 6 j > 2N tenemos
P(X+Y =j)=0.
Si2<j<N

j—1 j—1

PX=i,Y=j—i)= =
- ;

P(X+Y =j)=

1=
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mientras que para N + 1 < j < 2N, definiendo i = j — N tenemos

N
P(X+Y =j)=P(X+Y=N+i)=) P(X=k Y=N+i—k)
k=i

N—i+1l 2N—j+1

N2 N2
Resumiendo
(j—1)/N? para2<j <N
P(X+Y =j)=¢ (2N —-j+1)/N? para N +1 < j < 2N
0 en cualquier otro caso

5. * En dos lugares de una habitacién se mide la intensidad del ruido. Sean X e Y las variables aleatorias
que representan la intensidad del ruido en estos puntos y supongamos que la distribucién conjunta de
estas variables es continua y tiene densidad

Lo o :
TY exp (—(a: +y )) siz >0, y>0.
flz,y) = 2

0 en caso contrario.

Calcular las densidades marginales de X e Y y las probabilidades P(X <1, Y <1)y P(X +Y <1).
. Son independientes estas variables aleatorias?

» Las densidades marginales son

ﬂ@=/ﬁf@wﬂy

z/ atyexp(
0
2 oo 2
zxexp(—m>/ yexp(—y>dy
2 0 2
=zxex —I—Q

y similarmente

2
h(y) = yexp (_y2> para y > 0.
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Observamos que f(z,y) = g(z)h(y), y por lo tanto las variables son independientes. Por otro lado,

P(X <1, Ygl):/1 /1 fu,v)dudv

1 ) 1
= / we " 2dy, / ve " 2dy
0 0

= 0,1548

P(X+Y§1):// f(u,v)dudv
z+y<1

1 11—y
:/ / flu,v)dudv
o Jo
1 R 1—y N
:/ ue /2 </ ve " /de>du
0 0

=0,2433
R |

6. * Se escogen al azar e independientemente dos puntos X e Y sobre un segmento de longitud L. ;Cuél
es la probabilidad de que la distancia entre los puntos no sea mayor que £7

» Supongamos que X se escoge en un intervalo [0, L] sobre el eje x, mientras que Y se escoge en un
intervalo [0, L] sobre el eje y. La probabilidad que deseamos calcular es la de que un punto (X,Y)
escogido al azar en el cuadrado 0 < z < L, 0 < y < L caiga en la regién B acotada por las rectas
y=x — 4L, y=x+ L (ver Figura 4.10).

Por hipdtesis, las variables aleatorias X e Y son independientes y ambas tienen distribucién uniforme
en [0, L], es decir, ambas tienen como densidad a la funcién

g(x) = 0<z<L.

Figura 4.10

Por lo tanto, la densidad conjunta de las variables independientes X e Y es el producto de estas

funciones:

1
fley)=13 0<we<L 0<y<L
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La probabilidad de que el punto (X,Y") caiga en la regién B estd dada por

1 Area de B
B

y el drea de B es L? — 25(L — €)* = 2L{ — (* de modo que

2L0 — ¢

<

7. * El Problema de la Aguja de Buffon. Sobre una superficie plana, rayada con rectas paralelas que estdn
a una distancia L entre si, se lanza al azar una aguja de longitud ¢ (una aguja quiere decir un segmento
de recta). ;Cudl es la probabilidad de que la aguja intersecte alguna de las rectas paralelas?

» Sea 6 el angulo entre la aguja y la direccién de las rectas paralelas, y sea X la distancia entre el punto
inferior de la aguja y la recta mds préxima que pase por arriba de él (ver figura 4.11).

Figura 4.11

Por las condiciones del ejercicio sabemos que la variable € tiene distribucién uniforme en [0, 7], mientras
que la variable X tiene distribucién uniforme en [0, L]. Por lo tanto, si suponemos que las variables
aleatorias  y X son independientes, encontramos que su densidad conjunta es

1

7[/7 OgUSL, O,SU,S’]T.
™

fx.0(u,v) =
La aguja intersecta una de las rectas si y sélo si

X </sen 6

es decir, si y sélo si el punto (0, X) cae en la regiéon B, donde B es la parte del rectdngulo 0 < x <
m, 0 <y < L que estd entre el eje x y la curva y = £ sen = (ver figura 4.11). Por lo tanto

1 1 g ? sen u
—dudv = — dv du
B L wL 0 0
l

1 i 2
E/o Esenuduzﬁ.

P((6,X) € B)

<

8. * Dé un ejemplo de dos variables aleatorias que no sean independientes pero tales que sus cuadrados
si lo sean.
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» Consideremos las variables (X,Y") cuya densidad conjunta vale 2 en los cuadrados 0 < = < 0,5, 0 <
y<0,5y —0,5<x<0, —0,5 <y <0 (ver figura 4.12).

Para ver que estas variables no son independientes consideremos las probabilidades

P0<X<0,5,0<Y <0,5)=

0,5 0,5 0,5
P0< X <0,5)= / / flz,y) dyd:r—/ / 2dydac—f

y de forma similar P(0 <Y < 0,5) = 1/2. Se ve que las variables no son independientes.

Figura 4.12

Sea ahora Gz, y) la funcién de distribucién conjunta de las variables X2 e Y. Calculemos esta funcién:
supongamos que 0 <z < 0,5, 0 <y < 0,5

Gz,y) =P(X? <=, Y’ <y)=P(—vVz <X <o, — /<Y <)

0 VY VT VY
:/ / f(u,v)dudv—i—/ / f(u,v) dudv
—Vz -y 0 VY
0 0 NV
/ / 2dudv+/ / 2dudv
~vad-vi o Jo

=4,/ry paraO0<x<0,5 0<y<0,5.

De manera similar se puede obtener que

0 paraz <06y <0

2/x para 0 < x < 0,5, y > 0,5
2\/y para 0 <y < 0,5, x > 0,5
1 paraxz > 0,5, y > 0,5

G(z,y) =

Las funciones marginales de distribucién correspondientes son

0 para x <0
Gxz2(x) = ¢ 2/x para 0 < x < 0,5

1 para x > 0,5

0 paray <0
Gy2(y) = {2y para 0 <y < 0,5

1 paray > 0,5

y vemos que

G(z,y) = Gx2(2)Gy2(y)

de modo que X? e Y? son independientes. <
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9. * Sean X e Y variables aleatorias independientes con distribucién uniforme en (0, 1). Halle la densidad
de X +Y.

» La densidad comun de las variables es

1 si0<x<1

0 en cualquier otro caso.

fx(x) = fy(z) = {
Por los resultados de la seccién 4.8 sabemos que la densidad de la suma es

o2 = [ Iy —a) de

Si 0 <z <1, entonces

Sil < z <2, entonces

Siz <06 z>2, el integrando es cero.

a(z)

[HETO ISP

Figura 4.13

Resumiendo, obtenemos una distribucién triangular con densidad

z si0<z<1
a(z)=92—z sil<z<2
0 en cualquier otro caso.
La grafica de la densidad estd dada en la figura 4.13. <

10. * Sean X e Y variables aleatorias con densidad conjunta f. Obtenga la densidad de la variable aleatoria
Z =Y/X en el caso general y en el caso de variables independientes.

» Sea B, el conjunto

B, ={(z,y): = <z} ={(z,y) 2 <0, y>zz} U{(zr,y) : 2 >0, y <zz}.

]|

Sea G la distribucién de Z, tenemos

G(Z)//BZ f(x,y)d:cdy/ooo :f(w)dydx+/O°°/Zf<x,y)dydx.
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Hacemos el cambio de variables y = zv obteniendo

G(z)z/ooo/zOoxf(x,xv)dvdx+/Ooo/zmxf(a:,mv)dvda:
_/OOO/;(z)f(x,zv)dvd:z:+/OOO/;xf(;z:,:1:v)dvdx

_ /_O; /_; (| f (x, 2v) dv da.

z2<0

Figura 4.14

Intercambiando el order de integracion, obtenemos

G(z) = /_ZOO /_Z || f (x, 2v) do dv

y por lo tanto, la densidad g de G esta dada por

o) = [ lalfmede —oo<z<w.
Si X e Y son independientes, entonces la densidad es
o) = [ lalfx(@)f (o) da

<

11. * Los tiempos de espera X e Y de dos clientes que entran a un banco en distintos instantes son variables
aleatorias que supondremos independientes y con la misma distribucién de densidad

f(x):{e_” siz>0

0 en otro caso

Halle la densidad conjunta de la suma de sus tiempos de espera U = X + Y y de la fracciéon de este
tiempo que el primer cliente permanece en espera, V = X/(X 4 Y). Halle también las densidades
marginales de U y V y muestre que son independientes.

» Tenemos que X =UV eY =U — X =U — UV. El jacobiano de la transformacion es

= UV -U+UV =-U.

8(X,Y):‘ v U’
au vy |1-v -U
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Sea f(x,y) la densidad conjunta de X e Y, dada por

exp(—x — y) paraxz >0, yy >0
fla,y) =
0 en otro caso.

En base a lo visto en la seccién 4.9, la densidad conjunta de U y V es
g(u,v) = f(uv,u —uw)|u| = |ule™™ para u,v € R.

Falta determinar cudl es la regién R, que es imagen del primer cuadrante bajo la transformacién
T
z+y

u=x+vy v =

Observamos que u puede tomar cualquier valor positivo mientras que 0 < ﬁ <1, de modo que R es
la regién que se muestra en la figura 4.15.

Resumiendo

ue™ Y para (u,v) € R
g(u,v) =
0 en otro caso.

Figura 4.15

Las densidades marginales de U y V son
1 1
gu(u) = / g(u,v)dv = / ue "dv=ue " 0<u<0
0 0

gv(v):/ g(uw)du:/ ue "du=1 0<v<l1
0 0

y concluimos que U y V son variables aleatorias independientes. <

Ejercicios
1. Dada la funcién de probabilidad conjunta definida por
rij = C(i+j)

en los puntos (1,1); (2,1); (2,1) y (3,1), donde C es una constante, determine en valor de C'y obtenga
la funcién de probabilidad marginal correspondiente a la primera variable.

2. Considere un grupo de cartas que consiste de J, @, K y A de las cuatro pintas. Se extraen dos
cartas del grupo sin reposiciéon y llamamos X e Y al nimero de diamantes y corazones obtenidos,
respectivamente. Obtenga la funcién de probabilidad conjunta y la funcién marginal correspondiente
a X.

3. Una caja tiene 6 bolas numeradas del 1 al 6. Las bolas numeradas 1 y 2 son rojas mientras que las
otras son blancas. Extraemos dos bolas al azar de la caja y sean X,Y las variables aleatorias que
representan el nimero de bolas rojas y el nimero de bolas pares en la muestra, respectivamente. Halle
la distribuciones de X e Y y su distribucién conjunta. Determine si estas variables son independientes.
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4. Una caja contiene ocho bolas numeradas del 1 al 8. Las primeras cuatro son rojas y las otras blancas.
Seleccionamos dos bolas al azar de la caja y definimos las siguientes variables: X es el nimero de
bolas blancas en la muestra, Y es el nimero de bolas pares y Z el nimero de bolas en la muestra
cuyo numero es menor que 6. Halle la distribucién conjunta de las variables (X,Y); (X, Z); (Y,Z) y
(X,Y, Z). Estudie la independencia de estas variables.
5. Considere dos variables aleatorias X e Y con distribucién conjunta discreta definida por la siguiente
tabla para la funcién de probabilidad conjunta, donde h = 1/60.
X1
0 1 2
0 h 2h  3h
Xo1 2h  4h  6h
2| 3h 6h 9h
31 4h 8h 12h
Calcule
a. P(X <1, Y<1) b. P(X+Y <1)
c. P(X+Y >2) d. P(X <2Y)
e. P(X >1) f. P(X=Y)
g. P(X >Y[|Yy >1) h. P(X2+Y?<1)
6. Repita el ejercicio anterior para la siguiente funcién de probabilidad conjunta (de nuevo h = 1/60).
X1
0 1 2
0 h 6h 6h
Xo1 2h  8h  9h
3h  2h  12h
4h  4h  3h

7. Lanzamos un dado dos veces. Sea X el resultado del primer lanzamiento, Y el mayor de los resultados de
los dos lanzamientos. Halle la distribucién conjunta y las distribuciones marginales de estas variables.
Determine si son independientes.

8. Lanzamos una moneda tres veces y definimos las siguientes variables aleatorias: X es el ntimero de
dguilas, Y es la longitud de la mayor sucesién de dguilas en la muestra. Por ejemplo Y (A4, S, A) =
1, Y(A4, A, S) = 2. Halle la distribucién conjunta, las distribuciones marginales y determine si estas
variables son independientes.

9. Lanzamos una moneda cuatro veces y definimos las siguientes variables aleatorias: X vale 1 si hay més
4guilas que soles y vale 0 si esto no es cierto. Por otro lado, Y representa la longitud de la mayor
sucesion de dgulas en la muestra. Hallar la distribucién conjunta y las marginales. Determine si estas
variables son independientes.

10. Consideremos un experimento que tiene resultados wy,ws,...,ws con probabilidades correspondientes

0.1;0.1;0.2;0.2;0.1; 0.1;0.1; 0.1. Sea X,Y y Z las variables aleatorias definidas por la siguiente tabla
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Halle las distribuciones de probabilidad de X,Y y Z y las distribuciones conjuntas de (X,Y); (X, Z);
Y, 2)y (X,Y, 2).

11. Considere dos eventos A y B tales que P(A) = 1/4, P(B|A) = 1/2 y P(A|B) = 1/4. Definimos las
variables X e Y por X =14, Y = 15, donde 1g(z) vale 1 si x € E y vale 0 si ¢ ¢ E. Diga si las
siguientes proposiciones son ciertas o falsas.

a. Las variables aleatorias X e Y son independientes.

b. P(X?2+Y?%2=1)=1/4.

c. P(XY = X?Y?) =1.

d. La variable aleatoria X tiene distribucién uniforme en el intervalo (0,1).

e. Las variables X e Y tienen la misma distribucién.

12. Considere las variables aleatorias X e Y con densidad conjunta dada por

1 .

2 si 0<2<2, 0<y<?2
flay) =42 )
0 en cualquier otro caso.

Calcule
a. P(X <1, Y <1) b.P(X+Y <1)
c. P(X+Y >2) d. P(X <2Y)
e. P(X > 1) f. P(X=Y)
g. P(Y>1 X<1) h. P(X >Y|Y > 1)

13. Repita el ejercicio anterior para la densidad

exp(—(z +y siz>0,y>0
Flay) = P .
0 en cualquier otro caso

14. Sean X e Y variables aleatorias independientes con distribucién uniforme en [0, 1]. Calcule

P(X+Y <0,5) b.P(X-Y<0,5)
P(XY <0,5) d. P(X/Y <0,5)
e. P(X? <0, 5) f. P(X*+Y?<0,5)
g. P(e7X <0,5) h. P(cosTY < 0,5).
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15. Dada la densidad f(x,y) =8zy, 0 <z <1, 0 <y < 1, calcule
P(X <0,5, Y <0,5), P(X <0,5), P(Y <0,5).
A partir de estos cédlculos, ;qué se puede decir sobre la independencia de X e Y'?

16. Dada la densidad f(z,y) = zy e~ ®*t¥), 2 >0, y > 0, calcule P(X > 1, Y > 1). ;Son independientes
estas variables aleatorias?



