Probabilidad Avanzada I
Lista de Problemas 6
Los problemas 4, 7, 10, 16 y 20 son para entregar el miércoles 25/04/18.

Problemas sobre Funciones Caracteristicas

. Suponga que X,, y Y,, son independientes para cadan y X, A Xo, Y, LN Ys. Usando funciones caracteristicas

demuestre que X,, + Y, S Xo+Yp.

. (a) Suponga que X tiene distribucién exponencial con densidad f(z) = e™* para x > 0. ;Cudl es la f.c. de

X? (Es 1/(1 + it) una f.c.? Si la respuesta es afirmativa, ;de cudl variable aleatoria? (b) ;Es (cost)'” una
f.c.? ;De cudl variable aleatoria? (c) (Es |cost| una f.c.? (Calcule la segunda derivada) (d) ;Es | cost|> una
f.c.? (El médulo de una f.d. no es necesariamente una f.c. pero el cuadrado del médulo siempre es una f.c.)

(e) Demuestre que si X es una v.a. con E(|X|) < co y f.c. ¢,

/]R|z|dF(x) - 2/000”““/’@)&.
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. Sea ¢(t) una f.c. y sea G la f.d. de una variable positiva Y. Demuestre que las siguientes son f.c. y explique

su significado probabilistico.
(a) fy putydu, (b) [ p(ut)e " du, (c) [5° eI dG(u), (d) [;° p(ut) dG(u).

. Sea Ugqp la distribucién uniforme en (a,b). La distribucion U_; ¢y * Ug,1) tiene densidad conocida como la

densidad triangular. Demuestre que la f.c. de la densidad triangular es 2(1 — cost)/t2. Verifique que esta f.c.
es integrable. Verifique que f(x) = (1 — cosz)/mx? para € R es una densidad de probabilidad. Ayuda: Use
la férmula de inversién para demostrar que 1 — |z| es una f.c. Ponga z = 0.

. El teorema de convergencia a familias implica que si X, i> X,a, — ayb, — b, entonces a, X,,+0by, i> aX+Db.

Demuestre esto directamente usando f.c.

. Si ¢, k> 0son f.c., también lo es >~ pripr para cualquier funcién de probabilidad {px, k > 0}.
. Sea X una v.a. con f.c. p(t) = (3sent/t3) — (3cost/t?) para t # 0. (a) ;Por qué es X simétrica? (b) ;Por

qué es absolutamente continua la distribucién de X? (c¢) ;jPor qué P(|X| > 1) = 0?7 (d) Demuestre que
E(X?") = 3/(2n + 1)(2n + 3). (Pruebe hacer un desarrollo de ¢(t)).

Problemas sobre TCL

10.

11.
12.

. Si apostamos un peso en la ruleta, la probabilidad de ganar $1 es 18/38 y la de perder $1 es 20/38. Sea

{X,, n > 1} la sucesién de resultados en una serie de juegos, de modo que cada variable toma valores +1
con probabilidades 18/38 y 20/38. Halle una aproximacién por el TCL para P(S, > 0), la probabilidad de
que al cabo de n juegos, el jugador no esté perdiendo.

. Sea {Xj, k > 1} una sucesién de v.a.i. tales que los valores de Xj son {£1,+k} con P(X; = £1) =

%(1 — k—g), P(X, = k) = ﬁ Usando un argumento de truncacién, demuestre que S, /4/n se comporta

asitéticamente como si Xy = +1 con probabilidad 1/2. Por lo tanto las distribuciones de S,,/y/n tienden a
N(0,1) pero Var(S,,//n) — 2.

Sea {Uj} una sucesién de v.a.i. con distribucién uniforme en [—ay, ax]. (a) Demuestre que si existe M > 0
tal que |ax| < M pero Y., a} = oo, entonces la condicién de Lindeberg vale y por lo tanto el TCL también.
(b) Si 3", a? < oo entonces la condicién de Lindeberg no vale.

Sea Y, una v.a. de Poisson con pardmetro s. Demuestre que (Y5 — s)/+/s < N(0,1).

(a) Sea {X,, n > 1} una sucesién iid con distribucién exponencial de pardmetro 1. Demuestre que (3", X; —
n)/y/n es asintGticamente normal.

(b) Sea ahora X; una v.a. con distribucién Gamma de densidad f;(z) = e ®2!~1/T'(¢), t > 0, z > 0. Use
funciones caracteristicas para demostrar que (X; — t)/v/t LN (0,1).
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(a) Suponga que X e Y son iid A (0,1).Demuestre que
X+Y
trdxdy (1)
V2

(b) Reciprocamente, suponga que X e Y son v.a.i. con f.d. comin F(z) de media 0 y varianza 1, y suponga
que (1) es cierta. Demuestre que tanto X como Y tienen distribucién N(0,1). (Use el TCL).

Por qué no se puede aplicar la férmula de inversién para densidades a la distribucion uniforme?

Suponga que X e Y son v.a.i. con la misma distribuciéon de media 0 y varianza 1. Si X +Y y X — Y son
independientes demuestre que ambas tienen distribucién A (0, 1).

Sea {X,,, n > 1} una sucesién iid con X,, ~ N(0,02). Escoja 02 de modo que méx;<,, 07/s2 - 0. Entonces
Sn/Sn 4 N(0,1) y por lo tanto S, /sy, 4 N(0,1). Conclusién: Sumas de v.a.i. pueden ser asintéticamente
normales aun si la condicién de Lindeberg no vale.

Sea {X,,, n > 1} una sucesién iid con densidad comin f(z) = |z|=3, |z| > 1. (a) Verifique que E(X;1) = 0
pero E(X?) = oo.

(b) A pesar de esto se tiene que \/nslgﬁ LA N(0,1). Ayuda: Defina V;, = X, 14 x, |<,/m} ¥ verifique la condicién

de Lyapunov con § = 1. Luego muestre que ) P(X, #Y,) < cc.

(¢) Es posible demostrar que para variables iid con E(X,,) = 0, la condicién necesaria y suficiente para el
TCL es que limy_, o % =1, donde U(t) = E(Xlzl{‘xﬂgt}). Verifique esta condicién para el ejemplo en la
parte (a).

(a) De un ejemplo de una v.a. Y tal que E(Y) = 0 y E(Y?) < oo, pero E|Y?+°| = oo, para todo § > 0 (b)
Suponga que {X,,, n > 1} son iid centradas con EY; = 0% < oo. Suponga que la distribucién comin es la
distribucién hallada en (a). Demuestre que la condicién de Lindeberg vale pero la de Lyapunov no.

Sea {X,, n > 1} una sucesién de v.a.i. que satisfacen la condicién de Lindeberg, de modo que > | X;

es asintéticamente normal. Sea s2 = Var(> ] X;), {&n, n > 1} v.ad. e independientes de las {X,,} con
distribucién simétrica respecto a 0, P(&, = 0) = 1— % y P(|&,| > ) = 1/n%z para z > 1. ;Tiene &, varianza
finita? Demuestre que Y 1 (X; + &)/sn 4N (0,1). Por lo tanto es posible tener normalidad asintdtica atn
cuando las variables no tengan media ni varianza.

Para cualquier sucesién (X,,) de v.a., si X, /b, converge en distribucién para una sucesién creciente de
constantes b,,, demuestre que X,,/3, converge en probabilidad a 0 si b, = o(3,). En particular explique con
precision por qué el TCL implica la ley débil de grandes nimeros.

Demuestre que para x > 0 cuando n — oo,
n) o1 9 nk 1 s 9
Z NQ"/ ——e 24y Z — ~e" — e " 2y
A/ ’ | /
kilk—n/2|<(z/7)/2 k —x V27 ki | k—n| <av/m ki —= V27
Sea X ~T'(1,s) y, dado que X = x sea Y una v.a. con distribucién de Poisson de pardmetro z. Halle la f.c.
de Y y demuestre que, cuando s — oo, Y-EY) 4 N(0,1)

£/ Var(Y)
Si X, tiene distribucién geométrica con pardmetro p = A\/n, demuestre que la distribucién de X,, /n converge
a una distribucién exponencial.

Sean X1, Xg,... v.a. i. con distribucién de Bernoulli simétrica. Demuestre que
3\1/2 n
<$> Zka i>/\f(0,1) cuando n — oo.
k=1
Sean X7, Xo,... v.a. i. con distribucién de Bernoulli Be(p,,) para n > 1. Sean S,, = X1 + -+ X, m,, =

S 1Pk y s2 =31 pr(1l—pg) paran > 1. Demuestre que
Sp—my 4 s
—— = N(0,1) (n— o) <~ an(l—pn):oo

S
n n=1



