Probabilidad Avanzada I
Lista de Problemas 1
Los problemas 2, 9, 13, 17 y 24 son para entregar el miércoles 09/02/18.

1. Sea £ un conjunto no vacio y sea Fy la coleccién de los conjuntos tales que A o A€ es finito. Definimos la funcién
P para E € Fj por

0, si F es finito,
1, si E°¢ es finito.

a) Demuestre que Fy es un &lgebra.
b) Si 2 es numerablemente infinito, demuestre que P es finitamente aditiva pero no o-aditiva.

¢) Si Q no es numerable demuestre que P es o-aditiva sobre Fy.

2. Sea A una o-dlgebra y (A4,,),>1 una sucesién de eventos en A. Definimos los conjuntos

liminf A,, = U ﬂ A, limsup A, = ﬂ U Ay

n>1k>n n>1k>n
Si liminf A,, = limsup A,, = A decimos que la sucesién (A4,,) converge a A: A,, — A.
a) Sean By C subconjuntos de €. Halle limsup A,, y liminf A,, para la siguiente sucesién de conjuntos

Ay =

B, sin espar,
C, sin esimpar.

b) Demuestre que liminf, ,o A, € A; limsup,_,. A, € A; y liminf, o A, Climsup,,_, . An.
c¢) Sean A,, B, subconjuntos de 2, demuestre que limsup,,_, (4, U B,) = limsup,,_, ., A, Ulimsup,,_, . By
d) Si A, - Ay B, — B, jes cierto que A, UB,, —» AU B, A,NB, > ANB?

3. Sean f,, f funciones reales sobre {2. Demuestre que

}.

| =

{w:falw) = f@=1J N Ulw:lfalw—fl)l=z
k=1m=1n=m

4. a) Suponga que A,, son dlgebras que satisfacen A,, C A,,+1. Demuestre que su unién también es un algebra.

b) Sin embargo, la unién de una coleccién numerable de o-dlgebras no necesariamente es una o-dlgebra, atin cuando
F; C Fjt1. (Es cierto que una unién numerable de o-dlgebras es un dlgebra? (Ayuda: ponga Q@ = N, C; la clase
de todos los subconjuntos de {1,...,j} y F; = 0(C;). Por otro lado, si F;,i = 1,2 son dos o-dlgebras, F; U F» no
necesariamente es un algebra.

5. Sea (Ap)n > 1 una sucesién de eventos disjuntos dos a dos y P una probabilidad. Demuestre que lim,, ,, P(A,) = 0.

6. Sea (Ag)gep una familia de eventos disjuntos a pares. Demuestre que si P(Ag) > 0 para todo S € B, entonces B
debe ser numerable.

7. Suponga que p es una medida sobre (R, B) que es finita para conjuntos acotados y es invariante bajo traslaciones:
w(A+z) = p(A). Demuestre que p(A) = am(A) para algiin @ > 0 y m la medida de Lebesgue.

8. Sea X una v.a. con distribucién uniforme en [—1,1]. Halle la densidad de Y = X* para enteros positivos k.

9. Decimos que un punto z pertenece al soporte de la f.d. F' si para todo € > 0 tenemos F(x +¢) — F(z —¢) > 0. El
conjunto de todos estos puntos se conoce como el soporte de F'. Demuestre que todo punto de salto pertenece al
soporte y que todo punto aislado que pertenece al soporte es un punto de salto. De un ejemplo de una f.d. discreta
cuyo soporte sea toda la recta.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sea P una medida de probabilidad en B(R). Para cualquier B € B y cualquier € > 0 demuestre que existe una
unién finita de intervalos A tal que P(A A B) < €. (Ayuda: Defina G = {B € B : Ve > 0, existe una unién finita de
intervalos A. t.q. P(A: A B) < ¢e}).

Si 81 y S son semidlgebras de subconjuntos de Q, demuestre que la clase S§ NSy = {A1 N Az : A; €Sy, Az € So}
también es una semidlgebra de subconjuntos de Q. El dlgebra (o-dlgebra) generada por S; N Sy coincide con el
algebra (o-dlgebra) generada por S U Sa.

Considere un espacio de probabilidad (R, B, P). Decimos que un conjunto de Borel es regular si
P(A) =nf{P(G) : AC G,G es abierto} y P(A)=sup{P(C):C C A,C es cerrado}
P es regular si todos los conjuntos de Borel son regulares. Sea A la coleccién de los conjuntos regulares.

a) Demuestre que R € 4, @ € A.
b) Demuestre que A es cerrada bajo complementos y uniones numerables.
¢) Sea C la coleccién de los conjuntos cerrados de R. Demuestre que C C A.
d)

)

e) Demuestre que para cualquier conjunto de Borel B, P(B) = sup{P(K) : K C B, K compacto}.

Demuestre que B C A, es decir, demuestre la regularidad.

Sea (9, F, P) = ((0,1], B(0, 1], m) donde m es la medida de Lebesgue. Definimos las variables aleatorias
X1(w) =0, YweQ, Xo(w) = 1123 (w); X3(w) = 1g, (w),

donde Q; son los nimeros racionales en (0,1]. Observe que P(X; = X2 = X3 = 0) = 1. Describa las o-algebras
o(X;),i=1,23.

Sea {A,, n > 1} una particién numerable de Q y definimos F = o(A,, n > 1). Demuestre que una funcién
X : Q — (—o00,00] es F-medible si y sélo si X es de la forma

o
X = ZCile
i=1

para constantes ¢;. (;Puedes describir la o-dlgebra F7).

Demuestre: (a) Si X es una v.a. entonces o(X) estd generada por una coleccién numerable de conjuntos.

(b) Reciprocamente, si F es cualquier o-algebra generada por una coleccién numerable de conjuntos, entonces
F = o(X) para alguna v.a. X.

Suponga que T : (21, F1) — (Q2,F2) una funcién medible y X una v.a. sobre Q. Demuestre que X € o(T) siy
s6lo si existe una v.a. Y en (Qg, F2) tal que X(wy) =Y (T(w1)), VYw; € Q.

El Teorema de Egorof. Sean X,,, X v.a. reales definidas en el espacio de probabilidad (€2, F, P). Suponga que
para todo w € A € F tenemos X, (w) — X (w). Demuestre que para todo £ > 0 existe un conjunto A, tal que
PA)<ey
sup | Xp(w) —X(w)| =0 (n— o0).
weA\A,
Por lo tanto la convergencia es uniforme fuera de conjuntos pequenos.

Ayuda: (a) Defina
B = [sup | X;(w) — X (w)[] NA.
i>n
(b) Demuestre que B¥ | @ cuando n — oo.
(c) Existe {ny} tal que P(BT(L]Z)) <eg/2k.
(d) Ponemos B = UkBgZ) de modo que P(B) < e.
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Sea (Xp,n > 1) una sucesién de v.a. Demuestre que X,, — X c.s. sii supy>,, [Xx — X| — 0 en probabilidad.

Sea (X,,n > 1) una sucesién i.i.d. de variables centradas con varianza finita. Sea S,, = Z?Zl X, demuestre que
%Sn converge a 0 en L? y en probabilidad.

Suponga que X € L' y Ay A,, son eventos.

a) Muestre que f{\X\>n} XdP — 0.
b) Muestre que si P(A,) — 0, entonces fAn XdP — 0.

(Ayuda: Descomponga, para M grande, [, [X|dP = [, o vicany | XIAP + [y (oxisan [X[dP).
¢) Demuestre que [, |X|dP = 0sii P(AN{|X|> 0}) =0.

d) Si X € L?, muestre que Var(X) = 0 implica que P(X = E[X]) = 1 de modo que X es igual a una constante
con probabilidad 1.

e) Suponga que (€2, F, P) es un espacio de probabilidad y 4; € F, i = 1,2. Definimos la distancia entre conjuntos
d:F xF+— Rpor d(Ay, Ay) = P(A; A As). Verifique el siguiente resultado: Si 4,,, A € Fy d(A,,A) =0

entonces
/ XdP — / XdP
A, A

de modo que la funcién A — [, XdP es continua.
Sea (X,,n > 1) una sucesién mondtona de v.a. Si X,, — X en probabilidad entonces X,, — X c.s.

Sea (X,,,n > 1) una sucesion de variables aleatorias con X,, — X en probabilidad. Suponga que | X, (w)| < C para
alguna constante C' > 0 y todo w. Demuestre que E[|X,, — X|] — 0 cuando n — co. (Ayuda: Demuestre primero
que P(|X| <C)=1).

Sea (X,,n > 1) una sucesién de v.a.i.i.d. con f.d. comin F' que satisface F'(z9) = 1, F(z) < 1 para z < z( con
xo < 00. Sea M, = méx{ Xy, ..., X, }. Demuestre que M, 1 zq c.s.

Sea (X,,n > 1) una sucesién de variables aleatorias y sea S,, = Z;—;l X;.

a) Demuestre que X,, — 0 c.s. implica S,,/n — 0 c.s.

b) Demuestre que X,, — 0 en L? implica S, /n — 0 en LP.

¢) Demuestre que X,, — 0 en probabilidad no implica S, /n — 0 en probabilidad. (Ayuda: Trate X,, = 2" con
probabilidad 1/n y 0 con probabilidad 1 — 1/n).

d) Demuestre que S,,/n — 0 en probabilidad implica que X,,/n — 0 en probabilidad.



