Capitulo 5

Esperanza Condicional y Martingalas

5.1. Preliminares

Comenzamos recordando algunos conceptos fundamentales sobre Espacios de Hilbert.

Definicién 5.1 Sea V un espacio vectorial real. Una funcién (-,-) : V x V' — R es un producto interno
si satisface

(i) (z,z) > 0,Vz #£0.
(ii) (z,y) = (y, ) para todo z,y € V.
(iii) (z,ay + Bz) = a(z,y) + Bz, 2).

Si (x,x) > 0 para todo = y (ii) y (iii) valen, decimos que (-, -) es una forma bilineal simétrica semipo-
sitiva definida o un semi-producto interno.

El producto interno (-,-) en V define una norma ||z|| = (x,z)/2.

Definicién 5.2 Si (V,(-,-)) es completo respecto a la norma definida por el producto interno, decimos
que es un FEspacio de Hilbert.

Ejemplo 5.1
Para f,g € £%(p) definimos

g9) = /fgdu~

Si consideramos el espacio cociente L?(u) y f, g se toman como representantes de sus clases de equivalencia
f, g respectivamente, definimos (f,g) = (f,g). Entonces (-,-) es un producto interno en L? y un semi-
producto interno en £2. Sabemos que (L2, (-,-)) es un espacio de Hilbert.

Definicién 5.3 Sea V un espacio vectorial real con producto interno (-,-). Si W C V, el complemento
ortogonal de W se define como

L={veV:({vw) =0YweW}

Teorema 5.1 (Descomposicién Ortogonal) Sea (V,(-,-)) un espacio de Hilbert y W C V un subes-
pacio lineal cerrado. Para todo x € V hay una representacion tinica x =y +z cony € W y z € W+,
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Demostracién. Seaz € V, ¢ = inf{||z—w|| : w € W}y sea (wy,)n>1 una sucesién en W con ||z—w,|| — ¢
cuando n — oo. Usando la ley del paralelogramo obtenemos

1 2
[wm = wal[? = 2w — o[ + 2w, — o2 = 4] 3 (wn + wn)

Como W es un subespacio lineal, (wn, + w,)/2 € Wy en consecuencia || (wy, + wy,) — || > ¢. Por lo
tanto (wp)n>1 es una sucesién de Cauchy: ||w,, — wy,|| — 0 si m,n — co. Como V es completo y W
es cerrado, también es completo, de modo que existe y € W con w,, — y cuando n — oo. Sea ahora
z = x — vy, entonces ||z|| = lim ||w,, — z|| = ¢ por la continuidad de la norma.

Consideremos un w € W \ {0} cualquiera. Definimos p = —(z,w)/||w||? y tenemos y + pw € W. En
consecuencia

¢ < lz = (y + pw) || = ||2|* + p*||w]|* = 2p(z,w) = ¢* — p?||w||?
y en conclusién (z,w) = 0 para todo w € W y por lo tanto z € wt.

Falta ver la unicidad en la descomposicién. Si x =y’ + 2’ es otra descomposicién ortogonal entonces
y—y eWyz—2z €Wt yademéds y —y + 2 — 2/ = 0. En consecuencia

O=ly—y +z=2|P=ly-vI+llz=2IP+2y—y,z2—2)
=ly—y|I>+ 1z = 2|,

de donde obtenemos que y =9’ y z = 2’. [ |

Teorema 5.2 (de Representacién de Riesz-Fréchet) Sea (V,(,-)) un espacio de Hilbert y F : V —
R una funcion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) F es lineal y continua.
(i) Existe f € V con F(x) = (z, f) para todo x € V.
El elemento f € V en (ii) es tnico.

Demostracién. (ii) = (i)Para cualquier f € V, la funcién x — (z, f) es lineal y continua por la
definicién del producto interno y la norma.

(i) = (i1) Para ver el reciproco, si F = 0 escogemos f = 0. Si F no es idénticamente cero, como
es una funcién continua, el niicleo W = F~1({0}) es un subespacio lineal cerrado y propio de V. Sea
veEV\Wyseav=y+zparay € Wyzec W la descomposicién ortogonal de v. Entonces z # 0 y
F(z) = F(v) — F(y) = F(v) # 0. Por lo tanto podemos definir u = 2/F(z) € W+. Claramente, F(u) = 1
y para cualquier x € V| tenemos

F(z — F(x)u) = F(z) — F(z)F(u) = 0.
Por lo tanto ¢ — F(z)u € Wy (x — F(x)u,u) = 0. En consecuencia

Fz) = W@,m.

Definimos ahora f = u/||u||?, entonces F(z) = (x, f) para todo z € V.
Finalmente, para ver la unicidad, sea (z, f) = (z, g) para todo « € V. Si ponemos = = f — g tenemos
0= (f—g,f — g) de donde obtenemos que f = g. |
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5.2. El Teorema de Radon-Nikodym

Sea u, v medidas sobre (§2, F). Decimos que la funcién medible f : @ — [0,00) es una densidad de v
respecto de p si para todo A € F,

V(A) = /Afdu (5.1)

Por otro lado, dada cualquier funcién medible f : Q@ — [0,00), la ecuacién (5.1) define una medida en
(©, F). En este caso, si g : Q@ — [0, 00] es medible entonces

/gdv: /gfdu, (5.2)

de modo que g € L(v) siy sblosi gf € L(u), y en este caso (5.2) vale.

Teorema 5.3 Sea v una medida o-finita. Si f1 y fo son densidades de v respecto de p, entonces f1 = fo
c.s.(1n). Por lo tanto la densidad es tinica salvo por diferencias en conjuntos p-nulos.

Demostracién. Sea 2 = U, >1 F),, una descomposicién del espacio 2 en subconjuntos medibles de medida
finita. Como la descomposicién es numerable, basta con demostrar que f; = fs c.s.(u) en los conjuntos
E,. Sea E cualquiera de estos conjuntos y sea A = EN{f; > fa}, entonces v(A) < oo. Por lo tanto

/A(fl — fo)du=v(A)—v(A)=0

y como en el conjunto A el integrando no es nulo, necesariamente p(A4) = 0. De manera similar se
demuestra que p({f1 < f2}) = 0y en consecuencia f; = fa c.s.(u). [ |

Usaremos la notacién dv/du para la densidad de v respecto de p.

Definicién 5.4 Sea py v dos medidas sobre (2, F). Decimos que v es absolutamente continua respecto
de o (v < p) si v(A) = 0 para todo A € F con p(A) = 0.
Decimos que las medidas p y v son equivalentes (u~v)siv < py pu < v.

Decimos que v es singular respecto de v (v L p) si existe un conjunto medible A tal que u(A) =0y
v(A°) = 0.

Ejemplos 5.2
1. Sea p una medida sobre (R,B) con densidad f respecto de la medida de Lebesgue m. Entonces
w(A) = [, fdm = 0 para todo A € B con m(A) = 0, de modo que p < m. Por otro lado si
f > 0 c.s. respecto de la medida de Lebesgue, entonces u(A) = [, fdm > 0 si m(A) > 0, y en
consecuencia g ~ m. En cambio, si f se anula en un conjunto de medida de Lebesgue positiva,
como u({f = 0}) = 0 pero m({f = 0}) > 0, la medida de Lebesgue no es absolutamente continua
respecto de la medida pu.

2. La distribucién de Poisson estd concentrada en el conjunto {0,1,2,...} que tiene medida 0, de
modo que es singular respecto de m.

Teorema 5.4 (de Descomposicién de Lebesgue) Sea p y v medidas o-finitas en (0, F). Entonces
v puede descomponerse de manera unica en una parte absolutamente continua v, y una parte singular vg
respecto de p:

V=V + Vs, dondev,<<puyvs Ll pu.

‘fi’;j que es medible y finita c.s.(1).

v, tiene densidad
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Demostracion. Basta con hacer la demostracién en el caso en el cual ambas medidas son finitas. Con-
sideremos el funcional lineal T': £2(Q, F, u + v) — R definido por

= /hdy.

Este funcional es acotado ya que, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

oi= [ra] < (frear)"( fra)"

<V 2Q)|IPllcz gy < v QA L2 ety

y por lo tanto es continuo. Por el teorema de representacién de Riesz-Fréchet, existe g € £2(Q, F, u + v)
tal que para todo h € L2(Q, F,u+ v),

/hdu _ /hgd(,u—&—y) (5.3)

o equivalentemente, para todo f € L2(Q, F,u +v),

[ra-gdw+v) = [ rau (5.4)

Si en (5.3) ponemos h = 1;,.0y, entonces g > 0 c.s. (1 + v). Si en cambio ponemos f = 17,51} en
(5.4), obtenemos que g < 1 c.s. (u+ ) y en consecuencia 0 < g < 1.

Sea ahora f > 0 medible y sea (f,)n>1 una sucesién de funciones medibles no-negativas en £2(Q, F, u+
v) con f, T f. Por el teorema de convergencia mondtona aplicado a la medida (1 — g)(u + v), obtenemos
que (5.4) vale para toda f > 0 medible. De manera similar se demuestra que (5.3) vale para toda h > 0
medible.

Sea E = g~1({1}). Si ponemos f = 1g en (5.4) entonces obtenemos ;(E) = 0. Definimos las medidas
v, ¥ Vs para A € F por

ve(A) =v(A\E) y vs(A)=v(ANE)

Entonces v = vg + vs y vs(2\ E) = 0, de modo que v L p. Si tenemos que ANE =@y u(A) =0
entonces [ 14 dp = 0. Por (5.4) también se tiene que

/A(l—g)d(MJrV)ZO

Por otro lado tenemos que 1 — g > 0 en A, de modo que p(A) +v(4) =0y u(A) = v(A) = 0. Més
generalmente, si B es medible con p(B) = 0 entonces u(B\E) = 0y en consecuencia v4(B) = va(B\E) =
0. En consecuencia v, < puy v = v4 + v, es la descomposicién que buscdbamos.

Para obtener la densidad de v, respecto de p, definimos

f=

9
1ok
T—g OF

Para cualquier A € F, por (5.3) y (5.4) con h =14\

[ ran= [ gurv)=v(a\B)=r(a)
A ANEe
de modo que f = d”“ |

Corolario 5.1 (Teorema de Radon-Nikodym) Si p y v son medidas o-finitas en (0, F), existe f
medible tal que

y(A):/Afdu, VA€ F,

sty solo si v <K .
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Escribimos f = 3—1”3 y también dv = fdP.

Corolario 5.2 Sean P y Q medidas de probabilidad en (2, F) tales que Q < P. Sea G C F una sub-o-
dlgebra. Sean Q|g Y P|g las restricciones de Q y P a G. Entonces en (£2,G)

Al <7,

d
Qi‘g es G-medible.
dP|g

5.3. Esperanza Condicional

Definicién 5.5 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, X una v.a. integrable y G C F una sub-o-
algebra. La esperanza condicional de X dada la o-dlgebra G es cualquier variable aleatoria Z medible
respecto a G e integrable tal que

/ZdP:/XdP VAEG (5.5)
A A

Observacién 5.1 (a) Usamos la notaciéon E(X|G) para la esperanza condicional de X dada G.

(b) La esperanza condicional no es tnica: Cualquier variable aleatoria Y que sea equivalente a Z en
el sentido de ser igual a ella casi seguramente tiene las mismas propiedades.

(c) Observamos que las integrales de X y Z sobre los conjuntos A € G coinciden. Sin embargo X € F
mientras que Z € G.

(d) La esperanza condicional no es un ndmero, es una variable aleatoria.

Veamos cudl es el sentido matematico de esta definiciéon. Supongamos inicialmente que X > 0 es
integrable y definamos

V(A):/XdP, AeF.
A
Entonces v es finita y absolutamente continua respecto a P. Por lo tanto
v|g < Pl
Por el teorema de Radon-Nikodym sabemos que existe la derivada y ponemos

o dl/‘g
~ dP|g

E(X|9)

la cual es G-medible por el corolario 5.2. Para cualquier G € G se tiene

dv
/ X dP = v|g(G) = v(G) = / dP||g dP|g
G G g

dl/|g
= dP
/G dP|g

- / E(X|G) dP
G

que es la ecuacién (5.5).
Si X no es positiva entonces

E(X|G) = E(XT|G) - E(X"|g)

satisface las condiciones de la definicion.
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Definicién 5.6 Definimos la probabilidad condicional dada la (sub-)o-algebra G por
P(A|G) = E(14]9)

para todo A € F. Por lo tanto P(A|G) es una variable aleatoria tal que
(a) P(A|G) es G-medible e integrable.
(b) P(A|G) satisface

/ P(A|G)dP = P(ANG), (5.6)
G

para todo G € G.

Definicién 5.7 Sea {X;,t € T'} una coleccién de v.a. definidas en el espacio (2, F, P), donde T es algin
conjunto de indices. Sea

g = O'(Xt, t e T)
la o-dlgebra generada por {X;, t € T'}. Definimos

E(X|X,, t € T) = E(X|9).

Ejemplo 5.3
Sea {A;, i > 1} una particién de , de modo que A; NA; = @ si i # jy UPA, = Q. Definimos
G =o(A;, i > 1) de modo que podemos describir a esta o-dlgebra como

ic€J
Para X € L'(Q) definimos
an = an(X) = E(X|A,) /XP dw|A,) / X dP

si P(A,) >0y a =0si P(A,) = 0. Veamos que

(a) E(X|G) = Zan

[M]8

(b) Para cualquier A € F, P(A|G) & P(A|A,)1p

3
Il
-

Para verificar (a) observamos que
o0
D an(X)1y, €6.
n=1

Ahora escogemos A € G y basta mostrar que

/A E(X|G)dP = / i n)dP:/AXdP. (5.7)

Como A € G, A es de la forma A = U;csA; para algin J C N. Veamos que la forma propuesta en (a)
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satisface (5.7).

/Zan )1a, dP = ZZ/% Y1a, dP

n>14ieJ

=> ) an(X)P(A; N Ay)

n>1ieJ

= an(X)P(A

ieJ

:Zﬁ/.XdPP(Al)
—Z/ XdP = /U XdP

icJ icg s

:/XdP.
A

Esto demuestra (a). Para obtener (b) basta poner X = 14.

Ejemplo 5.4
Sea X una v.a. discreta con valores posibles x1, xs, .... Entonces para A € F
P(A[X) = P(Alo(X)) = P(Alo({X =z}, 1 2 1))
= PAIX = 2:)1(x—0)
i=1
Ejemplo 5.5

Supongamos que X e Y son v.a. cuya distribucién conjunta es absolutamente continua con densidad
f(z,y), de modo que para A € B?

P[(X7Y)€A]://Af(x7y)dxdy.

(Quién es P(Y € C|X) para C € B? Sea G =0(X) y

= / [, y)dy
R
la densidad marginal de X y definimos

o m@m e f@ydy, s fx@) >0,
o {0 si fx(z) = 0.

Veamos que P(Y € C|X) = ¢(X). En primer lugar observamos que fc f(X,y)dy es o(X)-medible y por
lo tanto ¢(X) es o(X)-medible. Falta demostrar que para cualquier A € o(X),

/ ¢(X)dP = P[(Y € C)NAJ.
A
Como A € o(X), podemos escribir A = {X € A} para algin A € B. Por el teorema de transformacién

tenemos
Joxap= [ oxjap= [ o apxe
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y como existe la densidad conjunta de (X,Y’) obtenemos que esta expresién es igual a

= [ ote)( [ sty dy) ds
- o) fx () de + / o(2) fx () da

/Aﬂ{x:fx(m)>0} An{z: fx (z)=0}

- / o(2) fx () da
An{z:fx (z)>0}
1

= 1 . ]
/Aﬂ{ﬂﬂrfx(a:)>o} Ix(x) /Cf(x,y) y fx(x)d

N Aﬂ{x:fX(I)>0} (/Cf(xa Y) dy) dx

:/ (/f(a:,y)dy)dsz(XeA,YeC)
A Jo
=P((Y eC)NA)

5.3.1. Propiedades de la Esperanza Condicional
Proposicién 5.1 Sean X e Y v.a. integrables, G C F y a,b,c nimeros reales. Entonces

(¢) E(E(X]G)) = E(X).

(b) E(aX +bY|G) Z aE(X|G) +bE(Y]|G).

(c) Si X € G entonces E(X|G) 2 X.

(d) E(c|G) 2 c.

(¢) E(X|{,Q}) = E(X).

(f) Si X >0 c.s. entonces E(X|G) > 0 c.s.

(9) St X <Y c.s. entonces E(X|G) <E(Y]9) c.s.

(h) |E(X]G)| < E(|X]|G).

(i) Si X es independiente de G entonces E(X|G) = E(X) c.s.

Demostracion. La primera propiedad se obtiene haciendo A = 2 en (5.5). (b) es
/E(aX+bY|Q)dP:/(aX+bY)dP:a/ XdP+b/ Y dP
A A A A
:a/ E(X]G) dP+b/E(Y|Q)dP
A A
= / [aE(X|G) + bE(Y|G)] dP.
A

(c) es consecuencia de la identidad trivial

/XdP:/XdP
A A

y como X es G-medible satisface las condiciones de la definicién. Como toda constante es G-medible, (d)
es inmediata de (c).
Para (e)

/XdP: 0, para A = @,
A E(X), paraA=2Q,

/XdP:/E(X)dP, para todo A € {@,Q},
A A

es decir
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de modo que podemos reemplazar E(X|G) por E(X). (f) se obtiene por

/E(X|g)dP:/XdP20.
A A

Usando esta propiedad y (b) aplicada a Y — X obtenemos (g). Para (h) tenemos
|E(X]9)] = |E(XT]G) — E(X7|9)] < E(XT|G) + E(X"|G) = E(|X]|G).

Para probar (i) observamos que E(X) € G y que para cualquier A € G,
/ E(X)dP = E(X)P(A) = E(X1,) = / X1, dP = / X dP.
A Q A
Esta relacién dice que E(X) satisface (5.5). [

La siguiente proposicion presenta las versiones condicionales del TCM, el lema de Fatou y el TCD.

Proposicién 5.2 (a) Si 0 < X,, T X € LY (Q) cuando n — oo entonces E(X,|G) 1 E(X|G) cuando
n — oo.

(b) Si X, L X cuandon — oo y X1,X € LY(Q) entonces E(X,|G) | E(X|G) cuando n — .

(c) Si {X,, n>1} son no-negativas e integrables, entonces

E(liminf X,,|G) < liminf E(X,|G) c.s.
n— oo n— oo

(d) Si X,, <Y € L' para todo n, entonces

E(limsup X,,|G) > limsup E(X,,|G) c.s.

n—oo n—oo
(e) Si|X,| <Y € L'y X, ¥ X cuando n — oo, entonces
E(X,|G) ¥ E(X|G) cuando n — co.

Demostracién. Sabemos por la proposicién anterior que E(X,,|G) es mondtona creciente y no-negativa,
de modo que el limite Z = lim,,_,oc E(X,|G) existe. Usando la relacién (5.5) y el TCM obtenemos para
Aeg

/de: lim E(X,|G)dP = lim /E(Xn|g)dP
A n—oo A

A n—oo

— lim [ X, dP = / lim X,dP = | XdP.
A A

n— oo n—oo A

Esto demuestra (a) y (b) sigue cambiando signos. Para demostrar (c¢) ponemos Z, = infy>, Xp < X,, y
observamos que Z, <% liminf X,, monoténicamente. Por la proposicién anterior

E(X,|0) = E(Z,|9) T E(lim inf X,,|G)

de donde (c) sigue. Para (d) observamos que Y — X,, > 0 es integrable y podemos aplicar (c¢). Finalmente,
para (e) usamos (c¢) y (d). |

Proposicién 5.3 Si X y XY son integrables, Y € G, entonces

E(XY|G) € Y E(X|G).
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Demostracién. Supongamos inicialmente que X e Y son no-negativas. Para Y = 14, con A € G,
también se tiene que AN A € G, para todo A € G y usando (5.5)

/YE(XIQ)dP: E(Xlg)dP:/ XdP:/XYdP
A ANA A

ANA

y esto demuestra la relacién para indicadores, y por linealidad para variables simples. Si {Y,, n > 1}
son v.a. simples tales que Y, 1Y c.s. cuando n — oo, se tiene que XY, 1+ XY y Y, E(X|G) 1 Y E(X|G)
c.s. cuando n — o0, y la conclusion sigue por convergencia monodtona. El caso general sigue usando la
descomposicion X = Xt - X~y Y =Y+t -Y~. [ |

Muchas propiedades de martingalas se demuestran condicionando sucesivamente. El siguiente lema es
fundamental para este procedimiento

Lema 5.1 (Suavizamiento) Sea H C G C F, entonces
E(E(X|9)[H) = E(X[H) = E(E(X[H)|9) c.s.

Demostracién. Como E(X|H) € G la segunda igualdad es consecuencia de la proposicién 5.1 (c). Para
demostrar la primera sea A € H C G. Usando la relacién (5.5) obtenemos

/AE(E(X|Q)|7-L)dP:/AE(X\g)dP:/AXdP:/AE(X|7-L)dP

Para entender por qué el nombre del lema, recordemos el ejemplo 5.3 en el cual G = (A, n > 1),
donde {A,,, n > 1} es una particién numerable de Q2. Entonces

B(X]G) = 3 an(X)1a,.

de modo que E(X|G) es constante en cada conjunto A,,.

Si G; C G2 y ambas son generadas por particiones numerables {AS), n>1}y {Ag), n > 1}, entonces
jEJA§'2)' Por lo tanto
E(X|G1) es constante en Aﬁ}) pero E(X|Gy) puede cambiar de valor a medida que w se mueve entre los

AS) € Gy, de modo que existe un conjunto de indices J C N tal que AS) =>
conjuntos Ag-l), j € J. Como funcién, E(X|G;) es més suave que E(X|G2).

Teorema 5.5 Sea Y una v.a. con varianza finita y sea G una sub-o-dlgebra de F. Entonces
B[(Y - E(Y|9))’] = E[Y?] - B[(E(Y]9))?]
Demostracion. Usando la proposicion 5.3 y el lema 5.1,
E(YE(Y|9) =E[E(YE(Y|9))|d] = E [E(Y]G)E(Y]G)] = E [E(Y]G)’]
de modo que

EB[(Y — E(Y|9))’] = B[Y?] + E[(E(Y|9))’] - 2E[Y E(Y|9)] = E[Y?] - E[(E(Y|G))’]
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Proyecciones

Sea G una sub-o-algebra de F. Sea L2 (9) la clase de las variables aleatorias G-medibles con segundo
momento finito. Si X € L?(F) entonces E(X|G) es la proyeccién de X a L?(G), un subespacio de L*(B).
La proyeccién de X en L?(G) es el (tinico) elemento de L?(G) en el cual se alcanza

inf [|X — 2|y
ZeL2(G)

Para alcanzar el infimo debe cumplirse que X — Z sea ortogonal a todas las variables del subespacio
L?(G):
(Y, X -2Z)=0, VY eL*G).

Es decir que

/Y(X ~Z)dP =0, VY € L*G).

Si probamos Z = E(X|G) obtenemos

/Y(X — Z)dP = E(Y(X — E(X|G)))
= E(YX) - E(Y E(X|G))
= E(YX) — E(E(YX|G))
=E(YX)-EYX)=0.

5.3.2. Desigualdades de Momentos Condicionales.

Teorema 5.6 Sea X eY v.a. y supongamos que G es una sub-o-dlgebra F. Las siguientes desigualdades
de momentos valen c.s. siempre que los momentos correspondientes existan

1.
E(IX +Y["6) < e (E(IX]"|9) + E(IY]"|9)),

donde ¢, =1 parar <1 yc, =21 parar > 1.
2. Holder. Sil<p<oo, p l4+q¢l=1,
|E(XY]9)| < E(IXY|G) < (E(IX[P1G)7 - (E(|Y]9]G))"/
3. Minkowski
(E(IX + Y[7I6)'? < (B(XIPIGN? + (E(Y[PG)"/"
4. Jensen. Si g es una funcion convexa y g(X) € L',

9(E(X19)) < E(9(X)|9).

Demostracion. Veamos la demostracién de la desigualdad de Jensen. Consideremos la recta de soporte
en xg; por convexidad debe estar por debajo de la grafica de g de modo que

9(zo) + Azo)(x — 20) < g(2) (5.8)

donde A(zp) es la pendiente de la recta de soporte que pasa por (zg, g(xo)). Reemplazamos z¢ por E(X|G)
y & por X para obtener
9(E(X]9)) + ME(X[9))(X — E(X|9)) < g(X) (5.9)
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Si no hay problemas de integrabilidad podemos tomar esperanza condicional respecto a G en ambos lados
de (5.9). Para el lado izquierdo obtenemos

9(E(X19)) + ENE(X]9))(X — E(XG))|9] = g(E(X]F)) + A(E(X]9)) E(X - E(X|9))|G)
= 9(E(X]9))

donde usamos que E(X — E(X|G)|G) = 0. Por otro lado, al calcular la esperanza condicional del lado
derecho de (5.9) obtenemos E(g(X)|G), y por lo tanto

9(E(X19)) < E(9(X)|G).

Para concluir veamos que no hay problemas de integrabilidad en (5.9). Observemos primero que
podemos tomar A(z) como la derivada por la derecha

gt h) — g(e)

R0 h
que siempre existe y por convexidad es no-decreciente en x. Si podemos demostrar que E(X|G)(w) es
acotada como funcién de w, entonces también lo serfan g(E(X|G)) vy A(E(X]G)), de modo que todos los
términos de (5.9) serfan integrables. Sea ahora

X' = X1 5(x|g)|<n}>
observamos que
E(X'|G) = B(X1(5(x|9)1<n}|9) = 11 B(x|9)|<n} E(X|G)

es acotado y podemos usar el resultado de la desigualdad de Jensen para esperanzas condicionales aco-
tadas. Obtenemos

9(E(X'1G)) < E(9(X")|G).
Por lo tanto, cuando n — oo
E (9(X")|G) = E (9(X1jp(x|g)/<n})|G)

=E (9(X1{rx19)<n}) + 9(0) 1 Bx16)>n} G)

= 1(E(x|9)<n} E(@(X)]G) + 9(0)1( 5(x|g)|>n}

— E(9(X)[G).
Ademsds, cuando n — oo

9(E(X'1G)) = 9(1{ e(x|9)<n} E(X]9)) = 9(E(X]G))

ya que g es continua. |

Proposicién 5.4 Si X € L?, definimos || X||, = (E|X|P)'/? y supongamos que p > 1. Entonces
HEXIG)lp < [[Xlp- (5.10)
Ademds, si X, — X en LP entonces E(X,|G) — E(X|G) en LP.
Demostracién. La desigualdad (5.10) vale si
(E(|E(X|G)[")7 < (B(1X[7))"/7

o equivalentemente

E([E(X]9)IP) < E(IX]?).
A partir de la desigualdad de Jensen, si g es convexa, g(E(X|G)) < E(g(X)|G). Como g(z) = |x|P es
convexa para p > 1 obtenemos

E(JE(X[G)") < E(|X]").

Para ver la convergencia observamos que

I E(Xn|9) = E(X[G)|lp = [[E(Xn = X))y < [[Xn = X]|, = 0.
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5.4. Martingalas.

Comenzamos con un espacio de probabilidad (2, F, P).

Definicién 5.8 Una sucesién {F,,, n > 0} de sub-o-dlgebras es una filtracidn si es una sucesion creciente,
es decir,
FoCFC--  CFy,CFpp1 C---CF.

Si interpretamos n como el tiempo, JF;, contiene la informacién disponible al tiempo n. También conside-
ramos Foo = 0(UpFr).

Definicién 5.9 Una sucesién {X,,, n > 0} de v.a. es adaptada a {F,, n > 1} si X,, € F,, para todo n.
Si F, = o(Xo, X1, ..., X,) decimos simplemente que la sucesién es adaptada y llamamos a {F,, n > 1}
la filtracion natural.

Definicién 5.10 Una sucesién {X,,, n > 0} de v.a. es F,-predecible si X,, € F,,_1 para todo n.

Definicién 5.11 Una sucesién {4, n > 0} de v.a. es un proceso creciente si Ag =0, A, 7'y {An} es
predecible

Definicién 5.12 Una sucesién {X,,, F,, n > 1} donde X,, son v.a. integrables y {F,,} es una filtracién,
es una martingala si X, es adaptada a F,, y se cumple que

E(Xp41|Fn) =X, cs. Yn>0. (5.11)
Decimos que la sucesién es una submartingala si
E(Xn+1|Fn) > X, cs. ¥n>0. (5.12)

y una supermartingala si

E(Xp41|Fn) <X, cs. Yn>0. (5.13)

Decimos que es una LP-martingala si ademds E|X,|? < oo para todo n. Decimos que es LP-acotada si
ademds sup,, E| X, |P < oco.

Observacion 5.2

1. {X,} es una martingala si es a la vez una submartingala y una supermartingala. {X,} es una
supermartingala sii {—X,,} es una submartingala.

2. La relacién (5.11) vale sii
/ Xpy1 = / X,, VAeF,.
A A
Un comentario similar vale para sub y supermartingalas.

3. Podemos reemplazar la condicién (5.11) por
E(X,|Fm) =X, cs. para cualesquiera 0 < m < n. (5.14)
Para ver esto basta usar repetidamente el lema de suavizamiento:

E(Xn|]:m) = E(E(Xnurn—l)‘]:m)
= E<Xn—1|]:m) = E(E(Xn—l‘]:n—2)|]:m>
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4. Si (X,,) es una martingala entonces E(X,,) es constante. En el caso de una submartingala, la media
crece mientras que para una submartingala, decrece. Por ejemplo, para martingalas,

5. Sea {X,,Fn, n > 0} una (sub, super) martingala, y sea G, = o(Xo,X1,...,X,). Entonces
{Xn,Gn, n >0} también es una (sub, super) martingala.

Para ver por qué es cierto esto observamos que como X,, € F,, se tiene que G, = 0(Xo,...,X,) C
Fn, ¥ por suavizamiento

E(Xn+1|gn) = E(E(Xn+1|~7:n)|gn) = E(Xn|gn) = Xn.

Definicién 5.13 Una sucesion integrable {U, } adaptada a {F,} es una sucesidn de diferencias de mar-
tingala si
E(Up+1|Frn) =0 V¥n>0. (5.15)

{U,} es una sucesion de diferencias de submartingala (supermartingala) si
E(U,41|Fn) > ()0 Vn > 0. (5.16)

Teorema 5.7 Sea {U,} integrable y adaptada o{F,} y sea X,, = > p_o Ui, n > 0.

(i) {(Xn,Fn), n >0} es una martingala sii {(Up, Fpn), n > 0} es una sucesion de diferencias de mar-
tingala, una submartingala sii {(U,, Fpn), n > 0} es una sucesion de diferencias de submartingala,
y una supermartingala sit {(Up, Fpn), n > 0} es una sucesion de diferencias de supermartingala.

(i) Una sucesion de diferencias de martingala tiene esperanza constante 0, una sucesion de diferencias
de submartingala tiene esperanza no-negativa, y una sucesion de diferencias de martingala tiene
esperanza no-positiva.

5.4.1. Ejemplos.

Ejemplo 5.6
Sea {Y,,, n > 1} una sucesién de v.a.i. con media 0y sea X, = > ;_; Y, n>1 con Yy = Xy = 0. Sea

Fn=0Yo,Y1,...,Y,) =0(Xo,X1,...,X,), n>0.

Entonces {(X,,F,), n > 1} es una martingala y {(Y,,,F,), n > 1} es una sucesién de diferencias de
martingala:
E(Xpi1|Fn) = B(Xn + Yot | Fn) = Xo + E(Vesa|Fn) = Xon c.5.

Ejemplo 5.7
Sean X € L' y {F,, n > 0} una filtracién. Para n > 0 definimos

X, = E(X|F,)
Entonces {(X,,F,), n > 1} es una martingala:
E(Xn41|Fn) = BEEX|Foi1)|Fn) = E(X|F,) = X,

Ejemplo 5.8
Sea {Y,, n > 1} v.a.i. con EY; = py, Var(Yy) = o} y ponemos s2 = > /'_, o7 para n > 1. Tomamos
{Fn, n > 1} la filtracién natural. Finalmente ponemos

n
2
Xn:(Z(Yk—IMc)) —STQL, n > 1.

k=1



5.4. MARTINGALAS. 113

Entonces {(X,,Fn), n > 1} es una martingala.
Para ver esto podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que todas las medias valen 0. tenemos

E(Xni11Fa) = B (D Ve + Yar)” = s |7

k=1
=B (V) 1F0) + BO2a1F) + 2B (3 Vi) Ve ) = s34
k=1 P

= (ZYk)Q + UEL-&-l + Q(Zyk) E(Yn+1|]:n) - Si - 072L+1
k=1 k=1

n
:Xn—|—2(ZYk)-O:Xn.

k=1
En particular, si Y;,Ys,... son ii.d. centradas, entonces {X,, = (}.;_, Yi)> — no?, n > 1} es una
martingala.
Ejemplo 5.9

Sea {Y,,, n > 1} una sucesién de v.a.i. con media 1 y definimos X,, = [[4_, Ys, n>1,con ¥y = Xy =1
y sea {F,, n > 1} la filtracién natural. Entonces {(X,,F,), n > 0} es una martingala porque

E(Xns1|Fn) = E(Xp - V1| Fn) = X - E(Yys1|Fp) = X - 1 = X,

Ejemplo 5.10
Sea Xg =1y para n > 1 definimos recursivamente

¥ 2X,, con probabilidad 1/2,
e 0, con probabilidad 1/2,

o equivalentemente

1 1
P(X,=2")=—, PX,=0=1-——.
Como .
Xo =[] ¥
k=1

donde Y7,Y5,... son i.i.d. que valen 0 6 2 con probabilidad 1/2, X, es el producto de variables i.i.d. con
media 1, y por el ejemplo anterior es una martingala.

Ejemplo 5.11
Sea {Y,, n > 1} una sucesién de v.a.d.i.d. con funcién generadora de momentos 1 finita, y sea S, =
> r_1 Yi, n> 1. Entonces

etSn n

H etYk

Xn = —, n>1,

(@®)" 5 Y0

para t dentro del rango de convergencia de la f.g.m., es una martingala que se conoce como la martingala
exponencial. Esto es consecuencia del ejemplo 5.9, porque X, es el producto de n factores independientes
con media 1.

Ejemplo 5.12
Si {Y,, n > 1} son variables independientes con densidad comun f, la sucesién de cocientes de verosimi-
litudes es

1y (Y 6)
b= pia) =0
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donde 6y y 67 son los valores de algiin parametro bajo las hipdtesis nula y alternativa, respectivamente.
Esta sucesion es una martingala como la del ejemplo 5.9 bajo la hipdtesis nula:

Yk,91 f /
B fybo)dy= | fly:61)d

Ejemplo 5.13
Sea {(X,,Fn), n > 0} una martingala y {U,, n > 0} la sucesién de diferencias de martingala asociada.
Sea {vg, k > 0} una sucesién predecible, ponemos Xy =0y

X, = E Ugvg, n>1.
Una sucesion de este tipo se conoce como una transformada de martingala y es a su vez una martingala:

E(Xn-&-l‘]:n) = ZE(Ukvk|fn) + E(Un+lvn+l|]:n)
k=1

= Xp + Vg1 E(Up 1] Fn) = Xin.

Ejemplo 5.14
Cualquier sucesién integrable y adaptada puede ’ajustarse’ para transformarla en una martingala. Sea
{Y,, n > 0} una sucesién adaptada a {F,} y pongamos Xg =Yy y

n

X, = Z(Yk — E(Y%|Fr-1)), n > 1.
k=1

Por el lema de suavizamiento y el hecho de que Yy, € F,, para 1 < k < n,

n+1

E(Xn1|Fn) =B (D (Vi — E(VilFa1))| Fn)
k=1

=Y E (Vi = E(YilFe-1)|Fn) + E (Yos1 — E(YVaga| F) | Fn)

n

=Y (Y = E(Vi|Fim1)) + E(Yas1|Fn) = EYoi1|Fn)
k=1

de modo que {(X,,F,), n > 1} es una martingala.

Como corolario obtenemos que las sumas parciales de cualquier sucesion integrable y adaptada puede
descomponerse como la suma de una martingala mas la suma de las esperanzas condicionales:

> Vi=Xp+ > B(YilFio1), n>1

Si las variables {Y,, n > 1} son independientes con EY}; = ug, las esperanzas condicionales se
convierten en esperanzas ordinarias y la descomposicion se reduce a

ZYk :Z(Yk _Mk)“!‘z,uka n>1.
k=1 = k=1

k=1
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Ejemplo 5.15
Sea {Y,,n > 0} una cadena de Markov con los enteros como espacio de estados y matriz de transicién
P = (P;j). Sea f un eigenvector con eigenvalor asociado A es decir,

Pf=M\f
o en términos de las componentes
> Pyf(5) = M)
J
En términos de esperanzas tenemos

E(f(Ynta)|Yn = 1) = Af(3)

y por la propiedad de Markov esto es

E(f(yrl-‘rl”Yn) = E(f(Y7L+1)|Y07Y17 s 7Y7L) = Af(Yn)

por lo tanto (A\™"f(Y,),o(Yo,...,Y,)) para n > 1 es una martingala.

Un caso particular es el proceso de ramificacién simple. Supongamos que {pg, k > 0} es la distribucién
de la descendencia, de modo que pj es la probabilidad de que un individuo de la poblacién tenga k
descendientes. Sea m = ", kpj. el promedio de descendientes por individuo. Sea {Z™(i),n > 0,i > 1}
una sucesion i.i.d. con funcién de probabilidad comin {px} y definimos de manera recursiva Zp =1y

ZMWA) 4 Z20M(Z,), s Z, >0,
Zn+1 - .
0, si Z, =0,

que representa el nimero de individuos en la generacién n + 1. Entonces Z,, es una cadena de Markov y

. ) doj, sii=0,
Pij:P(ZnJrl:]lZn:Z): 2]1 ..
pja SlZZL

donde, para i > 1, p3* es la j-ésima componente de la i-ésima convolucién de la sucesion {pr}. Observamos

que para ¢ > 1,
o0 o0
=0 j=1

mientras que para ¢ =0

o0

> Pijj=Po-0+0=0=im

§=0
Con f(j) = j tenemos que Pf = mf y por lo tanto el proceso (m~"Z,,0(Zo,...,Z,)) paran > 0 es una
martingala.

La siguiente proposicion da algunos mecanismos para obtener nuevas martingalas a partir de ejemplos
conocidos.

Proposicién 5.5 Sean a,b € R y {(XT(f),]-'n), n > 0} para i = 1,2 martingalas. Entonces
(1) {(aXfIl) + bX,gQ),]-'n), n > 0} es una martingala.
(2) {(méX{X£1)7X»,(12)},./—"n), n > 0} es una submartingala.
(2) {(ml’n{X,ﬁl),Xff)},fn), n > 0} es una supermartingala.
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Demostracion. (1) es consecuencia de la linealidad de las esperanzas condicionales. Para ver (2), teniendo
en cuenta que méX{X»SLl)7 XfLQ)} > Xy(bl) y méx{X7(L1), Xy(Lz)} > X7(L2) tenemos
[ 1 2 [ 1 2 .
B(max{X,1, X2 W) 2 max{ B F), BOG )} = méx{ X, X}
lo cual demuestra (2). Para ver (3) basta cambiar signos. [
Proposicién 5.6 Si {(X,,F,), n >0} es
(a) una martingala y g es una funcion convexa o

(b) una submartingala y g es convexa no-decreciente,
y ademdas E|g(X,,)| < oo para todo n, entonces {(g(Xn), Fn), n > 0} es una submartingala.

Demostracién. Sea {(X,,,F,), n > 0} una martingala. Por convexidad

E(9(Xn+11Fn) = 9(E(Xn11]Fn)) = 9(Xn).

Para submartingalas la primera desigualdad es igual pero como E(X,,11|F,) > X, la segunda igualdad
se convierte en una desigualdad > si g es no-decreciente. |

Teorema 5.8 (a) Si{(X,,Fn), n > 1} es una martingala, entonces {(X,5, F,), n > 1}, {(X,;, Fn), n >
1} y {(|Xnl, Fn), n > 1} son submartingalas.

(b) Si {(Xn,Fn), n > 1} es una martingala y E|X,|P < oo para todo n y algin p > 1, entonces
{(|Xn|P, Fn), n>1} es una submartingala.

(¢c) Si {(Xn,Fn), n>1} es una submartingala, también lo es {(X;F,F,), n > 1}

(d) Si {(Xn,Fn), n> 1} es una submartingala no-negativa y E|X,|P < co para todo n y alginp > 1
entonces {(|Xn|P, Frn), n > 1} es una submartingala.

5.5. Ortogonalidad

Lema 5.2 Sea {(X,,Fn), n > 0} una martingala en L* con sucesion de diferencias de martingala {U,}.
(a) Se tiene

E(UmUn) _ {E(U'g@)7 para n = m,

0, en otro caso.

(b) Para m <n

E(U,Xm) = E(U, E(X,|Fm)) =0,

E(XnXm) = E(Xn BE(Xa|Fn)) = E(an)7

E(X, — Xm)? = E(X7) - E(X7,),

n

E( Zn: Uk)Z: Y EU).

k=m+1 k=m+1

(c) Si {(Xn,Fn), n > 0} es una submartingala (super martingala) en L?, las mismas relaciones valen
con = reemplazado por > (<).

Demostracion. La herramienta fundamental es el lema de suavizamiento.
(a) El resultado es inmediato en el caso m = n. Si m < n,

E(UnUp) = BEUnUn|Fn)) = EUpn B(Un|Fon)) = E(Xo, - 0) = 0.
(b) De manera similar,
E(UnXm) = EEU,Xm|Fm)) = E(Xm E(Un|Fn)) = E(X, - 0) =0,
E(X,Xm) = E(E(X, X |Fm)) = BE(Xm E(X,|Fm)) = E(le)
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Usando este ltimo resultado y
E(X, — Xn)? = E(X7) - 2E(X, X)) + E(X7,) = E(X7) - E(X7,)
La tultima igualdad es una consecuencia de este resultado.

(c) Sigue de los resultados anteriores. [

Observacién 5.3 Para martingalas se puede reescribir la tercera relacién de (b) como
E(X2) = B(X2) + B(X, — X;n)?

que muestra que las martingalas tienen incrementos ortogonales, y ademas que E(X2) > E(X2,).

5.6. Descomposiciones

Teorema 5.9 (Desomposicién de Doob) Toda submartingala {(X,,,F,), n > 0} puede descompo-
nerse de manera Unica en la suma de una martingala {(M,,F,), n > 0} y un proceso creciente
{(An, Fn), n>0}:

X,=M,+A4,, n>0.

Demostracion. Recordemos el ejemplo 5.14. Ponemos My = Xy de modo que Ag = Xg— My =0y

M, = Z(Xk — E(Xy|Fr-1)), v An =X, — M,,
k=1

de modo que {(M,,F,), n > 0} es una martingala.Falta ver que {(A4,,F,), n > 0} es un proceso
creciente, y ya sabemos que Ay = 0. Ademss, el proceso A,, es predecible:

n n—1
Ap = E(Xg|Feo1) = Y Xi € Fur.
k=1 k=1
Finalmente,
An+1 - An - Xn+1 - Mn+1 - Xn + Mn - (Xn—i-l - Xn) - (Mn+1 - Mn)
= Xn+1 - Xn - (XnJrl - E(Xn+1|]:n))
=E(X,41|Fn) — Xn >0,
por la definicién de submartingala. Esto establece la existencia de la descomposicion y falta ver que es
Unica.
Supongamos que X, = M/ + A} es otra descomposiciéon. Como A,, es predecible,
A;H»l - A’,ﬂ = E(A/n+1 - A;L|-7:n) =E ((XnJrl - Xn) - (M7/1+1 - MrlL)|fn)
= E(X7L+1|~7:7L) - Xn - (MT/L - M’I/L) = E(Xn+1|}—n) - X,
= An+1 - Ana
y como Ay = A, = 0 esto demuestra la unicidad del proceso creciente. Pero
M,=X,—-A,=X, — A, =M,
y por lo tanto la martingala también es unica. |

Corolario 5.3 Sea {X,, n > 0} una supermartingala. Ezisten una martingala {M,, n > 0} y un
proceso decreciente { A, n > 0} tales que

Xn = Mn + An;

con Ay = 0. Esta descomposicion es unica.



118 CAPITULO 5. ESPERANZA CONDICIONAL Y MARTINGALAS

Ejemplo 5.16
Sea {(X,,Fn), n > 0} una martingala en L% entonces {(X2,F,), n > 0} es una submartingala. Para
ver esto basta tener en cuenta que f(z) = 22 es una funcién convexa y la desigualdad de Jensen. Veamos
cudl es su descomposicién de Doob.

Ponemos My = X¢ y

My, = Z(Xlg —E(XZ|Fe-1)), v An=Xi— M,
k=1

Sea {U,, n > 0} la sucesién de diferencias de martingala asociada a la martingala {X,}. Sabemos
que esta sucesion es centrada. Tenemos

XIE = (kal + Uk)2 = X]%fl 42X 1Ux + U]?

y en COHSeCuenCia
E(XP|Fr-1) = XP_1 +2Xp—1 E(Up| Fr—1) + E(UR| Fr-1),

pero E(Ug|Fi—1) = 0 y entonces
E(X{|Fi-1) = Xi—1 + E(UE|Fi-1)-
Ahora
Api1 —An=X2 1 — X2 = Myy1 + M, = E(X72L+1|}—n) - X

= X, +E(US 4| Fn) — X5
= E(Ugﬂ—l “Fn)v

y por lo tanto la descomposicién de Doob para X2 es

n n

M, = X7 =Y E(URFe),  An= > E(UR|Fs)
k=1 k=1

El siguiente resultado, que presenta la descomposicién de Krickeberg, lo enunciamos sin demostracién,
que puede verse en el libro Probability. A Graduate Course de A. Gut, p. 490.

Teorema 5.10 (Descomposicién de Krickeberg) (a) Para cualquier martingala {(X,, Fn), n > 0}
con sup,, B(XI) < oo, ezisten dos martingalas no-negativas {(MT(LZ),}",L), n >0}, i =1,2 tales que

X, =MbY - M.

(b) Para cualgquier submartingala {(X,,F,), n > 0} con sup,, E(X;") < oo, existen dos martingalas

n

no-negativas {(MT(LZ),}}), n >0}, ¢ =1,2 y un proceso creciente {(A —n, F,), n > 0} tales que

X, =MbY - M2+ A,

5.7. Tiempos de Paro
Definicién 5.14 Una v.a. T : Q — N = NU {+oc} es un tiempo de paro si {T < n} € F,, para todo n.

Una v.a. constante con valor entero o 400 es un tiempo de paro. Podemos pensar que los tiempos de
paro son el instante en el cual ocurre un evento aleatorio, con la convencién de que toma el valor +oo si
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el evento nunca ocurre. Por ejemplo, supongamos que (X, ),>0 €s una martingala y nos interesa el primer
instante en el cual vale al menos 12. Este instante es aleatorio y lo podemos describir como

T— {infn>0{n : Xp, > 12} si X,, > 12 para algiin n € N,

+00 si no.

Es decir,
T(w) = fI;fO{n : Xp(w) > 12}

si Xp,(w) > 12 para algin n € Ny T'(w) = 400 si no. Observamos que el evento {w : T(w) < n} se puede

expresar como
n

(T <n}=J{Xx =12} € F,
k=0

porque {Xy > 12} € Fi, C Fp, si k < n.
Un tiempo de paro es acotado si existe una constante ¢ tal que P(T < ¢) = 1. Si T es un tiempo de
paro finito denotamos por Xt a la variable

Xr(w) = X7 (W),

es decir, toma el valor X,, siempre que T' = n.

Teorema 5.11 Sea T un tiempo de paro acotado por ¢ y sea {X,, n > 0} una martingala. Entonces
E(X7) = E(Xo).

Demostracién. Partimos de X7 (w) = > o X, (w)1{7(w)=n}- Por lo tanto, suponiendo sin pérdida de
generalidad que c es entero,

E(Xr)=E [ZXn]-{T n} ZX 1= n} = ZE [an{Tzn}} .
k=0 k=0

Como {T' =n} ={T < n}\{T < n—1} vemos que {T' = n} € F,, y obtenemos que la expresién anterior
es

—ZE BIX|Fallir=n)] = DB [Xelyron)]
k=0

=E[X. Z 1ir—n}] = E(X.) = E(Xo).
|

Teorema 5.12 Sea T un tiempo de paro acotado por ¢ € N y sea {X,, n > 0} una submartingala.
Entonces E(X7) < E(X,.).

Demostracién. Es similar a la del teorema 5.11 y queda como ejercicio. |

Definicién 5.15 Sea T un tiempo de paro. Definimos la o-dlgebra Fp como

Fr={AeF:An{T <n} € F,, para todo n}

Teorema 5.13 Si T es un tiempo de paro, Fr es una o-dlgebra.
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Demostracion. Claramente & y € estdn en Fpr. Si A € Fr entonces
AN{T <n} ={T <n}\ (AN{T < n}),
y por lo tanto A® € Fp. Ademds si (A;);>1 estdn en Fr, entonces
(Uis1 4i) N{T < n} =U;>1 (4N {T <n}) € Fy,
de modo que Fr es cerrada bajo complementos y uniones numerables, y por lo tanto es una o-algebra. B
Teorema 5.14 Sean S, T tiempos de paro, con S <T. Entonces Fg C Fr.
Demostracién. Como S < T tenemos {T < n} C {S < n}. Por lo tanto si A € Fg se tiene
AnN{T <n}=An{S<n}n{T <n}
pero AN{S<n}eF,y{T <n} e F, de modo que AN{T <n} € F, yen consecuencia A € Fr. N

Sea ahora {X,,, n > 1} una sucesién de v.a. adaptada a la filtracién {F,}. Sea T' un tiempo de paro
con P(T < o) = 1. Entonces X1 = ano Xnl{r—n), y tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.15 X1 es Fr-medible.
Demostracién. Sea A € B, queremos mostrar que {Xr € A} € Fr, es decir, tenemos que ver que

{Xr e A}n{T <n} € F,. Pero

(Xr e Ayn{T <n} = O{XTGA}O{T:k}: O{XkeA}ﬁ{T:k},
k=0 k=0

vy{Xr e A}n{T =k} € F, C F, para k <n. [

Teorema 5.16 (Teorema de Muestreo Opcional de Doob) Sea {X,,, n > 0} una martingala y
sean S, T tiempos de paro acotados por una constante ¢, con S <T c.s. Entonces

E(XT|]:5) = XS C.S.

Demostracién. En primer lugar | X7| < >°°_|X,,| es integrable, y lo mismo ocurre para Xg, y ademds
Xs es Fs-medible por el teorema anterior. Falta demostrar que para todo A € Fg

E(XSIA):/XTdP:/XSdP:E(XTlA)
A A

Definimos una nueva variable aleatoria R por
R(w) = S(w)la(w) + T(w)1l ge(w).
Entonces R también es un tiempo de paro:
{R<n}=(An{S<n})U(A°N{T < n}),

y An{S < n} € F, porque A € Fs. Como A € Fg tenemos A° € Fg C Fr. En consecuencia
An{T < } € Fn y concluimos que {R < n} € F, y R es un tiempo de paro. Por lo tanto E(Xg) =
E(Xr) = E(Xp). Pero
E(XR) = E(XslA + .XYTIAC)7
E(X7) = E(X714 + X71ac),

restando obtenemos
E(Xs1la) —E(Xrly)=0.
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Teorema 5.17 Sea {X,,, n > 0} una sucesidn de v.a. adaptada a la filtracion {F,, n > 0}. Supongamos
que E|X,| < oo para todo n y E(X1) = E(Xy) para todo tiempo de paro acotado T. Entonces X es una
martingala.

Demostracién. Sea 0 < m < n < 0o, y sea A € F,, Definimos un tiempo aleatorio por

T(w) =

m  siw € A,
n siweA.

Entonces T' es un tiempo de paro, de modo que
E(Xo) =E(X7) =E(Xnlac+ X, 14).

Pero también E(Xy) = E(X,,14c + X,,,14). Restando obtenemos E(X,,14) = E(X,,14) o equivalente-
mente E(X,|F,,) = X,, c.s. |

5.8. Desigualdades.

Sea (92, F, P) un espacio de probabilidad y {F,,, n > 0} una filtracién. Sea {X,,, n > 0} una sucesién
de v.a. integrables con X,, € F,. Sea W,, = sup,, |X;|. Observamos que W,, < W41 y si X,, es una
martingala, W, es una submartingala ya que

E(W,) <E[Y1X]] < co.

j=1

La desigualdad de Markov dice que, para o > 0,
1
En el caso de una martingala podemos reemplazar W,, por | X,,| en el lado derecho.

Teorema 5.18 (Primera Desigualdad de Doob) Sea {X,,, n > 1} una martingala o una submar-
tingala positiva. Entonces

P(W, > 0) < 2 B(|X, )

Demostracién. Sea T' = min{j : |X;| > a} con la convencién de que el minimo de un conjunto vacio es
+00. Como g(z) = |z| es convexa y creciente en RT, tenemos que |X,,| es una submartingala. Teniendo
en cuenta que

{T <n}={W, >a}
tenemos

X
P(W, > 0) < P(T < ) < Bl greny) < B[00,

y como X7 = Xrp, en {T < n},

—_
—_
—_

P(Wn > 04) < aEHXT/\n‘]-{TSn}} < EEHXT/\n” < aEHXnH
por el teorema 5.12. [ ]

Lema 5.3 Sea X > 0 una v.a., p > 0 y E[X?] < co. Entonces

E[X?] = / PAPTIP(X > ) d).
0
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Demostracion. Tenemos
[ perpaes nan= [T o B s i
0 0

y por el teorema de Fubini

0o X
=E [/ PN '1ixoyydA] =E [/ pAPThdN] = E[X?).
0 0
]

Teorema 5.19 (Segunda Desigualdad de Doob) Sea {X,, n > 1} una martingala o una submar-
tingala positiva. Sea 1 < p < co. Existe una constante c, que depende inicamente de p tal que

E[(Wn)"] < ¢ E[| X "].

Demostracién. Daremos la demostracién para el caso de una martingala. Como g(x) = |z| es convexa,
| Xn| es una submartingala. Sea o > 0y Y,, = X, 1{|x, |>a/2}. Para n fijo definimos

Observamos que {Z;,0 < j < n} es una martingala (ver ejemplo 4.7) y ademdas que W,, < Z* + § con
Zy = méxi<j<n | Zj] ya que

1X5] = | B(XalF))| = | B(Xa1qx, 502} + Xnlgix,|<a/2) [ Fi)l
= |E(Y, + Xalqx, |<a/2} | F5)]

[} «
< BB+ 5 =121+ 5.

Por la primera desigualdad de Doob tenemos

(07

P(W, >a) < P(Z} > 5

2 2 2
< —E(|Z,]) < = E(|Y.]) = — E[|X,|1 o
) £ ZE(Z0]) £ = B(Yal) = = Bl XalLgx, [50/2)]
Por el lema 5.3 y usando el teorema de Fubini tenemos
E[WP] = / pAPTLP(M,, > ) dA
0
< [ 2N Bt gm0
0

_E [/Omnl 29N 2N |X, |

2Pp
= =L B[X, 7).
p

|
En la demostracién vimos que ¢, < 2Pp/(p — 1). Es posible demostrar que czl,/p =p/(p—1), lo que
permite reescribir el teorema de la siguiente manera

Teorema 5.20 (Doob) Sea {X,, n > 1} una martingala o una submartingala positiva. Sea 1 < p < 0.
Entonces
(E(Way )7 < L (B[]
p—
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Para la tltima desigualdad de esta seccién introducimos la nocién de cruces hacia arriba (upcrossings).
Sea {X,, n > 0} una submartingala y sea a < b. El ntimero de cruces hacia arriba del intervalo [a, ]
es el namero de veces que el proceso pasa de estar por debajo de a a estar por encima de b en un
tiempo posterior. Esta idea se puede expresar de manera simple con tiempos de paro. Definimos Ty = 0
e inductivamente para j > 0

S]’Jr] = min{k > Tj X < a}, Tj+1 = min{k > Sj+1 X > b} (517)

con la convencién usual de que el minimo de un conjunto vacio es +o0o. Tomando como convencién que
el maximo de un conjunto vacio es 0, definimos

U, =max{j : T; < n}, (5.18)

U, es el nimero de cruces hacia arriba de [a, b] al tiempo n

Teorema 5.21 (Desigualdad de Doob para cruces hacia arriba) Sea {X,, n > 0} una submar-
tingala, sean a < b y sea U, el nimero de cruces hacia arriba de [a,b] al tiempo n segin la definicion
(5.18). Entonces

1

b—a

E[U,] < E[(X, — a)+]

donde (X,, — a)t = max{X,, — a,0}.

Demostracién. Sea Y,, = (X,, — a)™. Como la funcién ¢(z) = (z — a)™ es convexa y no-decreciente,
tenemos que (Y;,) es una submartingala. Como S, 1 > n obtenemos

n

Yn = Ysl/\n + Z(YTL'/\TL - YSL/\n) + Z(YSHl/\n - YTi/\n) (5'19)

i=1 i=1

Cada cruce hacia arriba de (X,,) entre los tiempos 0 y n corresponde a un entero i tal que S; < T; < n,
con Yg, =0y Y7, = Y An > b — a mientras que Yran — Yg,An > 0 por construccién para todo i. Por lo

tanto
n

Z(YTiA7L - YSi/\n) 2 (b - a)UTL'

=1

Por (5.19) obtenemos

n

(b= a)Up <Y = Yo,nn — Y (Yo ian — Yruan),

i=1
y como Yg, nn > 0 obtenemos
(b= a)Un < Yo — > (Ys,inn — Yryan),
i=1

Tomamos esperanzas en ambos lados: Como (V) es una submartingala, los tiempos de paro T; An y
Sit1 An estan acotados y T; An < Siy1 An tenemos E[Ys, ., an — Y1,0n] > 0y por lo tanto
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5.9. Teoremas de Convergencia.

Teorema 5.22 (Teorema de Convergencia de Martingalas) Sea {X,,, n > 1} una submartingala
tal que sup,, E(X;}") < oo. Entonces lim,, o, X, = X existe c.s. y es finito c.s. Ademds, X € L'.

Observacién 5.4 El teorema no dice que hay convergencia en L'. Esto no es cierto en general.

Demostracion. Sea U,, el niimero de cruces hacia arriba de [a, b] antes de n, entonces U, es no-decreciente
y por lo tanto U(a,b) = lim,,_,~ U, existe. Por el teorema de convergencia monétona

E[U(a,b)] = lim E[U,]

n—oo

IN

— SWE((Xn —a)"]

c
(supE[X,[]+]a|) £ —— <

— n b—a

para alguna constante ¢ que por hipdtesis satisface ¢ < co. La primera desigualdad viene del teorema 5.21

y la segunda de (z — a)* < 2™ + |a| para a,x € R. Como E[U(a,b)] < oo, tenemos P(U(a,b) < o) = 1.

En consecuencia X,, cruza [a, b] hacia arriba sélo un nimero finito de veces c.s. y si ponemos

Agp = {limsup X, > b; liminf X,, < a},

n—o0o n—o0

entonces P(Aqp) = 0. Sea

A= Aap,

a<b
a,beQ

entonces P(A) = 0 ya que los pares de racionales son numerables. Pero

A = {limsup X,, > liminf X, },

y concluimos que lim,, ., X,, existe c.s.
Veamos que el limite es finito. Como X, es una submartingala, E(X,,) > E(Xy), y en consecuencia,

E(1Xn]) = B(X,)) + B(X,) = 2B(X,]) - B(X,) < 2E(X,]) - E(X), (5.20)

y por lo tanto
E(lim [ X,|) < liminf B(|X,|) < 2sup E(X,}) — E(Xo) < oo,

donde hemos usado el lema de Fatou, (5.20) y la hipdtesis de que sup,, E(X,;[) < oo. Por lo tanto X,
converge c¢.s. a un limite finito X. Hemos mostrado ademdas que E(|X|) = E(lim,, |X,|) < oo, de modo
que X € L. |

Corolario 5.4 Si X,, es una supermartingala no-negativa, o una martingala acotada superior o inferior-
mente, entonces lim,,_,o, X, = X existe c.s. y X € L',

Demostracién. Si X, es una supermartingala no-negativa, (—X,,) es una submartingala acotada supe-
riormente por 0 y podemos usar el teorema anterior.

Si X,, es una martingala acotada inferiormente, entonces X, > —c c.s. para todo n para alguna
constante ¢ > 0. Sea Y;, = X, + ¢, entonces Y,, es una martingala no-negativa y por lo tanto también
una supermartingala no-negativa y podemos aplicar lo que hemos demostrado del corolario. Si X,, es una
martingala acotada superiormente entonces —X,, es una martingala acotada inferiormente. |
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Ejemplo 5.17
Consideremos un paseo al azar simple: X,, = >_| Y} donde las variables Y, k > 1 son independientes con
distribucién de Bernoulli de pardmetro 1/2. No es dificil demostrar que que el paseo al azar {X,,, n > 1}
no converge porque oscila con excursiones que se alejan cada vez mas del origen, pero regresa al origen
infinitas veces.

Por el TCL sabemos que X, /v/n — N(0, 1) en distribucién y en L' y por lo tanto E | X,,| ~ (2n/7)*/?
cuando n — oo.

Para obtener convergencia en L' necesitamos la hipétesis de integrabilidad uniforme. Recordemos la
definicién de este concepto.

Definicién 5.16 Una coleccién de variables aleatorias H C L' es uniformemente integrable si

lim sup E[|X|1 =0.
EHOOXG% [ |{|X\2a}]

Recordamos también las siguientes condiciones suficientes para integrabilidad uniforme, que estan
contenidas en la seccién 1.6.

Teorema 5.23 Sea H una clase de variables aleatorias

a) Sisupxey E(|X|P) < 0o para algin p > 1, entonces H es uniformemente integrable.

b) Si existe una v.a. Y tal que | X| <Y c.s. para toda X € H y E(Y) < oo, entonces H es uniforme-
mente integrable.

Definicién 5.17 Decimos que una martingala {(X,, F,), n > 1} es cerrada, regular o completa si existe
una variable aleatoria Y con E(|Y]) < 0o y X,, = E(Y|F,,) para todo n.

Teorema 5.24 (Teorema de Convergencia de Martingalas) a) Sea {X,,, n > 1} una martingala
uniformemente integrable. Entonces

lim X, = X ezxiste c.s.
n—oo

Xoo € LY y X,, converge a Xo, en L'. Ademds X,, = E(Xoo|Fn)-
b) Reciprocamente sea Y € L' y consideremos la martingala X,, = E(Y|F,). Entonces {X,, n > 1}
es uniformemente integrable.

En otras palabras, la martingala es regular si y solo si es uniformemente integrable.
Demostracion.

a) Como (X,,) es uniformemente integrable, para ¢ > 0 existe ¢ tal que sup,, E(|X,|1fx,|>c}) < €.
Por lo tanto

E(|Xn]) = E(IXnl1qx,>¢)) + E(IXnl1{x,|<c}) <€+ec

Asf (X,,)n>1 estd acotada en L' y en consecuencia sup,, E(X,I) < co. Por el teorema 5.22 tenemos que

lim X, = X

n— oo

existe c.s. v Xoo € L.
Para ver que X,, converge a X, en L', definimos

c siz > c,
fe(x)=<z si|z| <e,

—c six < —c.
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Entonces f. es Lipschitz. Por integrabilidad uniforme existe ¢ suficientemente grande tal que para ¢ > 0
dado

E(|f(Xn) — X)) < para todo n, (5.21)

<
3

E(|fe(Xo) = Xoo) < (5.22)

WM™

Como lim X,, = X c.s. tenemos lim, oo fo(X,) = fo(X) v por el TCD tenemos para n > N, N
suficientemente grande

E(f.(X0) = folXa)D) < 5 (5.23)
Usando (5.21), (5.22) y (5.23) tenemos
E(| X, — Xs|) <e, paran>N.
Por lo tanto X,, — X en L!. Falta demostrar que E(X|F,) = X,,. Sea A € F,,, y n > m, entonces
E(X,1A) = E(X,,14)
por la propiedad de martingala. Sin embargo,
| E(Xn1a) — E(Xoo1a)| < E(|Xy — Xoo[14) < E(| X0 — Xool)

que tiende a 0 cuando n — oo. Por lo tanto E(X;,14) = E(Xoo1a) v E(Xwo|Fn) = X c.s.
b) Ya sabemos que {X,,, n > 1} es una martingala. Si ¢ > 0 tenemos

Xnlyx, > = EV|F) 1 x, 150 = EVL{x, >0 T0),
porque {|X,| > ¢} € F,. para cualquier d > 0 tenemos

E(1Xnl1yx,1200) S E(Y1qx,12e))
SE(Y[1yysay) +dP(|Xn] > ¢)

d
<E(Y[1gyisay) + EE(|X7L|)
d
< E(‘Y‘1{|y‘>d}) + - E(|Y|) (5.24)

Tomamos € > 0 y escogemos d de modo que el primer término de (5.24) sea menor que €/2, y lue-
go escogemos ¢ de modo que el segundo término también sea menor que /2. Hemos demostrado que
E([Xa[l{x,>) <& u

Corolario 5.5 Sea {F,, n > 0} una filtracion y Foo = 0(Up>0Fn) la o-dlgebra generada por la filtracion.
SiY € LY (F) entonces

lim E[Y|F,|=Y

n—oo

donde el limite es c.s. y en L'.

Demostracion.
Sea X,, = E(Y|F,), entonces X,, es una martingala uniformemente integrable. Observemos que si

Ae Fp
/YdP:/XndP%/XOOdP
A A A

cuando n — oo. Esto permite demostrar que

/YdP:/XoodP VA € Foo
A A
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y en consecuencia
X =E(Y|Fx) =

porque Y € F |

Ejemplo 5.18
Recordemos el ejemplo 4.10 en el cual se duplica la apuesta cuando se pierde: Xo =0y

P 2X,, con probabilidad 1/2,
"1 0 con probabilidad 1/2

Vimos que {(X,, F,), n > 0} es una martingala multiplicativa con media 1.

Como P(X, =2") =1—- P(X, =0) = 27", una aplicacién del lema de Borel-Cantelli muestra que
X,, — 0 c.s. cuando n — oco. Pero E(X,, = 1) para todo n, el valor esperado no converge a 0, de modo
que la martingala no es uniformemente integrable y no es regular.

Una aplicacién del teorema de convergencia de martingalas es la siguiente.

Teorema 5.25 (Kolmogorov) Sea (Y,, n > 1) v.a.i. centradas con E(Y,?) < oo para todo n. Suponga-
mos que Y " | B(Y,?) < 00. Sea S, = >77_| Y}, entonces

i 52 =3,

existe c.s. y es finito c.s.

Demostracién. Sea F,, = o(Y7,...,Y,) y observemos que
E(Sn+1 - Sn‘fn) = E(Yn+1|fn) == E(Yn+1) =0

de modo que (S,, n > 1) es una F,-martingala. Observamos ademads que

(o)
sup E(S;7) < sup(E(S2) + 1) Z (V) +1 < oo.
n 1

n
El resultado sigue del teorema de convergencia de martingalas. |

Definicién 5.18 Consideremos ahora una sucesién creciente de o-dlgebras con indices negativos {F_,,, n >
0}, es decir que F_(,41) C F_pn. Una martingala invertida es una sucesion {X_,, n > 0} de v.a. inte-
grables con X_,, € F_,, y satisface

E[an|]:fm] =X_m (525)

con 0 <n < m.

Una diferencia fundamental entre una martingala y una martingala invertida es que esta ultima tiene
dltimo elemento pero no tiene primer elemento, mientras que para una martingala es lo contrario.
Por la definicién tenemos que

E(Xo|F-n) =X_,, paratodon >0

lo que implica que una martingala invertida es regular y por lo tanto uniformemente integrable.
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Teorema 5.26 (Teorema de Convergencia para Martingalas Invertidas) Sea {(X_,,F_,), n >
0} una martingala invertida, y sea F_o = N oF_,. Entonces la sucesion (X_,) converge c.s. y en L'

a un limite X cuando n — +o00. En particular X es c.s. finita e integrable.

Demostracién. Sea U_,, el nimero de cruces hacia arriba del intervalo [a,b] por (X_,)n,>0 entre el
instante —n y 0. Entonces U_,, crece con n y sea U(a,b) = lim,,_,o, U_,. Por el TCM

1
E[U(a,b)] = nhﬂn;o E[U_,] < 4 E[(Xo —a)t] < oo,
por lo tanto P(U(a,b) < co) = 1. El mismo argumento usado en la demostracién del teorema 5.22 implica
que X = lim,,_,,, X_,, existe c.s.

Sea p(z) =z = (£ A 0), que es convexa y creciente. Ademds ¢(X_,,) es integrable para todo n. La
desigualdad de Jensen y (5.25) implican que X, < E(X{|F_,), de modo que E(XT,) < E(X{). Por el
lema de Fatou y como XT,, >0y XT, — X+ c.s. obtenemos

E(XT) <liminfE(XT,) < B(X{) < oo.

Por lo tanto X+ € L! y el mismo argumento aplicado a la martingala (—X_,,) muestra que X~ € L.
En consecuencia X € L!.

Falta demostrar que la convergencia también es en L. Observamos que en la demostracién del teorema
5.24 vimos que si X_,, — X c.s., si X € L! y si la sucesién (X_,,) es uniformemente integrable entonces
X_,, = X en L'. Todas estas condiciones se satisfacen en este caso. |

Como aplicacién demostramos la LEFGN de Kolmogorov.

Teorema 5.27 (LFGN) Sea (X,,)n>1 una sucesion i.i.d. con E(|X1]) < oo y sea S, = X1 + -+ X,,.

Entonces 1
lim =S, =E(X;) cs.

n—00 N

Demostracién. Sea F_,, = 0(Sy, Snt1, Sn+t2, ... ). Entonces F_,, C F_,, si n > m, y el proceso
M—n = E(Xl‘f—n)

es una martingala invertida. Observemos que E(M_,,) = E(X}), para todo n, y ademé&s, como la sucesién
esiid.,paral <j<mn
E(Xy|F_,) = E(Xj|F_,) ecs. (5.26)

Por lo tanto,
M_, =E(Xq|F_pn) = E(Xo|F_p) = = E(X,|F-n).

En consecuencia
n

1 1 1
M—nzf EX]:_n:*ESn‘/_'._n:*Sn .S.
3 L EIF) = SES I = 0 s
Por el teorema 5.26 )
lim —S, =X c.s.

n—oco N

con E(X) = E(X7). Ademéds X es medible respecto a la o-algebra cola, y por la ley 0-1 de Kolmogorov,
tenemos que X es constante c.s. En consecuencia debe ser igual a su valor esperado. |



