Capitulo 3

Convergencia Débil y Funciones
Caracteristicas

3.1. Convergencia en Distribucién

Definicién 3.1 Si F es una f.d. definimos el conjunto de puntos de continuidad o conjunto de continuidad
de F' por
C(F)={z € R: F es continua en z}

Un intervalo finito I con extremos a < b es un intervalo de continuidad para F si a,b € C(F).

Definicién 3.2 Sea (X,,, n > 1) una sucesién de v.a. con f.d. Fx,, n > 1. X,, converge en distribucion
a la v.a. X cuando n — oo si

Fx (z) = Fx(z) cuando n — oo, Vx € C(Fy).
Notacién: X, i X o0 X, 3 X cuando n — oco.

Observacién 3.1 Como en esta definicion sélo intervienen las funciones de distribucion, las variables
no necesariamente estan definidas en un mismo espacio de probabilidad.

Abusando la notacién, escribiremos X, — AN(0,1) en lugar de X,, = X cuando n — oo donde

X ~ N(0,1).
Ejemplo 3.1
Sea X,, ~ d1/y, s decir, la delta de Dirac concentrada en el punto 1/n. De acuerdo a la definicién 3.2,

d
X,, = g cuando n — oo. Tenemos

0, siz<1/n, . 0, siz<0,
1, siz>1/n, 1, sixz>0.

FXn(x) :{

Por lo tanto Fx, — Fs,(x) cuando n — oo para todo = € C(Fs,) pero no para todo x. Si en cambio
tuviéramos Y, ~ 6_;,, entonces

Fy (1‘) =

n

{0, siz < —1/n, {0, siz <0,
%

1, sixz>-1/n, 1, siz>1/n.

y en este caso si tenemos convergencia para todo x.
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Teorema 3.1 Sean X y X,,, n>1 v.a. Si X, £ X entonces Xn i X.
Demostracién. Sea ¢ > 0, entonces

Fx (x)=P(X,<z)=P(X, <z, | Xo—X|<e)+ P(X, <z | X, - X]|>¢)

(X <z+4e | X, —X|<e)+P(X, - X|>¢)

<P
<PX<z+e)+P(|Xn—X|>e¢),

y por la convergencia en probabilidad

limsup F, (z) < Fx(z +¢).

n— oo

De manera similar, cambiando X,, por X, x por z — e, X por X,, y z + € por x, sigue que

liminf Fx_ (z) > Fx(z —¢).

n— oo

Estas dos relaciones valen para todo x y todo € > 0. Suponiendo ahora que z € C(Fx) y haciendo € — 0
obtenemos que

Fx(z) = Fx(z7) < liminf Fx, (z) < limsup Fx, (z) < Fx(x).

n—oo n—oo

Observacion 3.2 Si F'x tiene un salto en x, sélo podemos concluir que

Fx(z7) <liminf Fx, (z) < limsup Fx,, (z) < Fx(z).

n—o0 n—o00

Como Fx(z) — Fx(x~) > 0, no es posible obtener convergencia en el punto .

Ejemplo 3.2
Sea N ~ N(0,1), de modo que la distribucién es simétrica. Definimos X,, = (—1)" N para n > 1, entonces

Xn 2 N de modo que X, A N, pero (X,,) no converge ni c.s. ni en probabilidad.

Teorema 3.2 Sea (X,,, n > 1) una sucesidn de v.a.i. y ¢ una constante, entonces
P
Xn =0 (n—o0) & X,—=c¢ (n—o0).

Demostracion. Supongamos que X, 4 d. cuandon — ooy seae > 0. Sic—e, c+e € C(Fx) entonces

P(|X,—c|>e)=1-Plc—e< X, <c+e)
=1-Fx (c+e)+Fx, (c—¢)—P(X,=c—¢)
<1—Fx, (c+e)+ Fx, (c—¢)

— 0 cuando n — oo,

vaque Fx (c+¢) = Fx(c+¢e)=1, Fx,(c—¢) = Fx(c—¢) =0, [
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3.1.1. Caracterizacion de la Convergencia en Distribucion

Denotamos por Cp(R) a la clase de funciones reales continuas tales que |f(z)| — 0 cuando = — +o0.
Una funcién cualquiera en un espacio arbitrario tiene soporte en un subconjunto S del espacio si f
se anula fuera del conjunto S. Llamamos Ck (R) a la clase de funciones continuas a soporte compacto.
Finalmente, llamamos Cp(R) a las funciones continuas y acotadas. Tenemos

Ck CCyCCpCC.

En consecuencia, si f € Cx(R), f tiene soporte en algin conjunto compacto y por lo tanto también
en un intervalo compacto. Una funcidn escalera en el intervalo (finito o infinito) (a,b) es una funcién con
soporte en este intervalo tal que para alguna particién finita a = a1 < --- < ax = b se tiene que f(x) = ¢;
para € (aj,aj41) vy 1 < j <k, donde los ¢; son ntmeros reales. Decimos que la funcién es a valores en
D si ¢;j € D para 1l < j < k. Observamos que hemos dejado sin especificar los valores de la funcién f en
los puntos de la particién para tener flexibilidad.

Lema 3.1 (Lema de Aproximacién) Sea f una funcidn a valores reales tal que se cumple alguna de
las siguientes condiciones:

u fEC().
v f €Cla,b] para a,b € R.

Sea A un subconjunto denso de R entonces, para cada € > 0 existe una funcion escalera g en (a,b)
definida usando una particion con valores en A tal que

sup [f(z) — g(z)| <e. (3.1)
TEA
Demostracion. El resultado es consecuencia del teorema de Stone-Weierstrass. [ |

Lema 3.2 Sea {X,, n > 1} una sucesion de v.a. y supongamos que Xy, 4 X cuandon — co. Sih es una
funcion continua a valores reales o complejos definida en el intervalo acotado [a,b], donde a,b € C(Fx),
entonces

Eh(X,) = Eh(X) cuandon — co. (3.2)

Demostracién. El caso complejo sigue del caso real. Usaremos el lema de aproximacién. Sea A C
C(Fx) C R un subconjunto denso numerable. Si h(z) = 1. q para c,d € A, a < c < d < b, (3.2) se
reduce a demostrar que P(c < X,, < d) — P(c < X < d), lo cual es cierto por hipétesis. Algo similar
ocurre para intervalos de otro tipo cuyo extremos pertenezcan a A. Por linealidad la conclusiéon vale para
funciones escalera cuyos ’escalones’ tengan extremos en A. Sea ahora h € Cla,b], y sea g una funcién
simple aproximante, entonces usando la desigualdad de Jensen,

[ Eh(Xn) = E((X)] < [EA(X,) = Eg(Xn)| + [Eg(Xn) = Eg(X)| + |Eg(X) — EA(X)]
< E[h(Xn) = g9(Xn)|+ |Eg(Xy) — Eg(X)| + E[g(X) — h(X)
<e+|Eg(Xn) —Eg(X)|+e

Como ya hemos visto que para funciones simples el término central tiende a cero cuando n — oo obtene-
mos
limsup | EA(X,,) — Eh(X)| < 2,

n—oo

lo cual demuestra el teorema. [ |
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- d .
Teorema 3.3 Sea {X,,, n > 1} una sucesion de v.a. y supongamos que X, — X cuando n — co. Si h
es una funcion a valores reales o complejos, continua y acotada, entonces

Eh(X,) = ER(X) cuandon — . (3.3)

Demostracién. De nuevo, el caso complejo sigue del caso real. Supongamos que |h(z)| < M para todo
x y sea K > 0, entonces

|ER(X,) —EMX)| < [EM(X)1qx,1<xy — EMX) 1 x <y + I EAXn) 1 x, 553 + [ER(X)1{x)5> K1
< ER(Xn)lx,1<xy — ERMX)1gx1<xy] + ER(Xn) 1y x, > k) + E[M(X)[1x)> K3
< ER(Xn)lqx, 1<k} — EMX)1(x1<xy| + MP(|Xn| > K) + MP(|X| > K)

Sea ¢ > 0 y escojamos K € C(Fx) suficientemente grande como para que 2M P(|X| > K) < e. Usando
el lema 3.2 para el primer término y la convergencia en distribucion para el segundo, obtenemos que

limsup | E h(X,,) — Eh(X)| < 2MP(|X| > K) < &.

n—oo

Teorema 3.4 Sea {X,, n > 1} una sucesion de v.a. Entonces X, % X cuando n — oo si y solo si
Eh(X,) = ER(X) cuandon — cc. (3.4)
para toda funcion real continua y acotada.

Demostraciéon. Por el teorema 3.3 basta demostrar la suficiencia. Sean a,b € C(F), —co < a < b < o0.
Ponemos

0 para x < a*5k,
%):&c) para x € [a — &g, al,

gr(z) =<1 para z € [a, b],
lﬁgizfz para x € [b,b+ d],
0 para x > b+ 0

con 0x | 0 cuando k& — oo y observamos que 1(gp)(z) < gir(z). Supongamos que (3.4) vale. Por la
monotonia de la funcién de distribucién y el teorema 3.3 obtenemos

b
F,(a,b] = / dF,(z) < /gk(m)an(a:) <Egr(X,) > Egr(X) cuando n — oo.

Haciendo n — oo
limsup £, (a,b] < E gr(X) < F([a — 0k, b+ dx]).
n—oo
Haciendo ahora k — oo tenemos 03, | 0y gr() | 1[4, ¥y como a y b son puntos de continuidad concluimos
que

limsup Fy, (a,b] < F(a,b). (3.5)
n—oo
Si, en cambio,
0 para z < a,

5. param € [a,a + O],

hi(x) =41 para z € [a + 0k, b — O],
bé— para z € [b — 0k, b],

0 para x > b
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los mismos argumentos nos dan

liminf F,, (a,b] > F([a + 0k, b — Ok]),

n—roo

y como ahora hg(z) 1 1(a,), tenemos finalmente

lirginf F,(a,b] > F(a,b]. (3.6)
Las ecuaciones (3.5) y (3.6) demuestran que X, % X cuando n — oo. [

Como corolario obtenemos los siguientes resultados:

Corolario 3.1 Sea {F,,, n > 0} una familia de funciones de distribucion. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes

(1) F, % F,.
(2) Para toda funcion real f acotada y uniformemente continua,

/den—>/de07

Demostracién. Basta observar que las funciones gx v hr que usamos en la demostraciéon del teorema
anterior son continuas con soporte compacto y por lo tanto son uniformemente continuas. |

cuando n — 00.

Teorema 3.5 Sean X eY wv.a.
X2y & ErX)=EhY)

para toda funcion h continua y acotada.

Teorema 3.6 Sean X y {X,,, n > 1} v.a. y supongamos que X, % X cuando n — oo. Entonces

E(|X]) < liminf B(|X,,|).
n—oo

Demostracién. Sea K € C(Fx) un nimero positivo. Por el teorema 3.2 tenemos

liminf B(|Xp[) > liminf E(|X, |1qx,1<xy) = B(X[11x)<x))-

n— oo

La conclusién sigue haciendo K tender a infinito a través de una sucesién de puntos de continuidad de
Fx. [

3.2. El Lema de Scheffé

La pregunta que nos hacemos ahora es cual es la relaciéon entre convergencia débil y convergencia de
densidades.
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Ejemplo 3.3
Sea X,,, n > 1 una sucesién de v.a. con densidades

1 —cos(2mnzx), para (0 <z <1,

0, en otro caso.
Entonces
0, para z < 0,
F,(z) = x—%—)m, para 0 <z <1,
1, para x > 1.

lo cual implica que X, Au (0,1) cuando n — oco. Sin embargo, las densidades oscilan y por lo tanto no
pueden converger.

Definicién 3.3 La distancia en variacion total entre las f.d. F'y G se define como

A(F, G) = sup |[F(4) ~ G(A)]

Si las variables X e Y tienen f.d. F' y GG respectivamente, la definicién es equivalente a

dX,)Y)= ZZ%\P(X € A)— P(Y € A)|.

Si X y X,,, n>1son v.a. tales que
d(Xn,X) =0 (n— o),
decimos que X,, converge a X en wvariacion total cuando n — oo.

Como los conjuntos (—oo, 2] son de Borel para todo x, tenemos que

IP(X, <)~ P(X < )| < sup |P(X, € A) — P(X € A),
AeB

lo cual implica el siguiente resultado.

Lema 3.3 Sea {X,, n > 1} una sucesion de v.a. Si X, — X en variacion total cuando n — oo entonces

d
X,, — X cuando n — co.

Teorema 3.7 (Lema de Scheffé) Supongamos que X y X,,, n > 1 son v.a. absolutamente continuas.
Entonces

sup [P(X, € A) — P(X € A)| < / e, (@) — fx ()] da, (3.7)
AeB R

y st fx, () = fx(x) c.s. cuando n — oo, entonces d(X,,X) — 0 cuando n — oo. En particular,
X, i X cuando n — oo.

Demostracién. Sea A € B, tenemos
P, e )= POX e d) =] [ fr@) = [ fr(orddl
< [ 1) = ix(a) da
< [ 1. @) = fx(@) e
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lo cual demuestra (3.7).
Para demostrar la convergencia observamos que

/R(fxn(x) ~fx(e)dr=1-1=0,

de modo que
/ (Fx (@) — fx ()" do = / (Fx, (@) — fx ()™ de.
R R

Ademss, (fx(x) — fx,(z))t — 0 cs. cuando n — o0, y 0 < (fx(x) — fx, (z))* < fx(x), y usando el
teorema de convergencia dominada

[ 1x@) =~ fx,@lde =2 [ (fxla) = fx, @) dz >0 (> 0),
R R

Esto demuestra la convergencia en variacién total. |

Observacion 3.3 Es posible demostrar que

AX X) = 5 / fx, (@) — fx (@) da.

3.3. Convergencia Vaga

En nuestra definicién de convergencia en distribuciéon hemos supuesto que la funcién de distribucién
limite F es propia, es decir que F(R) = 1 pero este no es siempre el caso. Esta es la diferencia fundamental
entre la convergencia en distribuciéon y un nuevo tipo de convergencia que definimos a continuacion.

Definicién 3.4 Una sucesién {F,, n > 1} de f.d. converge vagamente a la f.d (posiblemente impropia)
H si, para todo intervalo finito I = (a, b] con a,b € C(H),

F.,(I)=> H(I) (n— o)

Notacién: F % H cuando n — oo.

Ejemplo 3.4
Sea P(X,, =n) = P(X,, = —n) = 1/2, entonces
0, parax < —n,
Fo(z) =<1 para —n<z<n,
1, paraz > n.

De modo que para todo x € R
1
F,(z) > H(z) = B (n — 0).

H tiene todas las propiedades de una funcién de distribucién salvo que F(R) = 0.

Ejemplo 3.5
Sea X, ~U(—n,n), n > 1. La funcién de distribucién es
0, para z < —n,
Fx,(x) =< &2 para —n <z <n,
1, para x > n.

De nuevo, esta sucesién converge cuando n — oo a H(z) = 1/2 para todo = € R.
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Si X,, % X cuandon — oo entonces, por definicién, Fx, (x) — Fx(x) cuando n — oo parax € C(Fx),
de donde se obtiene de inmediato que para cualquier intervalo I = (a, b] acotado tal que a,b € C(Fx),

Fxn(I) = FXn(b) 7FXW((I) — Fx(b) 7Fx(a) = Fx(I)

cuando n — oo, de modo que convergencia en distribucion siempre implica convergencia vaga.

Teorema 3.8 (Principio de Seleccién de Helly) Sea {F,,, n > 1} una sucesidon de f.d. Entonces
existe una subsucesidn no-decreciente {ny, k > 1} tal que

F,. > H cuando k — oo,

para alguna funcion de distribucion H, posiblemente impropia.

Demostracién. La demostracién usa el método diagonal. Sea {ry, k > 1} una enumeracién de los
racionales. Como la sucesién {F,(r1),n > 1} estd acotada, por el teorema de Bolzano-Weierstrass existe
un punto de acumulacién j; y una subsucesion {F; p(r1), k > 1} tal que

Fy k(r1) = 71 cuando k — oo,

donde 0 < j; < 1. El mismo argumento aplicado a la subsucesién {F5 ;(r2), k > 1} produce un punto de
acumulacién jo y una subsubsucesién {Fs ;(r2), k > 1} tal que

F>1(r2) = j2 cuando k — oo,

donde 0 < jy < 1. Ademas, esta subsucesion converge también para r1, ya que es una subsucesion de la
primera subsucesion. Continuando este procedimiento obtenemos, cuando k — oo,

Fi k(1) = 1,
Fyp(ri) = ji, parai=1,2,
F3(ri) = ji, parai=1,2,3

Fok(ri) = ji, parai=12.....,m

Ahora consideramos la diagonal de este arreglo, { Fy i, k > 1} que, salvo por un ntmero finito de términos
al comienzo, es una subsucesién de todas las subsucesiones horizontales, y por lo tanto converge en todo
Q. Tenemos, por lo tanto, un conjunto denso numerable en el cual la sucesion converge.

Definimos ahora la funcién H: Ponemos

H(r;) =j;, parar; €Q.

Como 0 < j; < 1 para todo ¢ tenemos que 0 < H(r;) < 1 para r; € Q. Ademds, sir < s, 7,8 € Q,
entonces
0 < Fik(s) — Fr(r) — H(s) — H(r)

cuando k — oo, lo cual muestra que H es no-decreciente en Q.
Sea ahora x € R arbitrario y escogemos 7, s € Q tal que r < z < s. Como Fj, (1) < Fj (z) < Fj 1(s),
tomando limites obtenemos que

H(r) < liminf F}, (z) < limsup F, (z) < H(s),

k—o00 k— o0
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y como podemos escoger r y s tan cerca como queramos de x,

H(z™) < liminf Fy, ;(z) < limsup Fy x(z) < H(z™)
k—o00 k—o0

Esto prueba que siempre existe una subsucesion que converge a una funciéon no-decreciente H que toma
valores en [0, 1] en sus puntos de continuidad. Para que H sea continua por la derecha, completamos su
definicién poniendo

H(z) = lnﬁ H(r;) paraz€R,

es decir, escogemos la versiéon de H que es continua por la derecha. |

Observacién 3.4 Es importante notar que el teorema de Helly no dice que Fj, ;(00) — H(00).

Si llamamos M a la clase de las funciones de distribucién posiblemente degeneradas, es decir, a
las funciones H : R — R que son no-decrecientes, continuas por la derecha y satisfacen G(—o0) > 0,
G(o0) < 1, entonces el teorema de Helly dice que M es relativamente o secuencialmente compacto. Ya
hemos visto en los ejemplos 3.4 y 3.5 que la clase de las funciones de distribucién no es compacta.

Corolario 3.2 Sea F,, una sucesion en M. Si existe H € M tal que para toda subsucesion vagamente
. v .. . . v,
convergente (F,, ) se tiene que F,,, — H, entonces la sucesion también converge vagamente a H: F,, — H.

Demostracién. Supongamos que F, no converge vagamente a H, entonces existe o € C(H) tal que
F,(z9) - H(xp). Pero toda subsucesién de las F), tiene una subsucesién convergente Fy,, y F,, (xo) —
H(xg). Esto implica que F,,(z¢) — H(x¢), lo cual es una contradiccién. [

Hemos visto en el teorema 3.4 que las integrales de funciones en Cp caracterizan la convergencia en

N d C -
distribucién: F,, = F siy sélosi [ fdF, — [ fdF paratoda f € Cg(R). El siguiente teorema nos da una
caracterizacion similar para la convergencia vaga. Primero unas definiciones y un lema de aproximacién.

Teorema 3.9 Sea {H,, n > 1} una sucesién de funciones en M. Entonces H, 5 H siy sélo si para
toda f € Ck,

fdH, — [ fdH. (3.8)
forom= |

Demostracién. Supongamos que H,, — H. (3.8) es cierta si f es la funcién indicadora de (a,b] para
a,b € A donde A es un subconjunto denso de C(H). Por la linealidad de las integrales también es cierto
si f es una funcion escalera definida a partir de una particién con valores en A. Si f € Cx y € > 0, por
el lema de aproximacion existe una funcién escalera f. que satisface (3.1). Tenemos

[ ram, - [ ram<) [ - g+ [ gt [ ) [ pan. @9

El primer término del lado derecho estd acotado por

/|f—f5|dHn§5/dHn§5,

y una acotacion similar sirve para el tercer término. El segundo término tiende a cero porque f. es una
funcién escalera cuyos intervalos tienen extremos en A. En consecuencia, el lado derecho de (3.9) esta
acotado por 2¢ cuando n — oo y por lo tanto converge a 0.

Para demostrar el reciproco basta observar que las funciones g y hi que definimos para la demostra-
cién del teorema 3.4 son funciones continuas a soporte compacto y por lo tanto el mismo argumento

demuestra la convergencia
H,(a,b] — H(a,b] (n — o)

para a,b € C(H). [ |
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3.3.1. Convergencia Vaga y Tension.

Ahora consideraremos la relacién entre convergencia vaga y convergencia en distribucion.

Teorema 3.10 (Prohorov) Sea {F,, n > 1} una sucesion de f.d. Para que toda subsucesion que con-
verge vagamente converja en distribucion es necesario y suficiente que

/ dF,(z) =0 cuando a — oo (3.10)
|z|>a

uniformemente en n.

Demostracion.
Supongamos que F,, % H para alguna H € M cuando k — oo y que (3.10) vale. Como la masa total
de H es finita tenemos, para cualquier € > 0, existe ag tal que

/ dH(x) <e paraa>ag.
lz|>a

Ademaés, por hipétesis tenemos que

n

sup/ dF,(z) <e paraa > a.
|z[>a

Entonces, para a > méx{ap, ap}, tenemos que para todo k,

1/2 dH(a:)/o:o an,k(z)/Z dH (x)
</|I|>aank(m)+‘/_iank(x)—/jldH(x)‘+/|I|>adH(:c)
’ dH(z:)‘ +e

§6+‘/2ank($)—/a

de modo que, por el teorema 3.9,

1 —/ dH (z) < 2e,

lo cual implica que la masa total de H es 1.

Veamos ahora la demostracién de la necesidad. Sabemos que F, 4 H cuando n — o0, de modo que
H es propia, y queremos verificar que (3.10) vale. Supongamos lo contrario, entonces, dado & > 0 existen
sucesiones crecientes y no acotadas {ng, k > 1} y {ar, k > 1} tales que

/ dF,, (z) > 2e.
lz|>ap

Por otro lado, como antes,

/ dH(x) <e paraa>agy,
|z|>a

Ademsds, como sélo estamos considerando una cantidad numerable de distribuciones y una f.d. tiene, a
lo sumo, una cantidad numerable de discontinuidades, podemos suponer sin restriccién que a y (ag)r>1
son puntos de continuidad de todas las distribuciones que consideramos.
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Dado cualquier a > apy existe un kg tal que a; > a para k > kg. Sean a y k > kg dados, combinando
los resultados anteriores obtenemos

1/0;dH(:c)_/o;ank(z)/o;dH(x)

B /|w|>a )= /w|>a aH (=) + (/_[; Ay () = /_(; dH(x))

>0z o+ ( ’ ank(x)—/ZdH(x))

—a
y por el teorema 3.9,

1_/ dH(z) > ¢,

de modo que H no es propia. Esta contradiccién concluye la demostracién del teorema. |

Una sucesién de distribuciones que satisface (3.10) no permite que la masa escape a infinito por la
uniformidad de la condicién en n: Todas las distribuciones tienen masas uniformemente pequenas fuera
de intervalos suficientemente grandes. Decimos que una sucesién de distribuciones que satisfacen esta
propiedad es tensa. Si {X,, n > 1} es una sucesién de v.a. cuyas distribuciones asociadas forman una
sucesién tensa decimos que la sucesién {X,,, n > 1} es tensa.

El teorema de Prohorov dice que una familia de f.d. es tensa si y sélo si es relativamente compacta.
Combinando el teorema de Prohorov y el corolario 3.2 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.3 Sea {F,,, n > 1} una sucesion tensa de f.d. Si todas las subsucesiones convergentes de

. . d
F,, convergen al mismo limite F, entonces F,, — F'.

Observamos que para cualquier p > 0
1 » 1 »
P(|Xn| > a) < J E |Xn| 1{\Xn|>a} < E SljlpE |Xn| R
de donde obtenemos la primera parte del siguiente corolario.

Corolario 3.4 (i) Sea p > 0. Una sucesion acotada en LP es tensa. En particular, sucesiones uniforme-
mente integrables son tensas.

(ii) Sea g T 0o una funcidn no negativa y supongamos que sup,, E g(X,) < oco. Entonces {X,, n > 1}
es tensa.

Usando el teorema 3.10 podemos demostrar el siguiente resultado.

- d . P
Teorema 3.11 Sea {X,, n > 1} una sucesién tensa. Entonces X,, — X cuando n — oo si y sélo si
toda subsucesion contiene una subsucesion que converge vagamente a X .

3.3.2. Clases Separantes de Funciones

Definicién 3.5 Una clase £ de funciones continuas y acotadas en R es separante si para cualquier par
F, G de f.d. se tiene que

/de:/fdG, Vfef = F=0G.
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Proposicién 3.1 Sea £ una clase separante y {F,, n > 1} una sucesién tensa de f.d. Entonces existe

una f.d. F tal que F, LR s y sélo si
lim/den existe para toda f € &.

Si esto es cierto, entonces lim,, [ fdF, = [ fdF, para toda f € E.

.. . d . . .
Demostracién. Si F,, — F entonces lim,, [ fdF, = [ fdF porque las funciones en & son continuas y
. c . d
acotadas. Para ver el reciproco sea F),, una subsucesiéon convergente. Por la tensién F,,, — F' donde F

es una f.d. propia. Si tomamos cualquier otra subsucesién débilmente convergente £,/ 4 G, para f €&

se tiene que
1iI£n/denk :/de, 111?1/de% =/fdG,

de modo que [ fdF = [ fdG para toda f € £. Esto implica que F = G y en consecuencia todas las

. . . . . d
subsucesiones convergentes de F,, tienen el mismo limite F'. Por el corolario 3.3 tenemos F;,, — F. |

Corolario 3.5 Sea £ una clase separante y {F,,, n > 1} una coleccidn tensa de f.d. Si F es una f.d. tal
que [ fdF, — [ fdF para toda f € £, entonces F, 4P

3.4. El Teorema de Skorohod

Sabemos que convergencia casi segura implica convergencia débil y que el reciproco es falso. Sin
embargo, el teorema de Skorohod nos da un reciproco parcial.

Teorema 3.12 (Skorohod) Sea {X,, n > 0} una sucesidn de v.a. tales que X, % X,. Entonces
existen v.a. {Y,, n > 0} definidas en el espacio de Lebesgue ([0,1],B[0,1],m) tales que para cada n > 0

fijo, Xn 4 "y Y, XY, donde la convergencia casi sequra es respecto a la medida de Lebesgue.

Para la demostracion del teorema necesitamos el siguiente resultado

Lema 3.4 Sea F,, la f.d. de X,,, de modo que F, 4 Fy. Site (0,1)NC(F§ ), entonces F (t) — Fyi (t).
Demostracién. Como C(Fp)¢ es a lo sumo numerable, dado € > 0 existe = € C(Fp) tal que
Fi(t)—e<ax<Fy(t).

A partir de la definicién de la funcién inversa, x < F§ (t) implica que Fy(z) < t. Ademds, x € C(Fp)
implica F),(z) — Fy(z), de modo que para n grande tenemos F},(z) < t. De nuevo, usando la definicién
de la funcién inversa, tenemos z < F{(t). Por lo tanto,

Fy(t)—e<a < F;(t).
para todo n grande, y como € > 0 es arbitrario, obtenemos que

F () < liminf F(¢). (3.11)

n—00

Para cualquier ¢ > t podemos hallar y € C(Fp) tal que

Fy ()Y <y<Fy (') +e.
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y esto implica Fy(y) > t' > ¢. Como y € C(Fy), F,(y) — Fo(y) y para n grande, F,(y) > t, de modo que
y > F¥(t) y en consecuencia
FI(t) <y < Fy () +e.

para todo n grande. Como ¢ > 0 es arbitrario obtenemos

limsup F5 (t) < F5 (t).

n—oo

Hacemos ahora ¢’ | ¢ y usamos la continuidad de Fj{~ en t para obtener

limsup Fe (¢) < Fy (¢). (3.12)
n—oo
Combinando (3.11) y (3.12) obtenemos el resultado. [

Demostracién del teorema de Skorohod. En el espacio [0, 1] definimos la variable aleatoria U(t) = ¢
de modo que U tiene distribucién uniforme, ya que para 0 <z <1

m(U <z)=m(te€[0,1]: U(t) <z)=m([0,z]) = z.
Para n > 0 definimos Y}, en [0, 1] por Y,, = F (U). Entonces para y € R,
m(Y, <y)=m(te0,1]: FS ) <y)=mE€[0,1]:t < F,(y)) = Fu(y),
y concluimos que Y,, 4 X, para todo n > 0. Ahora escribimos
Mt € 0,1]: Ya(t) -» Yo(t) = m(t € [0,1] : () » F (1)),
y usando el lema 3.4, esto esta acotado por
m(t € [0,1] : F;~ no es continua en t) =0

porque el conjunto de discontinuidades es numerable. |

3.4.1. El Método Delta

Supongamos que tenemos una familia de modelos {(Q2, F, Py), 6 € O}, y queremos estimar el pardme-
tro 6 con base en una muestra de tamatio n usando el estadistico T,, = T,,(X1, ..., X,). El estimador T,
es consistente si

T, %9

para cada 6. El estimador es consistente y asintéticamente normal (CAN) si para todo 6 € ©

lim Py(on (T, —0) < z) =N(z;0,1),
n—oo
para alguna sucesién o,, — 0o.

Supongamos que tenemos un estimador CAN de 6 pero queremos estimar una funcién suave g(6).
Por ejemplo, en una familia de densidades exponenciales, 6 puede representar la media pero estamos
interesados en la varianza 62. Usando el método delta vemos que g(7T},) también es CAN para g(6).

Tustramos el método usando el TCL que demostraremos mas adelante. Sea {X;, j > 1} una sucesién
i.id. con E(X,) = uy Var(X,) = o2. El TCL dice que

Sn—np q
W—H\/(O,l).
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Equivalentemente, podemos expresar este resultado en términos de X,, = 1 Xi/n como

Xn — M
V(=3
de modo que X es un estimador CAN de y. El método delta dice que si g(z) tiene derivada no nula g’ (u)
en [ entonces

)i/\/(o,n,

ﬁ<W) 4 N(0,1). (3.13)

Vemos que g(X) es CAN para g(u).

Observacién 3.5 La demostraciéon no depende de que la variable limite tenga distribucién N'(0,1).

Demostracion de (3.13). Por el teorema de Skorohod existen variables Z/, y N’ en el espacio de Lebesgue
tales que

X, —
7! 2 \/5(7”) N’ ~ N(0,1)
g
y
Zl — N' cs. (m).
Definimos

X, =n+0Z,/vn,

il X! . Usando la definicién de derivada

de modo que X,

9(Xn) —g(p)\ d - g(p+aZ),/\/n) —g(p)
V(S ) SVt )

_9wt0Z,/Vn) —g(pw) Z,
aZy/\n g' (1)

(:) g/(M)m =N’ NN(O,l),

ya que 0Z/, /v/n — 0 c.s. [

3.5. Convergencia en Distribucién II

Teorema 3.13 (Slutsky) Sean {X, X,,Y,,&,,n > 1} variables aleatorias. Si X, 4 x y X, —Yn, Lo
entonces Yy, i> X. Fquivalentemente, si X, ﬁ) X yé&, f) 0 entonces X,, + &, —d> X.

Demostracion. Basta probar la segunda afirmacion. Sea f una funcién real, acotada y uniformemente
continua. Definimos el médulo de continuidad por

ws(f) = sup |[f(x) = f(y)l

lz—y|<é
Como f es uniformemente continua tenemos que
ws(f) =0, cuando 6 — 0. (3.14)
Por el corolario 3.1 basta ver que E(f(X,, +&,)) = E(f(X)). Para esto observemos que

|E(f(Xn + &) — E(f(X))] < [BE(f(Xn + &) — E(f(Xn))| + [E(f(Xn)) — E(f(X))]
<E(If(Xn + &) = f(Xn)1qe, <o) + 2sup [f(2)| P(|gn] > 0) +o(1)

< ws(f) + Const P(|&,] > §) + o(1).
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Haciendo n — oo y luego 6 — 0 y usando (3.14) obtenemos el resultado. |

A continuacién presentamos una generalizacion del teorema de Slutsky. La demostracién de este
resultado puede verse en el libro de Resnick.

Teorema 3.14 Sean {Xyn, Xy, Yn, X, n > 1} variables aleatorias tales que para cadan, Yy, Xyn, u>1
estdn definidas en un mismo espacio de probabilidad. Supongamos que para cada u, cuando n — oo,

Xun 4 X y cuando u — 00, X, 4 X. Supongamos ademds que para todo € > 0,

lim limsup P(|Xyn — Y| >€) =0.

U0 pnoo

d
Entonces tenemos Y,, — X cuando n — oo.

3.6. Teorema de Convergencia a Familias

Muchos resultados de convergencia de variables aleatorias son del siguiente tipo: Para una sucesién
de v.a. §,,n > 1y constantes a,, > 0y b, € R, se demuestra que

n_bn
3 4y
Qn

donde Y es una v. a. no-degenerada. Usando esto tenemos

P(M <z)= P <z)=G_G(z),

anp, -

o poniendo y = a,x + by,

Qn
Esto permite aproximar la distribucién de £, por una familia de distribuciones con pardmetros de ubica-
cién y escala.

La pregunta ahora es jHasta qué punto son tunicas estas constantes de normalizaciéon a, y b,? La
respuesta la da el teorema de convergencia a familias de distribuciones: Las constantes estan determinadas
salvo por equivalencias asintéticas y la distribucion limite estd determinada salvo por pardametros de
ubicacién y escala.

Definicién 3.6 Dos distribuciones F' y G son del mismo tipo o pertenecen a la misma familia si para
algunas constantes a > 0, b € R,

G(z) = F(ax +b), z eR.
En términos de variables aleatorias, si X ~ F'y Y ~ GG entonces

X—b
y 4 .
a

Por ejemplo, podemos considerar la familia gaussiana. Si X, , tiene distribucién N (u,0?), entonces
d
Xu,o’ = 0'X071 + M.

Teorema 3.15 (Convergencia a familias, Gnedenko & Khinchin) Sean G(x) y H(z) dos fun-
ciones de distribucion propias, ninguna de las cuales estd concentrada en un punto. Supongamos que para
n > 1, X, son v.a. con funciones de distribucion F,, y U y V son v.a. con f.d. G y H, respectivamente.
Sean, ademds, constantes a, >0, a, >0, b, € R, 3, € R.
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a) Si
F,(apx +b,) = G(z), Fu(anz+ pn) — H(x) (3.15)
o equivalentemente
-Xvn_bni>U—7 )(n_ﬂn_d>‘/7
an Qo

entonces existen constantes A >0 y B € R tales que, cuando n — oo,

5n*bn

Y LA, B, (3.16)
A, A,
! U-B
H(z)=G(Az+B), V<Z—2 (3.17)

A

b) Reciprocamente, si (3.16) vale, entonces cualquiera de las relaciones en (3.15) implica la otra y (3.17)
vale.

Demostracion
Veamos primero la demostracién de (b). Supongamos que

G,(z) = Fy(apz + b)) — G(2)

y
n n bn
A 0, P —bn — B,
anp, anp,
entonces 5 b
(077 n — Un
Fo(anz + Bpn) = Gu(—a + —).
n an

Escogemos z de modo que Az + B € C(G). Supongamos que x > 0, un argumento similar sirve si z < 0.
Dado € > 0 para n grande tenemos

(Afs):chstg%quﬂnibn

<(A+e)xz+B+e
an Ap

y en consecuencia
limsup Fy, (a,z + By,) < limsup G, ((A+¢e)xz + B+ ¢).

n—oo n—roo

Esto implica que para cualquier z € C(G) con z > (A+¢)z + B + ¢ se tiene

limsup Fy, (an + B,) < limsup G (2) = G(2).

n—oo n—oo
Por lo tanto,

limsup Fy, (anx + B,) < inf{G(z) : 2> (A4+e)x+ B+¢,z € C(G)}.

n—oo

y como € > 0 es arbitrario,

limsup Fy, (anx + Bp) < inf{G(2) : z > Az + B} = G(Ax + B)

n—0o0

por la continuidad por la derecha de G. De manera similar,
liminf F,, (e + B,) > liminf G, ((A — e)a + B —¢)
n—oo

n—oo
> lirginf Gn(z) = G(2)
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para cualquier z < (A —¢€)x + B —¢, z € C(G). Como estas desigualdades valen para todo € > 0,

liminf F,, (opx + ) > sup{G(2) : z < Az + B, z € C(G)} = G(Az + B)

n— oo

porque Az + B € C(G).
Veamos ahora la demostracién de la parte (a). Supongamos que

Gn(x) == Fp(anx + by) — G(z), H,(z) = Fy(anz + pn) — H(x).
Usando el lema 3.4 tenemos que G, (y) — G (y) paray € C(G*) y H} (y) — H (y) paray € C(H*),

v es facil verificar que
Fi(y) —bn Fi(y) — B
Gy = Wb ey Er ) =B
(075 Qi
Por lo tanto

— _
EBW=h g, yecw),

By e, yeewo)

Como las f.d. G(z) y H(x) no estdn concentradas en un punto, podemos hallar y; < ys con y; €
C(G)NC(H* ) para i = 1,2, tales que

—00 <G (y1) <G (y2) <00,  —00 < H(y1) < H™ (y2) < o0,
Por lo tanto, para ¢ = 1,2 tenemos

F?T(yl) —bn N G“(yi), Fi(yl) — 671

an Qn

— H (). (3.18)

En las expresiones anteriores restamos las ecuaciones con ¢ = 1 de las expresiones con i = 2 para obtener

Fi(y2) — F (1)
an
Fr(y2) — Fy (1)
an

= G (y2) = G™ (y1), (3.19)

— H (y2) — H (y1)- (3.20)

Ahora dividimos (3.19) entre (3.20) y obtenemos

an | G7(y2) — G ()

=A>0.

an  H"(y2) — H (y1)

Ademas, de (3.18) vemos que
Fe — by,
n (yl) N G<—<y1),
227

Gn O G R
y restando obtenemos

Bn - bn

= H™(y1)A—G" (y1) := B,

anp

como queriamos ver, de modo que (3.16) vale. Por la parte (b) obtenemos (3.17).
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Observacién 3.6 Una consecuencia de la demostracién es que, a partir de (3.18), (3.19) y (3.20), una
posible seleccién de las constantes de normalizacién es

an =Fy (y2) — Fy (y1),  bp=Fpy (41).

El siguiente ejemplo muestra la importancia de la hipétesis de que las distribuciones limite no estén
concentradas en un punto.

Ejemplo 3.6
Sea

0, sit<e
G — b) b)
(z) {1, sit>ec.

Entonces,
—o00, sit=0
G (t)=inf{y: Gly) >t} =q¢, si0O<t<1,
00, sit>1.

El siguiente corolario es consecuencia inmediata del teorema de convergencia a familias.

Corolario 3.6 Sea F,, una sucesion de f. d. y a,, > 0 y b, sucesiones de constantes tales que
Fo(anx +by) = G(z) (3.21)

en todo punto de continuidad de G, que es una f.d. propia y no estd concentrada en un punto. Sean ¢, >0
y d,, sucesiones de constantes tales que

Qnp dp, — by
Cn ’ ay,

— 0.

Entonces (3.21) vale con ¢y, y d,, en lugar de ay, y by,.

3.7. Variables Aleatorias Complejas
Una variable aleatoria compleja X es una funcién medible X : Q — C de la forma X (w) = U(w)+iV (w)
donde U,V son funciones medibles de ) a valores reales, que se conocen como la parte real e imaginaria
de X, respectivamente. Si U, V' son integrables entonces X es integrable y tenemos que
E(X)=E(U) +<:E(V).
Teniendo en cuenta las desigualdades

méx(|Ul, [V]) < [X] < [U] +[V]

observamos que al igual que en el caso real, X es integrable si y sélo si |X| es integrable. También es
posible demostrar la siguiente desigualdad, que queda como ejercicio:

| E(X)] < B(|X]).
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3.8. Funciones Caracteristicas

Definicién 3.7 La funcién caracteristica (f.c.) de una variable aleatoria X con f.d. F es la funcién a
valores complejos definida por

px(t) = E(e"™) = / e dF (z).

R

Propiedades.
(a) Para cualquier v.a. X la funcién caracteristica siempre existe:

|EeitX|§E|eitX|=1.

(b) Toda funcién caracteristica satisface |p(t)] <1y ¢(0) = 1.
(c) Toda f.c. es uniformemente continua:

lo(t+h) — @(t)] = |E'HTMX — B e
— |EeitX(eihX _ 1)‘

<Ele™ —1] =0

cuando h | 0 por el TCD. Como la cota es independiente de ¢, la convergencia es uniforme.
(d) Si X es una v.a. con f.c. px, Y =aX + b tiene f.c.

pv(t) = B(e™) = B0 H0) = oy (an)e™.

(e) Si z denota el conjugado complejo del niimero z, px (t) = px(—t) = o_x(¢):

px(t) = E(eX) = B(e™"¥) = E(e' V%) = E(e" ) = p_x(t).
(f) Tenemos
Re(p(t)) = /cos(tx) dF (z); Im(p(t)) = /sen(tx) dF(x)

donde la primera funcién es par mientras que la segunda es impar.

(g) Laf.c. px esreal siy sdlosi X L _Xsi y s6lo si la medida asociada a Fx es simétrica. Esto es cierto
porque @x es real si y sélo si ox = @x siy solosi X y —X tienen la misma funcién caracteristica. Por
el teorema de unicidad que veremos mas adelante, esto implica que X 4 _X.

(h) Si X e Y son independientes se tiene px 1y (t) = ox (t)py (t):

pxsy () = BeOH) = B(eXel) = B(eX) B(e™) = px (Dpr (1)

(i) Podemos generalizar la propiedad anterior de la siguiente manera: Si Xi,..., X, son i.i.d. con f.c.
comun ¢, entonces

E(eit(aglsﬂ—nbn)) _ e—itnb" (go(t/an))”

Distribucién | Notacién | Funcién Caracteristica
Delta de Dirac Sa e'te
Bernoulli Be(p) q + pe'
Binomial Bin(n,p) (q + pe')”
Geométrica Ge(p) p/(1 — get)
Poisson Po()) M=)

Tabla 1. Funciones caracteristicas de algunas distribuciones discretas.
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Distribucién Notacién | Funcién Caracteristica
Uniforme Ul(a,b) %
U(0,1) e -1
U(-1,1) St
Exponencial Exp(A) 1/(1 — Ait)
Gamma T'(p,0) (1710“)1)
Normal N (i, %) eitn—yt*o®
N(0,1) e~ 3t
Cauchy C(0,1) eIt
Estables Simétricas e—cltl®

Tabla 2. Funciones caracteristicas de algunas distribuciones continuas.

Proposicién 3.2 (Riemann-Lebesgue) Sea X una v.a. con f.d. F y fc. px. Si F tiene densidad
entonces

lim |¢x(t)] =0.

[t]—o0

Demostracion Sea f la densidad de X, entonces, para t € R

ox(t)= [ € fa)do

Sea ¢ > 0. Como [ es integrable, existe una funcién escalera f.(x) = Y.} | cxlaup) con k € Ny

ak, bk, c € Rpara 1 <k <n tal que
/If — feldm < % (3.22)

Observamos que para t # 0,

’/ 6 f dx ‘g: / mdx‘<z\ck|m (3.23)

(3.23) obtenemos

lox(®) = | [ ¢ f(z) da]
< /|f—fs|d:z:+’/eimf€(x)dx’ <e.

Usando ahora (3.22) y

para todo ¢ con |t| suficientemente grande. [
Definicién 3.8 Una funcién ¢ : R — C es definida no-negativa si para cualesquieran € N, t1,to,...,t, €
R, a1,a0,...,a, € C se tiene que
n n
D> aiaéti —t;) >0
i=1 j=1

Proposicion 3.3 Sea ¢ la f.c. de una v.a. X, entonces ¢ es definida no-negativa.
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Demostracion Tomamos n,t;, a;, 1 < i < mn como en la definicién 3.8

Z Z ai@j@(t’i - tj) = Z Z Q;Q; E(eiXi(ti*tj))

i=1 j=1 i=1 j=1

—E (iiaidjemi(tﬁtj))

i=1 j=1
2
)21

—E (‘ iaieiXi(ti)
i1

El reciproco también es cierto y se conoce como el teorema de Bochner-Khinchin: Si ¢ es definida
no-negativa, continua y ¢(0) = 1 entonces es la funcién caracteristica de una variable aleatoria X.

3.9. Desarrollos

3.9.1. Desarrollos de ¢

Comenzamos con una integracién por partes. Para n > 0 tenemos

xT ) xn-‘,—l Z x 1
/0 (x—s)"e*ds = i + 1 /0 (x —s)"te'ds. (3.24)

Para n = 0 esta relacién es
* is eix -1 - * is
e¥ds=———=ua+1i [ (x—s)e*ds,
0 g 0

x
eir:1+ix+i2/ (z — s)e' ds
0

de donde obtenemos

. .2 z? { ’ 2 is
=l+iz+i[=+ 5 [ (z—s)%eds]
2 "2,

(i) P b z/ )

-1 i v _ is
+zx+2+2[3+30(x s)%e’ds]

En general obtenemos paran >0y z € R

, (ix)kqntl /x y
e’ = + (x — s)"e* ds. (3.25)

n

Por lo tanto
|$|n+1

T . (Z‘r)k < 3.96
DD ’_(n—i-l)!' (3.26)

k=0

Concluimos que truncar el desarrollo de €' luego de un ntimero finito de términos da una aproximacién
cuyo error estd acotado por el médulo del primer término no tomado en cuenta.
Escribiendo ahora (3.24) con n — 1 en lugar de n obtenemos

n

/ (x —s)"teds — —— = — / (x — s)"e*ds.
0 0

n n
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Si multiplicamos por i"/(n — 1)! e intercambiamos ambos lados de la ecuacién obtenemos

‘n+1 x ) n x . s \N
7 ' / (.’L‘ _ s)nezsds — 27 / (117 _ S)n—lezsds _ (Z.T) )
nl Jy (n—=1)!J, n!

Sustituyendo esta expresién en el lado derecho de (3.25) obtenemos

S J " ¢ n—1 _is (Zx)n
Z%) x —n_l)/(xs) e’ds — Y

y por lo tanto

T e AT e e

D D TR T (3.27)
k=0

Combinando (3.26) y (3.27) obtenemos

T oL P S
=+ nl

(3.28)
k=0

Observamos que el primer término del lado derecho da una mejor estimacién para x pequeno mientras
que el segundo es mejor para z grande.
3.9.2. Desarrollos de la Funcién Caracteristica

Supongamos que X es una v.a. cuyos n primeros momentos absolutos son finitos: E | X |¥ < oo para
1 < k < n, entonces

ot~ 32 G et = ) - (3 G|

itX - (ltX)
Bl -3
k=0
y usando (3.28) con tX en lugar de x obtenemos
- (it)kE(Xk)‘ [tX |+t 2x|n
H-> o < ( A ). 3.29
"p() D = \m+1 "l (3:29)

k=0
Supongamos ahora que existen momentos de todos los érdenes y que para todo t € R se tiene

t"E( X"
i EUXTD (3.30)
n—o00 n:
Si ahora hacemos n — oo en (3.29) obtenemos
o0 . 13
-3 B

k=0

Una condicién suficiente para (3.30) es
WQ 11X
g E(|X|*) = E(e ) < oo

la cual vale si ¥(t) = E(e!X) < oo para todo t € R, es decir, si la funcién generadora de momentos existe
en todo R.
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Ejemplo 3.7
Sea X una v.a. con distribucién N(0,1). Para cualquier ¢ € R

0 —u?/2
E(etX) _ etue

oo V2T

>~ 1 1
:et2/2/ exp{ — §(u2 — 2tu+t*) }du

du

0o V21
= et2/2 /OO . e_%(u_t)zdu
—oo V2T
_ et2/2

y concluimos que, para todo t € R, E(e!*) < oo. Por lo tanto podemos desarrollar tanto la fgm como
et’/2 para obtener

oo tk R o0

E(etX) — —E(Xk), et /2 :Z

k!
k=0 =0

es decir,

iE(xk)tk: 2
k!
k=0 =0

Tgualando coeficientes obtenemos que

E(in) _ 2—n. E(X2n+1) _ 0
(2n)!  n!’ (2n+1)
y concluimos que
2n @2n) _, 2n4+1y _
E(X*") = TQ , E(X )=0

Ahora bien, como

obtenemos

2 (2k)! 22! M
o (@2 Stk
- -l m(g)
k=0
—t2/2

de modo que, salvo por constantes multiplicativas, la densidad normal tipica y su f.c. son iguales.

3.10. Momentos y Derivadas

Si el k-ésimo momento absoluto de X existe, podemos calcularlo usando la késima derivada de la f.c.
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Teorema 3.16 Sea X una v.a. con f.d. F y f.c. . SiE|X|" < 0o para algin n > 1, entonces p*) existe
para k=1,2,...,n, es uniformemente continua y

<p(k) (t) = /00 (iz)*e*™dF (z), (3.31)

o (0) = i* B(XF) (3.32)

pt) =1+ (2 E(X*) +o(lt") (¢ — 0). (3.33)
k=1 ’

Demostracién. Supongamos que E(|.X|) < oo, entonces

plt+h) =) oy ux et X _ itX _ jp X eitX
T—E@Xet )=E( " )
ax €M —1—ihX
—F itx € .
(x L1 kX,
Usando (3.27) con n = 1 obtenemos
) thX _ 1—ihX
||| —— 2| < 29X € LY.

h

Por otro lado usando (3.26) obtenemos

‘eithlfihX <h2X27hX72%0
h - 2n 2

cuando i | 0 y por el TCD vemos que

AR —O() L XY R (qm itX = L= R X
iy (P 20) ) (g ]

) =0.

En consecuencia -
o (t) = / ize'™ dF (x).
— 00
El caso general de la férmula sigue por induccién: Usando el mismo procedimiento
B (t 4+ h) — B (¢ o ihe _ q
' ( + })l ' ( ) _/ eztm(ix)ke - dF(x)

—0oQ

— /OO (iz)k+1eimdF(z) (h —0),

por el TCD, ya que el integrando converge a (iz)**'e* cuando h — 0, estd acotado por |z|*+! para
|h| <1y E|X|**! < co. Ademés, el lado izquierdo converge a la derivada de orden k + 1 cuando h — 0,
lo que demuestra la férmula (3.31). (3.32) se obtiene poniendo ¢ = 0.

Veamos la continuidad uniforme. Para k = 1 tenemos

o0

Werh-ool=] [ Zz‘xe“%emndﬂm\ < [ lallet - 1jap(a)

— 00

g/zlSAthdF(x)—i—Z/ | dF ()

|z|>A

< hA% + 2/ |z| dF ()

|z|>A
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Dado ¢ > 0 escogemos A de modo que la integral sea menor que €/2 y luego escogemos h de modo que
hA? < /2. Para el caso general usamos

lp* D (¢ 4+ h) — oD (1) = ’ /OO (i) Lelte (efhe — l)dF(m)‘ < hAFT2 4 2/ lz[* L dF (x),
—00 |z|>A

y completamos la demostracién como antes.
Para ver la dltima férmula del teorema recordamos (3.29):

n i k k n+1 n
’@(t) -3 (t)]}j#‘ <|t|"E <|2é7”|i|1)| A 2'5;' ) (3.34)

Pero
¢ x|+ 2|X\”

(n+ 1)
y estd acotado por 2|X|"/n! que es integrable por hipdtesis, as{ que por el TCD

{| }—0 (t —0)

Xt 21X
(n+1)" n!

[m1n{| =0 (t—0)

y en consecuencia la cota superior en (3.34) es o(|t|™) cuando t — 0. [

3.11. Unicidad y Continuidad

Teorema 3.17 (Unicidad) La funcidn caracteristica de una distribucion de probabilidad determina de
manera unica la distribucion de probabilidad.

Demostracion. Sea X una v.a. con f.d. F' y f.c. ¢. Veamos que ¢ determina F'. Para cualquier f.d. G con
f.c. v y cualquier real # tenemos la siguiente versién de la relacién de Parseval, que se obtiene aplicando

el teorema de Fubini:
[ e et = [ e [ e ar)icw)
R R R

_ / /IR €0 4P () dG(y)
_ /R [ /R V=0 4G (y)| dF (x)

= / y(z — 0)dF(z). (3.35)
R

Sea ahora N ~ N(0,1) con densidad ¢(z), de modo que oN tiene densidad normal con varianza
o2. Reemplazamos dG (y) por fd)(y/ o)dy. Luego de hacer un cambio de variables en el lado izquierdo y
usando la forma de la f.c. Gaussiana ~ en el lado derecho obtenemos

/efieay(p(o_y)qs(y) dy:/e*"Q(Z*o)Q/zdF(z). (3.36)
R

R

Ahora integramos ambos lados de (3.36) sobre § de —co a = y obtenemos

/ /Re’w"ysﬁ(ay)sb(y)dydo:/ Ae*UQ(Z*9>2/2dF(z)d9,
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y usando el teorema de Fubini para invertir el orden de integracion en el lado derecho obtenemos que la
expresion anterior es

var [T e
—/]R 7|  Var JdF (2).

En la integral interior hacemos el cambio de variables s = § — z para obtener

/_ZO/Re‘””%(Jy) (y)dydo = — /\ﬁ f/_;:/i ds|dF (z)

_ @ A[[;Z¢(s;o,a—2)ds] dF(2)

V2
= YT p(eIN + X < a).
g

Dividimos por v27o~! y hacemos ¢ — oo. Dada la f.c. ¢ obtenemos por el Teorema de Slutsky

xz
lim L/ e~ Yo (oy)p(y)dydd = lim P(o™'N + X <z) = F(x) (3.37)

para todo z € C(F'), de modo que ¢ determina el valor de F' en sus puntos de continuidad y eso es
suficiente. [

Poniendo # = 0 en (3.35) obtenemos la siguiente identidad, que se conoce como la Relacién de Parseval:
[ w6 = [ 2(a) i,

El siguiente corolario nos da una férmula de inversién

Corolario 3.7 Sea F una f.d. con f.c. ¢ integrable:

/ lo(t)] dt < oo.
R

Entonces F' tiene una densidad f continua y acotada dada por

f@) = — /R e o(y) dy.

2
Demostracién. A partir de (3.37) definimos
Fy(z):=P(c™ !N+ X <z)

y observamos que esta f.d. tiene densidad, que llamamos f,, ya que 0~ !N tiene densidad. A partir del
lado izquierdo de (3.37) obtenemos

fs(0 = 7= / “e(y)ply/o) dy ;ﬁ / e Me(y)e V27 dy.

Observamos que
. 2 2
e o(y)e ™ /27| < ply)| € L

y cuando o — 0o

“0u(y)e V27T e Vp(y),
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Por el TCD, f,(0) — f(0). Ademds, para todo intervalo finito I

sup £, (0) < /\so Jev* /27" dy <—/|so )l dy < oo,
ocl 2

Asi, cuando o — 0o, tenemos por los teoremas de Slutsky y convergencia acotada

F(I)= lim P(c™'N+X €)= lim f,, )dh = /f
g —r00 o—00
Por lo tanto f es la densidad de F. |

Antes de demostrar el teorema de continuidad presentamos un lema preliminar.

Lema 3.5 Si F es una f.d. con f.c. ¢, entonces existe o € (0,00) tal que para todo x >0

1/z
F([—z,z]°) < ozz/o (I —Rep(t))dt.

Demostracion. Como

Rep(t) = /00 costy dF(y),

— 00

tenemos, usando Fubini

a:/ol/x(l —Rep(t))dt = x/l/m /00 (1 —costy) dF'(y) dt

_ / [/Ol/x 1 — costy) dt} dF(y)
o [ (5 -

:/°° (1_M> IF(y).

Coo y/x

Como el integrando es positivo, esto es mayor que

/y>x (1 - M) dF(y) > o~ ' F([~,2]%),

y/z
donde
a t= finf (1 - Ln(y/x))
ly/@|>1 y/x

Teorema 3.18 (Continuidad, Lévy) (i) Sea {X,, n > 1} una sucesién de v.a. tal que X,, tiene f.d.
F, yfc o, SiX, i Xo entonces

en(t) = o(t),  VEeR.
(ii) Si
a) lim, o @n(t) existe para todo t. Llamemos @o(t) al limite.

b) wo(t) es continua en 0.
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Entonces para alguna f.d. Fy
E, % R,
Y o esla f.c. de Fy. Si po(0) =1 entonces Fy es propia.
it X itXo

co e d . d
Demostracién. (i) Si X,, — X, como consecuencia del teorema de Skorohod tenemos que e***n — e

y como |e?'X»| < 1, tenemos por convergencia dominada que
on(t) = Be™n — EeltXo = o ().

(ii) Supongamos ahora que para todo t € R, se tiene que ¢, (t) — ¢o(t), con ¢q continua en 0, entonces
demostramos primero que {F,} es tensa. Sea M > 0 y usemos el lema 3.5 tenemos

1M
lim sup F), ([- M, M]¢) < limsup aM (1 — Repy,(t)) dt.

n—00 n— 00 0

Pero ¢, (t) — @o(t) implica que Re g, (t) = Rego(t) y 1 — Rep,(t) = 1 — Reyp(t). Como 1 — ¢, estd
acotada, también lo estd Re(l — ¢,,) = 1 — Reg,,. Por el TCD

n—oo

/M
lim sup F, ([-M, M]¢) < aM/ (1 —Repo(t)) dt.
0
Como ¢ es continua en 0,
lim o (t) = ¢o(0) = lim ¢,(0) = 1.
t—0 n—o0

En consecuencia, 1 — Re ¢g(t) — 0 cuando t — 0 y por lo tanto, dados € > 0 y M suficientemente grande
tenemos

1/M 1/M
aM/ (1—Reg00(t))dt§aM/ edt = ae.
0 0

Por lo tanto {F,} es tensa y en consecuencia cualquier par de subsucesiones convergentes de {F,,} tienen
que converger al mismo limite, porque si

Fn/ —d) F, Yy Fn// —d> G,
entonces F'y G son propias. Por la parte (i) del teorema que ya hemos probado

Pn' — PF = $0, y Pnrr = PG = Po,

y por lo tanto ¢ = pg. Por el teorema de unicidad F' = G. Por lo tanto cualquier par de subsucesiones
convergentes convergen al mismo limite y por lo tanto {F,,} converge a un limite cuya f.c. es ©p. |

Ejemplo 3.8 (Aproximacién Poisson a la Binomial)
Sea S;, una v.a. con distribucién binomial de parametros n y p:

P(S, = k) = (Z)pk(l Pk k=0,...,n

Sip=p(n) — 0 cuando n — oo de modo que np — A > 0 entonces
Sn % Po(N).
Para verificar este resultado calculamos inicialmente la f.c. de Y ~ Po()). Tenemos

_ it it
—e Ae)\e :ek(e 1).

e €—>\ z‘t)k
|

; ; AP (Ne
itY itk A
Ee = E e 0 e g A

k=0 k=0
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Recordemos que podemos representar una variable binomial como suma de variables iid Bernoulli
&,...,&, con P(§;, =1)=p=1— P(& = 0). Por lo tanto,

Eeits’n _ (E eitgl)n — (1 _p+ eitp)n

=(1+ple"—1)"=(1+ np(e — 1)

Aet—1) ]

— €
Ejemplo 3.9 (Aproximacién Normal a la Binomial)

Sea S,, una v.a. con distribucién binomial de pardmetros n y p(n) = p,. Supongamos que s2 = Var(S,,) =
npy, (1 — p,) — oo cuando n — oo, entonces

T, = w d 24 N(0,1).

Sn

Para demostrar este resultado comenzamos por la f.c. ¢, de T;,. Observamos que T,, se puede escribir
como la suma de variables (Xy — p,)/s, con X ~ Be(py), 1 < k < n. Por lo tanto, la f.c. estd dada por

©n (t) = (pneit(lfpn)/sn + (1 o pn)eitpn/sn)n
n
donde | |
U;n(t) = n(pnelt(l—pn)/sn + (1 _pn)eztpn/sn _ 1)

Basta verificar que para todo ¢ € R se tiene que uy,(t) — —t?/2 cuando n — oco. Llamemos a,,(t) = tp,, /s,
y bn(t) = t(1 — pp)/sn vy recordemos que para cualquier z € R,
SN2
, i
e”—l—ix—%’ <

jzf?
30

Como s, — 00,

n(p it () +(1- )ei“”(t) — 1)
= n(pa(e®® — 1 —ib, (1)) + (1 — pu) (€' — 1 —ia,(1)))

= n(%pn(ibn(t)f + %(1 —Pn)(ian(t))Q + O(pn(l—'sfk%pn)‘ﬂ‘g))

n

cuando n — oo.



