Capitulo 1

Independencia

1.1. Preliminares

En esta seccion recordamos algunos resultados que seran utilizados en las demostraciones que siguen
a continuacion.

Definicién 1.1 Sea X una variable aleatoria definida sobre el espacio (€2, F, P). La o-algebra generada
por X, o(X) es la menor o-dlgebra contenida en F que hace medible a X.

Como X es una v.a., X es medible respecto a F y en consecuencia la coleccién de gélgebras que hacen
medible a X no es vacia. Si tomamos la interseccién de todas ellas el resultado es o(X): Si X es medible
respecto a la o-algebra H entonces o(X) C H.

Ejemplo 1.1
Sea Q2 =1{1,2,3,4,5,6} y X : Q@ — R definida por

X(w) =

1 si wes par,
0 si wes impar,.

En este caso es sencillo verificar que
o(X)={Q,0,{1,3,5},{2,4,6}}
Definicién 1.2 Una coleccién C de subconjuntos de €2 es un sistema 7 si es cerrada bajo intersecciones:

A BeC=ANDBEeC.

Una coleccién £ de subconjuntos de €2 es un sistema A o una clase de Dynkin si satisface las siguientes
condiciones:

(a) QeL.
(b) ABeLLACB=B—-AcL.

(c) L es cerrada bajo limites crecientes: A, € L,n > 1, A,, C A, 41 para todon > 1= U,>14, € L.

Es inmediato que toda o-algebra es un sistema .

Ejercicio Demostrar que (b) y (c¢) son equivalentes a

(b)) Ae L= A€ L.



2 CAPITULO 1. INDEPENDENCIA

(¢’) L es cerrada abajo uniones disjuntas: Si 4,, € £,n > 1y A; N A; = () siempre que ¢ # j entonces
UnZlAn eL.

Proposicién 1.1 Sea F C P(Q). F es una o-dlgebra si y solo si F es un dlgebra y satisface

A, € F A, CAn_H,nZ 1:>Un21An e F.

Teorema 1.1 (Dynkin) (a) SiC es un sistema 7 y L es un sistema X tal que C C L entonces o(C) C L.
(b) Si C es un sistema
a(C) = L(C),
es decir, la o-dlgebra generada por C coincide con el sistema \ generado por C.
Demostracion. (a) Sea L£(C) el sistema A generado por C, es decir, la interseccién de todos los sistemas
A que contienen a C. Si £(C) fuese un sistema 7 entonces seria una o-algebra, y en consecuencia o(C) C
L(C) C L. Por lo tanto basta mostrar que £(C) es un sistema 7.

Para cada conjunto A definimos G4 como la clase de los conjuntos B tales que ANB € L(C).Si AeC
entonces G4 es un sistema A:

(i) Q€ Gaporque QNA=A€ecCcCL(C).

(ii) Supongamos que B C C, B,C € G4, es decir, BNA € L(C), CNA € L(C). Entonces (C—B)NA =
(CNA)—(BNA)y como esto es una diferencia propia, estd en £(C). Por lo tanto C — B € G 4.

(iii) Sea B, T B, B, € Ga, entonces B, N A € L(C), B,NA1T BNAycomo L(C) es cerrada bajo
limites crecientes, BN A€ L(C)y B € Ga.

Veamos ahora que £(C) es un sistema 7. Si A € C, B € C entonces AN B € C C L(C). Por lo tanto si
A € C, tenemos que C C G4 y como G4 es un sistema A\, £(C) C G4. Por lo tanto A € C = L(C) C Ga,
es decir,
AeC, BeL(lC)=AnBe L(O).

Pero esto quiere decir que si B € L(C) entonces C C Gp, y como Gp es un sistema A, tenemos que
L(C) C Gg. En consecuencia
BeL(C), CeL(C)=BnNCeL(C)

y L£(C) es un sistema .
(b) Es consecuencia de (a). Como C C £(C) tenemos que o(C) C L(C). Por otro lado o(C) es una
o-édlgebra y por lo tanto un sistema A que contiene a C. En consecuencia £(C) C o(C). [

1.2. Eventos Independientes

La nocién de independencia surge en el d&mbito de la Teoria de Probabilidades, de modo que en este
capitulo todas las medidas son probabilidades.

Definicién 1.3 Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad. Los eventos A, B € F son independientes si
P(ANnB)=P(A)P(B).
Definicién 1.4 Los eventos Ay, ..., A, son independientes si

P(Nier Ai) = [[P(A:) VIC{l,...,n}. (1.1)
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Esta ecuacion equivale a

P(BiNByN---NB,) = HP(Bi) (1.2)

donde para cadai=1,...,n, B; es A; o Q.
Si para todo par de indices i, j se tiene que
P(A;i N Aj) = P(A:)P(4;)
decimos que los eventos Aq,..., A, son independientes a pares.
Independencia a pares no implica independencia, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2
Sea P la distribucién uniforme en Q = {1,2,3,4}. Es facil verificar que los eventos A; = {i,4} para
i =1,2,3 son independientes a pares pero no son independientes.

Definicién 1.5 Sea C; € F, i = 1,...,n. Las clases C; son independientes si para cada seleccién
Ay,..., A, con A; € C;, i =1,...,n, tenemos que los eventos A;, i = 1,...,n son independientes.
Teorema 1.2 Si para cada i =1,...,n, C; es una clase no vacia de eventos que satisface

1. C; es un sistema ™ parat =1,...,n,

2. C; son independientes parai=1,...,n,
entonces o(Cy),...,0(Cy) son independientes.

Demostracién. Haremos la demostracién para el caso n = 2. El resultado general se puede obtener por
induccion. Fijamos Ay € Co y ponemos

L={AeF:P(ANAy)=P(A)P(As)}.

Veamos que L es un sistema A:
(a) Q € L porque P(Q2N Ay) = P(As) = P(Q)P(As).
(b) A,B€ L, AC B entonces B— A € L:

P((B— A) N A3) = P((BN Ay) — (AN As)) = P(BN Ay) — P(AN As)
= P(B)P(45) — P(A)P(43) = (P(B) — P(A))P(A;)
= P(B — A)P(As).

(c) Si B, € £, B, 1 B entonces B € L.
P(B 0 Az) = P(lim B, N A3) = P(lim(B, N 45))
= lim P(B,, N Az) = lim P(B,) P(A2)
— P(B)P(As)

Ademds C; C L y por el Teorema de Dynkin ¢(C;) C L. En consecuencia o(Cy) y C2 son independientes.
De manera similar se muestra ahora que o(Cy1) y o(Cz2) son independientes. [

Definicién 1.6 Sea T un conjunto arbitrario de indices. Las clases C;, t € T son independientes si para
cada I C T finito, las clases C;, t € I son independientes.

Corolario 1.1 i {C;, t € T} son sistemas ™ no vacios e independientes entonces {c(C;), t € T} son
independientes.

Notacién: Usaremos la notacién L para indicar independencia.
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1.3. Variables Aleatorias Independientes

Definicién 1.7 {X;, t € T} es una familia de variables aleatorias independientes (v.a.i.) si {o(X;), t €
T} son o-algebras independientes.

Ejemplo 1.3
Como o(14) = {0,9Q, A, A°} tenemos que 14,,...,14, son independientes si y sélo si Aj,..., A, son
independientes.

Sea {X;, t € T'} una coleccién de v.a. y sea J un subconjunto finito de T'. Usaremos la notacién Fy
para indicar la funcién de distribucién conjunta de las variables X; para j € J. Estas funciones F); se
conocen como las funciones de distribucién finito-dimensionales de la coleccién {X,, ¢t € T'}. Tenemos

FJ(It, '[CEJ):P(XtSJ?t, tGJ) (13)

Teorema 1.3 (Criterio de Factorizacién) Una familia de v.a. {X:, t € T'} es independiente si y sdlo
st para todo J C T finito se tiene que

Fy(m, teJ) =[] P(Xi <) (1.4)
teJ

para todo xy € R, t € J.

Demostracién. Por la definicién 1.6 basta ver que para todo subconjunto finito de indices J, { Xy, ¢t € J}
son independientes si y sélo si (1.4) vale. Definimos C; = {{X; < z}, = € R}. Entonces

(i) C; es un sistema 7 porque
{Xp <apn{Xe <y} ={Xi <z ny}

(i) o(C) = o(Xy).

Pero (1.4) dice que {C, t € J} es una familia independiente y por el teorema 1.2 tenemos que {o(C;) =
o(Xy) : t € J} son independientes. [

Corolario 1.2 La coleccion finita X1,..., X de v.a. es independiente si y solo si
k k
Py k(@y,..o) = P(X1 <@y, X <o) = [[P(XG < 2i) =[] Falw) (1.5)
i=1 i=1

para todo x; € R, i=1,... k.

Corolario 1.3 Las v.a. Xy,..., X} discretas con rango numerable R son independientes si y solo si
k
P(Xy=a1,..., X = a3) = [[ P(Xi = z3) (1.6)
i=1

para todo x; € R, i =1,...,k.

Demostracién. Si Xi,..., X} son independientes entonces o(X;), ¢ = 1,...,n son independientes y
como {X; = z;} € 0(X;) tenemos que {X; = x;}, ¢ =1,...,k son eventos independientes, de modo que
(1.6) es valida.
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Reciprocamente, supongamos que (1.6) vale. Sea z,x vectores en R*. Usaremos la notacién z < x
para indicar que z; < x; para todo i = 1,...,k, y x_; = (21,...,%-1,%i41,...Tk), €l vector que se

obtiene eliminando la i-ésima componente de x. Entonces

z<x
k
= Z HP(Xi =2)
z<xt=1
k
= > Y PXy=2)][PXi=2)
z_1<x_12z1<x1, 21ER 1=2

i=1
|
Corolario 1.4 Si las variables X1, ..., X} tienen distribucion conjunta que es absolutamente continua
con respecto a la medida de Lebesgue en RF, entonces ellas son independientes si y solo si
k
Froow(@r,xe) =[] fi) (1.7)
i=1

c.s. respecto a la medida de Lebesgue en R¥, donde fi,...k es la densidad de la distribucion conjunta del
vector (Xq,...,Xy) mientras que f; es la densidad de la variable X;.

Demostracién. Ejercicio.

Proposicién 1.2 Sea {Xy,..., Xy} una coleccion de variables aleatorias definidas en el espacio (0, F, P).
Las variables son independientes si y solo si

k E
ETh(X:) = [[Er(X) (1.8)
i=1 i=1
para todas las funciones h; : R = R, i =1,...,k medibles y acotadas.
Demostracion. Si (1.8) es wvdlida, tomamos h; = 1p, con B; € B, i = 1,2,...,k y se obtiene la
independencia de las variables.

Reciprocamente, si {X1,..., Xk} son independientes, entonces (1.8) es vdlida si tomamos h; = 1p,
con B; € B, i = 1,2,...,k. Por linealidad también es vdlida para funciones simples y siguiendo el
procedimiento usual para esta demostraciones la ecuacidn (1.8) es wvdlida para cualesquiera funciones
medibles h;,i =1,...,k. [ |

Ejemplo 1.4 (Records, Rangos y el Teorema de Rényi)
Sea (X, n > 1) una sucesién de variables aleatorias independientes identicamente distribuidas (v.a.i.i.d.)
con f.d. comtn continua F'(x). Por continuidad

P(X;=2;)=0 (1.9)
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de modo que si definimos Empates = U;;{X; = X}, entonces P(Empates) =0
Decimos que X, es un record de la sucesién si

X, > max X;
1<i<n

y definimos A,, = {X,, es un record}.
El rango relativo de X,, en X1,...,X,, se define por

Ro=3 1ix;>x,
j=1

de modo que

R, =1 sii X,, es un record,

= 2 sii X, es el segundo valor en X1,...,X,,

y asi sucesivamente.

Teorema 1.4 (Renyi) Supongamos que (X, n > 1) son i.i.d. con f.d. comin F(x) continua.
(a) La sucesion de v.a. (Ry, n > 1) es independiente y P(R, =k)=1/n, k=1,...,n.
(b) La sucesion de eventos (A, n > 1) es independiente y P(A,) = 1/n.

Demostracion. (b) es consecuencia de (a) porque A, = {R,, = 1}.

(a) Hay n! ordenamientos de X7, ..., X,,. Por simetrfa, como Xi,..., X, son i.i.d., los ordenamientos
posibles son equiprobables con probabilidad igual a 1/n!. Cada realizacién de Ry, ..., R, determina, de
manera Unica, un orden: Por ejemplo, si n = 3,

Ri(w)=1, Ro(w) =1, R3(w)=1 = Xi(w)< Xs(w) < X3(w)
Rl(w) = 1, Rg(w) = 2, Rg(w) =3 = Xg((d) < Xg(w) < Xl(w)
En consecuencia, cada realizacién de Ry, ..., R, tiene igual probabilidad que un ordenamiento particular

de Xq,...,X,. Por lo tanto
P(Ri=r1,...,R, =1, =1/n!

parar; € {1,...,i},i=1,...,n.
Observemos que

P(Rn = 'rn) = Z P(Rl =T1y.0, Rn*l =Tn-1, Rn = 'I’n) = Z 1/n'

T1503Tn—1 T1ysTn—1
Como r; tiene 7 valores posibles, el nimero de términos en lasumaes1-2-3---(n—1)=(n—1)!y

-1 1
P(Rn:rn):(nn, ) =— n=12..

Asi,
1
P(Rlzrl,...,Rn:rn):n—:P(R1:r1)~~~P(Rn:rn).
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Ejemplo 1.5 (Desarrollo diddico)
Sea (2, F, P) = ((0,1], B, M), el espacio de Lebesgue. Escribimos w € (0, 1] usando su desarrollo binario

b=y bl
n=1

donde cada d,(w) es 0 6 1. Escribimos 1 como

= O.d1 (w)dg(w)dg(w) e

gon _ _1/2
0.111---:;2 =i-1p b

y para numeros como 1/2 que tienen dos desarrollos posibles:

1—§:1—00111 Ll 040 = 01000
2 Zom 2 2 o

convenimos en usar el desarrollo que no termina, es decir, usamos el primer desarrollo.
Cada d,, es una variable aleatoria: Como d,, es discreta con valores 0, 1, basta verificar que

{d, =0} € B, {d, =1} € B.
Comenzamos por considerar el caso n =1,

{dy =0} = (0.0000---,0.0111---] =(0,1/2] € B,
{dy =1} =(0.1000--- ,0.111---] = (1/2,1] € B.
El extremo izquierdo es abierto por la convencién que hemos adoptado. Observamos que P(d; = 1) =

P(dy =0) =1/2.
Ahora procedemos al caso general n > 2,

(dy =1} = U (0-urtiz - - un_11000- -, 0.tus - tp_1 111 - -] (1.10)
(u1,...;upn—1)€{0,1}n—1

que es una unién disjunta de 2"~ ! intervalos en B. Por ejemplo {dy = 1} = (5, 2] U (3,1].
Podemos usar (1.10) para calcular la distribucién de d,,. Tenemos

P(d, =1) = > M0 - - - Uy 11000 -+, 0.0t -+ - Uy 111 -+ ]
(u1yeeostp—1)€{0,1}n—1

n—1

n—1 [eS)
. 3 [Z;‘;Jr;Q—Z—Z;erT”]

(U1 yeeeytin—1)€{0,1}7—1 3=1 i=1
> 1
=2n! 27 =,
PIEREE
1=n+1

Concluimos que

1
P(d,=0)=P(d,=1)= 5 (1.11)
La sucesién (dy,, n > 1) es i.i.d.: Ya vimos en (1.11) que son idénticamente distribuidas y falta ver
que son independientes. Para esto basta tomar n > 1y probar que {dy,...,d,} son independientes. Para

(u1,...,upn) € {0,1}" tenemos

N {d; = u;} = (0wqug -+ - 1,000 -, 0ugug - - u, 111 -+ -]
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De nuevo el extremo izquierdo es abierto por la convencién que adoptamos. Como la probabilidad de un
intervalo es su longitud

POL{d=u) =Y 5+ Y -
=n+

P S
2 i=1

y las variables son independientes.

1.3.1. Agrupamientos

Lema 1.1 Sea {F;,t € T} una familia de o-dlgebras independientes. Sea S un conjunto de indices y
supongamos que para cada s € S tenemos un conjunto Ts C T y {Ts,s € S} son disjuntos dos a dos.
Definimos

Fr, = O’( UteT, ft).

Entonces {Fr,,s € S} es una familia de o-dlgebras independientes.
Demostracion. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que S es finito. Definimos
Cr. = {Nacx Ba : Ba € Fo, K CTs, K finito }.

Entonces Cr, es un sistema 7 para cada s y {Cr,, s € S} son clases independientes. Por lo tanto sélo
hay que ver que o(Cr,) = Fr,. Estd claro que Cp, C Fr, y por lo tanto o(Cr,) C Fr,. Por otro lado,
Fao C Cr,, para todo o € T, y por lo tanto F, C o(Cr,), para todo a € Ts. En consecuencia

Uaer, Fa C 0(Cr,)

y por lo tanto
‘/—"Ts = O’( UaeTs fa) C O'(CTS).

Ejemplos 1.6
Sea {X,, n > 1} v.a.i. Entonces

U(Xj,jgn) 1 O'(Xj,j>n),

n n+k

ZXZ- 1 Z X;,

i=1 i=n-+1
max X; L max  X;.
1<i<n n+1<i<n+k

Si Ap, n > 1 son eventos independientes entonces U?_; A; y U2, .1 A; son independientes.

1.4. El Lema de Borel-Cantelli

Definicién 1.8 Sea {A,, n > 1} una sucesién de subconjuntos de 2. Definimos los siguientes conjuntos:

ggiAk = ﬁ Ak, bupAk = U Ak

k=n
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liminf A,, = [j ﬁ Ay,

n—oo

n=1k=n
o0 oo
limsup A4, = m U Ay
nreo n=1k=n

Los ultimos dos conjuntos se conocen como el limite inferior y limite superior de la sucesién de conjuntos.

A partir de las definiciones tenemos las siguientes caracterizaciones de estos conjuntos. Un punto x
pertenece al conjunto limsup A,, si y sélo si pertenece a infinitos conjuntos de la sucesién. En cambio x
pertenece a liminf A, si y sélo si existe un entero p = p(x) tal que x € Ay para todo k > p.

Ahora es facil ver que

liminf A,, C limsup A4, (1.12)

n—00 n—00
ya que
{z:x € Ay, para todo k > p(z)} C {z: x € Ay para infinitos k}.

Si la contencién en sentido contrario a (1.12) es valida, es decir, si

liminf A,, = limsup 4,, = A

n—oo n—oo
decimos que la sucesién A, es convergente y que su limite es A. En este caso escribimos lim,, ., A, = A
oA, = A.

Lema 1.2 Sea {A,, n > 1} una sucesion de subconjuntos de Q.

(a)

limsup A,, = {a? : i 14, (z) = oo}
n=1

n—oo

={z:z€ A, ,n>1}

para alguna subsucesion infinita ky,, que depende de x.

(b)

n— o0

liminf A,, = {x : ZlA%(m’) < oo}
n=1
={x:2 € A, Vk > n(x)}

Demostracién. (a) Si

x € limsup A,, = ﬁ [j Ay,

oo n=1k=n

entonces para todo n, * € Ug>, A, por lo tanto para todo n existe k, > n tal que z € Ay

consecuencia -
Yo La@) =) Lay, (2) = o0,
j=1 n

y en

n?

lo cual implica que
x € {1: : Z 14, (2z) = oo}.
n=1

En consecuencia,

limsup A,, C {z: 14 (z) =00}
m sup { ; A, (2) }
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Reciprocamente, si
o0
x € {a: : Z 14, (z) = oo}.
n=1

entonces existe k, — oo tal que x € Ay, , y por lo tanto para todo n, x € Uj>,A;, de modo que
x € limsup,,_, ., An. En consecuencia

{z: Z 14, (x) =00} C limsup A,.
n=1

n—oo

La demostracién de (b) es similar. |

Usaremos la notacién {4,,,i.v.} para limsup,, A,, donde i.v. significa infinitas veces.

Teorema 1.5 (Borel-Cantelli) Sea (A,, n > 1) una sucesion de eventos. Si ), P(A,) < oo entonces

P(A, iwv.) = P(limsup A,) = 0.

Demostracién.
P(limsup A,,) = P(lim U2, Ax) = lim P(UZ2,,, Ax)
<lim Y P(A) =0.
" k=m
|
Ejemplo 1.7

Sea (X,, n > 1) v.a. de Bernoulli con
PX,=1)=p,=1-P(X, =0).
No suponemos independencia. Tenemos que

Y pn<oo = PlmX,=0)=1

Como p, = P(X,, = 1), el Lema de Borel Cantelli implica que P(X,, =1 i.v.) = 0. Por lo tanto,

1 = P(liminf{X, = 1}°) = P(liminf{X,, = 0}).

En consecuencia, con probabilidad 1 las variables X, valen 0 a partir de cierto indice y convergen a 0
trivialmente.

Teorema 1.6 (Borel-Cantelli) Si(A,, n > 1) esuna sucesion de eventos independientes y >, P(A,) =
oo entonces P(limsup,, A,) = 1.

Demostracién. Tenemos

P(limsup 4,,) =1 — P((limsup 4,,)¢) =1 — P(liminf AY).

Por lo tanto basta ver que
P(limlnf A%) = P(Unzl mkzn Az) =0
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y para esto basta ver que P(Ng>,Af) = 0 para todo n. Como 1 —z < e™*, tenemos

n+j n+j n+j
P(M2) A7) = H(l - P(4g)) < H e PAK) = exp{— Z P(Ag)}-
k=n k=n k=n

Como ), P(Ay) = oo, esta tltima expresién tiende a 0 cuando j — oo y por lo tanto

P((hznAf) = lim P(OR19 A7) = 0.
J

Corolario 1.5 (Ley 0-1) Si (A,, n > 1) es una sucesidn de eventos independientes entonces

1 si > P(A,) = o0,

Ejemplo 1.8

Supongamos ahora que (X, n > 1) son independientes Bernoulli con
P(X,=1)=p,=1-P(X, =0),

entonces

P(X,—0)=1 si y sélo si Zpk < 00.
k

Para esto basta observar que

P(X,=1iv.)=0 < Zpk < 00.
k

Ejemplo 1.9 (Variables Exponenciales)
Supongamos que (X,, n > 1) son v.a.l. exponenciales de pardmetro 1, es decir,

P(X,>z)=e" x>0
Entonces

Xn
P(h’msupi = 1) =1.
n  logn

Para demostrar (1.13) usaremos el siguiente resultado, que es un ejercicio: Si P(B) = 1, k > 1,

entonces P(N;By) = 1. Veamos (1.13): para w € €2,

Xn
lim sup ﬂ =1
n logn

quiere decir dos cosas:

X (w)
logn

1. Para todo € > 0, < 1+ € para todo n suficientemente grande.

Xn(w)
logn

2. Para todo € > 0, > 1 — ¢ para infinitos valores de n
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Veamos (1). Para cualquier ¢ > 0,

ZPX > (1+¢)logn) = Zexp{ 1+510gn}*2n (1+9) < 00
Por lo tanto, los eventos {X,, > (1 + €)logn} ocurren infinitas veces con probabilidad 0, es decir, para
casi todo w existe N(w) tal que si n > N(w),
Xp(w) < (1+¢€)logn

y esto es (1). Veamos (2): Para cualquier € > 0,
ZPX > (1—¢)logn) = Zexp{ lfslogn}fzn (1-9) — 0.

Como las X,, son independientes, los eventos {E,, > (1 — &) logn} ocurren infinitas veces c. p. 1.

1.5. La Ley 0-1 de Kolmogorov
Definicién 1.9 Sea (X,,, n > 1) una sucesién de v.a. Definimos

Fl=0(Xnt1, Xnt2,---)
paran =1,2,.... Definimos la o-algebra cola como

T =n,F, = lim o(X,, Xpt1,-..).

n—oQ

Los eventos en esta o-algebra sélo dependen de la cola de la sucesién (X,,). Si A € T decimos que A
es un evento cola y si una variable es medible respecto a T decimos que es una variable cola.

Ejemplos 1.10
L {w: 3,51 Xn(w) converge } € T.

Para ver esto observamos que para todo m, > > | X, (w) converge si y s6losi Y-
Por lo tanto, para todo m,

{ZX" converge} = { Z Xn Converge} e F,

n>m+1

nem Xn(w) converge.

y en consecuencia este evento estd en la interseccion de estas o-algebras.
2. limsup,, ,.o Xn € T, liminf, oo X, €T, {w:lim, oo X,(w) existe } € T.

3. SiS,=X;+- -+ X, entonces

{w . lim Sn(w) = O} eT

n—oo N

ya que para cualquier m,

i 9 1 150 LS e
H, = = M Xiw) =l D Xiw) € 7
1= =m

Teorema 1.7 (Ley 0-1 de Kolmogorov) Sea (X, n > 1) una sucesion de v.a.i. con o-dlgebra cola
T. Entonces si A € T se tiene que P(A) =0 6 1.
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Demostracién. Sea A € T, demostraremos que A es independiente de si mismo, de modo que
P(A)=P(ANA)=P(A)P(A).

En consecuencia P(A) = P(A)? y P(A) =06 P(A) = 1.
Para ver que A es independiente de si mismo definimos

Fn=0(X1,...,Xn)
de modo que F,, es una sucesién creciente y
Foo =0(X1,Xo,...) =0(Us 1 Fpn) = 0(U10(Xy)).
Observamos que
AeT CF,=0(Xni1,Xni2,...) Co(X1,Xa,...) = Foo-

Por otro lado, para todo n tenemos
AeF,

y como F,, LF), tenemos A_LF, para todo n y en consecuencia
AL U, Fp.
Sea C; = {A} y C3 = U, F,,, entonces C; es un sistema 7w para i = 1,2, C; LCs y por el Criterio Bésico
a(C) ={0,0 A A}, v o(C2) =0(UnFn) = Feo

son independientes. Pero A € C; C 0(C1) y A € 0(C3) = Foo. Por lo tanto A es independiente de A.
|

Definicién 1.10 Una o-dlgebra es casi trivial si todos sus eventos tienen probabilidad 0 6 1.

Lema 1.3 Sea G una o-dlgebra casi trivial y X € G. Entonces existe ¢ tal que P(X =c¢) = 1.

Demostracién. F(z) = P(X < z) es no-decreciente y {X < z} € ¢(X) C G, de modo que F(z) =06
1, para cada x € R. Sea
¢ =sup{z : F(z) = 0}.

La f. d. debe tener un salto de tamano 1 en ¢y por lo tanto P(X =¢) = 1. [

Corolario 1.6 Sea (X,, n > 1) una sucesion de v.a. Las siguientes proposiciones son ciertas
(a) {3, Xn converge } tiene probabilidad 0 ¢ 1.
(b) Las variables limsup,, X,, y liminf,, X,, son constantes c. p. 1.
(c) {w: 18, (w) — 0} tiene probabilidad 0 ¢ 1.

Demostracion. Ejercicio.
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1.6. Espacios Producto
Sean 21, 2 dos espacios, definimos el espacio producto como
Q1 x Qo = {(wr,w2) 1 w; € Qi =1,2}
y definimos los operadores de proyeccion por
mi(wi,ws) =w;, 1=1,2
de modo que 7; : 7 X Qo — Q. Si A C Q1 x Q5 definimos las secciones de A por

Ay, = {ws : (w1, wa) € A} C Qo Ay, = {wr : (wi,we) € Ay C Oy

Propiedades
(i) Si A C 4 x Q9 entonces (A°),, = (A, )
(ii) Si para un conjunto de indices T' tenemos A; C 27 x €9 para todo ¢t € T, entonces

( Ut At)wl = Ut(At)ws » ( My At) =M (Ap)w, -

w1

Consideremos ahora una funciéon X con dominio £2; x 25 y valores en algin espacio S, que suponemos
es un espacio métrico. Definimos la seccion de X como

X, (w2) = X (w1, wa)

de modo que X, : Q9 — S. En general w; esté fijo y la seccion es una funcién de we. Decimos que X,
es la seccion de X en w;. De manera similar definimos la seccién X, : Q; — S.

Algunas propiedades bésicas de las secciones son las siguientes:
(1) (La)w, =14,
(ii) Si S = R* para k > 1y si para i = 1,2 tenemos X; : Q1 x Qs — S, entonces

(X1 + X2)uw, = (X1)w, + (X2)w,-
111) Sea S un espacio metrico, X, : {2 X 29 = S y lim,,_, o X,, existe. Entonces
iii) Sea S i étri X, :Q 9] Syli X i E

lim (X,),, = lm (X,),,-

n—oo n—oo

Un rectangulo en 21 X Q5 es un subconjunto de Q1 x Q5 de la forma A; X A; con A; C ; parai =1,2.
Llamamos a A1 y A los lados del rectangulo. El rectdngulo es vacio si al menos uno de los lados es vacio.

Si (4, F;) son espacios medibles para ¢ = 1,2 decimos que un rectdngulo es medible si es de la forma
Ay X Ag con A; € F;, i = 1,2. La clase de los rectangulos medibles es una semidlgebra que denotaremos
R o por Fi X Fo si deseamos describir de manera explicita las o-algebras. Verifiquemos que R es una
semialgebra.

(i) 0,2 eR.

(ii) R es un sistema 7: Si Ay X Ay, By x Bs € R entonces (A; X A3)N(By X By) = A1NBy x AsNBy € R.

(iii) R es cerrada bajo complementos. Supongamos que A; x As € R. Entonces

QlXQQ—AlXAQZ(Ql—Al)XAQ-l-AlX(QQ—AQ)-i-AiXAg.

Ahora definimos la o-dlgebra F; ® F5 como la menor o-algebra en €27 x 3 que contiene a R y la
llamamos la o-algebra producto:

]:1 ®]:2 :O'(R> :0'(]:1 ><]:2).
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Observamos que si 21 = 5 = R entonces
B1 @By =0(A1 x Ay : A; € B(R),i =1,2).

Hay otras maneras de generar la o-dlgebra producto en R2. Si C es la clase de los intervalos de la forma
(a,b], usando un argumento de induccién es posible probar que

Bi1® By = 0'({]1 X I : Ij eC,j= 1,2}).
Lema 1.4 Las secciones de conjuntos medibles son medibles. Si A € F1 ® F entonces para todo wy € 1,
Aw1 € Fo.

Demostracién. Definimos
Cwl = {A C Ql X QQ, Aw1 c ..7:2}

SiAe Ry A= Ay x Ay donde A; € F;, entonces
Awl = {w2 : (w17w2) € A x AQ}

A2€f27 Siw1€A1
heFy, alw ¢A4.

Por lo tanto A, € C,, lo que implica que R C C,,. Ademas C,, es un sistema A:
(a) Q1 x Qy € Cy,, porque Q; X Oy € R.

(b) Si A € C,, entonces A° € C,,, ya que (A%, = (A,,)¢y A € C,, implica A, € F2 y por lo tanto
(Ay, )¢ € F2 Esto implica que (A¢),, € Cy,-

(c) Si A4, €C,, paran > 1 con (A,) disjuntos, entonces (A4,,)., € Fo implica U, (A,)w, € Fo. Pero

ne1(An)w, = (U?f:l An) 1 € F2

w
y por lo tanto U, (Ap),, € Cu,-
Tenemos, en consecuencia, que C,, es un sistema A y R C C,,,, y por el teorema de Dynkin
Fi1@Fy=0(R) CCy,-
|

Corolario 1.7 Las secciones de funciones medibles son medibles, es decir, si X : (1 x Qo, F1 @ F2) —
(S,S) entonces X, € Fa.

Demostracién. Como X es F; ® Fa/S medible, tenemos para A € S que
{(wi,ws) : X(wi,w2) € A} = XY(A) € Fi @ Fo,

y por los resultados anteriores
(X (Ao, € Fo.

Sin embargo
(XTHA))w, = {w2 : X(wi,w2) € A}
= {wz 1 X, (w2) € A} = (X' (M),

lo que nos dice que X,,, es F3/S medible. n
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1.7. Medidas en Espacios Producto

Definicién 1.11 Una funcién K (wy, As) : Q1 xFe — [0, 1] es una funcién (o nicleo o kernel) de transicién
si

(i) Vwy, K(w1,-) es una medida de probabilidad en Fo.

(ii) VAy € Fa, K (-, A3) es una funcién (Fy, B[0, 1])-medible.

Las funciones de transicién se usan para definir los procesos de Markov a tiempo discreto. En este
caso K(wy, As) representa la probabilidad condicional de ir al conjunto de estados As si partimos del
estado wi.

Teorema 1.8 Sea P, una probabilidad sobre Fy y K : Q1 x Fo — [0,1] una funcidn de transicidn.
Entonces K y Py determinan una dnica probabilidad sobre F1 ® Fo por la formula

P(Al X Ag) = N K(whAg) dPl(wl) (114)

para todo A1 X Ay € F1 @ Fa.

Demostracién. La medida P estd definida por (1.14) sobre F; X F» y debemos verificar que se satisfacen
las condiciones del Teorema de Extension. Veamos que P es o-aditiva en F; x Fo. Sea {A(™ x B} una
sucesion de conjuntos disjuntos en F; X Fa, cuya unién también es un conjunto en F; X Fa:

U(A(”) x BM) = A x B.

n

Tenemos

La(wi)1p(wa) = Laxp(wi,ws) = Y Ly xpon (@1,w2) = Y Ly (w1)1 g (ws)
n

n

Usando el Teorema de Convergencia Mondtona para series tenemos

P(A X B) = / lA(wl)K(wl,B) dPl(wl) = /

(/ lA(wl)lB(wQ)K(wl,dwg)) dPl(wl)
971 Qo

_ / S Lo (1)1 oo (wo) K (w1, dun)) dP, (1)
Q1 [$

2o n

:/Q Z/% 1 4 (w1)1 gny (w2 ) K (wr, dws) dP; (wy)
- zn:/ﬂl LA (OJl)(/Q2 1 (w2) K (w1, dws)) dPy (w1)

-y / 1o (w1) K (w1, B™) dPy (1)
n 031

= K (w1, B™) dPy(w) P(A™ x B,
=3 [, K B b = 3 P )
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Caso Especial

Supongamos que para alguna medida de probabilidad P, en F5 tenemos K (wy, B) = P»(B) para todo
w1 € £, entonces la medida P definida por (1.14) sobre F; ® Fa es
P(A x B) = P1(A)P(B)

Denotamos esta probabilidad por P; x P, y la llamamos la medida producto. Definimos las siguientes
o-algebras en 1 x Qo

ffZ{AX927A€f1}’ ng{ﬂl><B,B€f2}
Con respecto a la medida producto P = P; X P, tenemos }'f 1 ]—'g ya que

P(A X QQ ﬂQl X B) = P(A X B) = Pl(A)PQ(B) = P(A X QQ)P(Ql X B)

Supongamos X; : (©;, F;) — (R,B) es una v.a. sobre {; para ¢ = 1,2. Definimos las siguientes
funciones en 27 x s:

X%(wl,wQ) = Xl(wl) = X1 e} 7T1(LU1,LU2), Xg(wl,wg) = XQ(OJQ) = X2 o 772((4)1,(4@).
Con respecto a P = Py X Py, las variables X f y Xg son independientes ya que

P(X{ <@, X§<y) =P x PBo({(wi,ws) : X1(wn) € @, Xa(wp) < y})
= P1 X Pg({wl : Xl(wl) < (L’} X {w1 : XQ(UJQ) < y})
= P1 ({w1 : Xl(wl) S LC}) X PQ({OJQ : XQ(OJQ) S y})
= P({(w1,w2) : Xi(w,wa) < 2}) x P({(wr,ws) : X§(wr,w2) < y})
= P(X! <a) x P(XE<y)).
Vemos que la independencia es parte del modelo cuando se usa la medida producto. Podemos afirmar
que las cantidades que dependen de componentes disjuntas son independientes.
Es posible extender estas construcciones de 2 a d > 2 factores y definir la medida producto Py X- - - X P,.
Maés atin, es posible definir la medida producto sobre espacios producto arbitrarios [[,.; Q:: Si (Q4, i, P;)

son espacios de probabilidad existe una tnica medida P definida sobre la o-algebra producto F de

subconjuntos de € = [[,.; € que es generada por los cilindros de la forma

o0
Ey X By X -+ x B, X H Vi, E;eF,i>1,
1=n+1
tal que
P(Ey x By x -+ x Epx |[ Q) =Pu(E1)- Pu(En).

i=n+1

1.8. El Teorema de Fubini

Teorema 1.9 Sea P; una probabilidad sobre (21, F1) y sea K : Q1 X Fo — [0,1] un kernel de transicion.
Definimos P sobre el espacio producto (1 X Qa, F1 ® Fa) por

P(Al X AQ) = N K(Wl,Ag)dpl(wl). (115)
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Supongamos que X : (1 x Qa, F1 @ Fa) = (R, B) es positiva o integrable, entonces
Y(w) = / Xy (wo) K (w1, dws)
Q.

tiene las siguientes propiedades:
(a) Y estd bien definida.
(b) Y € F.
(c) Y >0,0Y € LY(P).

y ademds

/ XdP = Y(wl) dPl(wl) = / ( le (WQ)K(wl,dOJQ)) dPl(wl). (1.16)
Q1 %XQo Q1 Q4 Qo

Demostraciéon. Para w; fijo tenemos que X, (w2) es Fo-medible, de modo que Y estd bien definida. No
es dificil ver que Y es Fj-medible. Veamos (1.16) bajo la hip6tesis X > 0. Definimos

A= XdP, 'y B= [ Y(w)dPi(w).
Q1 XQ2 Q1

Supongamos inicialmente que X = 14, x4, con A; x As € F; X Fy. Entonces

A:/ dP:P(A1XA2)
A1><A2

b= /91 (/Qz La, (@1)1a, (wo) K (w1, dw2))dP1(UJ1)

= K(wl, Ag))dPl(wl) = P(Al X A2)
Ay

de modo que (1.16) vale para indicadores de rectdngulos medibles. Sea
C={CeF®F: (1.16) vale para X = 1o}

y sabemos que F1 X Fo C C. Veamos que C es un sistema A:
(1) Q1 x Qg € C porque Q; X Oy € F1 X Fo.
(ii) Si C € C entonces para X = 1¢e tenemos A = P(C¢) =1 — P(C). Por lo tanto

A=1- // 1o, (w2) K (w1, dws) dPy(wr)
- //(1 e, (w2)K (wr, dws) dPy (w)
_ //(1@% (w2)) K (w1, den) APy (w1) = B,

de modo que C° € C.
(iii) Si C,, € B, n > 1 son eventos disjuntos

/ Loz ,c,dP = P(U;2,Cn) = ) P(Cy)
Ql XQQ =1

= i//lwn)wl (w2) K (w1, dws) dPy (w)

n=1
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porque C}, € C. Usando el TCM tenemos que esta expresion es

- / / il Lo,y () K (wr, dws) dPy (1)
N // 10, (), (W2) K (w1, dw2) dP1(w1) = B

y por lo tanto U,,C, € C.
Hemos verificado que C es un sistema A y F1 x Fa C C, lo que implica por el teorema de Dynkin que

f1®]~"2=0(]~]><.7~"2)CC.

Concluimos que si C € F; ® Fo y X = 1¢ entonces (1.16) vale para X.
Ahora escribimos (1.16) como A(X) = B(X). Tanto A(X) como B(X) son lineales en X, de modo
que (1.16) vale para funciones simples de la forma

k
X=> cle, CieF®F.
i=1

Para X > 0 existe una sucesién de v.a. simples X, con 0 < X,, T X. Tenemos que A(X,,) = B(X,) y
por convergencia monétona

A(X,) T AX).

Para B, usando el TCM dos veces obtenemos

nh—{r;oB = n11—>I1<;lo /Ql AQ n w1 (,UQ (wthJQ)) dPl(wl)
:/ ( h_}m / (Xn)wl(u@)K(whdwg)) dP; (wy)
Q " Jo,

77/—>OO

/ / hm Xn w1 w2)K(UJ17dW2)) dPl(wl)

0, Jo,

= [ (] 0 on, i) dP ) = BOX)
Q,  Jo,

Teorema 1.10 (Fubini-Tonelli) Sea P = P; X Py la medida producto. Si X es J1 ® Fo medible y es
no-negativa o integrable respecto a P entonces

:/( sz(wl)dPl(wl))dPg(wg):/( X (wn, 1) dPy (1)) dPs(w).
Qo [oh Qo Q

Demostracion. Sea K (w1, As) = Pa(ws), entonces Py y K determinan a P=P; x P en F1 @ Fo y
/ XdP = (/ le (WQ) dPQ(UJQ)) dPl(wl) = / (/ sz (wl) dPl(wl)) dPQ(OJQ).
Q1 xQo Q Qo Qg 1951

Por otro lado si K (ws, A1) = Py(A;) es una funcién de transicién K : Qy x Fy — [0,1] entonces K y
P; también determinan a P =P; X Py y

/QIXQszP /Q (/91 X (w1) dPy(w1)) dPy(ws) = /Q ( 5 X (02) dPa(2)) APy (1)
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Teorema 1.11 Si (Qq, F1,pu1) y (Q2, Fa, pie) son espacios de medida o-finitos. Entonces

m(E) = /Q v{ws : (w1,ws) € E} dp(wy) :/ p{wr @ (wr,w2) € B} dv(ws)

Qg

define una medida o-finita sobre F1 @ Fo. Es la tdnica medida para la cual (A x B) = p(A)v(B) para
rectangulos medibles.

Teorema 1.12 Bagjo las hipdtesis del teorema anterior, si f : 3 X Qs — R satisface f > 0, las funciones

f (w1, ws) dv(ws), f(wi,ws) du(wr) (1.17)
Qo (951

son medibles respecto a F1 y Fo, respectivamente y

/ f w1, ws) dm(wy,ws) :/ ( fwi,w2) d,u(wl)) dv(w2)
Q1 xQ

(92 Q

:/Q (] Fenwn)dvin) duten). (1.18)

Si f es integrable respecto a 7, las dos funciones (1.17) son medibles y finitas en Ay y By respectivamente,
donde (€1 — Ag) = v(Q2 — By) = 0 y de nuevo (1.18) vale.

Como aplicacién del teorema de Fubini veamos la demostracién de la formula de integracién por partes

Teorema 1.13 Sea a < b en R y supongamos que F,G son funciones de Stieltjes que no tienen puntos
de discontinuidad en comin en (a,b]. Entonces

b b
/ G(z) dF(z) = G(b)F(b) — G(a)F(a) — / F(z) dG().

Si ademds G es absolutamente continua con densidad g entonces

/ G(z)dF(z) = GB)F() — G(a)F(a) — / F()g(z) dx.

Demostracién. Observamos que si la férmula vale para F'y G entonces, por linealidad también vale
para transformaciones lineales oF + 8 y vG 4 §, ya que

b b
/a vG(z) d(aF(x)) = va/a G(z)dF (x)
= o (G(b)F(b) — G(a)F(a) — / ’ F(z) dG(m))

b

= (vG(0)(aF (b)) — (vG(a))(aF (a)) — / (aF (x)) d(vG (),

a

b

b
/ (G(z) +0)d(F(z) + ) = | G(x)dF(x) + 0(F(b) — F(a))

a

b
=G(b)F(b) — G(a)F(a) — / F(z)dG(z) + 6(F(b) — F(a))

b
= (G(b) +0)F(b) — (G(a) + ) F(a) — / F(z)d(G(z) + 9).



1.8. EL TEOREMA DE FUBINI 21

Por lo tanto no hay pérdida de generalidad al suponer que F' y G son funciones de distribucién,
que asociamos con las variables aleatorias X e Y, respectivamente. Usando ahora el teorema de Fubini
obtenemos, por un lado, que

Pla<X <ba<Y <b) = //deG x,y) //dF ) dG(y
/dF /ﬂw F(b) - F(a))(G0) - G(a))

Por otro lado, la probabilidad de que el punto (X,Y") caiga dentro del cuadrado (a, b] x (a, b] la podemos
dividir en tres y obtenemos

Pla<X<ba<Y<b)=Pla<X<Y<bh)+Pla<Y<X<b)+Pla<Y=X<Db)

// (F x Q)(z,y) + // (G x F)(z,y) +
:/a (/ AF(y))dG(x) + / (/abdG( ))dF (2)

b b
=/Xﬂ@—ﬂ@ﬂ&@+/kﬂ@—ﬂ@ﬂﬂw

b b
= / F(x)dG(x) +/ G(z)dF(z) — F(a)(G(b) — G(a)) — G(a)(F(b) — F(a)).

La férmula para integracién parcial sigue igualando las dos expresiones. La conclusién para el caso especial
cuando G es absolutamente continua sigue del hecho que

/ab F(z)dG(z) = /ab F(z)g(x)dz.

Ejemplo 1.11 (Tiempos de Ocupacién)
Sea {X(t,w), t € [0,1]} un proceso sobre (2, F, P) que satisface

(a) El proceso toma valores en R.

(b) El proceso es medible simultdneamente en ambas variables: Para A € B, X 1(A) = {(t,w) :
X(t,w)eA} e B F.

Fijamos A € B y nos interesa el ‘tiempo de ocupacién’ de X en A durante lel periodo t € A para
A € B[0,1]. Como A € B(R) la funcién

A (R,B(R)) - ({Ov 1}v {@, {07 1}7 {O}v {1}})
es medible y por lo tanto
1A(X(s,w)) :([0,1] x Q,B]0,1] x F) — ({0,1}, F({0,1})).

Definimos la medida aleatoria
X(A,w) = / 15 (X (s,w)) ds
A

que llamaremos el tiempo de ocupacién en A para t € A. Tenemos

E[X(A,w)]:/(/A 14(X(s,w)) ds) dP

Q
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y usando Fubini esto es

:/A(/QAM(X(S,M)) qP) ds:/AP(X(s) € A)ds.

1.9. Espacios Producto e Independencia
Teorema 1.14 Sean X,Y wv.a. sobre (Q, A, P) con valores en (E, &) y (F,F) respectivamente. Para que
X eY sean independientes es necesario y suficiente que se satisfaga alguna de las siguientes proposiciones

(a) f(X) yg(Y) son v.a.i. para cualquier par de funciones medibles f, g.

(b) E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)] para cualquier par de funciones f, g medibles y acotadas o medibles
Yy positivas.

(c) Si E y F son espacios métricos con o-dlgebras de Borel £ y F, entonces E[f(X)g(Y)] = E[f(X)] E[g(Y)]
para cualquier par de funciones f, g continuas y acotadas.

Demostracién. Sabemos que X,Y son v.a.i. si
(d) PIX€eAYeB)=P(XcAP(Y e€B) paratodo Ac&, BeF.
(a) = (d) Basta tomar f(z) =z, g(y) =y.
(d) = (a) Dadas f, g observamos que

(F(X))

(F) € Y7YF) y como X~ 1(€) y YI(F) son independientes, las dos

-1

E)=X"fHE)) XTI
y de manera similar (g(Y))_1
sub-o-dlgebras también lo son.
(b) = (d) Basta tomar f(z) = 14(z), g(y) =15(y), A€ &, BE F.
(d) = (b) Sabemos que (b) vale para funciones indicadoras y por linealidad vale para funciones simples.
Si f y g son positivas sean (f,) v gn) sucesiones crecientes de funciones simples positivas que convergen
a f y g respectivamente. Observamos que 0 < f,,(2)gn(y) T f(2)g(y). Por el TCM

E[f(X)g(Y)] = E[lim £,,(X)g,(Y)] = Hm E[f,(X)gn(Y)]
= lm E[f,(X)] Elg.(Y)] = E[f(X)] E[g(Y)]

Esto demuestra el resultado para funciones positivas. Si f y ¢ son acotadas, las descomponemos f =
fr—f", g=g¢" — ¢~ y usamos linealidad.

(b) = (c) Es evidente.

(¢) = (d) Basta probar (d) para A € C, B € D donde C y D son las clases de todos los conjuntos
cerrados de E, F, respectivamente, que son sistemas 7 que generan a £ y F.

Sea A C E un conjunto cerrado y sea d(x, A) la distancia entre el punto z y A. Entonces f,(z) =
min{1,nd(x, A)} es continua, satisface 0 < f,,(x) < 1y la sucesién (1— f,,) decrece a la funcién indicadora
14. De manera similar a B C F cerrado le asociamos una sucesién de funciones continuas g,, que decrecen
alp con 0 < g, < 1. Repetimos ahora el argumento de (d) = (b) reemplazando el TCM por el TCD. B

Ejemplo 1.12
Sean E y F finitos o numerables. Para (X,Y) sea

Pyy (i) = P(X=i,Y = j) = P({w: X(w) =i y Y(w) = })
= P{X =i} n{¥ = j}).

Entonces X e Y son independientes si y s6lo si Px y (4,7) = Px(i)Py (j)-
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Proposicién 1.3 Sea X,Y dos variables aleatorias sobre (2, A, P) con valores en (E, &) y (F,F) res-
pectivamente. El par Z = (X,Y) es una variable aleatoria con valores en (E X F,E ® F). Las variables
X, Y son independientes si y sélo si la distribucion Pxy del par (X,Y) es igual al producto Px x Py de
las distribuciones de X e Y.

Demostracién. Si Ax B € £€xF tenemos Z 1 (AxB) = X 1(A)NY Y(B) € Ay como EQF = a(ExF)
esto implica que Z es medible.
X e Y son independientes si y sélo si para cualesquiera A € £, B € F tenemos

P((X,Y) € Ax B)=P(X € A)P(Y € B)

o equivalentemente
PX7y(A X B) = Px(A)Py(B)

Esto equivale a decir que Py y(A x B) = Py x Py(A x B) para todos los conjuntos A x B € £ x F y
por unicidad esto equivale a Pxy = Px x Py en £ ® F. [ |

1.10. Convolucion

Consideremos el espacio producto (21 X q, F1 ® Fa, P; X P3) y supongamos que (X1, X2) es una v.a.
bidimensional cuyas f.d. marginales son F; y Fb, respectivamente. La férmula para la convoluciéon nos da
la distribucién de X7 + Xo.

Teorema 1.15 Bajo las condiciones anteriores,

oo

Fuy 1 x, (1) = / Fy(u — ) dFy(y).

—00

Si, ademds, Xo es absolutamente continua con densidad fo, entonces

oo

FX1+X2(U‘) :/ Fl(u_y)fQ(y) dy.

— 00

Si X1 es absolutamente continua con densidad f1, la densidad de la suma es igual a

frox( = [ T i y) dF().

Si ambas son absolutamente continuas, entonces

froa@= [ Au-9Red.
Demostracién.

Frix( =P+ Xa 20 = [[ db xRy
z+y<u

- /O; /;y d(Fy x Fy)(z,y) = /o; (/;y dFl(w))dF2(y)
= /_O; Fi(u—y) dFy(y).

El resto sigue de esta relacion. |
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1.11. Sucesiones de Variables Aleatorias Independientes

Para n € N sea X, una v.a. sobre (,,, F,, P,,). Definimos

oo oo
Q= 11[19,1 F=Q)Fn

n=1
donde @ F,, denota la o-dlgebra de Q generada por los conjuntos de la forma
Ay X Ag X oo X A X Qppq X Qpyg X o Ae F;,1<i<k, k>1,

es decir, F es la o-dlgebra generada por productos cartesianos finitos de conjuntos de las o-algebras
coordenadas, que se conocen como cilindros. Es facil ver que los cilindros forman una semidlgebra.

Teorema 1.16 Dados los espacios de probabilidad (Qy, Fr, Pn), n > 1y Q = [[7° U, F = Q7 Fu,
existe una unica probabilidad P en (0, F) tal que

k
P(AlXAQX---XA]CXQ]C+1XQ]€+2X"'):HPZ'(AZ')
=1

para k>11y A; € F;.

Demostracion.

La funcién P definida sobre los cilindros es positiva y satisface P(€2) = 1. Para poder usar el teorema
de extensién basta demostrar que esta funcién es o-aditiva y por el teorema 2.3 basta ver que P es
continua. Supongamos entonces que existe una sucesién de cilindros (Cy,, n > 1) tales que para cada n
tenemos Cp,11 C Cp, y P(Cy) > 8§ > 0. Probaremos que N$°C,, # 0.

Observamos que todo cilindro E estd determinado por un nimero finito de coordenadas en el sentido
de que existe un entero k finito, que sélo depende de E, tal que si w = (wy,wa,...) y & = (wi,wh,...)
son dos puntos de {2 con w; = wg- para 1 < j < k, entonces o bien ambos puntos estdn en F o ninguno de
los dos esta en E. Para simplificar la notacién y sin pérdida de generalidad, podemos suponer que para
cada n, el conjunto C), estd determinado por las primeras n coordenadas.

Introducimos ahora la siguiente notacién: Dado w) € €y y un subconjunto cualquiera E de €2, (E|w?)
denota al conjunto ; x Ej, donde E; es el conjunto de puntos (wa,ws,...) € [[ 2,9, tales que
(wW?, wa,w3,...) € E. Si w no es la primera coordenada de ningtin punto de E, entonces (E|w}) = 0.
Observamos que si E es un cilindro entonces (E|w) es un cilindro para todo w?.

Queremos ver que existe w{ tal que para todo n se tiene que P((C,|w?)) > §/2. Para esto comenzamos
con la ecuacién

P(C) = [ P((Cullor)) dPr ) (1.19)
Q1
que sigue de la definicién de un cilindro. Ponemos ahora
B, ={w1: P((Cnlw1)) > 6/2} C Q.

Usando (1.19) tenemos que

< P(C,) < / gdPl(wl)

By,

1dP;(w1) +/

B

c
n

y por lo tanto P(B,) > 4/2 para todo n > 1. Como B,, es decreciente con C,, tenemos P;(NFB,) >
§/2. Escogemos w? en N°B,, entonces P((Cy,|w?)) > §/2. Repitiendo el mismo argumento para el
conjunto (C,|w?) vemos que existe un w§ tal que para todo n, P((C,|w?, w3)) > 6/4, donde (C,|w?, w?) =
((Cr|w?)|w?) es de la forma Q; x Qo x E3 y Ej es el conjunto (w3, wa,...) en [[>7 2 Q, tal que (wf, wd, w3,
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Wy, ...) € Cp. El argumento continua de esta manera por induccién. Por lo tanto, para cada k > 1
tenemos wg tal que para todo n se tiene

5
P((Cplwf,...,wQ)) > o
Consideramos ahora el punto w® = (wf,w§, ..., w2, ...). Como (Cg|w?,...,w?) # 0, hay un punto en Cy

cuyas primeras k coordenadas son las mismas que las de w®. Como C}, estd determinado por sus primeras
k coordenadas, se tiene que w® € Cy. Esto es cierto para todo k y en consecuencia w® € N°Cy,, como
querfamos demostrar. |

Si X, es una v.a. definida en (Q,, F,, P,) llamemos X,, a su extensién natural a  definida como
sigue: para w € {2 sea w = (w1,ws, ..., Wn,...) con w; € §); para cada i. Entonces

X (w) = Xn(wn)

Corolario 1.8 Sea X,, una v.a. definida en (QUp, Fpn,Pn), n > 1 y sea )N(n su extension natural a

(Q, F,P). Entonces las variables (Xy)n>1 son independientes y la ley de X,, en (Q,F,P) es idéntica
ala ley de X, en (U, Fn, Prn).

Demostracion. Tenemos
X_l(Bn) = Ql X X Qn,1 X Xn_l(Bn) X Qn+1 Xoee
y por el teorema 1.16

P(NE_ X 1(By)) = P(X7H(B1) x -+ x X H(Br) X Qg1 X - +)

n

1.12. Probabilidades en R"

Denotamos por B™ a los conjuntos de Borel en R™. Es sencillo ver que B™ es generada por los cuadrantes

de la forma .

[[(-<,ai], aicQ

o por los rectdngulos abiertos

o por los conjuntos
[ b],  aibicQ
i=1
También tenemos que B" = BRBR---Q B.
La funcién de distribucién n-dimensional de una medida de probabilidad en (R",B") se define como

n

F(z1,... ) = P(J [ (=00, 2:)).

i=1
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Definicién 1.12 La medida de Lebesgue A, en (R™,B™) estd definida sobre los rectangulos medibles
Ay X Ay X --- X A, por

1 1

Es posible, a partir de esta formula, extender A,, de manera tinica a una medida que esta caracterizada
por la siguiente condicion:

n n

)\n(H(a“bZ]) = H(bZ — ai) VYa; < b; € R.

i=1 i=1
Escribimos

(/ﬂ@d%@ﬂ:/f@Mx:/j@h”w%me~d%

para denotar la integral de f respecto a A, y también [ 4 f(x) dz para la integral del producto f14 cuando
AeB”

Definicién 1.13 Una probabilidad P en (R™, B™) tiene densidad f si f > 0 es medible en R™ y
HMZ/ﬂ@MZ/ﬂ@umMZ/ﬂ%”ﬂwhqu%M%mwn
A A
para todo A € B™.

Teorema 1.17 Una funcion positiva medible segun Borel f : R™ — R es la densidad de una medida de
probabilidad en R™, B™) si y sdlo si satisface

/f(x) dr =1.

En este caso f determina totalmente la medida de probabilidad y cualquier otra funcién medible f' tal
que M (f # ') = 0 también es una densidad para la misma medida de probabilidad.

Reciprocamente, una medida de probabilidad en (R™,B™) absolutamente continua determina su den-
sidad salvo por un conjunto de medida de Lebesque 0, es decir, si f y [’ son dos densidades para esta
probabilidad, entonces A\, (f # f') = 0.

Demostracién. Sea f la densidad de la probabilidad P, entonces

x
|y = P((-0.a).
—o0
Haciendo x — oo vemos que
x
/f(y)dy= A f(y)dyzmlggo/ fly)dy =1.
Para ver el reciproco sea f > 0 una funcién Borel-medible con [ f(z)dz = 1. Para todo A € B ponemos

P(A) = /A f(y)dy = / 14(y) () dy, (1.20)

esto define una funcién P : B" — R con P(R™) = 1. Veamos que es o-aditiva: Sea {4;,i > 1} una
sucesion de eventos disjuntos 2 a 2, entonces

PUFA) = [Lpad@de = [ 3141w ds
1

=Y [1as@) =3 Py
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por el TCM para series.

Veamos ahora que P determina a f salvo por un conjunto de medida de Lebesgue 0. Supongamos que
f" es otra densidad para P, entonces f’ también satisface (1.20). Seae >0y A= {z: f(z)+e < f'(x)}.
Si A, (A) > 0 entonces

P(A) + eAn(A) = / (f(2) + ) 1a(x) dx < / F(@)1a(z) dz = P(A)
lo que es una contradiccién, y concluimos que A, ({z : f(z) +¢ < f/(x)}) = 0. Como

{fre<fr{r<f} (10

obtenemos que A, ({z : f(z) < f'(z)}) = 0. De manera similar se demuestra que \,,({z : f(z) > f'(z)})
0 y por lo tanto f' = f c.s.

Par simplificar, restringimos nuestra discusién al caso n = 2 pero los resultados se extienden facilmente
an > 3. Sea X un vector aleatorio en R? con componentes X = (Y, 7).

Teorema 1.18 Supongamos que X = (Y, Z) tiene densidad f en R?, entonces
a) Tanto Y como Z tienen densidades en (R,B) dadas por

fr(y) = /R f2)dz  fa(z) = /R f(y.2) dy.

b)Y y Z son independientes si y solo si f(y,z) = fy(y)fz(2) c.s.
¢) La siguiente formula define otra densidad en R en todo punto y € R para el cual fy(y) # 0:

_ fy:2)
fy ()

Esta funcion es la densidad condicional de Z dado Y = y.

fy=y(2)

Demostracién. a) Para todo A € B tenemos

P(YEA):P(XGAXR):/A Rf(y,z)dydz

:A(Af(y,z)dz)dy:AfY(y)dy

y como esto es vélido para todo A € By las densidades en R estdn caracterizadas por (1.20), fy (y) es
una densidad para Y.
b) Supongamos que f(y,2) = fy(y)fz(z), entonces

P(Ye A, ZeB) ://1AxB(y,z)f(y,z)dydz://1A(y)13(z)f(y,z)dydz

- / / 14 ()L (=) fy (9) F2(2) dydz = / 14(y) fy () dy / 15(2) f2(2) d
=P(Y € A)P(Z € B),

y como A y B son borelianos cualesquiera, Y y Z son independientes.
Supongamos ahora que Y y Z son independientes. Sea

n={ces: [ /C Flo.2) dyaz = [ /C Fo (W) () dydz}.
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Como Y, Z son independientes, si C = A x B con A, B € B entonces
P((Y.2)€ ) = [[ 7(0.2) dya:
c

mientras que

P(Y,Z) e P(Ye A, ZeB)=P(Y € A)P(Z € B)

)
/fy g [ 12l dz‘//m (2) dydz

por el teorema de Fubini. Por lo tanto H contiene a la clase de los rectangulos medibles B x B, que es un
sistema 7 que genera a B2. Es posible demostrar que H es un sistema A y deducimos que H = B2. Por lo
tanto

P(X eC) = /C f(y,2) dydz = /C fr (@) F2(2) dydz

para todo C' € B2. Por la unicidad de la densidad tenemos f(y,2) = fy (y)fz(2) c.s
¢) Tenemos

[T o VR P T

— 00 fY( ( )
Como fy=,(z) es positiva, Borel-medible y su integral vale 1, es una densidad. |
Teorema 1.19 Sea X = (X1,...,X,,) un vector con densidad [ y sea g : R™ — R™ una funcion inyectiva

y continuamente diferenciable cuyo Jacobiano no se anula. Entonces Y = g(X) tiene densidad

Ix (g7 (y))|det Jy-1(y)1]  siy estd en el recorrido de g
fr(y) =
0 en otro caso.



