16.

Ayudantia de Probabilidad Avanzada.

Solucién de la tarea 5.
Henry Panti.

(a) A partir de la definicién es sencillo ver que F(X;) =0y E(X?) = o0
(b) Sea 'y, = Xnl{x,|<ymlogn}- Entonces

Y P(X,#Y,)=> P(X,| > nlogn) = Z% < 0.

n(logn)?

Esto muestra que las sucesiones X,, y Y,, son tail equivalentes. Por lo tanto, es
suficiente mostrar que

WZY'“ — N(0,1). (16.1)
2

Sea s2 = > ,_, E(Y}?). Para mostrar (16.1), vamos a verificar que s2 ~ nlogn y
que la sucesion Y, satisface la condicion de Lyaponouv con § = 1. Ya que la v.a.
X, es simétrica, entonces Y,, también lo es, lo que implica E(Y;,) = 0. A partir

de la definicién se puede verificar que E(Y?) = 2log(y/nlogn). De esta forma,
s2 =31 2log(Vklogk) = >)_ log(k) + > ;_, 2log(log k) = s3,, + s3,. Ahora

bien,

sg’n 2log(logn)

1 n
0< = 2log(logk) < —=>2—- — 0.
~ nlogn nlogn; og(log k) < logn

Por otro lado,

1 1
—logn! —1 ——1 1 1 dr = —1.
—logn! —logn og( ) Z og( ) —>/0 og(x)dz

De lo anterior se sigue que log(n!) ~ nlog(n). Usando esto se obtiene

n

1 9 1 log n!
nlognsl’” nlogn kz_; ©8 nlogn

Esto 1ltimo nos permite concluir que s2 ~ nlogn.

Ahora veamos que Y,, satisface la condiciéon de Lyapounov con § = 1. Con ayuda
de s2 ~ nlogn, tenemos

ZEmP = Z 2Vklogk — 1]




Lo que muestra la condicién de Lyapounov. Por lo tanto, por el TCL

SLZY; — N(0,1).

k=1

2
n

Y ya que s; ~ nlogn, se concluye (16.1).

(c¢) Tenemos
U(t) =2logt.

. Ultr) logz
tliglo Ut) tllglo (1+ logt> =1L
17. (a) Sea Y con densidad f dada por

f()

Por lo tanto,

C
 JylP(log [y)?’

donde ¢ es una constante normalizadora. Tenemos

ly| > e,

E(Y? :2/“)#(1 — 2.
¥ . y(ogy)2"”

Ademds, ya que E(Y?) es finito, entonces F(Y) es finito y como f es simétrica

se obtiene F(Y) = 0. Ahora, sea 6 > 0. Ya que 1(')?‘(;' — 00, cuando |y| — oo,

entonces existe y* > 0 tal que para toda |y| > y*, se satisface

)
|y 51
log [y

De aqui,

yl° 1
E|Y|*™ = c/ l—dy > c/ —————dy = 00.
wise [yl (log |y[)? s+ [yl(log |y)

(b) Por (a) se obtiene que la condicién de Lyapounov no es valida. Ahora verificaremos
la condicion de Lindeberg. Dado € > 0, tenemos

1 <& > 1 1
2 2 EX P ovm) / aellogz)? T logleoym)

" k=1 €o
cuando n — oo.
18. Usando la definicién de f.c. y la linealidad del valor esperado, tenemos

Y elti—tea =E (Z eitjxe_it’“xcﬁ>

J,k=1 J,k=1
2

=F > 0.

n
Z itj X
e C]
j=1




19. (a)
(b)

(d)

La v.a. X es simétrica porque su f.c. toma valores en los reales.

Para contestar esta pregunta, mostraremos que la f.c. de X es absolutamente inte-
grable. Recordemos que si la f.c. de una v.a. es absolutmente integrable, entonces
la v.a. tiene densidad, es decir, es una v.a. absolutamente continua.

Tenemos que ¢(t) — 0, cuando ¢ — 0. De aqui, existe a > 0 tal que () < 1,
para [t| < a. Asi,

/wwwzﬁgw@w+ﬁwwwm
—2a—|—3(/t|>awdt—l—4|>at12dt)

3 6
= 2a + - + —.
a’>  a
Esto muestra que ¢ es absolutamente integrable.

Por (b), X tiene densidad. Sea f la densidad de la v.a. X. Con ayuda de la férmula

de inversion, teorema de Fubini e integracion por partes, se obtienen las siguientes
igualdades.

PIXI<1)= [ fla)da

|| <1

1 [ A
= — o(t) / e " dxdt
27 —o0 lz|<1

_ % /: QSi?(t) (sin(t) —tgtcos(t)> ot
3 /OO 1 — cos(2t) — tsin(2t)

7T t
1 [(1—cos(2t) —tsin(2t)\|™ 1 /°° sin(?t)—thos(Qt)dt
oo t3 o T Jo 13
1 (sin(2t) —2tcos(2t)\|™ 1 [ 2sin(2t
1 sin(2t) cos(2t) +_/ sin( )dt
27 12 o T Jo t
2 [ si
_ _/ sinu
TJo U
= 1.

Por lo tanto, P(|X]| > 1) =0.

Recordemos que las funciones seno y coseno en series de Taylor estan dadas por

0 (_1)nt2n+1 o0 nt2n

sin(t) = Z o cos(t Z . (19.1)

n=

Usando lo anterior y debido a que ¢ toma valores en los reales se obtiene

> nt2n

@(t) = Elcos(tX)] Z [X?"]. (19.2)

n=



Ahora, usando las expresiones para seno y coseno dadas en (19.1), se obtiene

p(t) =3

sint — tcost
t3

3 1)nt2n+1 > nt2n+1
t A S

-2 (e G - G

o (_1)n71t2(n71)

3 (2n+1)(2n —1)!

n=1

i ( nt2n 3
(2n)! (2n+1)(2n + 3)

Comparando con (19.2) se sigue que E[X?"] = WB’(%H)

Comentario. El inciso (c¢) se puede obtener a partir de (d). En efecto, observe que

E[X?"] = M)’m — 0, cuando n — oco. Entonces

P(|X| > 1) = E[1{|X|>1}] S E[XQn]_{‘Xbl}] = E[XQn] — 0.

20. Notese que la v.a. &, es una variable aleatoria mixta. La parte discreta de &, esta dada
por P(§, =0)=1-— # y ya que &, es simétrica, entonces la densidad f de la parte

absolutamente continua esta dada por

Ahora bien, ya que

> 1 o 1
/1 wmdﬂ”:—/ Tonaga ™ =

se sigue que el valor esperado de &, no existe (al igual que la varianza).

Ahora mostraremos que - ¢ (X + &) LN (0,1). Para ello, vamos a mostrar que

que i i &k =% 0. Por definicién de &,, tenemos
1
D P+ & #X) =) PE#0) =) [1-Pl=0]=) — <o

De aqui, se sigue que X,, + &, vy X, son tail equivalentes. Por lo tanto,

S—ka Z [(Xk + &) — Xi] =5 0.
n " k=1



