
Ayudant́ıa de Probabilidad Avanzada.
Solución de la tarea 3.

Henry Pant́ı.

3. a) Ya que u0 es continua, entonces u0 es uniformemente continua sobre [a, b]. De

aqúı, dado ε > 0, existe δ > 0, tal que si x1, x2 ∈ [a, b] son tales que |x1− x2| < δ,

entonces |u0(x1) − u0(x2)| < ε/5. Ahora, sea Bx(δ) = {y : |y − x| < δ), una

vecindad centrada en x de radio δ. Tenemos

[a, b] ⊂
⋃

x∈[a,b]

Bx(δ/2).

Entonces, ya que [a, b] es compacto, existen x1, . . . , xm ∈ [a, b] tales que

[a, b] ⊂
m⋃
i=1

Bxi(δ/2).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

a = x0 < x1 < · · · < xm = b.

Además, por construcción, |xi − xi−1| < δ, i = 1, . . . ,m. Por otro lado, ya que

un → u0 puntualmente, existe N tal que para toda n ≥ N ,

sup
0≤i≤m

|un(xi)− u0(xi)| < ε/5. (3.1)

Usando que un es no-decreciente, (3.1) y la continuidad uniforme de u0 sobre [a, b],

tenemos que para x ∈ [xi−1, xi] y n ≥ N

|un(x)− un(xi)| ≤ un(xi)− un(xi−1)

≤ u0(xi) + ε/5− (u0(xi−1)− ε/5)

= (2/5)ε+ u0(xi)− u0(xi−1)

≤ (3/5)ε. (3.2)

Finalmente, por (3.1), (3.2) y la continuidad uniforme de u0 sobre [a, b], se sigue

que para x ∈ [xi−1, xi] y n ≥ N ,

|un(x)− u0(x)| ≤ |un(x)− un(xi)|+ |un(xi)− u0(xi)|+ |u0(xi)− u0(x)| < ε.

Por lo tanto, para n ≥ N ,

sup
x∈[a,b]

|un(x)− u0(x)| = máx
1≤i≤m

{ sup
x∈[xi−1,xi]

|un(x)− u0(x)|} < ε.

b) Sea ε > 0. Tomemos M tal que

F0(M), 1− F0(M) < ε/2.
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Con ayuda de a), podemos tomar N tal que para toda n ≥ N .

|Fn(±M)− F0(±M)| < ε/2, sup
x∈[−M,M ]

|Fn(x)− F0(x)| < ε.

Aśı, para n ≥ N ,

sup
x≤M
|Fn(x)−F0(x)| < ε, sup

x∈[−M,M ]

|Fn(x)−F0(x)| < ε, sup
x≥M
|Fn(x)−F0(x)| < ε.

Por lo tanto, para n ≥ N , se satisface

sup
x∈R
|Fn(x)− F0(x)| < ε.

c) Para x ∈ R, sea Ax = {ω : Fn(x, ω) → F0(x, ω)}, donde Fn(x, ω) es la función

de distribución emṕırica. Como F es continua, P (Ax) = 1, para toda x ∈ R. Sea

Ω′ = ∩x∈QAx, entonces P (Ω′) = 1. Además, por la densidad de los racionales y

b), se sigue que para todo ω ∈ Ω′,

sup
x∈R
|Fn(x, ω)− F0(x, ω)| → 0.

10. a) Usando 2a) de la lista 4, es suficiente mostrar que P (Xn = x)→ P (X = x), para

x = 0, 1, 2, . . . y X variable aleatoria geométrica. La convergencia de P (Xn = x)

a P (X = x) se obtiene de la expresión

P (Xn = x) = pn(1− pn)x, x = 0, 1, . . . ,

ya que pn → p.

b) Denote por bxc el mayor entero menor o igual a x. Observe que de la desigualdad

nx− 1 < bnxc ≤ nx, n ≥ 1,

se sigue que bnxc/n→ x para toda x ∈ R. Usando este hecho y que npn → λ > 0,

se obtiene

P (Xn/n > x) = P (Xn > nx)

= P (Xn > bnxc)

= (1− pn)bnxc

=
[(

1− npn
n

)n]bnxc/n
−→ e−λx.

Lo que concluye la prueba.
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15. Primero observemos que

ĺım
α→∞

sup
n

∫
|x|≤α

f(x)dFn(x) = sup
n

∫
f(x)dFn(x) <∞.

De aqúı,

ĺım
α→∞

sup
n

∫
|x|>α

f(x)dFn(x) = 0. (15.1)

Ahora sea ε > 0, entonces por (15.1) existe α1 > 0 tal que supn
∫
|x|>α f(x)dFn(x) < ε,

para toda α > α1. Por otro lado, ya que ĺım|x|→∞ f(x) =∞, entonces existe α2 tal que

f(x) ≥ 1, para toda |x| > α2. De esta forma, tomando α∗ = máx{α1, α2}, se obtiene
que

sup
n

∫
|x|>α

dFn(x) ≤ sup
n

∫
|x|>α

f(x)dFn(x) < ε, ∀α > α∗.

Lo que muestra que (Fn) es tensa.

17. Para H ∈M, sea CH sus puntos de continuidad. Ya que H es no-decreciente, entonces
H tiene a lo más un número contable de puntos de discontinuidad. De aqúı, el conjunto
CH es denso en R. Esto implica de forma inmediata que si se tiene la definición vista
en clase, entonces también es cierta la definición propuesta aqúı. Ahora veamos el

rećıproco. Sea D ⊂ R denso tal que para toda a, b ∈ D, Hn(a, b] → H(a, b]. Sean

c, d ∈ CH y ε > 0. Ya que D es denso y H es continua en los puntos c y d, entonces
existen a, b ∈ D tales que, a < c y b > d y

|H(c)−H(a)| < ε/4, |H(b)−H(d)| < ε/4.

De aqúı,

|H(c, d]−H(a, b]| < ε/2.

Por otro lado, la convergencia Hn(a, b] → H(a, b], a, b ∈ D, implica que existe N1 tal

que para toda n ≥ N1,

|Hn(a, b]−H(a, b]| < ε/2.

De esta manera, para n ≥ N1,

Hn(c, d]−H(c, d] ≤ Hn(a, b]−H(c, d] ≤ |Hn(a, b]−H(a, b]|+ |H(a, b]−H(c, d]| < ε.

De manera análoga se puede verificar que existe N2 tal que para toda n ≥ N2,

H(c, d]−Hn(c, d] < ε.

Tomando N = máx{N1, N2} se obtiene que

|H(c, d]−Hn(c, d]| < ε.

Por lo tanto, H(c, d]→ H(c, d], para todo c, d ∈ CH .
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24. Sean {rn} una enumeración de los racionales y {sn} definida por

sn = rn +
1

n
.

Definimos las medidas µn = δrn y νn = δsn . Como f es continua y de soporte compacto,

entonces f es uniformemente continua. Esto implica∫
fdµn −

∫
fdνn = f(rn)− f(sn)→ 0,

ya que rn − sn → 0. Ahora bien, para (a, b) intervalo dado, existe subsucesión {rnk
}

tal que

a− 1

nk
< rnk

< a, rnk
< b− 1

nk
, k ≥ 1.

De aqúı, rnk
/∈ (a, b), snk

∈ (a, b), de donde µnk
(a, b) − νnk

(a, b) = −1. Esto último

muestra que µn(a, b)− νn(a, b) 9 0.
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