Ayudantia de Probabilidad Avanzada.

Solucién de la tarea 3.
Henry Panti.

a) Ya que ug es continua, entonces ug es uniformemente continua sobre [a,b]. De
aqui, dado € > 0, existe § > 0, tal que si z1, 25 € [a, b] son tales que |z1 — z5| < 0,
entonces |ug(x1) — up(z2)| < €/5. Ahora, sea B,(0) = {y : |y — x| < J), una
vecindad centrada en x de radio d. Tenemos

a.0] € | J B.(6/2).

z€la,b]
Entonces, ya que [a, b] es compacto, existen x1, ..., 2, € [a,b] tales que
a.t) | B (6/2)
i=1

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
a=xg <1 < <Xy =20

Ademas, por construccién, |z; — x;_1| < d, ¢ = 1,...,m. Por otro lado, ya que
u, — ug puntualmente, existe N tal que para toda n > N,

sup |un(z;) — uo(z;)| < €/5. (3.1)

0<i<m

Usando que u,, es no-decreciente, (3.1) y la continuidad uniforme de ug sobre [a, b],
tenemos que para x € [x;_1,z;] yn > N

|un (@) = wn ()| < tn(2:) = un(2i-1)
< uo(zi) + €/5 — (uo(wi—1) — €/5)
= (2/5)e + uo(zi) — uo(wi-1)
< (3/5)e. (3.2)

Finalmente, por (3.1), (3.2) y la continuidad uniforme de wq sobre [a, b], se sigue
que para = € [z;_1,x;] yn > N,

|un (@) = uo(@)] < un(@) = wn(2:)| + [un(2:) — uol@s)| + [uo(z:) — uo(z)| <e.
Por lo tanto, paran > N,

sup |u,(z) —up(z)] = max{ sup |u,(z) — uo(z)|} <e.
z€[a,b) lsi=m T€[Ti—1,2;]

b) Sea € > 0. Tomemos M tal que
Fo(M),1 — Fy(M) < ¢/2.
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Con ayuda de a), podemos tomar N tal que para toda n > N.

|Fo(£M) — Fo(£M)| < €/2, sup |Fn(x) — Fy(z)| < e
z€[—M,M]

Asi, paran > N,

sup |F,(z) — Fo(z)| <, sup |F,(z)—Fo(x)| <€, sup |[F,(x)—Fo(z)| <e.
<M z€[—M,M] x>M

Por lo tanto, para n > N, se satisface

sup |F,(z) — Fo(x)| < e.

c) Para z € R, sea A, = {w : F,(z,w) = Fy(z,w)}, donde F,(x,w) es la funcién
de distribucién empirica. Como F es continua, P(A,) = 1, para toda = € R. Sea
Y = NyegA., entonces P(€)) = 1. Ademads, por la densidad de los racionales y
b), se sigue que para todo w €

sup | Fy,(z,w) — Fo(z,w)| — 0.
zeR

10. a) Usando 2a) de la lista 4, es suficiente mostrar que P(X, = x) — P(X = z), para
x=0,1,2,... y X variable aleatoria geométrica. La convergencia de P(X,, = z)
a P(X = x) se obtiene de la expresién

P(X,=2)=p,(1 —p,)" x=0,1,...,

ya que pp — D.

b) Denote por |x] el mayor entero menor o igual a z. Observe que de la desigualdad
nr—1<|nz|] <nz, n>1,

se sigue que |nz|/n — x para toda « € R. Usando este hecho y que np, — A > 0,
se obtiene

P(X,/n > z) = P(X, > nx)
= P(X,, > [nz])
=(1 _pnﬂmEJ

- [y
n

— e,

Lo que concluye la prueba.



15.

17.

Primero observemos que

lim sup /|z§a f(z)dF,(z) = sgp/f(a:)an(w) < 00.

a—00 n

De aqui,

lim sup f(z)dF,(x) = 0. (15.1)

f(x)dF,(z) < e,

para toda o > ay. Por otro lado, ya que lim|;o f(2) = 00, entonces existe a, tal que

Ahora sea € > 0, entonces por (15.1) existe a; > 0 tal que supnf|

z|>a
f(z) > 1, para toda |z| > ay. De esta forma, tomando o* = méax{ay, as}, se obtiene
que

sup/ dF,(x) < sup f(x)dF,(x) <€, Ya>a
lz|>a

n n lz|>a

Lo que muestra que (F},) es tensa.

Para H € M, sea Cg sus puntos de continuidad. Ya que H es no-decreciente, entonces
H tiene a lo mas un niimero contable de puntos de discontinuidad. De aqui, el conjunto
Cq es denso en R. Esto implica de forma inmediata que si se tiene la definicién vista
en clase, entonces también es cierta la definicion propuesta aqui. Ahora veamos el
reciproco. Sea D C R denso tal que para toda a,b € D, H,(a,b] — H(a,b]. Sean
c,d € Cyye>0.Yaque D es denso y H es continua en los puntos ¢ y d, entonces
existen a,b € D tales que,a <cyb>dy

|H(c) — H(a)| <€/4, |H(b)— H(d)| < ¢e/4.

De aqui,
|H(c,d] — H(a,b]| < €/2.

Por otro lado, la convergencia H,(a,b] — H(a,b], a,b € D, implica que existe NV; tal
que para toda n > Ny,
|H,(a,b] — H(a,b]| < €/2.

De esta manera, para n > Ny,
H,(¢,d| — H(c,d] < Hp(a,b] — H(e,d] < |Hy,(a,b] — H(a,b]| + |H(a,b] — H(c,d]| < e.
De manera analoga se puede verificar que existe Ny tal que para toda n > Ns,
H(c,d] — Hy(c,d] <e.
Tomando N = méx{Ny, No} se obtiene que
|H(c,d] — Hy(c,d]| < e.

Por lo tanto, H(c,d] — H(c,d], para todo ¢,d € Cy.



24. Sean {r,} una enumeracién de los racionales y {s,} definida por

1
Sp =Tn + —.
n
Definimos las medidas p,, = 9,,, y v, = d5,. Como f es continua y de soporte compacto,

entonces f es uniformemente continua. Esto implica

[t [ s, = 1) = f5.) >0

va que 1, — s, — 0. Ahora bien, para (a,b) intervalo dado, existe subsucesién {r,, }

tal que

1 1
a——<rp <a, T, <b——, k>1
N N

De aqui, r,, ¢ (a,b), sn, € (a,b), de donde u,, (a,b) — vy, (a,b) = —1. Esto tdltimo
muestra que f,(a,b) — v,(a,b) - 0.



